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Ehrlich gesagt,

wir wissen von keinem Stoff,
den wir den Kindern tibermitteln sollen,
ob er der rechte sei.

Wir konnen sie aber etwas Kostbares lehren:
wie man den Stoff meistert.

Hans Freudenthal, Mathematik als paddagogische Aufgabe, Band 1, Stuttgart 1973, S. 61






Vorwort

Vorwort

Diese Dissertation ist im Rahmen des von der Volkswagenstiftung geférderten und
von Prof. Dr. Martin Grotschel geleiteten Projekts , Diskrete Mathematik fiir die

Schule® (ZIB und TU Berlin) entstanden. Das Ziel des Projektes war, Themen der
kombinatorischen Optimierung in die Schule zu bringen.

Um dieses Ziel zu erreichen, wurden zunéchst die Inhalte gesichtet und eine Aus-
wahl getroffen. Die ersten Ideen zur Umsetzung im Unterricht wurden im Jahr 2002
bei ersten Unterrichtsversuchen verwirklicht. In den folgenden drei Jahren wurden
die Unterrichtskonzepte weiterentwickelt und weiter erprobt. Parallel dazu fanden
zahlreiche Vortréage und Lehrerfortbildungen zum Thema statt.

Das Projekt ,Diskrete Mathematik fiir die Schule* wurde im Jahr 2004 als asso-
ziiertes Projekt in das Berliner DFG-Forschungszentrum MATHEON Mathematik
fiir Schliisseltechnologien aufgenommen und bekam dort ein Schwesterprojekt ,,Vi-
sualisierung von Algorithmen* unter Leitung von Prof. Dr. Ulrich Kortenkamp, in
dem dynamische Unterrichtssoftware zur kombinatorischen Optimierung entwickelt
wurde und wird.

Das Interesse sowohl an den Themen, die so besonders gut zugénglich sind und neue
Perspektiven fiir den Mathematikunterricht eroffnen, als auch an der methodischen
Herangehensweise war sowohl in wissenschaftlichen Fachkreisen als auch auf Seiten
der Lehrerschaft von Beginn an grof}. So konnte man beobachten, dass die Popu-
laritdt von diskreter Mathematik in Schule und Didaktik — nicht nur durch unsere
Projekte — in den letzten Jahren stark gestiegen ist.

Ausdruck dessen ist, dass in drei neue Lehrpléne in Deutschland Wahlmodule fiir
diskrete Mathematik bzw. kombinatorische Optimierung aufgenommen wurden: Im
neuen Berliner Rahmenplan fiir die Sekundarstufe I (Inkrafttreten: Sommer 2006)
sind auf Veranlassung von Ulrich Kortenkamp und der Autorin Wahlmodule zur
kombinatorischen Optimierung in den Doppeljahrgangsstufen 7/8 und 9/10 zu fin-
den. In den seit Sommer 2005 giiltigen Lehrplénen fiir Hamburg sowie im modifizier-
ten Lehrplan fiir die Berliner Netzwerkschulen fiir den Profilkurs 11 gibt es ebenfalls
Wahlbereiche zu diesen Themen.

In Zusammenarbeit mit Prof. Dr. Hufmann (Universitdt Dortmund) entstand ein
Lehrbuch (nicht nur) fiir Lehrerinnen und Lehrer ,, Kombinatorische Optimierung
erleben” [38], zu dem auch Prof. Dr. Andreas Brieden, Prof. Dr. Peter Gritzmann,
Prof. Dr. Martin Grotschel und Prof. Dr. Timo Leuders Beitriage geschrieben haben.

Am Ende der Projektlaufzeit schliefllich wurde die vorliegende Dissertation fertigge-
stellt, die die wissenschaftlichen Erkenntnisse zusammenfasst, einiges Material der
Unterrichtsversuche dokumentiert und einen Theorierahmen schafft. Damit ist die
Forschungsarbeit zur kombinatorischen Optimierung als Schulstoff (eine weitere Ar-
beit zum Thema ist z. B. Schuster [74]) jedoch nicht abgeschlossen. U.a. an der
TU Berlin und der Universitiat Dortmund sind weiterfithrende Studien geplant.
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Einleitung

Einleitung

»Wie macht man aus dem Fachgebiet der kombinatorischen Optimierung Unter-
richt?*. Dies war die Frage, die die Entstehung dieser Arbeit motivierte. Ein fiir den
Schulunterricht geeignetes, aber noch wenig dafiir aufbereitetes Gebiet der moder-
nen Mathematik stellt eine Seltenheit und einen Gliicksfall dar. Kann man doch an
ein noch ,unbelastetes“ Thema, das praktisch keine Unterrichtstradition hat, bei
der Entwicklung von Unterrichtskonzepten und -methoden ganz unvoreingenommen
herangehen, und dabei versuchen, Visionen von Unterricht in die Tat umzusetzen.

Die Theorie des authentischen Mathematikunterrichts, die in Kapitel 1 dargelegt
wird, bildet den Theorie- und Begriindungsrahmen. Es wird dort ein Idealbild von
Mathematikunterricht gezeichnet, das sicherlich nicht immer so verwirklicht wer-
den kann, aber Auswahl der Inhalte, Didaktik und Methodik stark beeinflusst. Ein
wichtiger Punkt ist dabei, Mathematik als lebendige Wissenschaft zu vermitteln.

Kapitel 2 dokumentiert, inwiefern Graphentheorie und kombinatorische Optimie-
rung in der Vergangenheit in der Bundesrepublik Deutschland als Schulstoff disku-
tiert worden sind. Es gab einige Ansétze, solche Themen in den Unterricht zu brin-
gen, doch haben diese sich nicht durchsetzen kénnen. Die Griinde hierfiir kénnen
aus den Quellen herausgelesen werden und sprechen nicht gegen einen neuerlichen
Versuch. Am Ende des Kapitels wird kurz die aktuelle Entwicklung dargestellt, die
eine verstiarkte Aktivitdt in dieser Richtung verzeichnen kann.

,Besser als Mathe!“ So lautet die Fragebogenantwort einer Schiilerin oder eines
Schiilers aus der 8. Klasse. Die Frage lautete: ,,Wie hat dir das Thema gefallen?*
und bezog sich auf eine Unterrichtseinheit iiber minimale aufspannende B&ume.
Dieser Schiilerkommentar wirft zwei Fragen auf: Was ist an der kombinatorischen
Optimierung so anders als bei der herkommlichen Schulmathematik? Und: Woran
liegt es, dass kombinatorische Optimierung sich so besonders gut unterrichten und
erarbeiten lasst?

Um diesen Fragen nachzugehen, erfolgen in den Kapiteln 3 und 5 zwei unterschied-
lich ausgerichtete Analysen des Stoffes. Im dritten Kapitel (mehr zu Kapitel 5 s.u.)
wird untersucht, welche Arbeitsweisen typisch fiir die diskrete Mathematik sind. Der
Blickwinkel fiir dieses Kapitel ist eher ungewohnlich, es ist die Analyse mathemati-
scher Methoden und Tétigkeiten aus didaktischer Sicht, jedoch ohne konkret iiber
Unterricht zu sprechen. Dabei soll herausgearbeitet werden, welche Téatigkeiten ein
Unterricht iiber die Thematik anregen soll, bzw. welche Tétigkeiten und Methoden
die Beschéftigung mit dem Stoff mit sich bringt.

Wenn aus einem bislang fiir die Schule kaum aufbereiteten Fachgebiet Unterricht
gemacht werden soll, ist eine Begriindung der Auswahl der Themen und eine Fest-
legung der Fachbegriffe notwendig. Dies geschieht in Kapitel 4. Auch hier spielen
didaktische Gesichtspunkte mit hinein, insbesondere bei der Formulierung von De-
finitionen. Es gleicht einem Drahtseilakt, unkomplizierte und aus dem handelnden



Einleitung

Umgang entstehende Definitionen zu formulieren, die nicht zu viele verwirrende Son-
derfille beinhalten, und gleichzeitig mathematisch exakt zu bleiben.

Das fiinfte Kapitel erortert das didaktische Potenzial des Stoffes, indem einzelne
Aspekte des Themengebietes analysiert werden. Die Erkenntnisse aus der ,meta-
mathematischen® Analyse von Kapitel 3 werden hier genutzt, aber auch weitere
Eigenschaften des Stoffes und erste Erfahrungen aus dem Unterricht. Hier zeigen
sich die besonderen Stérken der Themen fiir den Unterricht, die u.a. Anlass fiir die
oben zitierte Schiilerduflerung gewesen sein konnen.

Aufgrund der Analyse des didaktischen Potenzials und der Unterrichtserfahrungen
mit den Themen wurden Unterrichtsmethoden entwickelt, die mit den besonderen
Stéarken des Stoffes arbeiten bzw. typische Schwierigkeiten aufgreifen und produktiv
nutzen. Sie werden in Kapitel 6 dargestellt und erldutert.

Kapitel 7 zeigt konkret, wie Unterrichtsmaterialien zur kombinatorischen Optimie-
rung aussehen konnen, und dokumentiert Schiilerarbeiten aus den Unterrichtsver-
suchen. Diese Dokumente zeigen deutlich, dass die in dieser Arbeit aufgestellten
Thesen sich zumindest in dem durchgefiihrten Unterricht bestéitigen. Sie sind zum
Teil sehr aussagekraftig und zeigen zudem, auf welchen Niveau sich Unterricht iiber
die gewéhlten Themenbereich bewegen kann.

Das letzte Kapitel der Arbeit beinhaltet den Vorabdruck dreier Buchkapitel! aus
dem u. a. in dem Berliner Projekt , Diskrete Mathematik fiir die Schule* entstande-
nen Lehrbuch fiir Lehrer/innen , Kombinatorische Optimierung erleben* [38], die zei-
gen, wie ein Lehrbuchtext gestaltet sein kann, der zu einem authentischen Unterricht
anregen mochte. Der Erarbeitungsweg in den Buchkapiteln zeigt modellhaft einen
moglichen Unterrichtsgang. Es sind dabei mdégliche und typische Erarbeitungswege
von Schiilerinnen und Schiilern beschrieben. Einige Hinweise zur Unterrichtsmetho-
dik sind in den Text integriert, so dass ein recht umfassendes Bild von Unterricht
iiber kombinatorische Optimierung entsteht.

Bislang beziehen sich die Erfahrungen mit kombinatorischer Optimierung im Unter-
richt auf den Gymnasialbereich. Im neuen Berliner Rahmenplan werden die Themen
auch fiir die anderen Schulformen der Sekundarstufe I vorgeschlagen. Eine hand-
lungsorientierte Herangehensweise ist mit diesen Themen fiir alle Niveaus moglich.
Da aber aus nicht-gymnasialen Bereichen (noch) keine Erfahrungen vorliegen, be-
zieht sich diese Arbeit vorwiegend auf den gymnasialen Bereich.

In den néchsten Jahren wird es aufschlussreich sein zu erheben, ob und in welchem
Umfang kombinatorische Optimierung tatséchlich im Unterrichtsalltag Finzug findet
und inwieweit sich die Thesen dieser Arbeit weiterhin bestétigen.

1Das Buchkapitel zum Travelling-Salesman-Problem [30] fiir das Buch ,, Kombinatorische Optimierung erleben®
wurde dankenswerterweise von Prof. Dr. Martin Grotschel geschrieben und ist daher wie die weiteren Kapitel des
Buches nicht Teil dieser Dissertation.



1. Authentischer Mathematikunterricht

1 Authentischer Mathematikunterricht —
Mathematik erleben

Auch wenn Hans Freudenthal schon 1973 schreibt: ,,Zweck und Ziel des Mathema-
tikunterrichts sind schon so lange, so haufig, von so vielen, unter so vielen Gesichts-
punkten diskutiert worden, daf§ schlieflich nichts Verniinftiges mehr iiber dieses
Thema zu sagen sein sollte.“ ([22], S. 66), so werden in diesem ersten Kapitel den-
noch einige Uberlegungen zu den Zielen des Mathematikunterrichts dargelegt. Die
Diskussion {iiber die Ziele des Mathematikunterrichts wurde in den letzten Jahren
durch die Einfiihrung von Bildungsstandards und der damit verbundenen Kompe-
tenzorientierung des Unterrichts neu belebt und erweitert. Man kénnte sogar von
einer paradigmatischen Wende fiir den Mathematikunterricht sprechen.

Der Beitrag des Faches Mathematik zur Bildung wird in den deutschen, 2003 in Kraft
getretenen , Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulab-
schluss®“ durch folgende Liste von Grunderfahrungen, die der Unterricht ermoglichen
soll, charakterisiert.

»Mathematikunterricht trégt zur Bildung der Schiilerinnen und Schiiler
bei, indem er ihnen insbesondere folgende Grunderfahrungen ermoglicht,
die miteinander in engem Zusammenhang stehen:

e technische, natiirliche, soziale und kulturelle Erscheinungen und Vor-
giange mit Hilfe der Mathematik wahrnehmen, verstehen und unter
Nutzung mathematischer Gesichtspunkte beurteilen,

e Mathematik mit ihrer Sprache, ihren Symbolen, Bildern und Formeln
in der Bedeutung fiir die Beschreibung und Bearbeitung von Aufgaben
und Problemen inner- und auflerhalb der Mathematik kennen und
begreifen,

e in der Bearbeitung von Fragen und Problemen mit mathematischen
Mitteln allgemeine Problemlosefidhigkeit erwerben.

Weiter wird die ,,aktive Auseinandersetzung” mit der Materie gefordert, ,,selbststan-
diges Lernen*“, das ,individuelle Lernwege und Lernergebnisse“ beriicksichtigt, Ori-
entierung an den Lernprozessen und Lernergebnissen der Schiilerinnen und Schiiler
und nicht allein an der Fachsystematik. , Schiilerinnen und Schiiler sollen auf die-

se Weise Mathematik als anregendes, nutzbringendes und kreatives Betédtigungsfeld
erleben [...]¢ (alles [75], S. 9).

Die verénderte Perspektive auf die Unterrichtsziele hat nicht nur Auswirkungen
auf die Unterrichsmethodik, sondern sie soll idealerweise auch Raum fiir neue The-
men im Mathematikunterricht bieten, wie z. B. die kombinatorische Optimierung.
Die verstarkte Konzentration auf die Forderung von bestimmten Kompetenzen der
Schiilerinnen und Schiiler hat die inhaltliche Diskussion allerdings etwas in den Hin-
tergrund treten lassen. Die in den vergangenen Jahren entwickelten standardorien-
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tierten Lehrpléne der einzelnen Bundesldnder beschéftigen sich zum Grofiteil auf der
Basis des traditionellen Inhaltskanons mit der Umsetzung der Kompetenzforderung.
Moderne Inhalte oder neue Aspekte traditioneller Inhalte sind rar.

Das mag daran liegen, dass die Standards zwar dadurch, dass sie die Inhalte des
Unterrichts nicht detailliert festlegen, grundsétzlich Raum lassen fiir neue und inno-
vative Inhalte, aber wenig Hinweise darauf geben, welche Anforderungen generell an
Inhalte des Unterrichts zu stellen sind. Es werden in den Standards lediglich einige
Leitideen formuliert, die sich quer zu den mathematischen Sachgebieten durch die
Curricula ziehen sollen. Die inhaltliche Ausgestaltung der Curricula ist Aufgabe der
einzelnen Bundeslédnder.

Vor diesem Hintergrund soll hier ein Beitrag zur Diskussion iiber inhaltliche Unter-
richtsziele geleistet werden. Insbesondere wird dabei eine Betonung auf den Bezug
zur mathematischen Forschung gelegt, der seit dem Zeitalter der , Strukturmathe-
matik“ allzusehr in den Hintergrund getreten ist. Die in diesem Kapitel ausgear-
beiteten Uberlegungen umfassen nicht das ganze Spektrum inhaltlicher Zielrichtun-
gen, sondern widmen sich einem Aspekt, der fiir den Unterricht iiber kombinatori-
sche Optimierung eine zentrale Rolle spielt: der Authentizitiat des Mathematikun-
terrichts. Die Forderung nach Authentizitéit liefert einen Begriindungsrahmen fiir
die Einfithrung von kombinatorischer Optimierung in Lehrpldne und Unterricht.
Dariiberhinaus zieht sie eine Reihe von Konsequenzen nach sich, die sich in der
Auswahl der Inhalte und — das eine ist kaum von dem anderen zu trennen — der
Unterrichtsmethoden niederschlagen.

Was also ist gemeint, wenn von einem authentischen Mathematikunterricht die Rede
ist? Worauf bezieht sich die Forderung nach Authentizitét?

Authentischer Mathematikunterricht umfasst:

1. eine authentische (= personlich ansprechende und herausfordernde, echte
mathematische Erfahrungen ermoglichende) Begegnung und Auseinan-
dersetzung der Schiilerinnen und Schiiler mit dem Stoff,

2. Authentizitit (= fachliche Angemessenheit) der im Laufe der unter-
richtlichen Erarbeitung verwendeten mathematischen Methoden
und

3. authentische (= ecin zeitgeméfies Bild von Mathematik vermittelnde)
Inhalte in realen oder realistischen Kontexten.

Diese drei Punkte haben insbesondere Einfluss auf zwei Dimensionen von

Unterricht: die Tdtigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler und die Inhalte.
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Ziele eines authentischen Unterrichts sind:

e cinen Bezug zwischen der persoénlichen Erlebniswelt und mathematischem
Denken und Handeln herzustellen,

e mathematische Denk- und Arbeitsweisen durch eigenes Tun zu entdecken
und kennenzulernen,

e das individuelle mathematische Handlungsrepertoire zu erweitern,
e Mathematik als lebendige Wissenschaft in ihren Anwendungen zu erleben.

e cinen Einblick in die mathematische Forschung zu bekommen.

Diese Thesen entwickeln die von Alexander Israel Wittenberg (in [91], 1963) und
Hans-Joachim Vollrath (in [83], 2001) ausgearbeiteten Theorien weiter?. Vollrath
definiert ([83], S. 26): ,Ein Unterricht, der zuverldssige Erfahrungen mit Mathe-
matik vermittelt, soll authentisch genannt werden.“ Solch ein Unterricht habe drei
grundlegende Fragen zu beantworten ([83], S.26): Was ist Mathematik? Wie entsteht
Mathematik? Was kann man mit Mathematik anfangen?

Einen &hnlichen Ansatz gibt es in den Niederlanden. Dort wird aufbauend auf den
Theorien Hans Freudenthals, der Mathematik als eine menschliche Tatigkeit hervor-
hob (im Gegensatz zur Mathematik als fertiges, zu lernendes Produkt), die ,, Realistic
Mathematics Education (RME) seit den 70er Jahren fortentwickelt (vgl. Van den
Heuvel-Panhuizen [80], [81] und Westermann [86]). Dabei steht ,realistic* nicht un-
bedingt fiir realitéitsgetreue Anwendungen, sondern bezieht sich, ebenso wie in der
Theorie des authentischen Mathematikunterrichts, vor allem auf die Art der Aus-
einandersetzung der Schiilerinnen und Schiiler mit den Inhalten. Da die Theorie
der RME an verschiedenen Stellen in die hier entwickelte Theorie des authentischen
Mathematikunterrichts einfliefit, wird nicht jedes Mal erneut darauf verwiesen.

Bereits in den frithen 60er Jahren machte Alexander Israel Wittenberg sich fiir einen
(damals noch nicht so benannten) authentischen Mathematikunterricht stark ([91],
S. 50/51):

,Im Unterricht muss sich fiir den Schiiler eine giiltige Begegnung mit der
Mathematik, mit deren Tragweite, mit deren Beziehungsreichtum, vollzie-
hen; es mufl ihm am Elementaren ein echtes Erlebnis dieser Wissenschaft
erschlossen werden. Der Unterricht mufl dem gerecht werden, was Mathe-
matik wirklich ist. Diese Zielrichtung mufl die Auseinandersetzung mit der
konkreten Gestaltung des Unterrichts leiten.“

?Bei einigen anderen Autoren findet man den Begriff ,,authentisch“ ebenfalls: z.B. in: Biichter/Leuders [15],
Habdank-Eichelsbacher/H. N. Jahnke [31], Huimann/Leuders [37], Th. Jahnke [40].
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Seine Forderungen beziehen sich also nicht nur auf eine bestimmte Methodik oder
bestimmte Inhalte, sondern auf beides zugleich, was diesen Ansatz gegeniiber vielen
anderen auszeichnet, die entweder vorwiegend die Methodik oder vorwiegend die
Inhalte bzw. die Sequenzierung der Inhalte im Blick haben.

Auch Freudenthal pladiert fiir eine dhnliche Ausrichtung des Unterrichts, wenn er
schreibt ([22], S. 126): ,,[...] wie die Struktur im Grofien der zu unterrichtenden
Mathematik zu verstehen wére: sie ist nicht starres Geriist, sondern sie entsteht
und vergeht mit der sich im Lehrprozess entwickelnden Mathematik. [...] Das im
Groflen Strukturierende soll ... ] erlebte Wirklichkeit sein; nur so konnten wir bezie-
hungsvolle Mathematik unterrichten; nur so konnten wir sicher sein, daf3 der Schiiler
sich die Mathematik, die er lernt, einverleibt; nur so konnte die Anwendbarkeit der
gelernten Mathematik gewéhrleistet werden.“

Wenden wir uns nun einzelnen Aspekten authentischen Unterrichts zu. Wir gehen
dabei von den Inhalten und charakteristischen mathematischen Methoden aus und
zeigen dann, welche Methoden authentische Begegnungen mit authentischer Mathe-
matik fordern kénnen.

1.1 Bezug zu Forschung und Anwendung —
authentische Inhalte in realen oder realistischen Kontexten

Authentischer Mathematikunterricht bedeutet, authentische Erfahrungen mit ma-
thematischen Fragen, Inhalten und Methoden zu ermoglichen, und zwar anhand
von ,authentischer Mathematik®. Damit ist gemeint, fiir den Unterricht Inhalte
auszuwahlen, die widerspiegeln, was heute die Wissenschaft Mathematik ausmacht.
Aktuelle Forschungsrichtungen und Anwendungen sind ebenso einzubeziehen wie
klassische Inhalte, die dem mathematischen Basiswissen zuzuordnen sind.

Authentizitét kann also bedeuten, klassische (Schul-)Themen wie etwa ebene Drei-
ecksgeometrie im Unterricht mit realen oder realistischen Anwendungen zu verbin-
den. Ein Beispiel: Der Satz des Pythagoras etwa wird auch heute noch angewandt,
um fiir eine vorgegebene Baugrube herauszufinden, welche Gréfle die dort zum Ein-
satz kommenden Krédne haben miissen. Dies ist eine Aufgabe aus dem Alltag von
Bauingenieuren, die ohne Weiteres bereits in der Mittelstufe bearbeitet werden kann.

Zur Vermittlung eines authentischen Mathematikbildes gehort auch, dass die Ge-
schichte der Mathematik anhand historischer Quellen (vgl. [31]) Raum bekommt.
Damit bekommt die Mathematik ein menschliches Gesicht. In der Schulmathematik
geht es oft angesichts des gehéduften Trainings von Rechenfertigkeiten allzu leicht un-
ter, dass es Menschen sind, die die Mathematik erfunden und vorangebracht haben
und heute erfinden und voranbringen.

Insbesondere ist es ein weit verbreiteter Irrtum, dass es in der Mathematik heute
nichts mehr zu forschen gibt. Die Geschichte der Mathematik endet nicht mit
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agyptischen Feldvermessern und Pythagoras, sondern hat eine Reihe von weiteren in-
teressanten Personlichkeiten zu bieten und viele spannende Geschichten zu erzihlen.
Kein Musikunterricht kommt ohne sogenannte ,, Komponistenportraits“ aus. In der
Musik ist es gute Tradition, sich auch mit den Personen, die die Werke verfasst
haben, zu beschéftigen. In der Mathematik bzw. dem Mathematikunterricht wére
es wiinschenswert, eine solche Tradition aufkommen zu lassen. (Dass es sie (noch)
nicht gibt, hiangt vielleicht mit der tendenziell zuriickhaltenden Personlichkeit von
Mathematikerinnen und Mathematikern zusammen?)

Was wiére ein Biologieunterricht (am Gymnasium) ohne Molekulargenetik? Andere
Schulfidcher tun sich weniger schwer, einigermafien den Anschluss an ihre Wissen-
schaft zu halten. Die Mathematik mit ihren unumstofllichen und auch weiterhin
fundamental wichtigen elementaren Methoden und Resultaten tut sich da schwerer.
Fiir einen authentischen Mathematikunterricht ist eine stéarkere Wissenschaftsorien-
tierung unumgénglich.

Es ist damit nicht gemeint, dass die Sequenzierung des Stoffes sich nach den Ge-
pflogenheiten der Wissenschaft richten solle. Wolfgang Klafki hat sich mit dieser
Problematik eingehend auseinandergesetzt. Im Rahmen einer Diskussion des exem-
plarischen Ansatzes der Didaktik aus den 50er bis 70er Jahren wird auch das Pro-
blem der damals oft fehlgedeuteten Forderung nach ,, Wissenschaftsorientierung“ der
Curricula angesprochen. Er beschreibt das in seinen Augen didaktisch fragwiirdige
Verstandnis der ,, Wissenschaftsorientierung” der Lehrpléane ([44], S. 148/149): ,Der
Aufbau der Curricula und die Gestaltung des Unterrichts miifiten systematisch auf
jene allgemeinsten Theorieelemente und Grundbegriffe und/oder auf jene Methoden
hin orientiert werden, die den fortgeschrittensten Stand der jeweiligen Bezugswissen-
schaften kennzeichneten, also z. B. die wissenschaftliche Physik als Bezugsdisziplin
des Physikunterrichts usw.“ Er gibt als Negativbeispiel fiir die Orientierung an den
ystructures of the discipline® Curriculumsentwiirfe fiir den Sachunterricht in der
ersten Klasse an.

Weiter schreibt er ([44], S. 168): ,,Schulfacher sind keine Abbilder bestimmter Uni-
versitdtswissenschaften [...| Lehrer bzw. Fachlehrer miissen sich auch aus diesem
Grunde als Vertreter einer eigensténdigen, ndmlich didaktisch akzentuierten Aufgabe
verstehen: sie sollen nicht Einzelwissenschaften vereinfacht in die Schule iibersetzen,
sondern Wissenschaft unter didaktischen Fragestellungen nach ihrem Losungspotential
fiir ,Lebensprobleme’ und nach ihren Grenzen befragen.

Klafki formuliert als eine Aufgabe recht verstandenen wissenschaftsorientierten Un-
terrichts ([44], S. 169): ,Anhand ausgewihlter Probleme, die entweder aus dem
Erfahrungs- und Interessenkreis der Schiiler stammen oder deren Bedeutsamkeit
ihnen verstandlich gemacht, fiir die ihr Interesse also geweckt werden kann, sollten
junge Menschen von den ersten Schuljahren an in griindlichen, nicht durch Stoffiille
belasteten Lernprozessen elementare Grundformen der Auseinandersetzung mit Fra-
gen und Problemen erlernen |...]¢
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Klafki vertritt in seinen Uberlegungen die These, dass Schulunterricht zur ganzheit-
lichen Bildung beitragen solle und zwar in jedem Fach. Authentischer Mathematik-
unterricht soll eine Moglichkeit aufzeigen, sich diesem Ideal zu néahern.

Orientierung an der Fachwissenschaft Mathematik soll also bedeuten, dass Aus-
schnitte aus der Mathematik gewéhlt werden, die zeigen, dass Mathematik eine
lebendige Wissenschaft ist, die Anwendungen im téglichen Leben hat, die Antwor-
ten auf offene Fragen sucht, die von Menschen gemacht und nachvollzogen werden
kann. Innerhalb dieser Ausschnitte sollten Schiilerinnen und Schiiler selbststandige
Erkundungen anstellen konnen und so ihre individuellen Erkenntniswege gehen.

Solche Ausschnitte aus der Mathematik diirfen nicht in (Pseudo-) Anwendungen ein-
gekleidet sein, die nur einen Vorwand bilden, mathematische Fertigkeiten abzuspulen
(vgl. Freudenthal [22], S. 79): ,,Wenn ich {iber beziehungshaltige Mathematik spre-
che, so lege ich den Nachdruck auf Beziehungen zu erlebter Wirklichkeit, nicht zu
einer eigens zu diesem Zweck konstruierten toten Scheinwirklichkeit, wie sie etwa
im Rechenunterricht héufig heraufbeschworen wird.“ Sie kénnen aus wirklich au-
thentischen Problemen abgeleitet sein oder aber eingekleidet in dem Sinne, dass
Sachkontexte helfen, die Mathematik zu verstehen bzw. zu erfinden (vgl. Thomas
Jahnkes Uberlegungen zu authentischen Aufgaben [40]). Dabei sollte die Komple-
xitdt der Sachverhalte nicht zu sehr vereinfacht werden, denn damit verlieren viele
Problem- und Fragestellungen ihren Reiz. Die Formulierung, dass Inhalte fiir die di-
daktische Verwendung , heruntergebrochen“ werden, spricht in ihrer zerstorerischen
Konnotation fiir sich.

Dariiberhinaus verfithren missverstandene spiralformig aufgebaute Curricula nach
wie vor immer wieder dazu, dass zunéchst die ,,Grundlagen® gelegt werden, in dem
Sinne, dass Grundbegriffe wie ,, Winkel in jiingeren Klassen unterrichtet werden, um
dann spéter, wenn sie in komplexeren Zusammenhingen bendtigt werden, (schein-
bar) auf sie zuriickgreifen zu konnen.

Die Ausschnitte aus der Mathematik, an denen die Wissenschaft Mathematik er-
fahrbar gemacht wird, sollten hingegen die Moglichkeit bieten, Begriffe zu bilden
und dann auch anzuwenden und damit arbeiten zu konnen. Idealerweise sind sie wie
kleine Forschungsprojekte aufgebaut, die die Erlangung eines Resultates ermoglichen
und nicht nur die Begriindung ,,Das braucht ihr spéter® als Ergebnis haben. Wit-
tenberg [91] formuliert es so, dass die elementare Mathematik als ein in sich abge-
schlossener Gegenstand unterrichtet werden solle, so dass neue Begriffe und Metho-
den auch gleich zur Anwendung kommen, und grenzt sich damit ebenso gegen die
traditionell verankerte Anh&ufung von ,, Vorratswissen“ ab, das bei einem Grofteil
der Schiilerinnen und Schiiler niemals zur Anwendung gelangen wird.
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1.2 Der Grammatik der Mathematik gerecht werden —
Authentizitit der mathematischen Methoden

Wenn nun also Schiilerinnen und Schiiler sich mit authentischer Mathematik aus-
einandersetzen, so sollen sie nicht nur authentische Anwendungen und Kontexte
kennenlernen, sondern auch spezifische Arbeitsweisen und Methoden. Die zweite
Aufgabe in der Vorbereitung eines authentischen Mathematikunterrichts ist, her-
auszufinden, was das Arbeiten in dem gewéhlten Gebiet ausmacht. Damit sind
nicht die weithin bekannten mathematischen Standardmethoden wie , Differenzie-
ren“ oder ,, Beweis durch Widerspruch® gemeint, sondern, was typische Methoden
auf dem Weg der Erarbeitung sind, also beispielsweise ,,durch Experimentieren Ge-
setzméBigkeiten erkennen® bei der Arbeit mit dynamischer Geometriesoftware oder
,Berechnen durch Zerlegung in unendlich kleine Teile* bei der Infinitesimalrech-
nung.?

Wir wollen hier von der Grammatik der Mathematik bzw. der mathematischen Me-
thoden sprechen. Jedes Fachgebiet hat seine eigenen Gepflogenheiten und Regeln.
Das betrifft nicht nur die Forschungsmethoden, sondern auch die Art, Mathematik
zu kommunizieren. Diese unterschiedlichen Kommunikationsstile haben etwas damit
zu tun, wie die ,,Grammatik* des Fachgebietes beschaffen ist.

Wie also finden Lehrer/innen, Didaktiker/innen und Lehrplanmacher/innen etwas
iiber die Grammatik der einzelnen Stoffgebiete heraus?

Wittenberg schlidgt eine Analyse der Mathematik und ihrer Methoden vor: Was sind
die spezifischen Charakteristika der Mathematik? So fordert er ([91], S. 56):

,» Wir miissen uns in eindringlicher Weise damit auseinandersetzen, was
fiir Mathematik und mathematisches Denken kennzeichnend — und damit
fiir den Unterricht verpflichtend — ist.

Vollrath geht sogar noch etwas weiter, indem er schreibt ([83], S. 26):

»,Mit der Forderung, dass Mathematikunterricht authentisch sein muss,
ist die Verantwortung der Lehrenden der Mathematik gegeniiber angespro-
chen.*

Bei Klafki finden wir im Rahmen der Diskussion des exemplarischen Ansatzes (der
einige Uberschneidungen mit dem authentischen Mathematikunterricht hat) eine
Abgrenzung gegeniiber ,den Wissenschaften® ([44], S. 147): ,Eine der zentralen
Fragen, die bei der Fortfiihrung der Diskussion um exemplarisches Lernen wieder
aufgegriffen werden muf3, lautet: Nach welchen Kriterien sind nun jene ,allgemeinen’
Strukturen, GesetzméBigleiten, Prinzipien, Zusammenhénge ...zu bestimmen, die
sich die Lernenden auf dem Weg iiber exemplarisches Lehren und Lernen aneignen

3Bei Aebli finden wir dhnliche Gedanken, er spricht von der ,,Bestimmung der zugrundeliegenden Operationen
und ihrer logischen Struktur® ([2], S. 228).
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sollen? Schon in der ersten Diskussionsphase um das exemplarische Prinzip ist bis-
weilen die Auffassung aufgetaucht, es seien ,die Wissenschaften‘, die diese Frage zu
beantworten hétten.*

Die Grammatik der mathematischen Methoden zu erkennen und zu beschreiben ist
eine Tétigkeit, die iiblicherweise nicht in den Fachwissenschaften ausgefithrt wird.
Dort wird auf dieser Ebene nur selten reflektiert.? Es ist also ein didaktischer Blick

auf das mathematische Arbeiten, der die Charakteristika dieses Arbeitens ans Licht
holt.

Hans Freudenthal schreibt dazu ([22], S. 110): ,,Die Mathematik ist bis heute fast
nur als Fertigprodukt analysiert worden, und wenn dann auf die Analyse eine for-
malisierte Synthese folgt, so wird das Erzeugnis als Fertigprodukt prisentiert. Er
beschreibt Wissenschaft als schopferisches Tun. Zur Auffassung von Mathematik als
einer Tétigkeit im Gegensatz zum Fertigprodukt gehort, ([22], S. 114) ,dal man das
zu unterrichtende zunéchst als eine Tétigkeit analysiert. Zur Analyse der Mathema-
tik als Téatigkeit ist wenig geschehen.“ (Das war 1973!)

Auch heute wird der Fokus mathematikdidaktischer Forschung oft anders gewéhlt.
Die Diskussion iiber Unterrichtsziele beschéftigt sich iiberwiegend mit Schiilertéitig-
keiten bzw. in den letzten Jahren mit Kompetenzen, weiter mit gewissen Fertig-
keiten (wie etwa der Konstruktion einer Mittelsenkrechten mit Zirkel und Lineal)
oder auch mit Bildungs- und Miindigkeitsaspekten. Die Charakteristik mathemati-
scher Denkweisen wird nur selten untersucht, obwohl solch eine Analyse wesentliche
Anhaltspunkte fiir den Unterricht und dessen Ziele liefern kann. Vorher festgeleg-
te Methoden an neuen Aufgaben abzuarbeiten ist kein mathematisches Handeln
(konnte somit auch in ganz anderen Sachkontexten geschehen) und erdffnet somit
auch keine Moglichkeit zu einer authentischen Begegnung mit Mathematik. For-
schendes Handeln, das erfahrbar werden lésst, wie typische mathematische Denk-
und Arbeitsweisen entstehen und zum Einsatz kommen, ermé6glicht authentische Be-
gegnungen. Ohne ein Bewusstsein fiir diese fiir die Mathematik charakteristischen
Tatigkeiten kann aber kein authentischer Unterricht geplant und vorbereitet werden.

Eine Analyse der typischen Methoden eines Fachgebietes erfordert eine genaue Kennt-
nis derselben, was wiederum Forderungen an die universitéire Lehrerausbildung nach
sich zieht (vgl. z.B. Humann und Leuders [37]). Nur wer selbst Erfahrungen im
forschenden Umgang mit der Mathematik gemacht hat, kann die Charakteristik
der Denkweisen erkennen. Welche Herangehensweisen sind typisch fiir das Fachge-
biet? Gibt es Methoden, die immer wiederkehren? An welche Vorerfahrungen kann
angekniipft werden? Welche Vorstellungen aus dem Alltag helfen, eine adédquate
Sichtweise einzunehmen? Welche Stufen der Formalisierung sind erkennbar? Fragen
dieser Art erschlieffen die Grammatik eines mathematischen Fachgebietes. Sie sind
didaktisch motiviert und werden daher selten von den Fachwissenschaftlern gestellt.
Sie sind Teil einer auf Authentizitit zielenden didaktischen Analyse.

4Eines der raren Biicher zu diesem Thema ist , Erfahrung Mathematik“ von Davis und Hersh [17]. Ganz anders
ausgerichtet, aber dennoch auch ,,metamathematisch® ist der Klassiker ,,Schule des Denkens“ von Polya [65].
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1.3 Das Erlebnis Mathematik —
authentische Auseinandersetzung mit Mathematik

Nach dem Blick auf die Mathematik und auf die didaktische Analyse von Mathe-
matik wenden wir uns nun dem dritten und vielleicht wichtigsten Aspekt authen-
tischen Mathematikunterrichts zu: der authentischen Begegnung von Schiilerinnen
und Schiilern mit Mathematik. Zwei zum Teil ineinander verschrinkte Gesichts-
punkte spielen dabei eine Rolle: die Sequenzierung des Stoffes und die Unterrichts-
methodik.

Der Titel dieses Abschnitts zeigt schon, dass es darum gehen soll, den Schiilerinnen
und Schiilern ein echtes Erlebnis von Mathematik zu ermdéglichen, und zwar durch
eigenes Tun. Erlebnisse sind erst richtige Erlebnisse, wenn sie selbst gemacht wer-
den. Stellvertretend gemachte und dann weitergegebene Erfahrungen werden je nach
Kontext oft nur oberfliachlich wahrgenommen und verankern sich dann nicht nach-
haltig im aktiven Wissensschatz. Um zu wissen, wie ein Lagerfeuer riecht, sich
anfiihlt und anhort, muss man tatsdchlich daran gesessen haben, moglichst auch
selbst das Holz dafiir zusammengesucht haben. Die Erzéhlung davon, wie ein La-
gerfeuer ist, wird das Erlebnis nicht annéhernd an Intensitéit, Reichhaltigkeit und
Nachhaltigkeit erreichen. Was aber die Kinder oder Jugendlichen dabei nicht selber
leisten miissen, ist die Vorbereitung: die Wahl eines passenden Ortes, die Wetterbe-
obachtung, die Bereitstellung von Anziinde- und Loschmitteln. Uber diese Vorberei-
tungen (im {ibertragenen Sinne) haben wir uns in den vorangehenden Abschnitten
Gedanken gemacht. Sie sind Aufgabe der Lehrpersonen. Und selbstverstandlich kann
nicht der gesamte Unterricht aus solchen , Lagerfeuer-Erlebnissen* bestehen.

Authentische Begegnungen mit Mathematik im Klassenzimmer werden nur in einem
schiilerzentrierten Unterricht moglich, der eine eigensténdige Erarbeitung ermoglicht.
Dabei darf es nicht nur um die Erarbeitung von Losungen oder Rechenwegen gehen,
sondern es muss bereits das Finden von Fragestellungen Teil des Erarbeitungspro-
zesses sein. Auch hierzu finden wir bei Wittenberg einen ersten Ansatz ([91], S. 59):

, Von giiltiger Erfahrung’ der Mathematik kann denn auch nur in dem
Mafle die Rede sein, wie der Unterricht nicht nur die Ergebnisse, son-
dern das ganze Vorgehen in iiberzeugender Weise innerhalb des geistigen
Erfahrungsbereichs des Schiilers zustandekommen 1&8t. Dieser Grundsatz
diktiert einen genetischen Unterricht; einen Unterricht, der darin besteht,
die Schiiler gleichsam die Mathematik von Anfang an wieder entdecken zu
lassen.*

Wie geschieht nun diese ,giiltige Begegnung” mit der Mathematik? Wie ist sie
iiberhaupt moglich? Das, was immer wieder als Nachteil der Mathematik gegeniiber
den Naturwissenschaften angesehen wird, zeigt Wittenberg als Vorteil auf ([91],
S. 57):

11
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,Unter allen Wissenschaften ist die Mathematik dadurch ausgezeich-
net, dafl sie sich vollumfénglich in unserem eigenen Denken erschliefit —
soweit sie sich uns tiberhaupt erschlieft. [...] die Mathematik ist par excel-
lence das Reich der Selbsténdigkeit und Eigengesetzlichkeit der Vernunft.

Begegnungen mit der Mathematik benotigen keine Gerdte und Substanzen, sie kon-
nen iiberall und jederzeit passieren und iiberall hin mitgenommen werden. Der Be-
ginn der Begegnung bendétigt aus diesem Grund besondere Aufmerksamkeit, denn es
miissen ohne plakative duflere Anlédsse Anstofle zum selbstdndigen Denken gegeben
werden. Ist dieser Beginn erst einmal geschafft, so verselbsténdigen sich die Gedan-
ken haufig und fillt es nicht mehr schwer, eigene Fragen und Ideen zu entwickeln.
Dabher ist die Wahl der Problemstellungen fiir den Anfang des Unterrichts von grofler
Bedeutung. Mit der Struktur von fiir einen konstruktivistisch orientierten Lernpro-
zess geeigneten sogenannten Intentionalen Problemen hat sich Stephan Humann in
seiner Dissertation [36] ausfiihrlich auseinandergesetzt.

Wenn hier von Aufgaben- und Problemstellungen in einem authentischen Mathe-
matikunterricht die Rede ist, so ist eine klare Abgrenzung gegen eine iibertriebene
Betonung der Echtheit der Daten und Aufgaben notwendig. Unter Bezugnahme auf
die PISA-Studie, in deren Erlduterungen der Begriff der authentischen Aufgaben ver-
wendet wird, und zwar in der Bedeutung, dass reale Daten und reale Fragestellungen
darin vorkommen, bemerkt Thomas Jahnke ([40], S. 8): ,,Die Crux der authentischen
Aufgaben ist ihr Mangel. Es gibt keine oder — wenn Sie es versohnlicher ausdriicken
wollen, fast keine. [...] Es grenzte auch an ein Wunder, wenn sich dieses Konzen-
trat ,Curriculum’ im Nachhinein wieder auflésen liefle in authentische Aufgaben. Ich
will nicht die Existenz authentischer Kontexte[s| bezweifeln. Das ,Leben’ oder die
Wirklichkeit mag in diesen auch Fragen aufwerfen, manchmal vielleicht sogar ma-
thematikhaltige Fragen, aber Aufgaben sind von Aufgabenstellern konstruiert und
sind Tréger deren Intentionen, jedenfalls sind sie das in dem Mafle, wie der Aufga-
bensteller dazu in der Lage war, seine Intentionen in seinen Aufgaben umzusetzen.“

Biichter/Leuders ([15], S. 73-88) plddieren fiir eine Authentizitédt der Aufgaben,
die sich nicht auf die Kontexte, sondern auf die Schiilertéitigkeiten beziehen: ,Ma-
thematikaufgaben sind authentisch, wenn sie Schiilerinnen und Schiiler zu mathe-
matischen Tétigkeiten anregen, die typisch fiir die Entstehung und Anwendung von
Mathematik sind.“ (S. 86) Die Forderung nach Authentizitét ,,[. . .] fithren zur Forde-
rung eines konsequent genetischen, problemorientierten und schiilerzentrierten Un-
terrichts.“ (S. 87)

Sowohl Wittenberg als auch Biichter und Leuders erwihnen den genetischen Unter-
richt. Bei Freudenthal finden wir diesen schonen Satz, der die genetische Methode
auf hochstem Niveau einordnet ([22], S. 124): ,,Die Nacherfindung, die didaktisches
Prinzip auf Forschungsniveau ist, soll Prinzip des ganzen mathematischen Unter-
richts sein [...]“ Die Forderung nach genetischem Unterricht ist schon sehr alt (vgl.
Winter [88], S. 74) und wird immer wieder aufs Neue erhoben. Einer der Hauptver-
treter ist Martin Wagenschein [84].
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Die Frage, warum sie sich noch immer nicht starker durchgesetzt hat, wiare Thema
einer eigenen Forschungsarbeit. Hier kann nur vermutet werden, dass es damit zu-
sammenhéngt, dass die Ausbildung von zukiinftigen Lehrerinnen und Lehrern nach
wie vor sehr stark axiomatisch ausgerichtet ist und die so ausgebildeten Lehrkréfte
in der Praxis des Unterrichtens dann einerseits auf ihre universitdre Ausbildung
zuriickgreifen und andererseits auf ihre Erfahrungen aus der eigenen Schulzeit. So
tradiert sich nach wie vor der belehrende und stark fachsystematisch ausgerichtete
Unterricht.

Weiter wurde der genetische Unterricht zunéchst mit einer fragend-entwickelnden
Methode in Verbindung gebracht (vgl. Lennés Kritik an Wittenberg und Wagen-
schein [48], S. 54-68): Wagenschein stellte dem genetischen Prinzip das sokratische
und das exemplarische zur Seite (vgl. [84]). Heute wird das genetische Prinzip me-
thodisch in anderen Zusammenhéngen gesehen, wie weiter unten erlautert wird, so
dass sich ein neuer Blick darauf eroffnet.

Wittmann schreibt zur Wahl der Inhalte fiir einen genetischen Unterricht ([92],
S. 148): ,Das genetische Prinzip lat sich am leichtesten an Inhalten verwirkli-
chen, die in sich, zu anderen Inhalten und zur Wirklichkeit vielfaltige und kréftige
Beziige aufweisen. Auch Freudenthal betont den hohen Stellenwert der Beziehungs-
haltigkeit ([22], S. 75 ff.). Damit fithren die von der authentischen Begegnung der
Schiilerinnen und Schiiler ausgehenden Uberlegungen wieder zu den authentischen
Inhalten. Hier wird deutlich, wie sehr die verschiedenen Facetten der Theorie des
authentischen Mathematikunterrichts miteinander verkniipft sind.

Den Unterricht genetisch aufzubauen bedeutet, die Sequenzierung des Stoffes so
vorzunehmen, dass die Schiilerinnen und Schiiler sich die Inhalte und Begriffe durch
eigenes Forschen und (Nach-)Erfinden erarbeiten konnen. Die Betonung liegt auf
der Erfahrung der Genese eines Stoffes. Nicht das fertige Gedankengebdude wird
préasentiert, angefangen bei den wichtigsten Definitionen und endend bei Beweisen
der wichtigsten Sitze, sondern es wird dieses Gedankengebdude Stiick fiir Stiick
selbst errichtet.

Und damit sind wir wieder bei der Authentizitéit angelangt: In der Forschung stehen
Definitionen nie am Anfang, sondern ergeben sich aus den Anforderungen an das
Objekt im Forschungsgang. Beweise entstehen oft vor den Sdtzen und werden fiir
die saubere und knappe Niederschrift selten in der Vorgehensweise der Entstehung
préasentiert, sondern meist ,, riickwérts aufgeschrieben. Kleinere Hilfssétze, die gerne
als Folgerung aus den méchtigen Sétzen ausgegeben werden, waren oft zuerst da und
wurden dann noch weiter ,zugespitzt”, um den wirkungsvolleren Satz oder aber
einen leichter durchfithrbaren Beweis zu erhalten.

Diese Entstehung (oder Genese) von Mathematik sollen Schiilerinnen und Schiiler
in einem genetischen Mathematikunterricht erleben kénnen, um ein Verstéandnis fiir
mathematische Werkzeuge, Methoden und Theoriegebdude entwickeln zu konnen.
Sie sollen das neu Erlernte in Beziehung zu ihrem bereits vorhandenen Wissen set-
zen konnen bzw. darauf aufbauen konnen. Freudenthal schreibt sehr eindrucksvoll
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iiber die Folgen des Fehlens von Beziigen zum Wissen und der Erfahrungswelt der
Schiilerinnen und Schiiler ([22], S. 78): ,Beziehungslos Gelerntes ist schnell verges-
sen. Wie oft merkt der Lehrer nicht zu seiner grofien Enttduschung, dafl vor wenigen
Wochen Gelerntes, wie es scheint, spurlos verschwunden ist, wenn es inzwischen
nicht geiibt wurde. Daf} ein logischer Weg vom Damaligen zum Heutigen fiihrte,
hilft da nichts, denn es war nicht der Schiiler, sondern der Lehrbuchverfasser, der
diesen Zusammenhang konstruiert hatte, in der Meinung, daf3 solche Konstruktio-
nen geheimnisvoll im Geist des Schiilers wirken. Die Brocken Mathematik, die der
Schiiler in diesen Wochen betrieben hat, waren Fremdkorper in der von ihm erlebten
Wirklichkeit; sie werden so schnell wie moglich eliminiert.*

In Wittenbergs Beschreibung des Lern- und Erkenntnisweges, ausgehend von Frage-
stellungen, die die Schiilerinnen und Schiiler wirklich bewegen, zeigt sich zugleich,
dass damit auch Problemlosekompetenzen geférdert werden ([91], S. 60): ,,Die Echt-
heit des mathematischen Unterrichts am Gymnasium beginnt also genau dort, wo
wirkliche Mathematik ihren Ursprung hat: bei den Fragestellungen. Sind diese dem
Schiiler einmal zum Erlebnis geworden, so muf3 er sich mit ihnen in wahrhaft mathe-
matischer Weise auseinandersetzen. [...] Es muf sich an ihnen dasjenige vollziehen,
was fiir die Mathematik, wie fiir jedes wissenschaftliche Tun, charakteristisch ist,
aber fiir die Mathematik in der Schulstube vollumfénglich erfahren werden kann:
das allméhlich zielsicher und zweckméfig werdende Ringen des Geistes mit seinem
Gegenstand — die anfingliche Hilflosigkeit, die allméhliche Einsicht, das plotzliche
Verstehen, das Ahnen verborgener Zusammenhédnge, der verfangliche Irrtum, der
scheinbar vielversprechende, aber irrefithrende Versuch, die verfiihrerische Verallge-
meinerung, das Erlebnis des zunéchst Unbegreiflichen, das uniiberwindlich Schwieri-
ge, das Selbstverstandliche, die Entlarvung des nur scheinbar Selbstverstdndlichen;
das Schmieden zweckméifBiger geistiger Werkzeuge, das Prigen addquater Begriffe,
das schopferisch-kritische Neudenken des bereits Erreichten; das allméhliche Zu-
standekommen des Uberblicks, die Schaffung einer folgerichtigen, systematischen,
in sich verhédltnisméfig geschlossenen Theorie; das allméhlich erstarkende Erleben
des Besitzes geistiger Macht, der Fahigkeit zu eigener Einsicht im eigenen Denken.*

Wittenberg betont hier noch einmal, dass mathematisches Forschen oder doch zu-
mindest mathematiktypisches Forschen tatséchlich ganz (,, vollumfianglich“) im Klas-
senzimmer erfahrbar gemacht werden kann, eben weil es im eigenen Denken ge-
schieht. Die ,Realistic Mathematics Education® in den Niederlanden bezieht sich
ebenso auf diese Tatsache: Der Begriff | realistic® bezieht sich nicht auf ,,real world“,
sondern auf das niederldndische ,sich realizeren“, was ,sich vorstellen bedeutet
(vgl. Van den Heuvel-Panhuizen [80]).

Nun bleibt noch ein Blick auf die Unterrichtsmethodik zu werfen. Ein schiilerzen-
trierter, problemorientierter und genetischer Unterricht kann nur stattfinden, wenn
geniigend Freirdume fiir entdeckendes Forschen® geschaffen werden.

5SWinter erkirt ([88], S. 2): ,,,Entdeckendes Lernen‘ ist weniger die Beschreibung einer Sorte von beobachtbaren
Lernvorgéngen (wenn so etwas iiberhaupt moglich ist), sondern ein theoretisches Konstrukt, die Idee nidmlich, dal
Wissenserwerb, Erkenntnisfortschritt und die Ertiichtigung in Problemlésefédhigkeiten nicht schon durch Information
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Peter Gallin und Urs Ruf nehmen eine radikale Position ein, indem sie die authen-
tische Begegnung mit dem Stoff durch groBtmogliche Freiheit in der Auseinander-
setzung einfordern ([23], S. 24): ,Der Schliissel zu einer authentischen Begegnung
mit einem Schulstoff liegt im vollstandigen Verzicht auf fachbezogene Erwartungen
an den Lernenden. Er soll dem Gegenstand vorerst so offen und unvoreingenom-
men wie moglich gegeniibertreten kénnen, und der Fluss seiner Assoziationen darf
durch keinerlei Vorstellungen von RICHTIG und FALSCH oder BRAUCHBAR und
UNBRAUCHBAR gehemmt und gelenkt werden. Es geht vorerst einmal nur um die
Sicherung der eigenen Position und die Mobilisierung aller verfiighbaren Kréfte der
Psyche.“

Die authentische Auseinandersetzung spielt sich also sowohl auf inhaltlicher als auch
auf affektiver Ebene ab. Die Autoren heben hervor, dass authentische Begegnungen
mit dem Stoff nur geschehen kénnen, wenn eine innere Anteilnahme der Schiilerinnen
und Schiiler hervorgerufen werden kann. Der Gegensatz dazu ist Schulwissen, das aus
angelernten Techniken besteht. Die Anwendung dieses Wissens spielt sich aulerhalb

der Person ab, das angelernte Wissen wird schnell vergessen (vgl. Gallin/Ruf [23],
S. 19).

Die von Gallin und Ruf entwickelte Methode des dialogischen Lernens ermoglicht
authentisches Lernen in Reinform. Der Dialog zwischen Lernenden und Lehrern
spielt sich dabei zu einem grofien Teil in sogenannten Reise- oder Lerntagebiichern
ab, in denen die Schiiler ihre sdmtlichen Gedanken im Rahmen der Auseinander-
setzung mit dem Stoff niederschreiben. Dabei sind Fragen, Irrwege und wiederholte
Losungsversuche ausdriicklich erwiinscht. Die Riickkopplung durch den Lehrer oder
die Lehrerin erfolgt ebenfalls im Lerntagebuch. Auf ,Ich-Phasen“ des selbstédndigen
Erforschens folgen ,,Du-Phasen®, in denen die eigenen Ideen mit denen von anderen
Schiilerinnen oder Schiilern ausgetauscht werden. In den ,, Wir-Phasen® wird eine ge-
meinsame (Fach-)Sprache und Sichtweise entwickelt, die es ermdglicht, problemlos
mit den anderen zu kommunizieren.

Die Arbeit mit Lerntagebiichern erfordert einen sehr hohen Zeitaufwand fiir die Lehr-
personen nach dem Unterricht, der in einem Fach, das nicht zu den anerkannten soge-
nannten ,, Korrekturfichern® gehort, nur selten wahrgenommen und honoriert wird.
Daher ist es im Unterrichtsalltag nicht immer moglich, dialogisches Lernen in Rein-
form zu verwirklichen. Immer wieder aber kénnen einzelne Lernabschnitte auf diese
Art und Weise gestaltet werden. Die Verschriftlichung mathematischer Gedanken
in nicht-formalisierter Sprache sollte in jedem Fall eines der Ziele von Mathematik-
unterricht sein. Durch die schriftliche Niederlegung der gemachten Erfahrungen in
der Begegnung mit dem Stoff werden Problemlosestrategien und Lésungsmethoden
bewusst gemacht, die sonst auf einer intuitiven Ebene verbleiben wiirden (vgl. Huf}-
mann/Leuders [37]).

von auflen geschieht, sondern durch eigenes aktives Handeln unter Rekurs auf die schon vorhandene kognitive
Struktur, allerdings in der Regel angeregt und somit erst ermdoglicht durch d&uflere Impulse.“
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Es sind aber auch Mischformen méglich, in denen im Kleinen dialogisches Ler-
nen stattfindet. Stets sollte das selbsténdige Erforschen im Mittelpunkt stehen, es
muss aber nicht den ganzen Unterricht dominieren. Biichter und Leuders schreiben
den niichtern-sachlichen Kommentar zu ihrer eigenen Forderung nach einem kon-
sequent genetischen, problemorientierten und schiilerzentrierten Unterricht ([15], S.
87): ,Aus lernokonomischen (und auch aus lernpsychologischen) Griinden sind die-
sem Vorgehen Grenzen gesetzt. Schiiler konnen nicht alle Mathematik nacherfin-
den.*

Im (deutschen) Unterrichtsalltag scheint es realistisch, ausgehend von den vorhan-
denen Unterrichtsstilen und -gewohnheiten an einer behutsamen Verdnderung zu
arbeiten. Ideal dafiir sind neue Themen, fiir die es noch keine unterrichtliche Tra-
dition gibt. Eine Mischung aus gefiihrtem und freiem Arbeiten gibt geniigend Halt
fiir die Lehrkréifte und 6ffnet den Unterricht dennoch fiir authentische Begegnun-
gen mit Mathematik (vgl. hierzu die Ausfithrungen von Andreas Schuster [74] im
Rahmen der Diskussion geeigneter Unterrichtsformen zur Vermittlung von Inhal-
ten der kombinatorischen Optimierung: Er bezeichnet die zusammenwirkende oder
aufgebend-ausfithrende Unterrichtsform als ideal fiir die Thematik und bemerkt,
dass der von ihm erarbeitete Unterrichtsstil ,,die als besonders effizient geltende Ba-
lance zwischen Eigentétigkeit und vorsichtig gelenkter Instruktion, zwischen sach-
systematischem und situiertem Lernen in natiirlicher Weise zu realisieren vermag®

(S. 97)).

Wie dabei das Verhéltnis von eher gefiithrten Phasen zu freien Arbeitsphasen ge-
staltet wird, héngt von etlichen Rahmenbedingungen ab. Der 45-Minuten-Takt im
deutschen Schulwesen verhindert meist langere Phasen selbstédndigen Arbeitens, und
auch nicht jede Klasse ist dafiir gleich gut geeignet bzw. muss oft erst in ausdauern-
der Ubung an einen selbstverantwortlichen Lernstil herangefiihrt werden. Dennoch
konnen in kleineren Dosen authentische Begegnungsmoglichkeiten mit Mathematik
geschaffen werden, indem die Problemstellungen verkleinert werden oder auch in-
nerhalb von enger gestellten Aufgaben kleinere Forschungsauftrige gegeben werden.

Das Erlebnis Mathematik, das ein authentischer Mathematikunterricht ermoglichen
soll, kann auf vielen unterschiedlichen Wegen verwirklicht werden, solange sich dabei
Mathematik nicht als Fertigprodukt, sondern als von den Schiilerinnen und Schiilern
selbst nachvollziehbarer und sogar selbst zu gestaltender Prozess darstellt. Dazu
noch einmal Freudenthal ([22], S. 76): ,,Ich m&chte, dafl der Schiiler nicht angewandte
Mathematik lernt, sondern lernt, wie man Mathematik anwendet.
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1.4

Kombinatorische Optimierung als Thema
fiir einen authentischen Mathematikunterricht

»,Wenn unser Unterricht heute darin besteht, dafl wir Kindern Dinge
eintrichtern, die in einem oder zwei Jahrzehnten besser von Rechenmaschi-
nen erledigt werden, beschworen wir Katastrophen herauf. Ehrlich gesagt,
wir wissen von keinem Stoff, den wir den Kindern iibermitteln sollen, ob
er der rechte sei. Wir konnen sie aber etwas Kostbares lehren: wie man
den Stoff meistert.“ (Freudenthal [22], S. 61)

Die zweite Hélfte dieses Zitats steht auch als Leitwort iiber der gesamten vorliegen-
den Arbeit. Es soll daran erinnern, dass kein Stoff, der fiir die Schule gewéhlt wird,
iiber jeden Zweifel erhaben ist und sich neue Inhalte {iber lingere Zeitrdume hin-
weg bewidhren miissen. Dennoch wird hier der Versuch unternommen, zu begriinden,
warum die kombinatorische Optimierung einen festen Platz in den Lehrplédnen fin-
den sollte. Die nachfolgenden hier sehr knapp zusammengefassten Thesen werden in
den weiteren Kapiteln dieser Arbeit genauer untersucht.

Das Themengebiet der kombinatorischen Optimierung eignet sich ganz
besonders zur Verwirklichung eines authentischen Mathematikunterrichts.

Es finden sich darin leicht zugéngliche Problemstellungen aus der Lebenswelt
der Schiilerinnen und Schiiler, die eine authentische Begegnung mit Mathematik
direkt ermoglichen.

Die spezifischen mathematischen Methoden kniipfen an ein im Alltag erwor-
benes Handlungsrepertoire an und bleiben durch ihre oftmals algorithmische
Struktur auch bei wachsender Komplexitét fiir Schiilerinnen und Schiiler er-
fassbar.

Die algorithmischen Methoden sind handlungsorientiert und kénnen von den
Schiilerinnen und Schiilern handelnd entdeckt werden.

Es lassen sich in sich abgeschlossene Themenkomplexe finden, die nicht hierar-
chisch aufgebaut sind, so dass ein freies Entdecken durch die Schiilerinnen und
Schiiler ohne vorgegebene Reihenfolge moglich ist. Die Leitlinie des Optimierens
bildet aber dennoch einen roten Faden fiir die Erarbeitung.

Die grundlegenden Begriffe konnen von den Schiilerinnen und Schiilern wahrend
ihrer Auseinandersetzung mit der Problemstellung erschlossen werden.

Die Objekte, mit denen vorwiegend hantiert wird, Graphen, sind in ihrer Dar-
stellung sowohl handlich (durch ihre einfache Definition) als auch duflerst flexi-
bel. Dadurch kann ohne Einschrénkungen experimentiert werden. Vermutungen
und Beweisideen koénnen so selbstdndig erarbeitet werden.

Die Themen haben sowohl einen starken Anwendungsbezug als auch eine di-
rekte Ankniipfung an aktuelle Forschungsthemen. Sie haben Verbindungen zur
theoretischen Informatik und verkorpern gleichzeitig ein mathematisches Fach-
gebiet von wachsender Bedeutung.
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2 Graphentheorie und kombinatorische Optimierung
als Schulstoff in der Bundesrepublik Deutschland

Die Idee, diskrete Mathematik besser im Schulunterricht zu etablieren, ist nicht neu.
In diesem Kapitel soll untersucht werden, welche Ansétze es in der Bundesrepublik
Deutschland gab, Graphentheorie und kombinatorische Optimierung in die Schule
zu bringen. Insbesondere wird anhand der Quellen nach Griinden geforscht, warum
sich diese Themen bisher nicht fest im Unterricht etabliert haben, sondern fast ganz
wieder aus dem Blickfeld verschwunden sind.

Es gibt international einige interessante Ansétze (z. B. in den USA, in den Niederlan-
den, in Osterreich, im Iran), doch haben diese so gut wie keinen Einfluss auf deutsche
Curricula gehabt. Zwar haben die US-amerikanischen NCTM-Standards von 1989
und die Principles and Standards von 2000 die Curriculumdiskussion in Deutsch-
land stark beeinflusst, nicht aber in Bezug auf den von uns gewéhlten Themenkreis.
Eine Ubersicht iiber die historische Entwicklung von unterschiedlichen Themen der
diskreten Mathematik im Unterricht findet sich in der Dissertation von Silke Thies
([78], S. 24-35).

Dass Themen aus Graphentheorie und kombinatorischer Optimierung als Unter-
richtsstoff, aber auch das Fachgebiet der diskreten Mathematik tatsdachlich im Allge-
meinen nicht (mehr) im Bewusstsein von Lehrerinnen und Lehrern vorhanden sind,
zeigt das Editorial des Heftes , Diskrete Mathematik® der Zeitschrift Mathematik
lehren vom April 2005 (Bruder/Weigand [14], S. 3):

,Liebe Leserin, lieber Leser,

Diskrete Mathematik in der Schule? Schon wieder ein zusétzliches neues
Gebiet, neue Inhalte? Es geht weder um mehr Stoff, noch um etwas ganz
Neues: Fragen nach dem kiirzesten Weg bei U-Bahn-Fahrten [...] kénnen
Beispiele fiir Diskrete Mathematik liefern. Derartige alltagsnahe Anwen-
dungsfelder vermitteln Sinn und Bedeutung fiir mathematisches Wissen im
Unterricht. Zudem bieten diese leicht zugénglichen Fragestellungen auch
eine Vorstellung davon, womit sich moderne Mathematik beschéftigt.

Etwas weiter hinten wird ermutigend von ,moderner aber deshalb nicht schwieri-
ger Mathematik® ([14], S. 3) gesprochen. Offenbar muss man den Lehrerinnen und
Lehrern von heute aufs Neue Mut machen, sich mit diesem ihnen unbekannten,
neuen und modernen Gebiet zu beschéftigen. Dass es tatséchlich so ist, bestatigen
unsere im Rahmen von Lehrerfortbildungen gemachten Erfahrungen. (Nach einmal
iiberwundener Scheu ist dann aber fast durchgingig eine grofle Begeisterung fiir
diese Inhalte und Bereitschaft zur Umsetzung im Unterricht zu beobachten!) Dass
die Wurzeln der didaktischen Aufarbeitung diskreter Themen bis in den Anfang der
1970er Jahre zuriickreichen, Graphentheorie und kombinatorische Optimierung also
gar nicht neu fiir die Schule sind, ist daher fiir viele eine Uberraschung.
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2.1 Die 1970er Jahre

In den 1970er-Jahren engagierten sich eine Reihe von Mathematikdidaktikern fiir
diskrete Themen. Die zunehmende fachwissenschaftliche Bedeutung von Graphen-
theorie und Kombinatorik mit ihren Anwendungen regte die Mathematikdidaktiker
dazu an, diesen noch recht jungen Zweig der Mathematik nach fiir die Schule brauch-
baren Themen zu durchforsten. Davon zeugen z. B. die drei der Graphentheorie ge-
widmeten Hefte von ,Der Mathematikunterricht“ [68], [69], [70], sowie die Biicher
von Ore [64] und Wippermann [89], aber auch zahlreiche Einzelartikel (s. u.)

Interessant ist, dass die Graphentheorie sowohl als Fortfithrung der (Schul-)Mengen-
lehre gesehen wurde als auch als Gegengewicht eben dazu. Das zeigen Ausschnitte
aus den Einfithrungen zu den Themenheften ,, Graphentheorie® und ,,Graphentheo-
rie II* der Zeitschrift Der Mathematikunterricht von 1973 und 1974:

Georg Schmitz schreibt 1973:

»Graphentheorie ist ein Zweig der kombinatorischen Topologie [...]. Als
Bereicherung fiir einen modernen Mathematikunterricht bieten sich Gra-
phentheorie und graphentheoretische Methoden einmal wegen ihrer star-
ken Beziehungen zur Mengenlehre an. Strukturen auf Mengen oder Abbil-
dungen lassen sich héufig in einfacher Weise durch Graphen zeichnerisch
darstellen. Es bietet sich hier die Mdoglichkeit, anschauliche und formale
Arbeitsweisen miteinander zu verbinden.“ ([70], S. 3)

Hans-Giinther Bigalke schreibt 1974:
,Die Modernisierung des Mathematikunterrichts wird heute leider fast aus-
schlieBlich — leider auch vollig mifliverstandlich — unter dem Schlagwort
,Mengenlehre‘ gesehen. Fiir den Kenner der Materie zeigt sich die Neu-
orientierung des Mathematikunterrichts jedoch sehr wesentlich auch noch
auf anderen Gebieten. Eines dieser Gebiete ist die Graphentheorie. ([68],

S. 3)

Ebenfalls 1974 schreibt Bigalke:
»In entsprechenden Vortragen und Verdffentlichungen werden immer wie-
der zwei Dinge genannt, die die besondere Attraktivitidt der Graphentheo-
rie fiir die Schule zeigen sollen: die grole Anschaulichkeit und die immen-
se Anwendungsfreudigkeit. Durch sie soll dem vorherrschenden Trend zu
Strukturen und zur Axiomatik ein Gegengewicht geliefert werden.“ ([9], S.

189)

Bereits 1970 erschien ein Artikel von Rolf Nufibaum und Roland Stowasser [63]
iiber Farbungen in dem Heft |, Elementare Topologie und Unterricht* von Der Ma-
thematikunterricht. Der Zugang zum Thema Farbungsprobleme® erfolgt von der
Topologie her iiber die Definitionen von Nachbargebieten und Karten. Es werden
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einige Sétze iiber Karten erarbeitet, bis hin zum Kartensatz fiir p-henkelige Ku-
geln. Dann werden diese Kenntnisse fiir die Farbeproblematik verwendet und der
Fiinffarbensatz, der Siebenfarbensatz auf dem Torus und der Sechsfarbensatz fiir das
Moébiusband bewiesen. Das Vierfarbenproblem war damals noch ungelost. Insgesamt
sind die Ausfithrungen sehr theoretisch und operieren iiberwiegend mit ,topologi-
scher Arithmetik“, so dass sich die Frage stellt, wie die Behandlung dieses Stoffes
im Unterricht konkret aussehen koénnte. Dariiber gibt der Artikel keine Auskunft
(offenbar den Gepflogenheiten seiner Zeit folgend). Das didaktische Potential von
Farbungsproblemen ist den Autoren bewusst, wie das folgende Zitat zeigt, es wird
allerdings in dem Artikel nicht sehr deutlich herausgearbeitet. Die Autoren betonen
aber eines der Charakteristika von graphentheoretischen Problemen, ndmlich die
leichte Verstéandlichkeit der Problematik und — dem entgegengesetzt — den hohen
Schwierigkeitsgrad mancher Beweise: ,,Die Untersuchung der Farbenprobleme bietet
den Schiilern ein besonders reizvolles Betéatigungsfeld. Der Lehrer sollte hier deutlich
herausarbeiten lassen, dafl zwischen scheinbar evidenten Aussagen und dem exakten
Beweis derselben u. U. eine kaum iiberwindbare Diskrepanz bestehen kann, wie etwa
beim Vierfarbenproblem.“ ([63], S. 52)

Ingo Weidig [85] erkennt 1972 eine Liicke zwischen der Behandlung topologischer
Fragen in der geometrischen Propédeutik in der Grundschule und topologischen In-
halten der Oberstufe. Er schlégt in seinem Artikel ,Das Studium von Netzen® im
Themenheft ., Topologie 11“ von Der Mathematikunterricht die Untersuchung von
aus der geometrischen Propiddeutik bekannten Netzen (heute wiirde man dazu ,,Gra-
phen“ sagen) fiir die Klassen 7-10 vor. ,Im Folgenden werden einige Moglichkeiten
eines Studiums von Netzen dargestellt, wobei an die Darstellung von Relationen
durch Pfeildiagramme (Graphen) angekniipft wird. Nach Klarung der Grundbe-
griffe werden vorwiegend Anzahlfragen in Netzen und Optimierungsprobleme im
Vordergrund stehen. Die Anzahlfragen bilden einen guten Hintergrund fiir kombina-
torische Uberlegungen und bereiten entsprechende spéter mit vollstandiger Indukti-
on zu loésende Probleme vor, die Optimierungsprobleme stellen zusammen mit dem
linearen Optimieren die dringend notwendige Verbindung zu Problemen der ,ange-
wandten Mathematik‘ her. Das Studium von Netzen verbindet dabei in idealer Weise
eine leicht zu handhabende Veranschaulichung mit dem Zwang, Losungsstrategien
zu entwickeln.“ ([85], S. 42)

Graphen werden als Hilfsmittel aus der Geometrie gesehen (der Artikel steht in
einem Heft iiber Topologie): , Zur Veranschaulichung und hiufig auch zur Beschrei-
bung von Relationen bedienen wir uns eines geometrischen Hilfsmittels: Des (Rela-
tions-)Graphen.“ ([85], S. 43). Als inhaltliche Beispiele gibt Weidig elementare Ei-
genschaften von Graphen und die kiirzeste-Wege-Problematik an. Weiter beschéftigt
er sich mit Baumen und ihren Eigenschaften und gibt als Anwendungsbeispiel das
Telefonproblem, also die Planung eines giinstigen Telefonnetzes, an. Zur Losung
schlagt er den Algorithmus von Kruskal vor.

Weidig stellt fest, dass die Themen fiir die weiterfithrende Schule geeignet sind, auch
fiir die Hauptschule. ,, Sicher sind den vorgestellten Problemen zwei Eigenschaften zu-
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zusprechen: Thre Praxisnédhe wird nur von wenigen anderen Unterrichtsgegenstéinden
des Mathematikunterrichtes annéhernd erreicht (vergleichbar sind vielleicht noch
FluBdiagramme als Voriibung zum Programmieren oder Probleme zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung), zum anderen gibt es viel Raum fiir fruchtbare Eigentétigkeit der
Schiiler. [...] Sicher wird jedoch ein Beweisbediirfnis geweckt, was sich spéter im
Geometrieunterricht als sehr fruchtbar erweisen kann. Schliellich sei noch der Zu-
sammenhang zur Kombinatorik vermerkt, ein Bereich der Mathematik, der immer
stiarker in der Schule vordringt.“ ([85], S. 54-55)

In diesem Artikel erscheint die kombinatorische Optimierung also als ein Teilbereich
der Topologie, der mit geometrischen Hilfsmitteln arbeitet und damit auch dem
Geometrieunterricht zuarbeitet. Die Themen werden lediglich im Zusammenhang
mit der Kombinatorik gesehen. Diese Einordnung findet man in den 70er Jahren
haufig, sie war unter Umstédnden ein Hindernis fiir die breitere Umsetzung der The-
men im Unterricht (s.u.).

Eine sehr ausfiihrliche Auseinandersetzung mit dem methodisch-didaktischen Poten-
zial der Graphentheorie erfolgte 1974 in den beiden sich teilweise iiberschneidenden
Artikeln Graphentheorie im Mathematikunterricht? [8] und Uber die mdgliche Be-
deutung der Graphentheorie beim Lernen von Mathematik [9] von Hans-Giinther
Bigalke. Bigalke gibt drei mathematisch-inhaltliche Griinde zur Rechtfertigung der
Aufnahme graphentheoretischer Elemente, Methoden und Fragestellungen in den
Unterricht:

e die immense Anwendungsfreudigkeit,
e die grofle Anschaulichkeit und

e die weitgestreute Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen Niveau.

Er erldutert diese drei Punkte so: ,Die beiden erstgenannten Griinde sind in der
Tat die wesentlichen Aspekte, die die Graphentheorie fiir viele Wissenschaften so
interessant machen. [...] Will man endlich auch in der Schule Ernst machen mit
der Forderung nach Anwendungen der Mathematik in anderen Wissensbereichen,
so bietet sich die Graphentheorie dazu besonders an. Daneben ist aber der drittge-
nannte Grund der eigentlich relevante fiir das Lernen von Mathematik. Aufgrund
der Problemfreudigkeit auf jedem beliebigen Niveau kénnen Themenstellungen aus
dem Bereich der Graphentheorie besonders die Aktivitdten beim Schiiler fordern,

durch die kreatives, kombinatorisches und argumentierendes Denken geschult wird.“
(8], S. 5-6)

Quer zu den drei Inhaltsaspekten liegen laut Bigalke vier Bereiche, die die didakti-
sche Bedeutung der Graphentheorie fiir den Mathematikunterricht hervorheben:

1. Modelle fiir Probleme, die eine algorithmische Losung erfordern,

2. Losung von Problemen mit Hilfe graphentheoretischer Séatze,
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3. Veranschaulichung von (eventuell komplizierten) Zusammenhéngen,
4. leichtversténdliche Probleme mit beliebig hohem Schwierigkeitsgrad.

Er gibt Beispiele fiir die 4 Bereiche an: 1. Projektplanung (Berechnung eines , critical
path®“), 2. Biegen von Kantenmodellen von platonischen Korpern aus Draht (was
auf ein chinesisches Postbotenproblem hinauslauft), 3. Veranschaulichung einiger
Fakten aus dem Umkreis des Cantorschen Diskontinuums, 4. das Vierfarbenproblem,
und bekraftigt noch einmal: ,,In der Tat liegt das gewaltige mathematikdidaktische
Potential der Graphentheorie wohl in erster Linie in ihrer Problemfiille auf jedem
beliebigen Niveau begriindet.” ([9], S. 191)

Die Frage ,,Graphentheorie im Unterricht?“ wird mit einem klaren Ja beantwor-
tet. Allerdings warnt Bigalke davor, im Zusammenhang mit dem Schulunterricht
von Graphentheorie zu sprechen, um keine Proteste gegen eine zu starke Verwissen-
schaftlichung und Theoretisierung des Unterrichts dhnlich wie bei der Mengenlehre
zu provozieren. Er betont nochmals, dass die Graphentheorie nicht als Fortsetzung
der Strukturmathematik unterrichtet werden soll, sondern durch ihre Anschaulich-
keit und Anwendungsfreudigkeit (auch und gerade auBerhalb der Mathematik) eine
Alternative dazu bietet (vgl. [9], S. 189), und appelliert schliefllich ([8], S. 9): ,Man
sollte nicht so viel dariiber sprechen, sondern mehr tun.“

Dieser Begeisterung kann man sich kaum entziehen. Mit heutigen Augen betrachtet,
fallt das Fehlen von unterrichtsmethodischen Hilfen und Hinweisen auf, was aber
offensichtlich damals im Rahmen solcher Zeitschriftenartikel nicht uniiblich war.
Dennoch kénnte es ein Grund fiir die zégerliche Umsetzung in die Praxis sein.

In den darauffolgenden Jahren erschienen mehrere Artikel iiber fiir den Unterricht
geeignete graphentheoretische Themen. Es ist deutlich zu sehen, dass die Auswahl
der Inhalte bezogen auf die Machbarkeit im Unterricht realistischer wird. Die mathe-
matische Darstellung zeigt sich zunehmend weniger der Topologie oder Mengenlehre
verpflichtet und wird dadurch wesentlich besser handhabbar. Anwendungen werden
deutlicher hervorgehoben. Die kombinatorische Optimierung wird fiir den Unterricht
entdeckt und es werden auch konkrete Algorithmen angegeben.

1975 erschien eine Abhandlung von Willi Maurer [61] in Didaktik der Mathematik
iiber Turniergraphen und ihre Anwendungen. Auch dies ist wieder eine rein inhalt-
liche Darstellung, die mit den nétigen Definitionen beginnt und die Anwendungen
erst nachreicht. Die Anwendungen sind interessant und schulgeeignet, eine ist das
Katzenfutterexperiment, bei dem mit Hilfe von Graphen, die die Frefivorlieben von
einzelnen Katzen darstellen, herausgefunden wurde, welches Futter das ,,Beste® sei.

Ein Artikel von 1976 iiber den Beweis des Satzes von Cayley iiber die Anzahl der
aufspannenden Béume in vollstindigen Graphen von Jany Cajetan Binz [10] in
Prazis der Mathematik stellt den Satz an den Anfang, zeigt dann den Weg zum
Beweis, aufbereitet in Form von Aufgaben und Losungen, so dass eine Umsetzung
in Unterricht relativ einfach moglich ist. Als motivierendes Beispiel gibt er den Bau
von Verbindungsstollen als Rettungswege in einem Bergwerk.
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Der Beweis des Satzes von Cayley wird als Ausnahme hervorgehoben, die die Chance
bietet, einen graphentheoretischen Beweis komplett mit Schiilern durchzuarbeiten,
denn: ,In den meisten fiir den Unterricht geeigneten Fragestellungen dienen Gra-
phen vor allem der Klarung von Zusammenhingen und den Modelldarstellungen
realer Beziehungen [...]; nur selten wird man zur Behandlung tieferliegender Sétze
vordringen konnen, da deren Beweise zu schwierig sind.* ([10], S. 149)

Das Pladoyer fiir die Beriicksichtigung der Graphentheorie im Unterricht fallt eher
zuriickhaltend aus. Offenbar wird die Gefahr einer zu theorielastigen Behandlung
erkannt. Vielleicht ist die vorsichtige Formulierung und die Abgrenzung gegen einen
axiomatisch orientierten Unterricht aber auch eine Reaktion auf bereits von Bigalke
befiirchtete Proteste (s.o. und vgl. [9], S. 189) gegen noch ein zuséitzliches Gebiet
damals eher ungeliebter ,moderner Mathematik*:

,Der stiirmische Fortschritt der kombinatorischen Mathematik in den
letzten zwanzig Jahren und die wachsenden Bediirfnisse nichtmathema-
tischer Disziplinen rechtfertigen es, eine behutsame Beschéftigung mit
Graphen im Unterricht zu propagieren. Graphen sollten dann allerdings
nicht als abstrakte Inzidenzgebilde, sondern als konkrete kombinatorisch-
geometrische Figuren aufgefafit werden.* ([10], S. 149)

Eine pragmatische und dadurch im Vergleich zu manchem friitheren Artikel stirker
praxisrelevante Darstellung von Inhalten findet man in dem Artikel von 1977 aus
Der Mathematikunterricht von Walter Vogel [82] iber Optimierung von Netzwer-
ken. Es werden drei klassische Themen der kombinatorischen Optimierung vorge-
stellt: Minimale aufspannende Baume (anhand der Planung eines Leitungsnetzes
zwischen Stadten), kiirzeste Wege (erst graphentheoretisch, dann Anwendungen,
u. a. Projektplanung), maximale Fliisse (nur Andeutungen von Anwendungen). Fiir
alle Problemstellung werden Algorithmen angegeben.

Die wenig formalisierte Darstellung begriindet er so: ,,Das tiefere Verstindnis fiir
einen Algorithmus (fiir ein Rechenverfahren) setzt sehr gute Kenntnisse in der Theo-
rie voraus. Man muf also zur Vorbereitung des eigentlichen Verfahrens einen grofien
Aufwand mit formalen Definitionen und Sétzen treiben. Auch bei graphentheore-
tischen Verfahren gilt, wie iiberall in der Mathematik: Uber formale Definitionen
und rein theoretische Satze handelt etwa 99% der Literatur; praktisch anwendbare
Verfahren findet man in hochstens 1% der Arbeiten. Um dieses Zahlenverhéltnis
glinstiger zu gestalten, schlagen wir den folgenden Weg ein. Wir verzichten auf auf-
wendige Definitionen und Beweise, behandeln aber nur Graphen, welche noch eine
ibersichtliche Zeichnung erlauben. Daran erkléren wir die auftretenden Begriffe und
die Beweisideen. Die mit einem solchen Verfahren verbundenen Gefahren wollen wir
bewuBt in Kauf nehmen.“ ([82], S. 5)

Einen sehr reichhaltigen Text findet man in Praxis der Mathematik aus dem Jahr
1977 von Jiirgen Floer [19]. Wie aus der Einleitung deutlich wird, geht es nun um
einen wiederum ,neuen* Mathematikunterricht, der Denk- und Handlungsmoglich-
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keiten in den Vordergrund stellt und offensichtlich eine (im Gegensatz zu noch 1974,
vgl. das Bigalke-Zitat weiter oben) nun schon nicht mehr zu verteidigende Gegen-
bewegung zur Strukturmathematik ist.

,Der folgende Beitrag soll einige Beispiele und Anregungen fiir Fra-
gestellungen eines ,neuen‘ Mathematikunterrichts geben, wobei nicht die
neuen Inhalte das Entscheidende sind, sondern die neuen Moglichkeiten,
sich mit ihnen auseinanderzusetzen.“ ([19], S. 1)

Floer beschreibt die grole Anzahl und Variationsbreite der Anwendungen und dann
weiter: ,,Solche Vielfalt 148t (richtig) vermuten, dafl Graphen von der Didaktik nicht
unentdeckt bleiben konnten. Entscheidend ist aber, dafl sich mit ihrer Hilfe theore-
tische Uberlegungen in Aussagen iiber Ecken, Kanten, Wege iibersetzen lassen und
damit ikonisch (z.T. sogar enaktiv) fabar werden.“ ([19], S. 1) Er wird also sehr
konkret in der Beschreibung der didaktischen Vorteile von Graphen. In wenigen
Satzen skizziert er die Charakteristik von Unterricht {iber kombinatorische Opti-
mierung: ,,Im folgenden stehen jedoch nicht mathematische Sétze im Mittelpunkt,
sondern die Moglichkeiten, von einfachen Fragen und Erfahrungen zu Mathemati-
sierungen zu gelangen — und dies Schritt fiir Schritt und in leicht durchschaubarer
Weise. Dabei erdffnen sich im Unterricht zahlreiche Wege zu anwendungs- und pro-
blemorientierter Arbeit, zum Denken in Zusammenhéingen, zu argumentierendem
und kreativem Verhalten. Dazu sind solche Optimierungsprozesse nicht nur prak-
tisch relevant, sondern kennzeichnen eine Form intellektueller Auseinandersetzung
mit der Umwelt.“ ([19], S. 2)

Nicht nur formalisierbares mathematisches Lernen ist in diesem Themenkreis mog-
lich, sondern Erfahrungen im Rahmen des Modellierungsprozesses. ,,Schon die Tat-
sache, dal verschiedene Umweltsituationen zum gleichen mathematischen Problem
fithren, bzw. sich hinter ihm verbergen kénnen, dazu die Diskussion, dafl kiirzeste
Wege nicht immer die schnellsten, schnellste nicht immer die billigsten usw. sind,
ist didaktisch von Bedeutung.“ ([19], S. 2) Er macht auch den Vorschlag der en-
aktiven Problemlésung mittels eines Fadenmodells. Er betont, dass die Probleme
intuitiv angegangen werden konnen und sich dabei fast zwangslaufig eine Fiille von
Fragen ergibt. Er hebt zusétzlich die Vielfalt der Losungswege hervor. Dann gibt er
Verfahren bzw. Algorithmen an, betont aber, dass sie nicht zu frith im Unterricht
angeboten werden sollen. ,,Die im folgenden geschilderten Verfahren zum sicheren
Auffinden des kiirzesten Weges sollten nicht zu frith angeboten werden. Von be-
sonderer didaktischer Bedeutung ist, dal man iiber weite Strecken auch ohne sie
auskommt. Zum einen ndmlich lassen sich viele der relevanten Lernziele auch auf in-
tuitivem, noch wenig formalisiertem Niveau erreichen (damit auch von den Schiilern,
die iiber dieses nicht oder nur schwer hinauskommen). Zum anderen wird durch diese
Aktivitdten die Algorithmisierung vorbereitet. Nicht nur das Endresultat ist wichtig,
entscheidend ist vielmehr der ProzeB, der zu seiner Gewinnung fiihrt.“ ([19], S. 3)

Er vergleicht zwei Verfahren zur Konstruktion kiirzester Wege an und stellt fest, dass
beide das gleiche Ergebnis liefern, aber iiber verschiedene Zwischenschritte ablaufen,
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und gibt auch methodische Hilfen: ,,Dies wird sehr deutlich, wenn der Losungsweg
in einer farbigen Bildfolge festgehalten wird.“ ([19], S. 5) Neben kiirzesten Wegen
werden maximale Fliisse behandelt und dabei vor allem das Max-Flow-Min-Cut-
Theorem hervorgehoben.

,Nur eins soll noch betont werden, dafl natiirlich nicht an eine kompakte Unter-
richtseinheit Graphen und Netze gedacht ist, sondern an die fruchtbare Verbindung
mit moglichst vielen anderen Fragen. Dies kann fiir einfache Weg- und Transportnet-
ze beginnen bei Ubungen zur Addition und Subtraktion in den ersten Schuljahren
([FuBnote:] Dabei kann man ein Wegenetz sogar als Spielplan benutzen, auf dem
statt Langen eine entsprechende Anzahl von Stationen auf den Kanten angegeben
sind. Es wird gewiirfelt, jeder darf so viele Stationen weiterriicken, wie Augen gewor-
fen sind. Wer kommt als erster ins Ziel?), fortgesetzt werden mit stirkerer Betonung
der algorithmischen Aspekte in den folgenden Klassen und sich erstrecken bis hin
zur Erarbeitung der Beweise und zur Verbindung mit linearer Optimierung [...] in
einem Kurs der Sekundarstufe I1.“ ([19], S. 44) Hier sieht man deutlich, dass es zu
diesem Zeitpunkt nicht in Frage kam, diesen Themen eigene Unterrichtseinheiten zu
widmen. Dennoch spannt Floer das ganze Spektrum der Moglichkeiten unterrichtli-
cher Umsetzung auf.

Er beschreibt die facheriibergreifenden Moglichkeiten und betont dann nochmals:
»,An allen diesen Stellen geht es natiirlich nicht darum, dafl der Schiiler einige Sétze
der angewandten Mathematik lernt, sondern dafl er erfiahrt, wie Mathematik bei der
Losung von Problemen eingesetzt werden kann.“ ([19], S. 44) (Dieses Zitat erinnert
stark an Freudenthal ([22], S. 76): ,,Ich mochte, dafi der Schiiler nicht angewandte
Mathematik lernt, sondern lernt, wie man Mathematik anwendet.*)

Das dritte Heft von Der Mathematikunterricht zur Graphentheorie [69] erschien
1978. In der Einfithrung zu diesem Heft von Karl-Dieter Klose lesen wir:

»,Graphentheoretische Fragestellungen haben seit einigen Jahren Ein-
gang in die neuere Schulbuchliteratur gefunden. Im Zuge der Moderni-
sierung des Mathematikunterrichts konnte die Mathematikdidaktik nicht
achtlos an einer Reihe von Themenkreisen voriibergehen, die sich durch
Anwendungsbezogenheit einerseits, durch die Verbindung interessanter
Problemstellungen und anschaulicher Arbeitsweisen andererseits auszeich-
nen. Insbesondere Grundschulbiicher wiesen eine Fiille von Aufgaben aus
der sogenannten Unterhaltungsmathematik auf — zum Unbehagen einiger
Lehrer, zur Freude vieler Schiiler; die Lehrpldne gaben ihren Segen dazu.

Die letzten zwei, drei Jahre verstéirkten diese Tendenz nicht. Lehr- und
Bildungspléne fiir den Bereich der Grundschule reduzieren zwar erfreuli-
cherweise den Umfang des zu lernenden mathematischen Begriffsappara-
tes, geben nichtklassichen Unterrichtsinhalten aber gleichzeitig nur noch
wenig Raum.” ([69], S. 3)
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Als einen Grund fiir diesen Sachverhalt sieht Klose das Fehlen von Konzepten zur
Weiterfiihrung der Themen in die Sekundarstufe I. Mehr als dieselben Fragestellun-
gen mit komplizierteren Graphen sei in den meisten Schulbiichern nicht zu finden.
Das MU-Heft soll Anregungen fiir den Unterricht iiber Graphentheorie in den Se-
kundarstufen geben. Die Themen des Hefts sind: Hamiltonsche Linien; Graphen und
Ordnungen; Netze und Landkarten; Planare Graphen.

In seinem inhaltsreichen Artikel {iber Netze und Landkarten betont Karl-Dieter
Klose [46] &hnlich wie Floer (s.0.), dass es nicht nur auf den Stoff ankomme, sondern
insbesondere auf die bei den Schiilern ausgelosten Aktivitéiten.

,Eine Grundtendenz der gegenwirtigen Diskussion didaktischer Fra-
gestellungen im Zusammenhang mit einer Reform des Mathematikunter-
richts in der Sekundarstufe I scheint es zu sein, keine allgemeinen Konzepte
anzubieten. Vielmehr wird versucht, bereits bekannte Unterrichtsinhalte
in neuer Form didaktisch aufzubereiten oder Moglichkeiten aufzuzeigen,
neue Themenkreise sinnvoll in den seitherigen Stoffkanon einzubauen. Es
wird infolgedessen darauf zu achten sein, nicht grundsétzlich all das zu
iibernehmen, was prinzipiell lehrbar ist. Mathematikunterricht erhélt seine
Begriindung nicht allein aus den Stoffinhalten, die er beriihrt; ausgeltste
Eigenaktivitdten der Schiiler stellen sicher ein brauchbares Auswahlkri-
terium dar. Unter diesem Aspekt sollen die Vorschldge dieses Aufsatzes
angesehen werden: als mogliche, dem Alter der Schiiler angemessene Fra-
gestellungen, nicht aber als Empfehlungen fiir einen verbindlichen Stoff-
kanon.“ ([46], S. 53)

Zudem nimmt er nochmals Bezug darauf, dass Graphentheorie haufig mit Unter-
haltungsmathematik gleichgesetzt wird. Er verweist ganz pragmatisch auf den mo-
tivatorischen Vorteil und zeigt auf, dass ausgehend von solchen Aufgabenstellungen
mathematisch in die Tiefe gegangen werden kann. ,Dabei wird sich zeigen, daf
bekannte Probleme der sogenannten ,Unterhaltungsmathematik® in einem allgemei-
neren Rahmen behandelt werden konnen. Fragestellungen dieser Art als zu ,unwis-
senschaftlich® abzulehnen, scheint wenig versténdlich: lieber ein Lehrer, der seine
Schiiler unterhélt, als einer, der sie langweilt, wozu der Mathematikunterricht ja
hinreichend Gelegenheit bietet!“ ([46], S. 53)

Ein kleiner, der Thematik der optimalen Wege gewidmeter Artikel von Peter Bap-
tist [6] in Prazis der Mathematik von 1979 zeigt ein Losungsverfahren, das zunéchst
direkt am Graphen erkliart wird, und das dann, mit dem Hinweis auf die Anwen-
dungspraxis, so modifiziert wird, dass es direkt auf die zugehérige Entfernungsma-
trix angewandt werden kann. Der Artikel beschreibt bewusst nur die Inhalte, soll
als Anregung zur Behandlung im Unterricht (Empfehlung ab Klasse 9) verstanden
werden. Interessant ist der folgende Kommentar, der zweierlei zeigt. Zum einen das
Bewusstsein, dass Anwendungen im Mathematikunterricht oft viel zu schnell hinter
zu schwieriger Mathematik verschwinden, und zum anderen die dem Stoff inne-
wohnende Moglichkeit, die Begriffe handelnd zu erschlieBen. ,,Um das vorhandene
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Interesse vieler Schiiler an der Angewandten Mathematik zu erhalten, aber auch, um
die Schiiler nicht mit Theorie zu iiberfordern, empfiehlt es sich, von konkreten Bei-
spielen auszugehen und daran schrittweise die zur Losung des Problems notwendigen
Begriffe und Sachverhalte zu erldautern.“ ([6], S. 99) Dieser kleine, fast unscheinba-
re Artikel markiert innerhalb der hier untersuchten Thematik einen Wendepunkt
hin zur Verbindung von mathematischen Themen mit informatischem Denken (und
damit auch naturgemifl einem eher prozessorientierten Denken).

Es ist den Quellen deutlich anzumerken, dass die 70er Jahre eine grundlegende Neu-
orientierung der Mathematikdidaktik mit sich brachten. Wahrend in den frithen Ar-
tikeln zum Teil noch der bourbakistische Geist zu spiiren ist, lasst die logizistische
Betrachtungsweise immer mehr nach und macht Platz fiir Unterrichtsvorschlige,
die sich stérker an entdeckende, problemorientierte oder genetische Konzepte anleh-
nen. Bereits 1978 konnte festgestellt werden, dass unter Mathematikdidaktikern eine
deutliche Einigkeit dariiber bestehe, ,dafl der stark logizistisch orientierte Ansatz,
der in den Rahmenrichtlinien von 1968 zum Ausdruck kommt, eine Fehlentwicklung
ar.“ ([11], S. 250)

Bevor wir unseren Blick auf die 80er und 90er Jahre werfen, wird im néachsten Absatz
ein Artikel von Heinrich Winter vorgestellt, der aus verschiedenen Griinden ,aufler
Konkurrenz“ in dieser Studie beriicksichtigt wird.

2.2 Der Ansatz von Heinrich Winter (1971)

An eher unvermutetem Ort findet man bereits 1971 einen Reichtum von Ideen und
konkreten Vorschlégen fiir die Schule. Der Artikel ,, Geometrisches Vorspiel im Ma-
thematikunterricht der Grundschule“ von Heinrich Winter [87] schligt Graphen-
theorie und kombinatorische Optimierung fiir den neu zu etablierenden Geometrie-
unterricht in der Grundschule vor.

Zur Begriindung fiir Geometrieunterricht in der Grundschule betont er den engen
Zusammenhang von Raum und Geist ([87], S. 49): ,,Wer denkt, der geht geistige We-
ge, handelt im Raum, wirklich oder in der Vorstellung.“ Weiter betont er die Aufgabe
des Geometrieunterrichts, die Umwelt erschlieffen zu helfen, das Erfassen von For-
men und deren rdumlichen Beziehungen und GesetzméfBigkeiten. Weitere Aufgaben
sind die Entfaltung der GroBlenbereiche und die Pflege und Weiterentwicklung der
Kreativitit.

,Die Bemiihungen zur Erhaltung und Steigerung der Kreativitét, zu denen es sicher
keinen Erfolgsalgorithmus geben kann, sind an sich an keinen bestimmten Stoff ge-
bunden. Jede Gelegenheit sollte wahrgenommen werden, die Schiiler zum Entdecken,
Finden und Erfinden zu veranlassen. Geometrische Fragestellungen scheinen sich je-
doch in besonderer Weise zu eignen, weil sich einmal Problemstellungen geradezu
von selbst aufdrangen, zweitens Losungen sich letztlich experimentell verfolgen las-
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sen und schliefllich in der Regel nur geringes Vorwissen vorausgesetzt werden muf.“
([87], S. 49) Dariiber hinaus fordert er von diesem Unterricht eine Problem- und
Handlungsorientierung.

Unter dem Stichwort , Spiele und konkretes Material® zeigt er die Bedeutung ent-
deckenden und selber handelnden Lernens auf: ,,Die Schiiler sollten die Chance er-
halten, rdumliche Konfigurationen nach mehr oder weniger engen Spielregeln herzu-
stellen, zu variieren, weiterzuspielen. Sie sollten ermutigt werden, neue Spielregeln
zu erfinden, neue Regeln abzuleiten usf. Dazu benotigt man Material, und zwar fiir
die Hand jedes einzelnen Kindes [...]. Warum geniigen nicht die wirklichen Dinge
der Umwelt, die man doch auch sieht? Das strukturierbare Material in der Hand der
Schiiler vereinfacht die umweltlichen Situationen, erlaubt schier unbegrenzte Varia-
tionen, die praktisch durchgefiihrt werden kénnen, und erleichtert damit auch das
Hinausschreiten iiber das Praktische. Nicht Betrachten, sondern Handeln evoziert
Denken. Eine betrachtete Figur ist nur fiir denjenigen ausbeutungsfiahig, der vorher
passende Handlungen selbst durchgespielt hat.“ ([87], S. 51)

Als letzten didaktischen Gesichtspunkt nennt er das Uberschreiten der praktischen
Erfahrung. ,Handlungen bleiben stumm, wenn sie nicht strukturiert, iiberhoht, ins
JInnere' fortgesetzt werden.“ (S. 51) Diese Uberschreitung der praktischen Erfah-
rung geschieht durch das Nachdenken iiber Fragen wie ,Ist das immer so?“ ,,Was
wird geschehen, wenn wir...7“. | Die Notwendigkeit zu Festsetzungen (Axiomen)
ergibt sich erst dann, wenn die Empirie am Ende ist. Das heifit aber, dafl man das
empirisch-experimentelle Stadium erst durchlaufen mufl. Das heifit aber nicht, dafl
man jahrelang nur empirisch arbeitet, dann sozusagen einen Schlufistrich zieht und
axiomatisch neu beginnt.“ ([87], S. 52)

Mit diesen Voriiberlegungen, die umfassende Ziele fiir den Mathematikunterricht im
Allgemeinen aufspannen, bereitet er eine Sammlung von Aufgabenbeispielen vor.

Die Beispiele fiir geometrisches Arbeiten in der Grundschule sind dann eine Uberra-
schung: Gebiete (u.a. Gebiete aus geschlossenen Linien und Zweifarbbarkeit, Pfla-
sterungen, Farben), Netze (u. a. Wege, Isomorphie, Eulergraphen und -wege, Anzahl
der ungeraden Knoten, Hamiltonkreise, Baume, gerichtete Graphen). Alles mit zum
Entdecken anregenden Fragen.

Der Artikel von Heinrich Winter ist in verschiedener Hinsicht interessant. Im Gegen-
satz zu allen anderen Artikeln aus den 70er Jahren nimmt Winter Graphentheorie
und kombinatorische Optimierung ganz ungeniert als Themenfeld zur kreativen Aus-
einandersetzung mit Mathematik. Er verzichtet in diesem Aufsatz auf strenge ma-
thematische Definitionen und Sétze und formuliert stattdessen kleine Aufgabenstel-
lungen, die spielerisch und handelnd an die zentralen Fragestellungen heranfiihren,
wie etwa diese: ,, Versuche ein Netz zu zeichnen, das eine (und nicht mehr) ungerade
Ecke hat.“ ([87], S. 61). Er arbeitet in seinen Aufgabenstellungen auch algorithmi-
sche Aspekte heraus, breitet auf wenigen Seiten kondensiert den ganzen Themenka-
non aus.
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Weiter unterscheidet sich seine Herangehensweise von der der anderen Autoren die-
ser Zeit dadurch, dass er sowohl konkret unterrichtspraktische Hilfen gibt, als auch
sich klar zu Methodik &duflert, die diesem Stoff eigentlich schon innewohnt: problem-
orientiertes, entdeckendes, kreativ-forschendes Arbeiten. Vermutlich liegt dieser Un-
terschied darin begriindet, dass Winter iiber Unterricht in der Grundschule schreibt.
In diesem Bereich begann man schon viel frither als in der Gymnasialdidaktik we-
niger wissenschaftsorientiert und dafiir verstirkt methodenorientiert zu arbeiten.

Der Artikel weist weit iiber die 70er Jahre hinaus. Es gibt durchaus einige Auto-
ren, die auf diesen Artikel verweisen (z.B. [8]). Es wurde jedoch anscheinend nie
ernsthaft in Erwégung gezogen, dieses Konzept in die hoheren Schulstufen zu trans-
ferieren. Vermutlich passte die spielerisch-experimentelle Herangehensweise nicht in
die damals aktuelle Gymnasialdidaktik. Hatte Winter {iber Gymnasialunterricht zu
denselben Themen geschrieben, wire die heutige Ausgangslage unter Umstédnden
eine andere.

2.3 Die 1980er und 1990er Jahre

Die Einordnung von Graphentheorie und kombinatorischer Optimierung verschiebt
sich in den folgenden Jahrzehnten noch weiter. Man findet die entsprechenden Arti-
kel nicht mehr unter ,, Topologie“ oder ,,Graphentheorie”, sondern in Themenheften
mit den Titeln , Extremwertprobleme®, ,,Optimieren“, ,Kombinatorik® oder ,,Fol-
gen“. Das zeigt, dass die Thematik nun viel stidrker an ihren Anwendungsaspekt
angebunden wird und damit nochmals deutlich attraktiver fiir Unterricht sein kann.

Nachdem schon Ende der 70er Jahre erste Vorschlige zur Behandlung von Gra-
phenalgorithmen aufgetaucht sind, werden sie nun zum festen Bestandteil der mei-
sten Unterrichtsvorschldge. Auch Laufzeitbetrachtungen kommen ins Spiel, so dass
sich die technische und fachliche Entwicklung auch in der Unterrichtsentwicklung
niederschlégt.

Schon der Titel des Artikels ,Das Problem der verschneiten Straflen — minimale
Gertiiste“ von Kiefiwetter und Rosenkranz [43] in Der Mathematikunterricht von
1982 zeigt in aller Deutlichkeit, dass von der Anwendung ausgehend Mathematik
erarbeitet werden soll. Der Artikel enthélt die Beschreibung einer Unterrichtsein-
heit, die auf verschiedenen Schulstufen und Niveaus durchgefiithrt wurde. Zu Beginn
machen die Autoren die Feststellung, dass graphentheoretische Probleme sich in der
Schule zunehmender Beliebtheit erfreuen. Als Griinde werden angegeben:

1. Mathematisierbarkeit
(,,Durch die Anwendungen auf neuartige Praxisfelder kann die Leistungsfiahigkeit
der Mathematik im Erfahrungsbereich der Schiiler in einem Umfang gezeigt
werden, der sonst im Mathematikunterricht kaum moglich ist.“ ([43], S. 5)),

2. Algorithmisierbarkeit,
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3. leichte Zugénglichkeit
(wenig Vorkenntnisse, eingéngige Darstellungen, die ,,im Vollzuge des Seh-Aktes
bereits strukturiert werden“ ([43], S. 6)),

4. Initiieren problemlosenden Verhaltens
(Anregung der Kreativitidt durch die Moglichkeit , gleichzeitig auf ,quasienak-
tiven‘, ikonischen und symbolischen Ebenen arbeiten zu kénnen“ ([43], S. 6)).

Der letzte Punkt, bei Bigalke z. B. unter ,, Anschaulichkeit“ zu finden, wird hier
zum ersten Mal so pragnant formuliert. Dies zeigt, dass der Fokus sich seit der
Uberbetonung der Axiomatik in den vorhergehenden Jahren zunehmend mehr auf
Schiilertéatigkeiten und Lern- und Erkenntnisprozesse richtet. Es wird dafiir pladiert,
keine Fachbegriffe vorzugeben, da sie den Anschauungszusammenhang verfremden
kénnen und das Problemloseverhalten abschwéchen. Vom Lehrer festgelegte Begriffe
kénnen suggerieren, dass nicht eigene Kreativitéit erwartet wird, sondern das Nach-
vollziehen eines vom Lehrer von vornherein festgelegten (Lern-)Weges.

Viele Erfahrungen aus dem durchgefiihrten Unterricht flieen in den Artikel ein. Die
Autoren schlagen zur Vertiefung des Verstdndnisses fiir Konstruktionsalgorithmen
fiir minimale Gertiste (das sind minimale aufspannende Béume) ein Spiel vor, in dem
die eine Gruppe versucht, einen solchen Baum zu bauen und die andere versucht, dies
zu verhindern. Dadurch wird die Konstruktionsstrategie von zwei Seiten beleuchtet
und klarer sichtbar.

Computereinsatz wird als selbstversténdlich vorausgesetzt (zu diesem Zeitpunkt gab
es ja bereits Computer an den Schulen) und die Vorstellung davon als methodisches
Hilfsmittel eingesetzt. ,,Oft sind bereits Ansétze zu effektiven Algorithmen vorhan-
den, die allerdings nur auf der Handlungsebene verfiigbar sind. In diesem Fall bringt
— neben der Diskussion unter den Schiilern — der Auftrag eine wesentliche Hilfe,
die Verfahren so genau zu beschreiben, dafl sie vom Computer durchgefiihrt werden
konnen.“ ([43], S. 3) ,Es geht darum, die Verfahren so eindeutig zu formulieren,
daf ohne groferen Aufwand ein Programm geschrieben werden kann.* ([43], S. 14)
Die Autoren geben Basic-Programme fiir die von ihnen vorgeschlagenen Algorith-
men an. Die Verbindung von Mathematik und Informatik erscheint hier als ganz
selbstverstiandlich (obwohl sie es bis heute in der Unterrichtspraxis nicht ist). Ein
fiir Schiiler versténdlicher Korrektheitsbeweis, den die Autoren eigens fiir den Un-
terricht erarbeitet haben, rundet den Artikel ab.

Auch noch 1983 wird konstatiert, dass es an Unterrichtserfahrungen iiber Kombina-
torik (der man die kombinatorische Optimierung auch zurechnen kann) fehle. Liegt
es evtl. daran, dass die Graphentheorie in den 70er Jahren in ganz anderen mathe-
matischen Fachgebieten angesiedelt wurde und daher die zum Teil sehr reichhaltigen
Vorschlédge hier nicht wahrgenommen wurden?
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,Im Gegensatz zu etablierten Unterrichtsthemen der Sekundarstufe II,
wie etwa der Analysis, aber auch der Stochastik, gibt es in der Kom-
binatorik als eigenstdndigem Unterrichtsgegenstand keine Lehrtradition.
Daher erscheinen uns Versuche, die iiber erste Vorschldge wesentlich hin-

ausgehen oder gar bis zu einer didaktischen Analyse reichen, verfriiht.*
(Danckwerts/Deuber /Vogel [16], S. 14-15)

Diese Sétze stehen in der Einfithrung zu einem Themenheft Kombinatorik“ der
Zeitschrift Der Mathematikunterricht von 1983. In diesem Heft werden verschie-
dene Aspekte der Kombinatorik ausfiihrlich beleuchtet und insbesondere auch der
algorithmische Aspekt hervorgehoben (Bovermann/Danckwerts/Vogel [12]). Dort
werden auch einige Beispiele aus der kombinatorischen Optimierung vorgestellt,
inklusive Algorithmen, Korrektheitsbeweisen und Laufzeitabschatzungen. Die Her-
ausgeber verbinden mit dem Erscheinen des Hefts grofie Hoffnungen beziiglich der
Durchschlags- und Uberzeugungskraft der Themen und iiben dabei eine leise Kritik
an traditionsverhafteten Curricula: ,, Wir wiinschen uns, dafl dieses Heft — {iber Anre-

gungen hinaus — manches allzu Selbstverstéindliche im Stoffkanon des Gymnasiums
in Bedréngnis bringt.“ (Danckwerts/Deuber/Vogel [16], S. 15)

Nach den uns zugéinglichen Quellen zu schlieBen wurde es in den darauffolgenden
Jahren sehr ruhig um die diskrete Mathematik in der Schule.

Ein kleiner Artikel von Nigel Green [26] zur Graphentheorie erschien 1997 in Ma-
thematik lehren, der allerdings die konkrete Anbindung an Anwendungssituatio-
nen vermissen ldsst und nur einen kleinen Ausblick in das britische Curriculum
geben soll. Diskrete Mathematik ist in der Oberstufe fester Bestandteil der briti-
schen Lehrplidne. Dabei wird auch die kombinatorische Optimierung beriicksichtigt.
Green gibt Beispiele aus der Unterrichtspraxis, sogar mit Arbeitsmaterialien, bleibt
aber (vermutlich auch aus Platzmangel) ganz auf der graphentheoretischen Ebene.
Die ,, Anwendungsbeispiele“ sind sehr stark verkiirzt und didaktisch zurechtgestutzt.
Kiirzeste Wege, Minimale aufspannende Bédume, das Problem des Handelsreisenden
und das chinesische Postbotenproblem werden an ein und demselben Graphen er-
forscht. Dadurch wird nicht genug deutlich, wie sehr das Fachgebiet aus der Anwen-
dung schopft und somit bleibt das didaktische Potenzial eher verborgen.

Ebenfalls 1997 in Mathematik lehren im Themenheft ,,Optimieren erschien ein Ar-
tikel von Jéger und Schupp [41] iiber das Problem des Handlungsreisenden. Die Pro-
blemstellung entfaltet sich anhand der Geschichte eines Textilvertreters, der zuneh-
mend mehr Stadte besuchen muss. Seine Tochter hilft ihm dabei, gute Rundreisen zu
finden. Sie bemerken, dass der Computer schon bei nicht allzuvielen Stédten recht
lange braucht, und entwickeln verschiedene Heuristiken. Laufzeitbetrachtungen wer-
den mit einbezogen, Néchster-Nachbar und verschiedene Verbesserungsheuristiken
vorgestellt. Die Praxisrelevanz wird in ein paar Beispielen erwédhnt, der Unterrichts-
vorschlag bleibt aber bei dem Beispiel des Handlungsreisenden aus der Geschichte.
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In einem ganz anderen Kontext findet sich 1999 noch ein Artikel zu minimalen
aufspannenden Baumen von Giinter Malle [59]. Gesucht wird ein moglichst kurzes
Wegenetz zwischen sechs Forschungsstationen. Er léasst erst mit kleinen Graphen
experimentieren und spricht dann das Zeitproblem bei enumerativen Verfahren an.
Dann erkléart er den Algorithmus von Kruskal und beweist dessen Korrektheit mit
einem Widerspruchsbeweis. Er interpretiert den Algorithmus als Konstruktionsvor-
schrift fiir eine Folge von Objekten, die dem gesuchten Ergebnis immer ndher kom-
men.

2.4 Jiingste Entwicklung und Ausblick

Seit Beginn des neuen Jahrtausends hat sich das Blatt gewendet. Schon nach der
TIMS-Studie und spétestens nach dem Bekanntwerden der Ergebnisse der ersten
PISA-Studie wurde (wieder einmal) in Deutschland der Ruf nach einer Neuorientie-
rung des Mathematikunterrichts lauter. Die Zielsetzung des Mathematikunterrichts
verdnderte sich (siehe auch Kapitel 1) und das Interesse an neuen Themen, die zur
Verwirklichung dieser Ziele beitragen konnen, wuchs. Die von den neuen ,,Bildungs-
standards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss® ([75]) geforderte
Kompetenzorientierung des Mathematikunterrichts eroffnet den Weg fiir neue, eben
diese Kompetenzen fordernde Themen. Die kombinatorische Optimierung zeichnet
sich durch eine ideale Kombination von didaktischen Eigenschaften aus (siehe Ka-
pitel 5) und riickt dadurch erneut und nachdriicklicher als zuvor in den Blickwinkel
der Schulmathematik.

Fiir den neuen ,,Boom® der diskreten Mathematik und speziell der kombinatorischen
Optimierung war nicht nur die politische Entwicklung verantwortlich, sondern auch
die rasante Weiterentwicklung des Fachgebietes und seiner Anwendungen. Der heu-
tige riesige Fundus an interessanten und alltagsrelevanten Anwendungen stand beim
ersten Aufkommen der Graphentheorie fiir den Unterricht noch nicht zur Verfiigung.
Er verhilft den heutigen Bestrebungen, kombinatorische Optimierung in die Schule
zu bringen, zu vermehrter Beachtung.

In den USA ist die diskrete Mathematik schon viel starker als in Deutschland in
den Curricula verankert. Ursache dafiir ist, dass in den NCTM-Standards von 1989
diskrete Mathematik als eigener Standard vertreten ist. In den NCTM-Standards

von 2000 gibt es diesen eigenen Standard nicht mehr, aber dennoch ein klares Votum
fiir diskrete Schulmathematik (NCTM 2000, S. 31, zit. nach [14], S. 7):

,Als ein lebendiger Zweig gegenwéartiger Mathematik, der vielfach in
Wirtschaft und Industrie benutzt wird, sollte diskrete Mathematik ein
zentraler Teil der Schulmathematik sein.

Diese Haltung gegeniiber der diskreten Mathematik schliagt sich in vielen US-ameri-

kanischen Curricula nieder und hat auch in Deutschland Aufmerksamkeit geweckt
(z.B. durch die Biicher ,Discrete Mathematics in the schools® [67] und ,Discrete
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Mathematics across the Curriculum® [42]). Eine mit unserem Ansatz vergleichbare
Herangehensweise, kombinatorische Optimierung problem- und anwendungsorien-
tiert und unter Betonung der algorithmischen Seite in den Unterricht zu bringen,
findet sich dort allerdings unter den uns zugdnglichen Materialien derzeit nicht.
Insgesamt ist der konkrete Einfluss der US-amerikanischen Konzepte auf deutsche
Curricula trotz der Einfithrung von nach amerikanischem Vorbild entwickelten bun-
desdeutschen Bildungsstandards sehr gering.

Der in den letzten Jahren durch das MATHEONS® -Projekt ,, Diskrete Mathematik fiir
die Schule“ (gefordert von der Volkswagenstiftung, Prof. Dr. Martin Grétschel, Bri-
gitte Lutz-Westphal) bundesweit propagierte Vorschlag, kombinatorische Optimie-
rung in der Schule zu unterrichten, sto6f8t auf breites Interesse in der Lehrerschaft. Al-
lerdings ist die Verankerung in den Lehrplénen eine wichtige Voraussetzung fiir eine
dauerhafte Umsetzung im Unterrichtsalltag. Momentan werden an vielen Orten klei-
ne Unterrichtsprojekte zur kombinatorischen Optimierung durchgefiihrt, was jedoch
immer vom iiberdurchschnittlichen Engagement einzelner Lehrkrifte abhingt und
somit noch keine langfristige Etablierung der Themen im Unterricht gewéhrleistet.

In Berlin und Hamburg ist die Aufnahme in Wahl- bzw. sogar Wahlpflichtbereiche
der Lehrpline gelungen (Sekundarstufe I Berlin [76], gym. Oberstufe Hamburg [21],
8-jéhriges Gymnasium Hamburg [20]), so dass die kommenden Jahre zeigen werden,
wie grof} die Akzeptanz und das Umsetzungsvermogen seitens der Lehrerschaft sind.
Die Neugestaltung der Lehrpldne aller Bundesléinder nach dem Inkrafttreten der
bundesweit verbindlichen Bildungsstandards [75] ist noch nicht abgeschlossen, so
dass eine endgiiltige bundesweite Bestandsaufnahme zum jetzigen Zeitpunkt (Mai
2006) noch nicht gemacht werden kann.

Da diskrete Mathematik in der Ausbildung von Mathematik-Lehramtsstudierenden
nach wie vor eine untergeordnete Rolle spielt, bedarf es auch in Zukunft noch ei-
nes groferen Einsatzes, um die Themen unter Lehrern bekannt zu machen und
Hilfen bei der Unterrichtsvorbereitung und -planung zu geben. Die beiden Projek-
te des Berliner DFG-Forschungszentrums MATHEON , Diskrete Mathematik fiir die
Schule® und “Visualisierung von Algorithmen* (Prof. Dr. Ulrich Kortenkamp, An-
ne Geschke, Brigitte Lutz-Westphal, Dirk Materlik) arbeiten in Berlin, aber auch
im Bundesgebiet intensiv an dieser Aufgabe. Im Rahmen des zweiten Projektes
wurde auf der Basis einer dynamischen Geometriesoftware Unterrichtssoftware zur
kombinatorischen Optimierung entwickelt. Verschiedene Projekte im Rahmen der
Lehrerausbildung gab und gibt es u.a. an den Padagogischen Hochschulen in Frei-
burg und Karlsruhe und an der Universitdt Dortmund (Prof. Dr. Stephan Huimann
und Prof. Dr. Timo Leuders).

Ein Vorurteil von einigen Lehrern gegeniiber kombinatorischer Optimierung, dem
man immer wieder begegnet, ist der Glaube, dass es sich dabei um Informatik han-
delt. Viele der Lehrer, die Graphentheorie und ihre Anwendungen unterrichten, sind
auch Informatiklehrer. Sie kennen und schétzen die algorithmische Seite der diskre-

SDFG-Forschungszentrum MATHEON ,,Mathematik fiir Schliisseltechnologien, Berlin
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ten Mathematik und fiihlen sich im Umgang mit einfachen Graphenalgorithmen wie
Breitensuche, Tiefensuche oder Algorithmus von Dijkstra sicher. Genau aus dem-
selben Grund aber lehnen einige von ihnen die Behandlung dieser Themen im Ma-
thematikunterricht ab, weil sie dabei vor allem an Algorithmen und den Gebrauch
von Programmiersprachen denken und die Thematik nicht dem Mathematikunter-
richt zuordnen. Hier werden die neuen Unterrichtsmaterialien helfen kénnen, die
aufzeigen, wieviel Mathematik mit den Themen betrieben werden kann.

Zur Unterstiitzung der unterrichtlichen Umsetzung gibt es einige Veroffentlichungen
aus den letzten Jahren. Im Jahr 2001 erschien ,, Das Geheimnis des kiirzesten Weges“,
ein Sachbuch fiir Jugendliche von Peter Gritzmann und René Brandenberg [27].
Es richtet sich an Jugendliche ab etwa 15 Jahren und behandelt einen #dhnlichen
Themenkanon wie unser Projekt. Mit dem Erscheinen des Buches wurde ein Popu-
laritdtsschub fiir die kombinatorische Optimierung ausgelost, auch unter Lehrern,
da das Buch dem Vernehmen nach hauptséchlich von Erwachsenen gelesen wird. Es
werden die Inhalte in verstédndlicher Form dargelegt und Anwendungen gezeigt, aber
— entsprechend der Zielgruppe — keine Hinweise zum Unterricht {iber die Themen
gegeben. Dennoch eignet es sich gut als Inhalts- und Materialsammlung fiir die Un-
terrichtsvorbereitung. Unter der Leitung von Prof. Dr. Peter Gritzmann fiihrt die
TU Miinchen Lehrerfortbildungen zur kombinatorischen Optimierung durch.

Das u.a. aus dem Projekt ,,Diskrete Mathematik fiir die Schule“ hervorgegange-
ne Buch , Kombinatorische Optimierung erleben* [38], das 2006 erscheint, versucht
diese Liicke zu fiillen. Es versteht sich in erster Linie als Lehrbuch fiir Lehrerin-
nen und Lehrer und nimmt eine auf aktiver Mitarbeit der Leserschaft beruhende
unterrichtspraktische Perspektive ein. Mehr dazu in Kapitel 8.

Aus dem Bonner Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik gibt es eine fiir den
Unterricht sehr gut geeignete CD-ROM , Arithmeum* [1], die zu den klassischen
Themen der kombinatorischen Optimierung allgemeinverstandliche Einfithrungen
und Anwendungsbeispiele gibt.

Bereits vor dem Start unseres Projektes bearbeitete Andreas Schuster (Wiirzburg)
Themen der kombinatorischen Optimierung fiir den Unterricht. Er fiihrte Unter-
richtsversuche mit Projektarbeit zu verschiedenen Wegeproblemen durch und wer-
tete die Videoaufzeichnungen im Rahmen seiner Habilitation (2004) [74] aus. Die
Doktorarbeit von Hilde Kletzl (2002) [45] gibt einen Uberblick iiber ésterreichische
Curricula und das Vorkommen von (eher informatisch orientierten) Unterrichtsein-
heiten zu Daten- und Beziehungsstrukturen.

Einige Berliner Wissenschaftler sprachen sich 2003 in den , Berliner Thesen zum
Mathematikunterricht* [4] u. a. fiir die Einfithrung von Kombinatorik und kombina-
torischer Optimierung in die Lehrplane aus. Es folgten weitere Artikel der Autorin
iiber Konzepte und Erfahrungen mit kombinatorischer Optimierung in der Schule
([50], [51], [52], [54], mit Geschke, Kortenkamp, Materlik: [24]).
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Im April 2005 erschien ein Heft von Mathematik lehren tiber Diskrete Mathematik
mit Artikeln iiber minimale aufspannende Bdume (Gritzmann/Brandenberg [13])
und iiber das kiirzeste-Wege-Problem (Lutz-Westphal [53]). Regina Bruder und
Hans-Georg Weigand zeigen im Basisartikel auf, dass die diskrete Mathematik unter
verschiedenen Gesichtspunkten modernen Anforderungen an den Mathematikunter-
richt gerecht werden kann ([14], S. 6): ,,In neuerer Zeit wird nun im Zusammenhang
mit dem Einsatz neuer Technologien gefordert, den jalgorithmischen Strang’, sowie
die Leitlinien ,Optimieren‘ und ,Algorithmisieren‘ sowohl im Mathematik- als auch
im Informatikunterricht stéarker herauszustellen. Hier bieten sich viele Beispiele aus
der diskreten Mathematik an.

Weitere Unterrichtsmaterialien wurden bereits bei Lehrerfortbildungen eingesetzt
und sind zum Teil im Internet verfiighar (Webseiten der MATHEON-Projekte G5
und G6). Die Veroffentlichung in Printmedien ist in Planung.

2.5 Resiimee

Die von uns gewahlten Themen sind nicht wirklich neu fiir die Schule. Bereits
in den frithen 1970er Jahren wurde von einigen Mathematikdidaktikern das hohe
methodisch-didaktische Potenzial des Stoffes erkannt. Im propédeutischen Geome-
trieunterricht der Grundschule wurden einige Aspekte der Graphentheorie behan-
delt, aber offensichtlich wurde der Briickenschlag zur Oberschule nie richtig getatigt.
Das geht aus den Quellen hervor. In den 1980er und 1990er Jahren war das Interesse
an den Themen nicht sehr grof und erst im neuen Jahrtausend wéchst das Interesse
wieder.

Warum ist dieser Themenkomplex trotz seiner frith erkannten Eignung fiir das Ma-
thematiklernen nicht schon eher stéarker beachtet worden? Aus heutiger Sicht kann
man vermuten, dass zwei wesentliche Aspekte dazu gefiihrt haben. Die 1970er Jahre
waren von der Diskussion iiber die sogenannte Strukturmathematik gepragt. Offen-
bar haben die Reformen, die durch die Rahmenrichtlinien von 1968 angeregt wurden,
das Interesse an der Graphentheorie sogar befordert, da topologische Themen in das
Blickfeld gerieten und in diesem Rahmen auch die Graphentheorie behandelt wer-
den konnte. Genau dieser Kontext aber konnte ein Hindernis fiir die Einfithrung
graphentheoretischer Unterrichtseinheiten in der Schule gewesen sein. Der Graphen-
theorie wurde zunéchst vielfach mit Misstrauen begegnet, wie insbesondere aus so
manchen einfiihrenden Worten zu Artikeln oder Themenheften herauszulesen ist,
weil sie ebenso wie die Mengenlehre als ,,moderne Mathematik“ galt und trotz ih-
rer hohen Anschaulichkeit auch rein abstrakt behandelt werden kann (wovon einige
weitere, hier nicht ndher analysierte Artikel zeugen).

Der zweite Aspekt ist der, dass die Graphentheorie und die (damals in der Schulma-
thematik noch nicht so benannte) kombinatorische Optimierung wechselnden mathe-
matischen Gebieten zugeordnet wurden. Zunéchst erschienen sie unter dem Stich-
wort Topologie und in der Grundschule sogar im Rahmen der Geometrie. Spéter
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wurden sie unter Kombinatorik eingereiht und natiirlich auch unter Informatik. So
konnten die Themen, so stellt es sich jedenfalls aus heutiger Sicht dar, keinen festen
Platz im Schulcurriculum finden.

Eine weitere Vermutung ist, dass die Anbindung an klassische Themen des Ma-
thematikunterrichts fehlte (was auch heute gelegentlich kritisiert wird). Topologie
und Kombinatorik waren ja ebenfalls fiir die Schule neue, moderne Themengebiete.
Andererseits gab es wohl auch keinen Platz im Lehrplan fiir einen eigenstandigen
Themenbereich. Des weiteren waren Wegeprobleme auf Graphen oder z. B. kombi-
natorische Fragestellungen aus der sogenannten Unterhaltungsmathematik bekannt,
so dass die mathematische Tiefe und die didaktische Tragweite der Graphentheo-
rie von vielen nicht erkannt wurde. So scheint es, als ob die Themen buchstéblich
,zwischen die Stiihle“ gerutscht seien.

In den vergangenen Jahren gab es intensive Bemiihungen, die kombinatorische Opti-
mierung im Schulunterricht besser zu verankern. Unterrichtsmaterialien, Biicher und
Lehrerfortbildungen zeugen von der verstarkten Aktivitéit, die insbesondere von den
zwei Berliner MATHEON-Projekten ausging. Das Inkrafttreten der Bildungsstan-
dards in Deutschland im Jahr 2003 vermehrte das Interesse an Unterrichtsinhalten,
die besonders geeignet sind, prozessbezogene und mathematische Kompetenzen zu
fordern. Die kombinatorische Optimierung bietet hier viele Chancen. Hinzu kommt,
dass die Fortentwicklung des immer noch jungen Fachgebietes insbesondere neue
schulgeeignete Anwendungen hervorgebracht hat. In Berlin und Hamburg wurden
bereits entsprechende Themen in die Wahl(pflicht)bereiche der neuen Lehrpline auf-
genommen. Die weitere Entwicklung bleibt abzuwarten.
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3 Typisch diskret - Was macht diskretes Arbeiten aus?
Beispiele aus Kombinatorik und kombinatorischer
Optimierung

Was zeichnet das Arbeiten mit diskreten Objekten aus? In diesem Kapitel werden
elementare diskrete Methoden analysiert, um herauszuarbeiten, welche Tatigkeiten
charakteristisch fiir diskretes Arbeiten sind. Dabei dienen schulrelevante Beispie-
le aus der Kombinatorik, kombinatorischen Optimierung und Graphentheorie als
Grundlage. Im Rahmen der didaktischen Uberlegungen zur kombinatorischen Opti-
mierung in Kapitel 5 werden die Ergebnisse dieser Analyse wieder aufgegriffen um
daraus Konsequenzen fiir den Unterricht zu ziehen.

Zunichst einmal die Frage: Was bedeutet , diskret“? Der Fremdworterduden ([90],
S. 190) hat zu ,diskret” folgenden Eintrag:

»1.a) so unauffillig behandelt, ausgefiihrt o. 4. dafl es von den anderen
kaum od. gar nicht bemerkt wird; vertraulich; b) taktvoll, riicksichtsvoll;
Ggs. — indiskret. 2.a) (von sprachlichen Einheiten) abgegrenzt, abge-
trennt, abgrenzbar, z.B. durch Substitution (Sprachw.); b) in einzelne
Punkte zerfallend, vereinzelt, abzdhlbar (bezogen auf eine Folge von Er-
eignissen od. Symbolen; Techn.);*

Die Definition 2b) trifft am ehesten die Bedeutung des Adjektives in der Mathe-
matik. Diskrete Objekte sind klar voneinander getrennt. Gegenstand der diskreten
Mathematik sind endliche (gelegentlich auch abziahlbar unendliche) Mengen und ihre
Strukturen. Das Gegenteil von ,,diskret* ist ,, kontinuierlich“. Der Grofteil der Schul-
mathematik ist kontinuierlich, sie beinhaltet beispielsweise die klassische Geometrie
mit Strecken und Geraden, auf denen sich unendlich viele Punkte befinden, und
Funktionen, die meist auf kontinuierlichen Mengen definiert sind. Diskrete Objekte
und Methoden werden jedoch auch an verschiedenen Stellen verwendet, z. B. in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, aber meist nur als Hilfsmittel und nie eigenstédndig.

Matousek und Nesettil schreiben im ersten Kapitel ihres Buches ([60], S. 7): ,,Was
st denn nun diskrete Mathematik? So fragt der Leser vielleicht nicht ganz zu Un-
recht. Das Adjektiv ,diskret* ist hier als Gegensatz zu kontinuierlich® gemeint. Die
Objekte der diskreten Mathematik (z.B. die natiirlichen Zahlen) sind klar vonein-
ander getrennt, und [...] [ein jedes] ist von den anderen wohlunterscheidbar; wir
konnen sie als einzelne ,Individuen‘ wahrnehmen (so wie die Béume in einem na-
hen Wald). Im Gegensatz dazu gehen bei einem typischen ,kontinuierlichen‘ Objekt
(z.B. den reellen Zahlen) die einzelnen Punkte ineinander iiber (wie Béume in ei-
nem Wald, von einem hoch fliegenden Flugzeug aus gesehen). Wir kénnen unsere
Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt richten, doch es gibt immer ganz nahe
dabei noch viele weitere Punkte, die wir nicht alle zugleich als Individuen wahrneh-
men konnen.“
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Abbildung 1: Die ersten fiinf Dreieckszahlen

Dieses Voneinander-Getrennt-Sein der einzelnen Elemente verlangt die Verwendung
von speziellen Techniken. Einige solcher Techniken, die hdufig gebraucht werden und
die sehr elementar sind, wir nennen sie ,,diskrete Grundtechniken“, werden wir im
nichsten Abschnitt diskutieren. Ziel dabei ist, bewusst zu machen, welche Denk-
und Arbeitsweisen beim Anwenden dieser Grundtechniken zum Einsatz kommen.

3.1 Analyse diskreter Grundtechniken

3.1.1 Ziahlen: klein anfangen und verschiedene Blickwinkel einnehmen

Die néchstliegende Grundtétigkeit bei der Arbeit mit diskreten Objekten ist das
Zéahlen. Objekte, die nicht ineinander {ibergehen, sondern voneinander getrennt sind,
kann man abzéhlen. Selten sind sie einfach in eine Reihenfolge zu bringen, so dass
man sie dann nur noch der Reihenfolge nach abzéhlen muss. Haufig werden erst
einmal Muster oder Abzahlformeln gebraucht. Eine einfache Abzéhlfrage ist z. B. wie
grof} die n-te Dreieckszahl (siehe Abb. 1) ist. Eine andere Abzihlfrage ist die Frage
nach der Anzahl der aufspannenden Béume in vollstdndigen Graphen. Eine typische
Vorgehensweise ist, in sehr kleinen Beispielen (hier: die ersten Dreieckszahlen bzw.
die Anzahl der aufspannenden Béume der vollstdndigen Graphen Ky, Ky, K3, Kj)
konkret abzuzidhlen und daraus eine Abzahlformel zu erschlieffen. Die Richtigkeit der
Formel muss dann bewiesen werden, oft durch vollsténdige Induktion (mehr dazu
s.u.).

Kleine konkrete Beispiele anzusehen und dabei Muster oder Bildungsgesetze zu er-
kennen, kann wie in den Beispielen direkt zu einer Vermutung fiir die Abzéhlformel
fithren.” Ist die Formel nicht so direkt erkennbar oder aber sind die Beispiele zu gro8
oder unhandlich, so kann man ein Methode suchen, wie man von einem beliebigen
Beispiel zum néchstgroferen kommt. Die Anzahl der verschiedenen Rundreisen fiir
das asymmetrische TSP (ATSP) auf K, kann so ermittelt werden, dass zunéchst
der K3 betrachtet wird. Dort gibt es zwei verschiedene ATSP-Touren. Will man nun
die Anzahl der ATSP-Touren auf dem K4 bestimmen, kénnen die vorher konstruier-
ten Touren verwendet werden und der neu hinzukommende Knoten dort eingefiigt
werden. Fiir diesen vierten Knoten gibt es drei verschiedene Moglichkeiten, ihn in
eine Rundreise durch drei Knoten einzufiigen, von denen es zwei gibt. Es ist also
3 x 2 zu rechnen. Ein fiinfter Knoten kann in jeder dieser 3 x 2 Rundreisen an jeweils

"Goldin ([25], S.59) spricht in diesem Zusammenhang von der heuristischen Strategie ,modeling the general on
the particular®.
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vier Stellen eingefiigt werden, also 4 x 3 x 2. Die Konstruktionsvorschrift liefert hier
gleich die Formel: (n — 1)! und die Beweisidee (vgl. [30]).

Andere Abzihlprobleme sind nicht so direkt 16sbar wie die obigen Beispiele. Manch-
mal hilft es; auf verschiedene Arten abzuzdhlen und diese Abzéhlergebnisse zueinan-
der in Beziehung zu setzen. Das ist die Methode des doppelten Abzéhlens. Doppeltes
Abziahlen heifit, dasselbe Problem aus zwei verschiedenen Perspektiven zu betrach-
ten.

Ein sehr einfaches Beispiel ist das Handshaking-Lemma, das besagt, dass die Sum-
me aller Knotengrade in einem Graphen gleich der doppelten Anzahl aller Kanten
dieses Graphen ist. Die Vermutung kann durch das einfache Zéhlen der Kanten und
das Ermitteln und Aufsummieren der Knotengrade gefunden werden. Um diese Ver-
mutung zu beweisen, werden die Kantenenden aus zwei verschiedenen Perspektiven
heraus betrachtet. Einmal werden die Kantenenden vom Knoten aus betrachtet: bei
der Ermittlung des Knotengrades eines jeden Knoten. Dann werden die Kantenen-
den von der Kante aus gezdhlt: jede Kante hat zwei Enden. Diese zwei Ergebnisse
werden nun in Beziehung gesetzt und ergeben hier bereits die zu beweisende Aussage.

Tatigkeiten beim Abzdhlen diskreter Objekte:

e Muster bilden oder erkennen,
e ausprobieren und vermuten von Abzihlformeln an kleinen Beispielen,
e von einem Beispiel aus néchstgroflere Beispiele konstruieren,

e aus zwei verschiedenen Richtungen auf das Objekt schauen:
doppelt abzéhlen.

3.1.2 Beweisen durch Weiterzihlen: vollstindige Induktion

Das Voneinander-Getrennt-Sein der Objekte in der diskreten Mathematik hat den
Vorteil, dass man sie sich einzeln vornehmen und ansehen kann. Auf der anderen
Seite bedeutet das Voneinander-Getrennt-Sein, dass nicht unbedingt von einer loka-
len Beobachtung auf das Ganze (die ganze Menge oder den ganzen Graphen z. B.)
geschlossen werden kann.

Hier findet sich ein deutlicher Gegensatz zur kontinuierlichen Mathematik. Im kon-
tinuierlichen Fall betrachtet man eine Stelle und kann daraus mindestens auf die
Umgebung schliefen, wenn nicht sogar globale Aussagen machen. Beispielsweise
zeigen die Ableitungen in einem Punkt einer differenzierbaren Funktion, wie der
Verlauf in der Umgebung des Punktes aussieht. Auf dieser Eigenschaft beruht die
Taylor-Approximation. Mit Hilfe von Differentialgleichungen lassen sich Strémungen
modellieren und die Auswirkungen auf das ganze System berechnen, wenn etwa in
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einem Punkt einzelne Parameter gedndert werden. Eine Gerade, die durch zwei
Punkte beschrieben ist, ist in ihrer Gesamtheit dadurch bekannt und festgelegt. Der
Schnittpunkt mit einer anderen Geraden oder Ebene (die bereits durch Angabe von
drei Punkten vollstdndig charakterisiert ist) kann leicht berechnet werden.

In diskreten Objekten hilft das Wissen iiber Eigenschaften eines einzelnen Objektes
zunéchst nicht, Aussagen iiber die ganze Menge zu machen. Die , Eigenschaft”, dass
die vierte Dreieckszahl sich durch 1+243+4 = 10 berechnen lésst, vererbt sich nicht
automatisch auf die folgenden Zahlen, um auf das Abzéhlbeispiel zuriickzukommen.
Wir miissten diese Abzahlformel eigentlich fiir jede einzelne Dreieckszahl neu ve-
rifizieren. An dieser Stelle kommt ein sehr méchtiges Werkzeug zum Tragen: die
vollstéandige Induktion.

Die genaue Analyse des Weiterzéhlschrittes ist der Hauptbestandteil der vollstéan-
digen Induktion: Der Schritt von einem Element zu seinem Nachfolger muss einmal
detailliert vollzogen sein, dann kann die Kettenreaktion in Gang gesetzt werden und
auf diskrete Weise, ndmlich Schritt fiir Schritt, aber dennoch automatisiert, etwas
lokal Beobachtetes global bewiesen werden.

Eine passende Analogie ist die Vorstellung, dass in einem Gebéude der zu gehen-
de Weg fiir einen Unkundigen markiert werden soll. Im kontinuierlichen Fall rollt
man eine Schnur entlang des Weges aus. Im diskreten Fall muss man Dominostei-
ne als Kette aufstellen und dann einen Stein anstoflen, der auslost, dass ein Stein
nach dem anderen umfillt und so eben in vielen kleinen Einzelschritten die Di-
stanz iiberwunden wird. Dabei kann es durchaus sein, dass der Dominostein, der die
Kettenreaktion in Gang setzt, nicht das kleinste Element der betrachteten Menge ist.

Téatigkeiten bei der vollstdndigen Induktion sind:
e finden eines (ersten) Elementes mit der gewiinschten Eigenschaft,
e analysieren des Weiterzédhlschrittes,

e global folgern.

3.1.3 Zuordnen: das Schubfachprinzip

Fiir das Finden und Beweisen von Aussagen iiber Eigenschaften von Objekten wie
etwa, dass in jedem einfachen Graphen stets mindestens zwei Knoten den gleichen
Knotengrad haben, steht als einfaches und doch méchtiges Werkzeug das Schub-
fachprinzip zur Verfiigung. Die Idee ist einfach und handlungsorientiert. Die Eigen-
schaften (hier die Knotengrade) stellt man sich als Schubficher oder einfach Kérbe
oder Kisten vor. Die zuzuordnenden Objekte (hier die Knoten) als Bélle, die in die
Korbe gelegt werden miissen.
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Zunéchst muss man sich dariiber klarwerden, wieviele Kérbe es {iberhaupt gibt. Das
ist in diesem Beispiel schon der wesentliche Teil dieses Verfahrens. Da nur einfache
Graphen betrachtet werden, kann bei n Knoten kein Knotengrad hoéher als n — 1
vorkommen. Kommt der Knotengrad n — 1 tatséchlich vor, so kann wiederum kein
Knoten vom Grad 0 dabeisein. Gibt es umgekehrt einen Knoten vom Grad 0, so
kann der hochste vorkommende Grad nur noch n — 2 sein. Also gibt es hochstens
n—1 Koérbe. Auf diese n—1 Korbe miissen aber n Bille (die Knoten) verteilt werden.
Nicht in jeden Korb muss etwas gelegt werden. Wie die Verteilung konkret aussieht,
kann man nun gar nicht sagen, aber man kann den extremen Fall betrachten, dass
zunéchst in jeden Korb genau ein Ball gelegt wird. Es bleibt ein Ball iibrig, der nun
wohl oder iibel in einen bereits belegten Korb gelegt werden muss. Und damit ist
unsere Aussage bewiesen: Man wird in einem einfachen Graphen immer mindestens
zwei Knoten gleichen Grades finden. Das , mindestens® kommt daher, dass, sobald
ein Korb ganz leer bleibt, ein weiterer Ball irgendwo dazugelegt werden muss.

Solch ein Beweis ist ein Existenzbeweis, der nur sicherstellt, dass man die fraglichen
Objekte finden kann. Er gibt keine Anleitung, wie sie gefunden werden konnen.
Ein sehr einprégsames Beispiel findet sich bei Lovasz/Pelikédn/Vesztergombi ([49],
S. 46). Dort wird bewiesen, dass es mindestens zwei New Yorker gibt, die die gleiche
Anzahl von Haaren auf dem Kopf haben. Niemand wird jemals diese zwei Personen
ausfindig machen konnen, aber wir wissen dennoch sicher, dass es sie gibt!

Tatigkeiten beim Schubfachprinzip:
e identifizieren von zwei diskreten Mengen,
e entscheiden: Wer wird wem zugeordnet (wer ist Korb und wer ist Ball)?

e zuordnen.

3.1.4 Sortieren durch paarweises Vergleichen

Eine weitere diskrete Tétigkeit ist das Sortieren von endlichen Mengen. Vorausset-
zung dafiir ist, dass den Elementen der Menge sogenannte , Schliissel zugeordnet
sind, die eine Ordnung besitzen. Diese Schliissel konnen sehr unterschiedlich aus-
sehen, je nach dem, was das Ziel des Sortiervorgangs ist. Die Biicher im privaten
Biicherregal konnen etwa nach Autorenalphabet, nach Kaufdatum, nach Hohe oder
Dicke oder nach der Farbe des Buchriickens sortiert werden. Fiir die Tétigkeit des
Sortierens spielt es keine Rolle, nach welchem Kriterium geordnet werden soll.

Beim Algorithmus von Kruskal wird von den verfiigharen Kanten jeweils eine mit
dem geringsten Gewicht gewihlt. Dafiir miissen die Kanten nach Gewicht sortiert
werden, und zwar in nicht absteigender Reihenfolge. Wie aber geht das Sortieren
vor sich? Es gibt verschiedene Sortieralgorithmen, die auf der gleichen Grundope-
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Abbildung 2: Sortieren durch Vergleichen: Bubblesort.

ration beruhen. Wieder geht es darum, dass die diskreten, also isolierten Objekte
nicht global bearbeitet werden kénnen, was hiefle, dass man sie sozusagen wie bei
einer Miinzsortiermaschine in einen Trichter schiittet und sie dann unten sortiert
herauskommen. Was mechanisch moglich ist, geht leider mathematisch nicht. Das
Grundprinzip ist das Folgende: Die gegebenen Elemente werden in eine beliebige
Reihenfolge gebracht (diese ist meist durch eine Datenstruktur vorgegeben). Dann
wird ein Element herausgenommen und dessen , Schliissel“ mit dem eines bestimm-
ten anderen Elements verglichen.

Entweder bleibt das Element an seinem Platz oder es wird mit dem anderen ver-
tauscht. Dieses Vorgehen wird mit einem néchsten Paar von Elementen wiederholt,
so lange, bis die gewiinsche Ordnung erreicht ist. Das heiflt, dass Sortieren fortge-
setztes Vergleichen und Vertauschen bedeutet.

In der Methode Bubblesort wird dieses Prinzip besonders klar sichtbar (siehe Abb. 2).
Die Menge der zu ordnenden Zahlen ist hier senkrecht angeordnet. Die groffen Zahlen
werden wie Luftblasen in einem Wasserglas nach oben transportiert. Jeder einzelne
Schritt ist leicht nachvollziehbar und durchzufithren. Ubereinanderliegende Zahlen
werden verglichen und entweder vertauscht oder, falls sie schon in der gewiinschten
Reihenfolge sind, stehen gelassen.

Gute Sortieralgorithmen sind in der Wahl der Elemente, die miteinander verglichen
werden sollen, besonders geschickt. aber sie kommen im Allgemeinen um diesen
paarweisen Vergleich nicht herum. Es geht hier also um die Art und Weise, wie die
sehr einfache Grundoperation in den Ablauf eingebunden wird.
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Typische Tétigkeiten beim Sortieren diskreter Mengen:
e paarweise vergleichen,
e vertauschen,

e wiederholen dieser Tétigkeiten.

3.1.5 Kombinieren und in Beziehung setzen: Codes und Graphen

Durch die Kombination von diskreten Elementen kénnen neue Objekte geschaffen
werden. Aus den Ziffern 0 und 1 konnen Binércodes, aus den Knotennummern ei-
nes Baumes der Priifercode erzeugt werden. Ausgewéhlte Kanten eines Graphen
konnen zu Wegen oder Kreisen kombiniert werden. Fiir die Erzeugung sinnvoller
Kombinationen miissen Konstruktionsvorschriften beachtet werden. Solche Kanten-
kombinationen kénnen mithilfe der Knotennamen wiederum codiert werden.

Arbeitet man mit der Grundoperation , Kombinieren“, so interessiert es haufig,
wie viele Moglichkeiten es geben kann (z. B. Permutationen), so dass hier wieder
Abzihlfragen ins Spiel kommen.

Neben der Moglichkeit, durch Kombination neue Objekte zu schaffen, kann durch
Zuordnen bzw. in Beziehung setzen eine zusétzliche Struktur geschaffen werden.
Werden die Elemente einer diskreten Menge einander paarweise zugeordnet, also in
Beziehung gesetzt, so entsteht die Struktur eines Graphen.

Mit algorithmischen Vorgehensweisen kénnen ebenfalls neue diskrete Strukturen ge-
schaffen werden: Folgen von Objekten (vgl. den Artikel von Giinter Malle [59]).
Bei Algorithmen, die in jeder Iteration eine neue Kante hinzufiigen bzw. eine Kan-
te wegnehmen, wie beim Algorithmus von Prim, erhélt man sogar nach Inklusion
auf- bzw. absteigende geordnete Mengen als Folgenglieder: die einzelnen Stadien der
Konstruktion.

Neue diskrete Objekte entstehen durch
e kombinieren diskreter Objekte,

e in Bezichung setzen diskreter Objekte.
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3.2 Arbeiten mit Graphen

Dieser Abschnitt ist der speziellen Charakteristik von Graphen gewidmet. Graphen
spielen in der diskreten Mathematik eine besondere Rolle, wie Aigner betont ([3],
S. 88): ,,Graphen bilden die fundamentale Datenstruktur der diskreten Mathematik
—und der Grund ist einleuchtend. Man kann in praktisch jeder Situation eine sinn-
volle binédre Relation erkldren, sie also als Graphen modellieren. [...] Die wichtigste
Anwendung von Graphen [...] [ergibt] sich in der Optimierung von vorgegebenen
Situationen. Wir wollen ja zum Beispiel ein Verkehrssystem nicht nur beschreiben,
sondern einen optimalen Verkehrsfluf§ ermitteln.“

3.2.1 Flexibilitidt der Darstellung

Graphen sind besonders einfache Beispiele radikaler mathematischer Abstraktion.®
Graphen sind binére Relationen auf endlichen Mengen, (gelegentlich auch auf abzéhlbar
unendlichen Mengen). Die Lage und Form der Knoten und Kanten sind dabei nicht
festgelegt. Die Zeichnung eines Graphen ist eine Darstellungsform des Graphen, die
mehr beinhaltet als der Graph selbst: geometrisch festgelegte Orte fiir Knoten und
Kanten. Matousek und Nesetfil ([60], S. 5) formulieren das Phénomen der Anschau-
lichkeit ohne Geometrie so: ,,Die meisten Gebiete der Graphentheorie behandeln
Probleme, die man zwar geometrisch veranschaulichen kann, in denen die Geome-
trie aber nicht wirklich eine Rolle spielt.“ Aus dieser Grapheneigenschaft ergibt sich
direkt, dass ein und derselbe Graph verschiedene Zeichnungen besitzen kann. Je nach
dem, mit welchem Ziel ein Graph gezeichnet wird, kann die Zeichnung unterschied-
lich aussehen, iiberkreuzungsfrei (falls méglich) oder mit symmetrisch angeordneten
Knoten beispielsweise.

Graphen konnen als Mengensystem, als Zeichnung oder durch Datenstrukturen dar-
gestellt werden. Adjazenz- und Inzidenzmatrizen, sowie Nachbarschaftslisten sind die
am haufigsten verwendeten Datenstrukturen. Dadurch, dass die Struktur ., Graph®
so wenig Festlegungen beinhaltet, kann der Ubergang zwischen verschiedenen Dar-
stellungsformen ohne komplizierte Uberlegungen oder Umformungen geschehen. Ein
schneller Wechsel ist jederzeit moglich. Die einzige Beschréankung liegt in der Grofie
des Graphen (Anzahl der Knoten und/oder Anzahl der Kanten), die eine Zeichnung
in tolerierbarem Zeitaufwand unméglich machen kann.

8Unter dem Stichwort ,, Abstraktion als Extrakt® wihlen Davis und Hersh Darstellungsformen von Graphen als
Beispiel ([17] S. 132-135).
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Graphendarstellungen
e lassen sich leicht ineinander {iberfiihren,
e ermoglichen einen flexiblen Wechsel,

e benotigen keine Geometrie.

3.2.2 Schritt fiir Schritt: algorithmisches Arbeiten

Dadurch, dass die Lage der Knoten und Kanten eines Graphen geometrisch im All-
gemeinen nicht festgelegt ist, miissen fiir Konstruktionen und Beweise auf Graphen
besondere Vorgehensweisen gefunden werden, die auch ohne geometrische Hinweise
auskommen. Beispielsweise gibt es keinen ,kleinsten Knoten* oder ,am weitesten
unten liegenden Knoten“, auch wenn die Zeichnung des Graphen dies manchmal
suggeriert. Es muss dennoch festgelegt werden, welcher Knoten bzw. welche Kante
fiir einen Operationsschritt ausgewéhlt werden soll. Sofern die Knoten nummeriert
sind, kann von dem , Knoten mit der kleinsten Nummer®“ gesprochen werden, wie
etwa bei der Erstellung des Priifer-Codes fiir einen Baum. Anderenfalls findet man
in der den Graphen reprisentierenden Datenstruktur eine Reihenfolge der Knoten
und Kanten vor, die gegebenenfalls verwendet werden kann. Liegt der Graph als
Tupel aus Knotenmenge V' und Kantenmenge E vor, muss die Wahl eines Knotens
im Rahmen eines Verfahrens noch allgemeiner formuliert werden.

Wie kann also mit Graphen gearbeitet werden? Wie schon bemerkt, gibt es einer-
seits keine geometrische Orientierung, so dass Arbeitsweisen wie z. B. ,von links
nach rechts® nicht moglich sind, und andererseits gibt es auch keine infinitesimale
Annéherung an einzelne Stellen (auch hier wére eine gewisse raumliche Orientierung
notwendig, aber auch dass die einzelnen Elemente des Graphen durch kontinuierli-
che Elemente miteinander in Verbindung stehen wiirden). Hier kommt wieder das
Voneinander-Getrenntsein diskreter Objekte zum Tragen.

Dennoch ist es moglich, Konstruktionen wie das Finden eines aufspannenden Bau-
mes auf Graphen allgemein zu formulieren. Solche Konstruktionen werden schritt-
weise, also algorithmisch formuliert. Die einzelnen Konstruktionsschritte bleiben da-
durch sichtbar. Zusammenfassende Schreibweisen gibt es kaum, so dass die diskreten
Grundtitigkeiten wie auswihlen oder markieren oder in eine Liste schreiben auch
in der endgiiltigen Formulierung sichtbar bleiben.

Es gibt keine geschlossenen Formeln, die solche Konstruktionen beschreiben konnen.
Soll etwa ein minimaler aufspannender Baum in einem Graphen gefunden werden,
so konnte man eine untere Schranke des Gesamtgewichtes leicht berechnen durch
Addition der n—1 kleinsten Kantengewichte bei n Knoten. Doch sagt diese Zahl noch
nicht sehr viel aus, denn gesucht ist nicht nur eine Zahl, sondern ganz konkret der
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Baum. Dafiir konnte man noch zusétzlich, nachdem die Kanten in nicht-absteigender
Reihenfolge geordnet wurden, die ersten n—1 Kanten dieser Liste konkret benennen.
Doch leider hat man mit diesem Verfahren im Allgemeinen kein kreisfreies Resultat.
Wie also kann Kreisfreiheit erzeugt werden? Auch fiir das Aufspiiren von Kreisen
gibt es kein Verfahren, das global wirksam ist, das also ,,mit einem Blick“ erkennt, ob
ein Graph Kreise besitzt oder nicht. Es muss schrittweise gearbeitet werden: Kante
fiir Kante wird der Baum konstruiert und dabei miissen fiir jede neu hinzugewéhlte
Kante bestimmte Kriterien iiberpriift werden.

Die Suche nach dem Optimum liefert also gleichzeitig auch die Konstruktionsvor-
schrift fiir die Optimallosung. Die Konstruktionsvorschrift bleibt im Falle elemen-
tarer Algorithmen (hier geht es nicht um konkrete Implementierungen in Program-
miersprachen, sondern um die — z. B. in Pseudocode bzw. im Unterricht umgangs-
sprachlich formulierten — Grundideen der Algorithmen), meist einfach nachvollzieh-
bar, da keine mathematischen Vereinfachungen im Sinne von zusammenfassenden
Schreibweisen (wie z. B. das Summen- oder das Integralzeichen) gemacht werden. Es
gibt dann keine Formel-Kurzschreibweise fiir z. B. ,,Nimm stets von den noch nicht
betrachteten Kanten die mit dem geringsten Gewicht, aber nur, wenn sie im bereits
konstruierten Teilbaum keinen Kreis schliefit“. Verkiirzt wird z. B nur im Sinne der
Formulierung von Schleifen.

Ebenso wie es algorithmische Konstruktionen gibt, so gibt es auch algorithmische Be-
weise: Bewiesen wird nicht durch logische Argumentationsketten, sondern durch die
Angabe einer Konstruktionsvorschrift, die das gewiinschte Ergebnis liefert. Die Kor-
rektheit des Verfahrens muss dann ihrerseits bewiesen werden, wobei héufig die Tech-
nik des , kleinsten Verbrechers“ zum Einsatz kommt. Dabei wird ein kleinstes Gegen-
beispiel betrachtet und dessen Existenz mit Hilfe dieser Eigenschaft, das kleinste zu
sein, zum Widerspruch gefiihrt. Der ,kleinste Verbrecher” wird bei der Betrachtung
von Graphenalgorithmen in dem Sinne interpretiert, dass das (Zwischen-)Ergebnis
der Konstruktion zu dem Zeitpunkt betrachtet wird, in dem zum ersten Mal eine
falsche Kante oder ein falscher Knoten gewihlt wird. Die zeitliche Abfolge eines
algorithmischen Vorgehens liefert hier die Orientierung, die in der kontinuierlichen
Mathematik durch geometrische Lage oder infinitesimale Anndherungsméglichkeiten
geboten wird.

Ein Beispiel fiir einen algorithmischen Beweis ist das schrittweise Abpfliicken von
Blattern eines Baumes, um zu zeigen, dass die Anzahl der Kanten eines Baumes
mit n Knoten n — 1 ist. Die Vermutung, dass dieser Zusammenhang besteht, l4sst
sich schnell durch einige Beispiele finden. Von dem vorhandenen Baum auf n Knoten
werden nun sukzessive einzelne Blatter abgepfiickt (hier darf der Beweis nicht fehlen,
dass nach Abpfliicken eines Blattes ein Baum zuriickbleibt), solange bis ein Baum
iibrigbleibt, von dem man sicher weif3, dass die Vermutung stimmt: der Baum auf
zwei Knoten. Dieser Beweis gibt eine konkrete Handlungsanweisung, die schrittweise
ausgefiihrt werden muss.
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Fiir den Beweis der Aussage, dass in jedem Eulergraphen eine Eulertour existiert,
kann ein Algorithmus angegeben werden, der solch eine Tour konstruiert. Natiirlich
muss dann auch die Korrektheit des Algorithmus gezeigt werden.

Algorithmisches Arbeiten
e kombiniert diskrete Grundtéatigkeiten,
e lisst die einzelnen Grundtitigkeiten erkennbar,

o liefert durch zeitliche Abfolge einen Ersatz fiir die fehlende geometrische
Orientierung bzw. infinitesimale Anndherungsmoglichkeiten,

e produziert Konstruktionsvorschriften,

e ermoglicht handlungsorientierte Beweise.

3.2.3 Wegeprobleme modellieren heifit Entscheidungsstellen ausfindig machen

Fiir die Modellierung von Problemen der kombinatorischen Optimierung bieten sich
héufig ganz natiirlich Graphen an. Ist das der Fall, so fallt eine Tétigkeit des Model-
lierens weg: die Wahl des geeigneten mathematischen Darstellungsmittels. Dennoch
ist der Modellierungsprozess alles andere als trivial. Was aber passiert dann beim
Modellieren? Es muss, was typisch fiir den Vorgang des Modellierens ist, die gege-
bene Problemsituation auf das fiir die Problemlosung Wesentliche reduziert werden.

Ist das Problem anhand von Kartenmaterial gegeben, wie etwa beim Kiirzeste-
Wege-Problem oder beim Chinesischen Postboten-Problem, so liegt damit bereits
ein Modell vor, das nun weiter vereinfacht werden muss. Wie stark kann bei solchen
Wegeproblemen vereinfacht werden? Und als zweite Frage: Welche Daten haben wir
im Klassenzimmer iiberhaupt zur Verfiigung? Zwar ist die Situation im Klassenzim-
mer nicht sehr realitéitsnah, die Frage nach der Verfiigbarkeit von Daten ist aber ein
wichtiges Problem, das die Problemlésung in der Praxis stark beeinflusst.

Beim Modellieren von Wegeproblemen mit Graphen ist eine wesentliche Frage, wo
und wieviele Knoten gesetzt werden miissen, das heifit, an welchen Stellen Ent-
scheidungen getroffen werden konnen. Hier ist die Verwandtschaft zu Entschei-
dungsbdumen und Wahrscheinlichkeitsbaumen direkt sichtbar. Das Setzen eines
Knotens bedeutet, dass an dieser Stelle eine lokale Entscheidung zu treffen ist. Bei
Straflennetzen, wie sie beim Kiirzeste-Wege-Problem oder beim chinesischen Postbo-
tenproblem vorkommen, mag diese Denkweise zundchst ungewohnt sein, man kann
es sich jedoch an drei Beispielen gut klarmachen: an der Modellierung eines La-
byrinths, von Umsteigemoglichkeiten mit der U-Bahn und einer Straflenkreuzung.
Beim Labyrinth sieht ein erster Versuch von Schiilerinnen und Schiilern oft so aus,
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Abbildung 4: Versuche, eine Kreuzung zu modellieren.

dass an jeder Ecke des Weges ein Knoten gesetzt wird. Interessant fiir die Losung ist
es aber nicht, wieviele Knicke der Weg hat, sondern an welchen Stellen eine Wege-
kreuzung ist, also eine Entscheidung fiir das Weitergehen gefillt werden muss (siehe
Abb. 3).

Ein U-Bahn-Netzplan ist an sich schon ein Graph, das heifit, fiir beispielsweise
kiirzeste-Wege-Probleme in Bezug auf U-Bahn-Fahrten muss hier nicht weiter model-
liert werden. Geht es aber darum, das Umsteigen zu betrachten, werden die Bahnhofe
(also die Knoten) zwischen den Umsteigebahnhofen uninteressant und kénnen weg-
gelassen werden. Die Umsteigebahnhofe miissen dafiir etwas aufwandiger modelliert
werden, um die beiden Optionen Umsteigen bzw. Nicht-Umsteigen deutlich zu ma-
chen. Der Graph zeigt dann nur noch, wo eine Entscheidung zwischen Umsteigen
und nicht Umsteigen getroffen werden kann.

Fiir die Straflenkreuzung sind eine Reihe von Modellierungsentscheidungen zu tref-
fen. Soll jede Fahrspur einzeln dargestellt werden? Werden Spurwechselmoglichkeiten
beriicksichtigt? Kann man auch von der linken Spur auf die linke Spur links abbiegen
oder nur auf die rechte? Werden Wartezeiten an der Ampel modelliert? Bekommen
die Kanten Richtungen? Eine typische erste Schiilerlosung fiir diese Modellierungs-
aufgabe hat keinen einzigen Knoten (siehe Abb. 4), ist also zunéchst gar kein Graph,
aber nur so lange, bis man auf dieser Zeichnung (die an jeder Kantenkreuzung einen
potentiellen Knoten enthélt) alle Fahrmoglichkeiten ausprobiert und feststellt, dass
gewisse Entscheidungsmdoglichkeiten ausgeschlossen werden (indem man dort, wo es
sie gibt, Knoten setzt).
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Abbildung 5: Modellierung des Postbotenweges durch einen Graphen mit einem Knoten und einer
Kante: Es bleiben keine Entscheidungsméglichkeiten, der Weg ist eindeutig!

Mit Graphen Wegeprobleme zu modellieren heifit also, die Stellen ausfindig zu ma-
chen, an denen Entscheidungen getroffen werden miissen. Diese Interpretation setzt
einen dynamischen Umgang mit dem so erzeugten Graphen voraus: das Ablaufen
von Kanten. Ein extremes Beispiel ist die Modellierung des Postbotenweges einer
Schiilerin aus der 13. Klasse (siche Abb. 5). Sie hat bereits im Prozess der Model-
lierung eine optimale Tour konstruiert, daher hat ihr Graph nur einen Knoten und
eine (lange) Kante.

Anders stellt es sich dar, wenn Zustinde als Graphen modelliert werden sollen, et-
wa die Freundschaftsverhéltnisse in einer Klasse. Pro Person wird dann ein Knoten
bendtigt und die Kanten représentieren das Vorhandensein der vorher definierten
Beziehung. Die Modellierung solcher Realsituationen erfordert andere Uberlegungen
und Tétigkeiten als die Modellierung von Wegeproblemen. Hier représentieren Kno-
ten keine Entscheidungsstellen.

Modellieren von Wegeproblemen mit Graphen beinhaltet

e herausfinden, wo Entscheidungen bei der Wahl eines Weges getroffen werden
konnen, und entscheiden, welche davon beriicksichtigt werden,

e Knoten setzen, wo solche Entscheidungsstellen sind,

e Kanten setzen, wo Entscheidungsmoglichkeiten aufeinander folgen.
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3.3 Zusammenfassung

Innerhalb des von uns gewéhlten Themenkanons lassen sich einige diskrete Grund-
tatigkeiten ausmachen:

e zihlen,

e auswahlen,

e zuordnen,

e vergleichen,

e kombinieren/in Beziehung setzen,

e entscheiden.

Durch die Kombination dieser Grundtétigkeiten in algorithmischen Verfahren ent-
stehen die Werkzeuge, mit denen Probleme der kombinatorischen Optimierung gelost
oder Grapheneigenschaften bewiesen werden konnen. Im Gegensatz zum Kontinu-
ierlichen wird das Schritt-fiir-Schritt-Arbeiten, das bei der Erarbeitung passiert, am
Ende nicht in eine geschlossene Form(el) gegossen, sondern die Grundtéitigkeiten
bleiben sichtbar in algorithmischen Losungen und Beweisen.

Die in Objekten der kontinuierlichen Mathematik gegebene raumliche Orientierung
gibt es fiir Graphen im Allgemeinen nicht. Der zeitliche Ablauf eines Algorithmus
kann eine entsprechende Orientierung geben, so dass beispielsweise mit der Metho-
de des ,kleinsten Verbrechers® im Sinne eines , frithesten Verbrechers® gearbeitet
werden kann.

Modellierung von (schulrelevanten) Wegeproblemen durch Graphen bedeutet, Kno-
ten an die Orte zu setzen, an denen Entscheidungen getroffen werden kénnen und
diese Entscheidungsorte miteinander zu verbinden, wenn sie nacheinander in Be-
tracht gezogen werden konnen.
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4 Die Auswahl der Inhalte und Wahl der Fachbegriffe

Zur Verwirklichung eines authentischen Mathematikunterrichts sind Inhalte der dis-
kreten Mathematik, insbesondere der kombinatorischen Optimierung besonders ge-
eignet. Die didaktische Analyse des Stoffes findet sich in Kapitel 5. Zunéchst jedoch
soll erlautert werden, welche Inhalte aus dem Fachgebiet ausgewiahlt wurden und es
werden Begriindungen fiir die Wahl der Begriffe und Definitionen gegeben.

4.1 Die Themen

Aus dem reichen Themenspektrum der diskreten Mathematik wurden folgende vier
bereits klassisch gewordenen Themen der kombinatorischen Optimierung gewéhlt:

e das Kiirzeste-Wege-Problem,
e minimale aufspannende Baume,
e das chinesische Postbotenproblem,

e das Travelling-Salesman-Problem.

Féarbeprobleme, die ebenfalls zu den klassischen Problemen des Gebietes gehoren,
wurden im Rahmen des Projektes nicht bearbeitet, weil diese Problematik weni-
ger Vernetzungen zu den anderen Themen hat. Férbeprobleme bieten aber min-
destens ebensoviele Lernanlésse wie die anderen Themen und sind &hnlich leicht
zuganglich und motivierend. Fliisse in Netzwerken wéren ebenso wie Matchings und
entsprechende Algorithmen in der Schule machbar, sind in ihrer Problemformulie-
rung aber nicht so griffig und leicht zugénglich wie die gewéhlten Themen. Zudem
sind die Algorithmen deutlich schwieriger und kénnen vermutlich nicht von Schiilern
selbsténdig gefunden werden.

Was also zeichnet die gewéhlten Themen aus? ,,Ein Problem ist gut, wenn uns sei-
ne Losung zu neuen Einsichten, Methoden oder gar einer neuen Theorie fiihrt.*
([60], S. 6) schreiben Matousek und Nesetfil zu Beginn ihres Buches iiber diskrete
Mathematik. Alle vier von uns gewéhlten Themen haben gemeinsam, dass die Pro-
blemstellungen an sich einerseits sehr schnell und unmittelbar versténdlich sind und
an Anwendungen aus dem FErfahrungsbereich der Schiilerinnen und Schiiler fest-
gemacht werden konnen, andererseits aber so weit tragen, dass daraus der ganze
Themenkomplex entwickelt werden kann. Die direkte Zugénglichkeit der Fragestel-
lungen ergibt sich daraus, dass fiir die Problemformulierung keinerlei mathematische
Fachbegriffe notwendig sind. Die Problemstellung kniipft direkt an den Erfahrungs-
horizont ,,mathematischer Laien* an. Wer hat nicht schon einmal nach dem opti-
malen Weg gesucht? Dieses Optimierungsproblem tritt auch im Alltag von Kindern
auf, beispielsweise, wenn sie versuchen, den schnellsten Schulweg herauszufinden,
um morgens langer schlafen zu kénnen.
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Die Planung von optimalen (Telefon-)Netzen oder von Rundreisen kommt in den
unmittelbaren Alltagserfahrungen zwar nicht unbedingt vor, aber die Notwendigkeit
der Optimierung solcher Netze oder Rundreisen leuchtet dennoch auf der Stelle ein
und kann durch das Hineinversetzen in entsprechende Situationen nachempfunden
werden. Die Anforderung, eine optimale Losung zu finden, hilft dabei, zielgerichtet
auf die Problemlésung hinzuarbeiten.

Alle vier Themenbereiche haben Anwendungen, die im Alltag zum Tragen kommen
und jeden betreffen (Routenplanung, Miillabfuhr, Post, Chipdesign, Leiterplatten-
herstellung, Internet, etc.). Damit wird ein direkter Bezug zwischen Alltédglichem
und dem Unterricht geschaffen. Die klassische Frage nach dem Nutzen der in der
Schule gelernten Mathematik wird direkt beantwortet. Das Spektrum der Anwen-
dungen wéchst bestédndig. Und hier liegt vermutlich der wichtigste Grund, warum
Graphentheorie und kombinatorische Optimierung erneut in das Blickfeld des Ma-
thematikunterrichts kommen. Innerhalb der Mathematik wéchst die Bedeutung dis-
kreter Methoden ebenso. Das liegt u. a. daran, dass in allen Bereichen mit computer-
gestiitzten Methoden gearbeitet wird, und Computer zwangslaufig diskret vorgehen.

Alle Themen sind Optimierungsprobleme. Eine der Leitlinien im Mathematikunter-
richt ist das Optimieren (vgl. z. B. [71]). Allerdings werden im schulischen Kontext
fast ausschlieflich Optimierungsprobleme aus der Analysis bearbeitet. Diskrete Op-
timierung ist bislang nur in den seltensten Féllen Schulthema.

In unseren Themen st688t man immer wieder schnell auf offene Probleme. Das Beson-
dere an diesen offenen Problemen ist, dass sie sich direkt aus der Problembearbeitung
ergeben konnen, und von den Schiilerinnen und Schiilern selbst formuliert werden
konnen.

Es werden Algorithmen verwendet, die nicht sehr kompliziert sind. Die Behandlung
von Algorithmen schliefft die Frage nach geeigneten Datenstrukturen ein, so dass
hier die (ohnehin nicht klar zu ziehende) Grenze zur Informatik tiberschritten wird,
was wiederum zu einem realistischen Bild von Mathematik beitrégt.

Innerhalb der gewéhlten Themenkomplexe musste eine Auswahl getroffen werden,
um in sich abgeschlossene Bereiche zu schaffen. Das heifit natiirlich nicht, dass nicht
auch andere Aspekte im Unterricht eine Rolle spielen, insbesondere, wenn das Ent-
decken und Erforschen durch die Schiilerinnen und Schiiler im Vordergrund steht.
Lehr- und Lernmaterialien konnen allerdings immer nur eingegrenzte Themengebie-
te darstellen.

Alle vier Themen bendétigen das Konzept der Graphen. Fiir die von uns gewéhlten
Problemstellungen konnen ausschlieSlich ungerichtete Graphen betrachtet werden.
Die Unterscheidung gerichtet /ungerichtet kann im Rahmen der Modellierung inter-
essant sein, bringt aber im weiteren Verlauf des Problemltseprozesses keinen Mehr-
wert, da die Losungsmethoden in beiden Fiéllen fast identisch sind und sich nur in
winzigen Details unterscheiden. Daher wird fiir den Unterricht eine klare Eingren-
zung auf ungerichtete Graphen empfohlen.
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4.2 Die Wahl der Fachbegriffe

In der kombinatorischen Optimierung gibt es fiir einige der Objekte keine einheitli-
chen Benennungen. Daher mussten Entscheidungen fiir den Gebrauch in der Schule
getroffen werden, die hier kurz erlidutert werden sollen. Grundsétzlich werden deut-
sche Bezeichnungen englischen Bezeichnungen vorgezogen bis auf wenige begriindete
Ausnahmen.

Die Problemstellungen werden von uns in folgender Weise benannt:

e das Kiirzeste-Wege-Problem,
e minimale aufspannende Biume,
e das chinesische Postboten-Problem,

e das Travelling-Salesman-Problem.

Gelegentlich wird auch vom Problem des kiirzesten Weges oder dem Handelsrei-
sendenproblem gesprochen. Dass fiir das Travelling-Salesman-Problem die englische
Bezeichnung gewihlt wurde, liegt daran, dass diese sich schon sehr stark auch im
Deutschen etabliert hat und iiberdies eine sehr handliche Abkiirzung bereitstellt:
das TSP.

Das chinesische Postboten-Problem wird vorne ohne Bindestrich geschrieben, weil
nicht das Problem des chinesischen Postboten gemeint ist, sondern das von einem
Chinesen erstmals formulierte Problem des Postboten.

Die minimalen aufspannenden Baume schlieflich werden nicht als Problem for-
muliert. Anders als beim Kiirzeste-Wege-Problem wiirde der Begriff Minimale-auf-
spannende-Baume-Problem nicht deutlich machen, aus welcher Anwendung heraus
man sich dieses Problem erschlieBen kann. Im Unterricht wurde gelegentlich vom
Telefonproblem gesprochen, um die Ausgangsanwendung, ein kostengiinstiges Te-
lefonnetz zu suchen, deutlich zu machen. Anders als einige andere Autoren ver-
wenden wir nicht die Bezeichnungen , minimal aufspannender Baum*“ und ,,Spann-
baum®. Ersteres suggeriert, dass der Baum minimal aufspannend sein soll anstelle
dessen, dass der aufspannende Baum minimal sein soll, was angesichts der Optima-
litdt der Kantenzahl eines aufspannenden Baumes natiirlich nicht gemeint ist, aber
fiir Anfanger trotzdem irritierend sein kann. Spannbaum ist vermutlich eine direkte
Ubersetzung von ,spanning tree“ und ruft weniger konkrete Assoziationen iiber die
aufspannende Eigenschaft hervor als die andere Bezeichnung.

In der deutschsprachigen Literatur finden sich die Problemstellungen in verschie-
denen Schreibweisen: Nitzsche [62] schreibt von dem Chinese Postman Problem,
dem Traveling Salesman Problem, vom kiirzesten Weg und vom minimalen auf-
spannenden Baum. Bei Schuster [74] werden auch die englischen Bezeichnungen
verwendet, hier mit Bindestrich: Minimum-Spanning-Tree-Problem, Shortest-Path-
Problem, Traveling-Salesman-Problem, was eine gewisse Einheitlichkeit hervorbringt.
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Gritzmann/Brandenberg [27] haben sich fiir diese Varianten entschieden: Chine-
sisches-Postboten-Problem, Traveling-Salesman-Problem, Kiirzeste-Wege-Problem,
Spannbaumproblem. Bei Aigner [3] findet man: das Problem des chinesischen Post-
boten, das Traveling Salesman Problem. Weitere Autoren wihlten wiederum andere
Bezeichnungen. Es gibt also in der Fachliteratur beinahe jede erdenkliche Variante.

Graphen schreiben wir entgegen den Regeln der Neuen Rechtschreibung nicht ,,Gra-
fen“. Wir verwenden fiir den Schulunterricht die Bezeichnungen Knoten und Kan-
ten und fiir gerichtete Kanten Bogen. In der dlteren didaktischen Literatur zur
Graphentheorie findet man haufig die Bezeichnung ,,Netz“ fiir einen ungerichteten
Graphen und ,,Bogen“ fiir eine ungerichtete Kante (z. B. bei [85]).

Nicht selten werden die Knoten ,,Ecken® genannt (z. B. bei Aigner [3]). ,Ecke* statt
,Knoten* erscheint in zweierlei Hinsicht als nicht so giinstig fiir den unterrichtli-
chen Gebrauch: Einmal, weil es an geometrische Sachverhalte erinnert und gerade
die Loslosung von konkreten geometrischen Vorstellungen ein wichtiger Aspekt der
Arbeit mit Graphen ist. Zum Anderen, weil ,,Ecke“ und ,,edge* sehr leicht verwech-
selt werden konnen. Die englischen Bezeichnungen ,,vertex* und ,,edge” kommen in
dem Moment zum Einsatz, in dem die Knoten- und Kantenmengen benannt wer-
den sollen. Aufgrund des gleichen Anfangsbuchstabens im Deutschen wird hier auf
die englischen Bezeichnungen zuriickgegriffen und V und E verwendet. Das Hin-
und Herwechseln zwischen Deutsch und Englisch macht Schiilerinnen und Schiilern
iblicherweise keine Schwierigkeiten.

Im Falle von Kosten, Wegstrecken etc. die an Kanten anliegen, sprechen wir von
Kantengewichten und gewichteten Graphen. Andere Autoren schreiben statt-
dessen ,,bewertet“ (z. B. [62]) oder ,,beschriftet” . ,Gewichtet“ bringt die Vorstellung
ins Spiel, dass an den Kanten etwas von (durchaus im physikalischen Sinne) gewisser
Schwere héngt. Diese Vorstellung kénnte helfen, die Gewichtung auch plastisch vor
sich zu sehen, mit dickeren und diinneren Kanten oder mit mehr oder weniger tief
durchhéngenden Kanten.

Das grofite Bezeichnungs-Wirrwarr herrscht bei Wegen, Pfaden etc. Ausgehend von
der Tétigkeit des Kantenanmalens bei der Suche nach Wegen oder Baumen in Gra-
phen verwenden wir die Bezeichnung Kantenzug fiir eine Folge aneinanderstoflen-
der Kanten, die ohne Abzusetzen hintereinander gezeichnet werden konnen (dies
entspricht der ,Kette“ bei Grotschel [28], S. 12). Ein Kantenzug ohne Knotenwie-
derholungen ist dann ein Weg. Der ,Pfad“ als Kantenzug, in dem alle Kanten
verschieden sind, aber nicht notwendigerweise alle Knoten, wird als Bezeichnung
nur dann eingefiihrt, wenn die Arbeit der Schiilerinnen und Schiiler dies erfordert.

Fiir aufspannende Badume wurde in der dlteren didaktischen Literatur die Bezeich-
nung ,,Geriist“ gewéhlt (siehe z.B. [10], [43]). Diese Bezeichnung ist heute nicht
mehr sehr gebriuchlich.’ Die Bezeichnungen Baum bzw. aufspannender Baum
und Blétter finden sich in der deutschsprachigen Literatur durchgéngig und zudem

91n [79] ist sie z. B. noch zu finden.
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bergen diese Begriffe einen (nicht zu unterschétzenden) Assoziationsreichtum wie
nur wenige andere mathematische Begriffe: .,I hope to convince you that mathema-
tical trees are no less lovely than their biological counterparts ... ([58]).

4.3 Wichtige Definitionen

Es gibt sehr viele unterschiedliche Méglichkeiten, mathematische Objekte zu definie-
ren. Im unterrichtlichen Kontext werden Definitionen héufig anders formuliert als im
fachwissenschaftlichen Kontext. In diesem Abschnitt werden die fiir den Unterricht
und die Lehr- und Lernmaterialien gewéhlten Formulierungen didaktisch begriindet.

Definitionen spielen eine duflerst wichtige Rolle beim Mathematiktreiben. Im Pro-
zess des Erforschens von Mathematik stehen sie allerdings haufig ganz am Ende. Mit
Hilfe einer Definition werden die gefundenen und verwendeten Objekte prézise be-
schrieben. Ein Objekt bekommt einen Namen und eine genaue Beschreibung und ab
diesem Zeitpunkt muss man nicht jedesmal, wenn man mit dem Objekt arbeitet, alle
Voraussetzungen und Eigenschaften dazusagen. Je nach Verlauf der unterrichtlichen
Erarbeitung konnen also auch unterschiedliche Definitionen entstehen.

Bei der Aufarbeitung eines mathematischen Themas fiir den Unterricht kommt man
in den Lehrmaterialien nicht umhin, einige Definitionen vorzugeben. Im Rahmen
eines genetischen Unterrichts ist es sinnvoll, die Definitionen auf das abgegrenzte
Stoffgebiet abzustimmen und insbesondere nur das zu definieren, was fiir den Un-
terricht gebraucht wird. Es wird also beispielsweise nicht unbedingt die héchste Stufe
der Allgemeinheit angestrebt, sondern nur das berticksichtigt, was fiir die gerade er-
arbeitete Problematik eine Rolle spielt. Es soll kein ungenutztes , Vorratswissen“
angelegt werden. Dadurch entsteht eine klare Abgegrenztheit des Gebietes, die fiir
die Lernenden, die zum ersten Mal damit in Kontakt kommen, hilfreich ist und Si-
cherheit im Umgang gibt. In einem genetisch sequenzierten Unterricht kann es auch
immer wieder vorkommen, dass Definitionen sich im Unterrichtsverlauf verdndern,
um neu entdeckten Anforderungen gerecht zu werden.

Gleichzeitig sollen Definitionen Méglichkeiten zum Weiterforschen im Unterricht of-
fenlassen, wie weiter unten z. B. bei der Definition des Knotengrades erlautert wird.
Ebenso konnen von den Schiilerinnen und Schiilern selbst gefundene und formulier-
te alternative Definitionen Anlass zum mathematischen Argumentieren sein. Daher
wurden bevorzugt eher anschauliche Definitionen gewé#hlt, die aber alternative De-
finitionen mit einem hoheren Mathematisierungsgrad nicht ausschliefen.

Als Graphendefinition wurde eine Beschreibung gewihlt, die sich auf den visuellen
Eindruck bezieht und ganz auf das Benennen von Mengen verzichtet und somit auch
schon fiir jiingere Schiilerinnen und Schiiler geeignet ist.

57



4. Die Auswahl der Inhalte und Wahl der Fachbegriffe

Ein Graph ist ein Gebilde aus Knoten und Kanten. Kanten verbinden stets zwei
Knoten (die nicht unbedingt verschieden sein miissen).

Zwei Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, heilen Nachbarn oder
benachbart.

Diese Graphendefinition schliefft auch unzusammenhéngende Graphen ein. Ebenso
sind Graphen mit Doppelkanten und Schlingen, die auch ,,Multigraphen“ genannt
werden, in der Definition enthalten. Graphen, die keine Doppelkanten und Schlin-
gen haben, werden als einfache Graphen bezeichnet. Will man hervorheben, welche
Knoten und welche Kanten den Graphen G bilden, so schreibt man G(V, E). Dabei
bezeichnet V' die Menge der Knoten (von engl. vertices) und E bezeichnet die Menge
der Kanten (von engl. edges). Eine Abbildung, die jede Kante auf ein Paar von Kno-
ten abbildet, gewéhrleistet, dass die Kanten auch tatsdchlich in Knoten beginnen
und enden.

Was die gewiihlte Definition nicht explizit beinhaltet, ist, den Graphen losgelost
von einer bildlichen Darstellung als rein abstrakte Relation wahrzunehmen. Diese
Abstraktionsstufe spielt in einem anwendungs- und problemorientierten Unterricht
nur eine marginale Rolle.

Auf das Benennen der Kanten mit eigenen Namen wird meist verzichtet, da kano-
nisch der Doppelname aus den beiden Knotennamen zur Verfiigung steht. Dadurch
bleiben Graphenzeichnungen iibersichtlicher und es wird stérker als mit Kantenna-
men, die an Streckennamen aus der Geometrie erinnern, der kombinatorische Aspekt
hervorgehoben: Kanten als zweielementige Tupel aus V' x V.

Der Knotengrad wird (da wir Graphen als Multigraphen definiert haben) als Anzahl
der Kantenenden in einem Knoten definiert, so dass Schlingen keinen Sonderfall
darstellen.

Die Anzahl der in einen Knoten miindenden Kantenenden heif3t der Grad des
Knotens.

Auch diese Definition ist so gewéhlt, dass sie den anschaulichen Zugang unterstiitzt.
Knotengrade von ungewichteten, ungerichteten einfachen Graphen als Zeilen- oder
Spaltensummen der Adjazenzmatrix zu erkennen, ist dann eine Folgerung aus der
Definition und kann als eigenes kleines Forschungsergebnis von Schiilerinnen und
Schiilern entdeckt werden.

Die Definition von Weg erschlieit sich aus der Anwendung heraus, und muss im Ver-
lauf der Problembearbeitung irgendwann mathematisch prézise gefasst werden. Ins-
besondere, wenn von der Problematik des kiirzesten Weges ausgegangen wird, so er-
gibt sich die Definition ganz natiirlich. Die Definition von Kantenzug (iibernommen
aus [62], S. 19) ist bewusst anschaulich gehalten, da sie sich aus dem handelnden
Umgang mit Graphen unmissversténdlich ergibt: Ein Kantenzug ist eine Folge von
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Kanten, die man, ohne den Stift anzuheben, in einem Zug zeichnen kann.

Ein Kantenzug ist eine Folge von aneinander stoenden Kanten (die nicht unbe-
dingt alle verschieden sein miissen), die ohne abzusetzen gezeichnet werden kann.
Ein Weg ist ein Kantenzug ohne Knotenwiederholungen.

Ist der Kantenzug bereits definiert, so konnen Kreise ganz kurz charakterisiert wer-
den:

Ein geschlossener Kantenzug, der aufler dem Anfangs- bzw. Endknoten jeden sei-
ner Knoten nur einmal durchléuft, heifit Kreus.

Kreise, die sich selbst iiberkreuzen, werden damit nicht zugelassen. Sie sind inner-
halb unseres Definitionsrahmens aus mehreren Kreisen zusammengesetzte Gebilde.
Fiir den Unterricht, insbesondere, wenn mit der Lochblende gearbeitet wird (siehe
Kap. 6), ist diese Definition sinnvoll. Zudem erspart man sich die Unterscheidung
zwischen ,Kreisen“ und ,,elementaren Kreisen*.

Auch wenn Kreise in der Geometrie eine ganz andere Bedeutung haben, birgt dieser
Begriff keine Schwierigkeiten, sofern damit das ,,im Kreis laufen“ assoziiert wird,
das auch im Alltag keineswegs immer auf kreisbogenformigen Wegen geschieht (vgl.
dazu auch Abschnitt 6.1).1

Unter einer Tour wird ein geschlossener Kantenzug verstanden. Die Fulertour ist
eine Tour, die jede Kante eines zusammenhéngenden Graphen genau einmal ver-
wendet. Die TSP-Tour ist ein Hamiltonkreis, d.h. ein Kreis, der alle Knoten des
Graphen beinhaltet.

Die Definition von Zusammenhang wird, wieder aus dem handelnden Umgang mit
der Ausgangsproblematik heraus, mit Hilfe von Kantenziigen formuliert.

Ein Graph heifit zusammenhdngend, wenn jeder Knoten mit jedem anderen durch
einen Kantenzug verbunden ist. Besteht ein Graph aus mehreren untereinander
nicht verbundenen Teilen, so nennt man diese Teile Zusammenhangskomponenten.

Natiirlich hat auch ein Graph, der nur aus einem Teil besteht (ein zusammenhéngen-
der Graph also) eine Zusammenhangskomponente: nédmlich sich selbst. Doch ist die-
ser Fall fiir den Unterricht nicht relevant. Entweder ist ein Graph zusammenhéngend
oder er besteht aus mehreren Zusammenhangskomponenten.

10Zur Phénomenologie der Begriffe Kantenzug, Weg und Kreis siche Schuster [74], S. 134-139.
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Aus Anwendungsbeispielen heraus, bei denen Kanten fiir optimale Verbindungsnetze
aus Graphen ausgewihlt werden sollen, ergibt sich die folgende Baumdefinition, wo-
bei erst der aufspannende Baum definiert wird und zunéchst ein Baum als Sonderfall
eines aufspannenden Baumes erscheint:

Ein aufspannender Baum eines zusammenhédngenden Graphen ist ein kreisfreier
und zusammenhéngender Teilgraph, der alle Knoten des urspriinglichen Graphen
erreicht.

Ein Graph, der selbst sein aufspannender Baum ist, heifit einfach Baum.

Anders ausgedriickt: Ein Baum ist ein kreisfreier zusammenhéngender Graph.

Ist der urspriingliche Graph nicht zusammenhéngend, so kann man darin keinen
aufspannenden Baum finden, aber einen aufspannenden Wald, der aus mehreren
Baumen besteht.

Wird diese Definition verwendet, so konnen einige Baumeigenschaften daraus ge-
folgert werden, die zum Teil fiir dquivalente Baumdefinitionen verwendet werden
konnen, etwa die Eindeutigkeit der Wege in einem Baum.

Géngige Datenstrukturen fiir Graphen sind: Adjazenz- und Inzidenzmatrix und
Nachbarschaftslisten. Die Adjazenzmatrix mit ihrer quadratisch-symmetrischen Form
bietet sich zum vertieften Handeln besonders an, da sie besonders einfach zu erstel-
len und zu lesen ist. Die Symmetrieeigenschaften kénnen von den Schiilerinnen und
Schiilern selber erkannt werden. Zudem ist es zum Aufstellen einer Adjazenzmatrix
nicht notig, die Kanten zu benennen, was schon bei nicht allzugrofien Graphen an-
sonsten recht mithsam werden kann. Aus dem Hantieren mit diesen Datenstrukturen
ergibt sich das Phénomen der Graphenisomorphie. Die — mathematisch betrachtet
etwas umstéindliche, aber aus dem Unterrichtsgang heraus handliche — Definition
der Graphenisomorphie lautet dann so:

Zwei Graphen heiflen isomorph, wenn man die Knoten beider Graphen so
(um-)benennen kann, dass die Adjazenzmatrizen beider Graphen gleich sind.

Es ist eine aus dem Handeln mit Adjazenzmatrizen heraus entstandene Definition,
die zugleich eine Methode zum Uberpriifen der Isomorphie mit an die Hand gibt.
Das Uberpriifen von Isomorphien ist ein algorithmisch schwieriges Problem, das eine
eigene Klasse in NP bildet. Das Erkennen von isomorphen Graphen ist dennoch
Teil des gewéhlten Stoffkanons, da im Unterricht die Beispiele stets klein genug
sind, um tatsédchlich die Matrizen aufzustellen oder mit Hilfe von Kriterienkatalogen
Isomorphien bzw. Nicht-Isomorphien bestimmen zu konnen.

Eine prazise Unterscheidung zwischen zwei Zeichnungen ein und desselben Graphen
und zwei Zeichnungen zweier isomorpher, aber nicht gleicher Graphen wird im
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schulischen Kontext nicht gemacht. Diese kleine mathematische Unschérfe wird zu
Gunsten eines grundsétzlichen Versténdnisses des Phdnomens in Kauf genommen.

Die einzige wichtige Definition, die weniger anschaulich gewéhlt wurde, ist die Mat-
chingdefinition. Da im Rahmen der Bearbeitung des chinesischen Postbotenproblems
allgemeine Matchings vorkommen und nicht nur bipartite, wird eine allgemeine De-
finition gebraucht. Die Schwierigkeit dabei ist, dass im allgemeinen Fall nicht alle
Knoten gematcht werden, ansonsten ldge eine Definition iiber den Begriff der Kno-
tenpaarung nahe (abgesehen davon, dass der Begriff ,, Knotenpaarung® stets eine
gewisse Heiterkeit bei Mittelstufenklassen auslost). Die von uns gewéhlte Definition
hat keinen Bezug zur Anschaulichkeit, was eine Herausforderung an die Schiilerinnen
und Schiiler ist. An dieser Stelle ist das, anders als bei den grundlegenden Definitio-
nen, durchaus gewollt, da Matchings erst zu einem spéten Zeitpunkt der Erarbeitung
benotigt werden, zu dem schon einiges an Vorwissen vorhanden ist.

Ein Matching ist ein Teilgraph, in dem alle Knoten hochstens Grad 1 haben. Ein
perfektes Matching hat lauter Knoten vom Grad 1, es sind also alle Knoten zu
Paaren verbunden.

Anschaulichere Definitionen, die &hnlich von Schiilerinnen und Schiilern formuliert
werden konnen, sind: Ein Matching ist eine Menge von isolierten Kanten. Oder: In
einem Matching sind die Knoten entweder zu Paaren verbunden oder einzeln.

4.4 Algorithmen

Innerhalb jedes der vier gewéhlten Themen spielen Graphenalgorithmen eine wich-
tige Rolle. Der Schwerpunkt der Unterrichtseinheiten kann je nach Wunsch stéarker
auf graphentheoretische oder auf algorithmische Elemente gelegt werden. Bei der
Wahl der Algorithmen wurde Wert darauf gelegt, dass diese sehr elementar sind
und somit durch die Schiilerinnen und Schiiler (nach-)erfunden werden kénnen.

Wo es sinnvoll moglich war, wurden Algorithmen fiir den ungewichteten Fall denen
fiir gewichtete Graphen vorausgeschickt. Insbesondere beim Kiirzeste-Wege-Problem
hilft das Verstdndnis des weniger komplexen ungewichteten Falles (Breitensuche)
sehr; den doch etwas komplizierteren Algorithmus von Dijkstra zu verstehen bzw.
auf die grundlegenden Ideen dieses Algorithmus selber zu kommen.

Die Formulierung der Algorithmen wird in den Materialien bewusst umgangssprach-
lich gehalten. Es ist nicht Ziel des Mathematikunterrichts, Programmiersprachen zu
erlernen. Es kann jedoch sinnvoll sein, innerhalb des Mathematikunterrichts {iber
elementare Datenstrukturen nachzudenken, um die Mechanik von Algorithmen kla-
rer zu strukturieren und verstehen zu kénnen.
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Fiir die vier Themenbereiche wurden folgende Algorithmen gew&hlt:

e Breitensuche,

e Tiefensuche,

e Algorithmus von Dijkstra,

e Algorithmus von Prim,

e Algorithmus von Kruskal,

e Zwiebelschalen-Algorithmus,
e Algorithmus von Fleury,

e cinfache Konstruktions- und Verbesserungsheuristiken fiir das TSP.

Obwohl im Rahmen der Bearbeitung des chinesischen Postbotenproblems Matchings
und sogar minimale Matchings vorkommen, wird in den Unterrichtsmaterialien auf
Matching-Algorithmen verzichtet.!’ Diese Algorithmen sind weitaus schwieriger als
alle anderen gewéhlten und wiirden den von uns gewéhlten inhaltlichen und zeit-
lichen Rahmen fiir eine Unterrichtseinheit sprengen. In diesem Fall wird auf eine
augenscheinlich gute ,, von-Hand-Losung® zuriickgegriffen. Es ist bereits anspruchs-
voll genug, eigene Ideen fiir einen Algorithmus zur Konstruktion von Euler-Touren
zu finden.

4.5 Beweise

Grundséatzlich wird im Unterricht {iber kombinatorische Optimierung Wert auf Be-
weise gelegt, was neben anderen Aspekten einen Beitrag zur Authentizitat des Un-
terrichts liefert. Selbst gefundene Vermutungen sollen argumentativ untermauert
werden. Gerade bei der Arbeit mit Graphen, bei der viele Resultate offensichtlich
erscheinen, weil sie aus der Anschauung heraus entstanden sind, ist es wichtig, Be-
weise zu fordern. Wir haben Sétze gewdhlt, deren Beweise fiir Schiilerinnen und
Schiiler nicht nur versténdlich sind, sondern auch selbst gefunden werden koénnen,
beispielsweise den Satz iiber die Anzahl ungerader Knoten in Graphen.

Viele Beweise in der Graphentheorie verwenden das Prinzip der vollstdndigen In-
duktion. Da die vollstéandige Induktion wenn iiberhaupt, dann erst in der Oberstufe
unterrichtet wird, wurde in den Materialien darauf geachtet, Beweise anzugeben,
die andere Techniken verwenden (auch wenn hinter manch einer Formulierung das
Prinzip der vollstéandigen Induktion verborgen ist). Auch hier stand der Anspruch
im Vordergrund, Beweise zu finden, die nah an moglichen Schiilerlésungen liegen.

Tn dem Buch ,Kombinatorische Optimierung erleben® [38] ist ein Kapitel dem Thema gewidmet, um Interes-
sierten den Zugang dazu zu ermoglichen.
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Das heifit, dass handlungsorientierte Elemente, wie ,, Kanten ablaufen“ den Vorrang
vor stérker formalisierenden Formulierungen bekamen.

In den Buchkapiteln (siche Kapitel 8) (wie auch im Unterricht) stehen immer wieder
Séatze als ,,Folgerungen® aus Beweisen. Damit wird versucht, dem genetischen Prinzip
Rechenschaft zu tragen. Im handelnden Erforschen geschieht es nicht selten, dass
das Ergriinden einer Vermutung bereits Beweistechniken liefert. Erst wenn klar ist,
dass eine Vermutung bewiesen werden kann, wird sie als Satz formuliert.

Eines eigenen Kommentars bediirfen die Korrektheitsbeweise fiir Algorithmen. In
der Mittelstufe ist es schwierig, iiberhaupt ein Fehlerbewusstsein fiir Algorithmen
zu wecken (vgl. Schuster [72], [73], [74]). Das Beweisbediirfnis ergibt sich nicht direkt
aus der Schiilertitigkeit, anders als bei Graphensétzen (vgl. dazu Kapitel 5). Daher
wurden die Korrektheitsbeweise fiir Algorithmen in den fakultativen Bereich verlegt.
Es wurde bei der Formulierung der Beweise besonders darauf geachtet, keine Schritte
auszulassen oder als ,,trivial“ zu bezeichnen.
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5 Das didaktische Potenzial der
kombinatorischen Optimierung

In diesem Kapitel erfolgt eine Analyse des didaktischen Potenzials des gewéhl-
ten Stoffkanons. Einerseits spielen hier sogenannte stoffdidaktische Uberlegungen'?
eine Rolle, andererseits flieen erste Unterrichtserfahrungen ein. Aus dieser Analyse
ergeben sich Folgerungen fiir Aufbau und Methodik des Unterrichts. Einige metho-
dische Uberlegungen werden in diesem Kapitel bereits dargelegt. In Kapitel 6 folgt
dann die detaillierte Beschreibung der wichtigsten neu entwickelten Unterrichtsme-
thoden.

Das didaktische Potenzial eines Stoffes definieren wir als die Summe
der dem Stoff innewohnenden didaktisch-methodischen Mdglichkeiten.

Im Folgenden werden wir nicht sdmtliche Aspekte der kombinatorischen Optimie-
rung analysieren konnen, sondern diejenigen, die uns am wichtigsten erscheinen.
Die Analyse typisch diskreter Tétigkeiten aus Kapitel 3 wird dabei an verschiede-
nen Stellen wieder aufgegriffen.

Rosenstein und DeBellis formulieren eine Vision, die sich in unseren Erfahrungen
bestitigt ([18], S. 49, Hervorhebung durch die Autoren): ,,Our vision of discrete
mathematics is that it is a vehicle for giving teachers a nmew way to think about
traditional mathematical topics and a new strateqy for engaging their students in
the study of mathematics — engage students in mathematics by involving them in
discrete mathematics. Discrete mathematics offers a ‘new start’ for teachers and a
‘new start’ for students.*

5.1 Leichte Zugéinglichkeit

Die kombinatorische Optimierung zeichnet sich durch eine besonders leichte Zu-
gianglichkeit aus, wie die Erfahrungen im Unterricht belegen. Wir wollen der Frage
nachgehen, was die Ursachen dafiir sind.

Fiir den Unterricht {iber kombinatorische Optimierung benétigt man nur eine recht
kleine Zahl von grundlegenden Begriffen. Graph, Knoten, Kante, Nachbar, Knoten-
grad, Kantengewicht: mit diesen wenigen Begriffen kommt man schon sehr weit in
der Bearbeitung der Problemstellungen. Die Anzahl der Grundbegriffe ist aber nicht
das wesentliche Kriterium fiir eine leichte Zugénglichkeit. Fiir die Bruchrechnung
benttigt man aufler ,,Zdhler und ,Nenner”, ,Bruch“ und ,Kehrbruch® zunéchst

2Der Begriff ,,Stoffdidaktik® ist iibrigens nie konkret definiert worden, vgl. Reichel [66]. Reichel stellt aber fest,
dass sie ,[...] fiir jede Art von Verbindung inhaltlich-mathematischer Aspekte mit Unterrichtskultur im weitesten
Sinne zusténdig ist [...]“ (S. 180).
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keine neuen Begriffe und dennoch ist dieses Gebiet fiir Schiilerinnen und Schiiler oft
schwierig und schwer zugénglich.

,Betrachtet man das Entstehen von Mathematik, dann sind im Denken des Men-
schen zunéchst gewisse Grundvorstellungen vorhanden, die auf grundlegende mathe-
matische Begriffe fithren.“ (Vollrath [83], S. 28) Aus dieser Aussage kann geschlossen
werden, dass ein mathematisches Gebiet umso leichter zugénglich ist, je nidher seine
Grundbegriffe alltdglichen Grundvorstellungen sind.

Viele neue Begriffe, die bei der Arbeit mit Graphen vorkommen, kénnen direkt
aus der Anschauung heraus gebildet werden. , Knoten“ und ,,Kante“ werden
zunéchst mit den Objekten assoziiert, die man zeichnet. Spéter erst werden diese Be-
griffe abstrakter gefasst, wenn es um Datenstrukturen fiir Graphen geht. ,, Nachbar®
ist ein ganz natiirlicher Begriff fiir miteinander verbundene Knoten. Hier kommt die
alltdgliche Grundvorstellung dem mathematischen Begriff sehr nahe. Ebenso greift
das ,, Kantengewicht“ Alltagsvorstellungen auf.

Andere Begriffe entstehen aus dem Handeln heraus. Der graphentheoretische
Begriff ,Kreis“ wird problemlos akzeptiert, wenn er aus der Tétigkeit des Wegefin-
dens und Kantenanmalens heraus gefunden wird. ,,Kreis* bedeutet dann: eine Figur,
die entsteht, wenn man Kanten nacheinander ablauft oder mit dem Stift abfihrt,
so dass man am Ende wieder dort herauskommt, wo man angefangen hat. Es bleibt
dabei noch herauszuarbeiten, dass es sinnvoll ist, keine Kreise zuzulassen, die sich
selbst iiberkreuzen, denn diese lassen sich problemlos in iiberkreuzungsfreie Kreise
zerlegen.

Schuster ([74], S. 205 ff.) analysiert ein Unterrichtsgesprich tiber Wege, Kantenziige
und Kreise aus seinem Unterricht und erkennt dort Schwierigkeiten mit dem gra-
phentheoretischen Kreisbegriff. Seine Schiilerinnen und Schiiler bleiben stark in der
geometrischen Anschauung verhaftet und verlangen zunéchst von Kreisen, dass sie
auch ,rund“ im geometrischen Sinne sind. Die Erfahrungen aus unseren Unter-
richtsversuchen bestéitigen dieses Problem nicht. Dort wurde der Kreisbegriff aus
der Tatigkeit ,,im Kreis laufen“ entwickelt und war dadurch von vornherein nicht
geometrisch gebunden. Der von Schuster geschilderten Problematik konnte mit dem
Einsatz der Lochblende (siehe Kapitel 6) begegnet werden, die die geometrische Ori-
entierung eliminiert und so nur noch den Aspekt des ,;so laufen, dass man wieder
am Ausgangspunkt ankommt* iibriglasst.

Der Begriff ,Weg® z. B. kniipft schon vom Begriffsnamen her an Alltagsvorstellun-
gen an. Der graphentheoretische Gehalt des Begriffs entspricht auch weitgehend dem
alltdglichen, bis auf die Kreisfreiheit, die im Alltag nicht unbedingt mit ,, Weg* ver-
kniipft wird. Aber das Verbot von Kantenwiederholungen stimmt wieder mit dem
intuitiven Begriffsverstdndnis iiberein.

Gerade deshalb, weil viele graphentheoretischen Begriffsbildungen sehr nahe an
den vorhandenen Grundvorstellungen liegen, ist ein mathematisches Prézisieren der
Begriffe so gut moglich und auch notwendig. Die Alltagsvorstellung hilft dabei,
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zunéchst iiberhaupt eine Vorstellung zu entwickeln. Im Sinne eines authentischen
Mathematikunterrichts kann an diese Vorstellung angekniipft werden und wahrend
der Problembearbeitung immer wieder iiberpriift werden, ob der Begriff in seiner
Bedeutung weiter prazisiert werden muss, ob Einschrankungen oder Erweiterungen
notig sind oder unbemerkt vorausgesetzt werden.

Im Verlauf der Erarbeitung eines der Themenbereiche kommt auf diese Weise eine
gewisse Zahl von Definitionen zusammen. Holliday ermutigt seine Leser ([35], S. 87):
,But the definitions are so natural, that they do not overwhelm the student.

Neben dem , natiirlichen® intuitiven Zugang zu den Grundbegriffen begriindet sich
die leichte Zugénglichkeit der kombinatorischen Optimierung noch in einigen weite-
ren Faktoren: die Ndhe der Anwendungen zum Alltag, die Modularitat des
Stoffes, der hohe Aufforderungscharakter, die Experimentierfreundlich-
keit von Graphen, das algorithmische Arbeiten mit alltagsnahen Grund-
tatigkeiten. Diese Aspekte werden u. a. in den folgenden Abschnitten besprochen.

5.2 Anwendungsbezug / Alltagsbezug und die Leitlinie Optimieren

Kombinatorische Optimierung besitzt eine Fiille von Anwendungen, bzw. ist aus
Anwendungsfragen heraus entstanden. Bereits das Konigsberger Briickenproblem
zeigt, wie aus einer angewandten Fragestellung heraus mathematische Theorie ent-
wickelt wurde. Viele Anwendungen fiir die klassischen Themen der kombinato-
rischen Optimierung wie Routenplanung, Optimierung von Touren der Miillabfuhr
oder von Rundreisen sind unmittelbar verstindlich, weil sie innerhalb des
Erfahrungshorizontes von Schiilern liegen. Eine Identifikation mit den Pro-
blemstellungen ist moglich, da sie Alltagsfragen aufgreifen, die jeden betreffen. Je-
der hat schon einmal versucht, den optimalen Weg herauszufinden, etwa auf dem
Schulweg oder auf dem Weg in den Urlaub, um nur zwei Beispiele zu nennen.

Und trotz all dieser Anwendungsfreudigkeit kommt auch die Mathematik selbst nicht
zu kurz, wie Anderson im Vorwort seines Buches , A first course in Combinatorial
Mathematics® beschreibt ([5], S. vii): , The subject [...] still remains an easily ac-
cessible area of mathematics, one which is becoming more and more widely used in
other disciplines. The days are past when the calculus was thought to be the queen
of applicable mathematics. But despite its applications, the subject of this book is
genuine mathematics in all its purity |...].«

Anwendung und Innermathematisches, Modellieren und Mathematiktrei-
ben liegen hier nah beieinander. Das macht die Themen so gut zuginglich
und so besonders gut geeignet fiir eine authentische Auseinandersetzung
mit Mathematik.

Goldin beschreibt die Moglichkeit, rasch zu Erfolgserlebnissen zu gelangen ([25],
S. 60): ,In discrete mathematics, we have going for us the fact that the situations

are often easy to describe and familiar, and early success experiences are not too
difficult to build in.*
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Allen von uns gewéhlten Themen liegen Optimierungsfragen zugrunde. Optimie-
rungsprobleme zeichnen sich dadurch aus, dass sie ein klares Ziel vorgeben, was
ebenso klar motiviert ist. Es bedarf keiner Erlauterungen, dass eine bestmdgliche
Losung gesucht wird (herauszufinden, was genau mit , bestmoglich® gemeint ist,
ist allerdings Teil des Erarbeitungsprozesses). So schnell wie moglich, so billig wie
moglich, so kurz wie moglich: Das sind Zielvorgaben, die im Alltag standig présent
sind, und die keiner Rechtfertigung bediirfen. Floer ([19], S. 2) beschreibt Optimie-
rungsprozesse als eine Form intellektueller Auseinandersetzung mit der
Umwelt.

Optimieren bedeutet zielgerichtetes Arbeiten. Das selbstédndige Forschen der
Schiilerinnen und Schiiler wird von dem Leitgedanken Optimieren vorangetrieben.
Optimieren bedeutet zudem, dass es nicht zwingend nur eine zulissige
Losung fiir das Problem gibt (wie leider hiufig bei klassischen Mathematikauf-
gaben), sondern dass es mehrere Losungen geben kann, von denen wir eine beste
herausfinden wollen.

Dieser Gedanke 6ffnet die Erarbeitungswege, ldsst Spielrdume offen. Wenn es ver-
schiedene zulissige Losungen gibt, dann kann mit diesen experimentiert
werden. Es besteht die hohe Wahrscheinlichkeit, dass jeder bei der Bearbeitung
der von uns gewahlten Problemstellungen eine solche Losung findet, denn es gibt
nicht nur einen einzigen Losungsweg, der direkt zum Ziel fithrt. Wurde eine zuléssige
Losung durch Probieren gefunden, so kann darauf aufbauend weiter iiberlegt werden.
Verbesserungsheuristiken fiir das Travelling-Salesman-Problem greifen dies auf.

Aber auch beim Erfinden von Algorithmen zur Konstruktion kiirzester Wege kom-
men solche Verbesserungsprozesse vor, etwa, wenn die Breitensuche, die in ungewich-
teten Graphen kiirzeste Wege konstruiert, auf gewichtete Graphen angewandt wird.
Dieses Verfahren liefert eine zuléssige Losung, ndmlich Wege vom Startknoten zu al-
len anderen Knoten, man stellt aber schnell fest, dass die so konstruierten Wege nicht
optimal sind. Nun kann das Verfahren verdandert werden und anhand der Ergebnis-
se getestet werden, ob es kiirzeste Wege erzeugt. So geschieht eine Annédherung an
ein Losungsverfahren, das ein Optimum erzeugt, Schritt fiir Schritt {iber verschiede-
ne zuldssige Losungen. Selbstversténdlich muss die Korrektheit eines so gefundenen
Verfahrens bewiesen werden und reicht die Uberpriifung durch , Hingucken“ nicht
aus, aber sie hilft, Verbesserungen vorzunehmen und selbsténdig zu forschen.

5.3 Modularitit des Stoffes

Eine Voraussetzung fiir einen selbstgesteuerten Lernprozess ist, dass der Stoff ver-
schiedene individuelle Lernwege zulésst. Solch eine Offenheit kann auf verschiedene
Weisen realisiert werden. Offene Aufgaben lassen verschiedene Losungen zu. Model-
lierungsaufgaben konnen durch unterschiedliche Modellierungsannahmen auf unter-
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Abbildung 6: Der Stoff ist nicht hierarchisch gegliedert. Dadurch eignet er sich besonders fiir einen
entdeckenden Unterricht.

schiedliche Losungsansitze und Ergebnisse fithren. Im Falle der kombinatorischen
Optimierung ist besonders die Modularitét des Stoffes hervorzuheben. Der Stoff
ist nicht hierarchisch gegliedert, sondern bietet die Moglichkeit in verschiedene
Richtungen ausgekundschaftet zu werden.

Ausgehend von einer zentralen Problemstellung (siehe die jeweiligen Anfinge der
Buchkapitel [55], [56], [57] in Kapitel 8) kénnen die Lernenden in einem Unterricht,
der offen gestaltet ist, ihren individuellen Fragen nachgehen. Man kann beispiels-
weise Algorithmen entwickeln, ohne vorher Graphentheorie betrieben zu haben. Die
graphentheoretischen Fragestellungen, die bei der Entwicklung eines Algorithmus
eine Rolle spielen, tauchen dann auf, wann sie benotigt werden und werden dann
bearbeitet. Umgekehrt kann es sein, dass einige Schiiler sich zuerst fiir die Struk-
tur des Problems interessieren und so auf graphentheoretische Sachverhalte stoflen.
Andere wiederum vertiefen sich lieber zunéchst in Detailfragen der Modellierung.

Diese Offenheit im Erkundungsprozess ermoglicht es, iiber mehrere Schulstunden
hinweg freies Forschen zuzulassen, um dann die Erkundungswege zusammenzutra-
gen, zu vergleichen und jeweils noch nicht Bearbeitetes von anderen zu lernen. Auch
in einem Unterricht, in dem die Klasse gemeinsam an einzelnen Problemen arbei-
tet, kann diese Modularitdt des Stoffes genutzt werden: Die Lehrperson legt die
Reihenfolge der Erarbeitungsschritte nicht im Vorhinein fest, sondern kann auf das
Unterrichtsgeschehen reagieren und die Schiilerinnen und Schiiler den jeweils ak-
tuell diskutierten Fragestellungen nachgehen lassen. Eine Voraussetzung dafiir ist
eine Offenheit der Lehrperson gegeniiber dem Unterrichtsverlauf und gegeniiber un-
erwarteten Fragen und Wendungen im Unterricht. Praktisch sieht es so aus, dass
simtliche Unterrichtsmaterialien fiir die Lehrperson greifbar sein miissen, um nach
Bedarf darauf zugreifen zu kénnen.
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5.4 Arbeiten auf unterschiedlichen Niveaus

Nicht nur die Struktur des Stoffes ermdglicht ein schiilerzentriertes und binnen-
differenziertes Arbeiten. Auch die einzelnen Inhalte kénnen auf unterschiedlichen
Niveaus bearbeitet werden. Dabei ist sowohl an eine Binnendifferenzierung inner-
halb einer Klasse gedacht als auch an den Einsatz gleicher Themen in verschiedenen
Klassenstufen oder Schularten.

Der Formalisierungsgrad kann erheblich variiert werden. Die wesentli-
chen Inhalte bleiben auf jedem Niveau erhalten. Das Arbeiten mit Graphen
z.B. kann auf einer rein bildlichen Ebene bleiben. Argumentationen kénnen dann
anschaulich gefiihrt werden, ohne eine formalisierte Sprache zu verwenden, aber den-
noch mit den wesentlichen Grundideen. Mit leistungsstirkeren Lerngruppen koénnen
dieselben Dinge abstrakter und mittels Fachsprache und mathematischer Schreib-
weisen erarbeitet und dokumentiert werden. Beweise (bzw. Argumentationen zur
Begriindung von Vermutungen) werden dann nicht mehr mit Hilfe von Beispielen
gefiihrt, sondern allgemeingiiltig formuliert.

Im Rahmen der Erarbeitung von Algorithmen zeigt sich eine #hnliche Situation.
Die Spannbreite zwischen dem rein handelnden Umgang (Anmalen von Knoten und
Kanten) und einer detaillierten Pseudocode-artigen Formulierung eines Algorithmus
ist sehr grol. Die Grundideen fiir die Algorithmen kénnen aber auf jedem Niveau
vermittelt und erfasst werden.

5.5 Alltagsnahe Grundtitigkeiten
und iiberschaubares Methodenrepertoire

Die in Kapitel 3 dargestellten diskreten Grundtétigkeiten zeichnen sich insbesondere
dadurch aus, dass sie auf einigen im Alltag gebriuchlichen Tétigkeiten basieren.
Der Umgang mit den Dingen des téglichen Lebens ist meist diskret, nur
weniges in der alltdglichen Erfahrung ist wirklich kontinuierlich aufler Raum und
Zeit. Zahlen, Zuordnen, Sortieren, in Beziehung setzen und Entscheiden
gehoren zu unserem gewohnten Tétigkeitsrepertoire. Das Zahlen des Geldes
in der Spardose, Aufraumen, Biicher im Biicherregal ordnen und die Uberlegung, wer
innerhalb der Klasse gerade mit wem befreundet ist, entscheiden, welcher Pullover
am besten zur Hose passt, sind Beispiele fiir diese diskreten Grundtétigkeiten in der
Lebenswelt von Schiilerinnen und Schiilern.

Werden diskrete Abzahlmethoden thematisiert, so wird iiber vertraute einfache
Tatigkeiten reflektiert und dabei auch das Repertoire an Methoden erweitert. Ver-
trautes einmal auf eine andere als die gewohnte Art und Weise zu tun, fordert einen
mathematisch- analysierenden Blick, der Teil der Problemlosekompetenz ist. Ebenso
wichtig fiir eine gute Problemlésekompetenz ist die Féhigkeit, eine Sache aus zwei
verschiedenen Perspektiven zu betrachten. Die Methode des doppelten Abzédhlen
verwendet diese Technik im Rahmen der Grundtétigkeit des Zahlens.
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Abbildung 7: Diskrete Grundtétigkeiten: Zdhlen, Ordnen, Strukturieren/in Beziehung setzen.

Abbildung 8: Diskrete Grundtiitigkeiten im Alltag: Zdhlen, Ordnen, Strukturieren/in Beziehung
setzen.

Die Methode . klein anfangen und dann auf Gréfleres schlieffen® ist dem intuitiven
Verhalten sehr nah. Der Beweisschritt von n nach n+41 im Rahmen der vollstandigen
Induktion erfordert dann prézises logisches Argumentieren, da hier der (sonst nicht
weiter beachtete) Weiterziahlschritt gerade die Schwierigkeit bedeutet und im Detail
betrachtet werden muss, bzw. erst eine Methode dafiir gefunden werden muss.

Das Schubfachprinzip ist besonders einprigsam, weil es eine handlungsorientierte
Vorstellung der Vorgehensweise liefert. Es wird nicht nach bestimmten Regeln um-
geformt oder gerechnet, sondern Objekte auf Schubficher (oder was auch immer
man sich dabei vorstellt) verteilt. Eine Visualisierung mit Kartons oder Kérben und
Zetteln oder Tennisbéllen liegt nahe. Trotz dieser handlungsbetonten Anschaulich-
keit handelt es sich um ein mathematisches Werkzeug, das etwas sehr Abstraktes
kann. Mit dem Schubfachprinzip kénnen Existenzbeweise auch fiir solche Objekte
gefithrt werden, die nie realisierbar sein werden, wie etwa zwei New Yorker mit der
gleichen Anzahl von Haaren auf dem Kopf zu finden (vgl. Kapitel 3). Der Weg vom
handelnden Tun einfacher Grundtéitigkeiten zu abstrakt-mathematischen
Denkgebilden ist hier kurz und direkt und vor allem ohne groéfleren
Rechen- und Methodenaufwand moglich.

Gehen Schiilerinnen und Schiiler eines der ausgewéhlten Probleme selbstidndig an, so
konnen sie zunéchst auf diese gewohnten Tétigkeiten zuriickgreifen, ohne dass von
vornherein Vorgaben von Lehrerseite aus gemacht werden miissen. Das erste Heran-
gehen an die Problemlésung kann also voraussetzungsfrei (beziiglich unterrichtlicher
Inhalte) geschehen. Im Lauf der Problembearbeitung kommen Fragen auf, die die
Grenzen der vertrauten Methoden aufzeigen und die nach mathematischen Metho-
den verlangen.

Im Rahmen der Bearbeitung des chinesischen Postbotenproblems etwa, stolen Schii-
lerinnen und Schiiler nach einer gewissen Zeit auf die Problematik der Knotengrade.
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Sie bemerken, dass ungerade Knotengrade Schwierigkeiten machen und sie bege-
ben sich auf die Suche nach einer allgemeinen Charakterisierung von (von ihnen zu
diesem Zeitpunkt nicht so benannten) Eulergraphen. An dieser Stelle geschieht der
Ubergang vom Experimentieren mit Hilfe bereits bekannter Methoden zum mathe-
matischen Erarbeiten von Resultaten.

Dadurch, dass die einfachen und gewohnten Grundtéitigkeiten bis hin zu
mathematischen Vermutungen fithren kénnen, sind Themen der kombi-
natorischen Optimierung so gut fiir einen Unterricht geeignet, der auf
selbstidndiges Entdecken und Erforschen Wert legt.

Ausgehend von diesem eher intuitiven Herangehen kann dann stérker formalisiert
werden, und zwar in dem Maf}, wie es fiir die jeweilige Lerngruppe sinnvoll ist. Dies
sollte erst zu einem Zeitpunkt geschehen, zu dem bereits eine Vertrautheit mit dem
Stoff entstanden ist.

Wendet man sich nun formaleren Methoden zu, um die gefundenen Vermutungen zu
beweisen, so kann dennoch weiter an den Erfahrungshorizont der Schiilerinnen und
Schiiler angekniipft werden, weil die Grundtéatigkeiten auch dabei eine Rolle spielen
und angewandt werden konnen. Die Existenz einer Eulertour auf einem Eulergra-
phen beispielsweise kann algorithmisch bewiesen werden. Es geschieht nicht, dass
der Beweis mittels Termumformungen oder Ahnlichem durchgefiithrt wird, wobei es
im Nachhinein schwer ist, den Beweisweg nachzuvollziehen, weil Terme zusammen-
gefasst oder substituiert wurden.!® Hier bleiben durch das algorithmische Vorgehen
alle Einzelschritte sichtbar und nachvollziehbar und sehr oft werden in den Einzel-
schritten die diskreten Grundtitigkeiten angewandt.!4

»Es gibt keine Formel“ war an dieser Stelle dann auch ein Schiilerinnenkommentar
(LK 13), in dem durchaus auch Enttduschung mitschwang, denn ohne Formel konn-
te sie sich zunéchst keine Methode vorstellen. Die Methode der Verkniipfung von
Grundtétigkeiten zu Algorithmen erschlie8t sich Schiilerinnen und Schiilern meist
sehr schnell und versetzt sie in die Lage eigene Algorithmen zu entwerfen und (um-
gangssprachlich) niederzuschreiben. Dass der Begriff , Formel“ interpretiert werden
kann als ein Werkzeug, das zur Losung taugt, zeigt die Uberschrift eines Schiilers
(LK 13) tiber seinen selbst entwickelten Algorithmus: ,,,Formel* fiir eine Euler-Tour
[...] (Computerfreundlich)*“ (siehe Abb. 35 in Kapitel 7).

Das fiir die gewidhlten Themen zur Bearbeitung notwendige Methoden-
repertoire ist iiberschaubar und dadurch, dass die diskreten Grundtétigkeiten
zum Teil algorithmisch darin verwendet werden und sichtbar bleiben, leicht fasslich.
Dies ist ein weiterer Grund fiir die leichte und schnelle Zugénglichkeit der The-
men. Immer wieder miissen die Schiilerinnen und Schiiler allerdings dazu ermutigt
werden, tatsdchlich ihre eigenen Ideen und Methoden weiterzuverfolgen und einzu-
setzen, anstelle mit vorgegebenen Methode zu arbeiten. Der grofle Vorteil ist, dass

I3Diese zusammenfassenden Schreibweisen machen zweifellos gerade eine groBe Stirke der Mathematik aus!
14Begibt man sich in den Bereich des Programmierens und der Programmiersprachen, so findet dieses Zusammen-
fassen und Verkiirzen durch die Verwendung von vordefinierten Prozeduren etc. auch statt.
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die Losungen schrittweise gefunden werden konnen (vgl. Green [26] und Abschnitte
5.2 und 5.8).

Goldin sieht in der Moglichkeit, mit einfachen heuristischen Methoden zu arbeiten,
die Chance, Frustrationen zu vermeiden oder sogar zu iiberwinden und durch den
Unterricht in diskreter Mathematik Erfolgserlebnisse zu schaffen (Goldin [25], S. 60,
Hervorhebung BLW): | Anticipating the frustration, and channeling it toward the
adoption of better or different problem-solving strategies, is within reach if it is
taken as an explicit goal of discrete mathematical instruction. In short, we should
set out to develop the affect of success through discrete mathematics — the pathways
and structures whereby previously unsuccessful students come to feel, I am really
somebody when I do mathematics like this!“

5.6 Schneller Ubergang zwischen den Darstellungsebenen /
hoher Aufforderungscharakter

Bereits in Kapitel 3 wurde beschrieben, dass Graphen sich durch die Flexibilitat
in der Darstellung auszeichnen. Fiir den Unterricht ist dies ein ganz wesentlicher
Aspekt. Allein die Tatsache, dass Graphen keine festgelegte Geometrie besitzen,
macht sie sehr leicht handhabbar. Beim Zeichnen von Graphen muss zunéchst ein-
mal nichts beachtet werden. Exaktes Zeichnen mit Zirkel und Lineal spielt hier keine
Rolle. Die Zeichnung eines Graphen ist vielmehr als Skizze anzusehen, die die Struk-
tur sichtbar macht.

Graphen haben einen hohen Aufforderungscharakter. Das liegt zum einen
daran, dass sie sehr anschaulich sind, die Struktur ist offensichtlich und nicht kom-
pliziert. Zum anderen ermdoglichen sie ein Arbeiten auf verschiedenen Darstellungs-
ebenen. Nach Jerome Bruner werden drei Darstellungsebenen unterschieden: die en-
aktive, die durch handelndes Tun bestimmt ist, die ikonische, die das Objekt bildlich
darstellt, und die symbolische, in der das Objekt abstrakt, durch Symbole, beschrie-
ben ist (vgl. z.B. Stampe [77], S. 63 ff.) In der Mathematik iiberwiegt meist die
symbolische Représentationsebene. Fiir den Lernprozess ist die Einbeziehung aller
drei Ebenen eine wichtige Voraussetzung.

,Entscheidend ist aber, daB sich mit ihrer Hilfe theoretische Uberlegungen in Aus-
sagen iiber Ecken, Kanten, Wege iibersetzen lassen und damit ikonisch (z.T. sogar
enaktiv) faflbar werden.“ ([19], S. 1), so lautet Floers Beobachtung. Und es kann
noch hinzugefiigt werden, dass auch die symbolische Darstellung (als Matrix z. B.)
leicht zu erzeugen und dadurch oft ebenfalls prisent ist (sieche Abb. 9).

So kann auf allen drei Darstellungsebenen gewissermaflen gleichzeitig ge-
arbeitet werden. Zwischen ikonischer und enaktiver Repréisentation kann zum
Teil kaum unterschieden werden, wenn auf den gezeichneten Graphen mit Farbstif-
ten hantiert wird. Dennoch bleibt auch die symbolische Ebene présent. Insbeson-
dere, wenn mit Hilfe einer Software (,,Visage“ [47]) gearbeitet wird, kann erfahrbar

73



5. Das didaktische Potenzial der kombinatorischen Optimierung

o
|
P

§

0}

, &ngww

<<

Abbildung 9: Simultanes Arbeiten auf der enaktiven, der ikonischen und der symbolischen Ebene

(LK 13).
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gemacht werden, dass die Graphenzeichnung geometrisch nicht festgelegt ist, und
somit auch einen (quasi) symbolischen Charakter hat. Zusétzlich zeigt ,, Visage“ die
Adjazenzmatrix des Graphen an (siche Abb. 18 in Kapitel 6). Die ikonische und
die symbolische Darstellungsebene sind damit tatséchlich gleichzeitig zu sehen und
konnen auch beide wechselseitig bearbeitet werden.

Der problemlose Wechsel zwischen den Darstellungsebenen wird im Unterricht hdufig
genutzt, gerade beim Experimentieren mit Algorithmenideen (siche auch Kapitel 6).
Die einfache Ubersetzbarkeit von symbolischer zu ikonischer Darstellung ermaglicht
es zudem, sich ausgehend von Matrixdarstellungen von Graphen néher mit der Iso-
morphie von Graphen zu befassen (siehe dazu das Unterrichtsmaterial in Kapitel 8).

5.7 Experimentieren

Die Arbeit mit Graphen eréffnet ein ganz besonderes Experimentierfeld, wie es in
der Mathematik selten anzutreffen ist. Die Struktur von Graphen ist so ein-
fach, dass beim Erstellen von eigenen Beispielen kaum Fehler unterlaufen
konnen. Die im gewédhlten Themenkanon zu betrachtenden Graphen miissen nur
sehr wenige Voraussetzungen erfiillen. Gelegentlich werden nur einfache Graphen
betrachtet (z.B. beim Satz iiber das mehrfache Vorkommen von Knotengraden)
oder Baume. Werden bestimmte Eigenschaften gesucht, wie etwa die Existenz ei-
ner Eulertour, so dienen als Experimentierbeispiele jegliche zusammenhéingenden
Graphen. Es werden also stets nur sehr wenige und leicht zu iiberpriifende Vor-
aussetzungen benotigt, so dass Schiilerinnen und Schiiler ohne Sorge vor falschen
Beispielen selbsténdig eigene Graphen erfinden kénnen, um Vermutungen zu finden
oder bestimmten Ideen nachzugehen.

Zwei Zielrichtungen des Experimentierens mit Graphen konnen unterschie-
den werden:

e das Suchen von Eigenschaften und

e die Konstruktion von Graphen mit bestimmten Eigenschaften.

Ein Beispiel fiir die Suche nach Eigenschaften ist, herauszufinden, unter welchen
Bedingungen ein Graph in einem ,Zug“ gezeichnet werden kann. Hier zeigen die
Notizblatter der Schiilerinnen und Schiiler (ein Beispiel aus dem Leistungskurs 13
ist in Abb. 10 abgedruckt), wie unterschiedlich an die Frage herangegangen werden
kann. Einerseits wurde nach Gegenbeispielen gesucht und diese dann analysiert, an-
dererseits wurde direkt probiert, die gelungenen Beispiele zu charakterisieren. Immer
wieder war zu beobachten, dass auch hier die Problemlosetechnik ,,vom Kleinen zum
GroBeren® Verwendung fand (z.B. in Abb. 11).

Ein Beispiel fiir die Konstruktion von Graphen mit bestimmten Eigenschaften ist
die Aufgabe: Zeichne einen Graphen, der genau 5 Knoten mit ungeradem Grad hat.
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Abbildung 10: Experimente: Wie miissen Graphen aussehen, damit eine Eulertour moglich ist?

(LK 13)
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Abbildung 11: Woran liegt es, wenn ein Graph eine Eulertour besitzt? Ausprobieren vom Kleineren
zum GroBeren (LK 13).

i ke KA

Abbildung 12: Skizzenblatt eines Schiilers: Auf der Suche nach einem Graphen mit genau fiinf
Knoten mit ungeradem Grad (Klasse 11).

An dieser Aufgabe wird das schrittweise, induktive Vorgehen besonders gut

deutlich. Schiilerskizzen (LK 13), die den Losungsweg dokumentieren, zeigen dies
(sieche Abb. 12).

Typisch fiir erste Losungsversuche ist, dass der gezeichnete Graph immer weiter
wiéchst. Meist wird zunédchst ein Knoten hinzugefiigt, dann héufig immer mehr Kan-
ten und an den Enden dieser Kanten auch nochmals Knoten. Der Graph wird zu
yreparieren” versucht. Das heifft, zunédchst wird nach einer Konstruktion gesucht,
die die gesuchte Eigenschaft des Graphen erzeugt. Es stellt sich schnell heraus, dass
es ,irgendwie nicht geht“. Nun kommt der anspruchsvollere Teil, ndmlich zu zei-
gen, dass es nicht gehen kann. Hier hilft die bereits gewonnene Erfahrung weiter.
Was passiert denn, wenn eine neue Kante hinzukommt? Wie verédndern sich die
Knotengrade des Graphen? Welche unterschiedlichen Fille gibt es? So wird mit-
tels Fallunterscheidung der Beweis gefunden (hinter dem eigentlich eine vollstandige
Induktion steckt).

Die Konstruktion von Graphen mit bestimmten Eigenschaften kann noch eine an-
dere Zielrichtung haben, etwa die Suche nach , Worst-Case-Beispielen“ oder Bei-
spielen, die Eigenschaften von Algorithmen verdeutlichen. Es ist beispielsweise sehr
schwierig, im Rahmen der Bearbeitung des TSP gute und nicht zu grofie Beispiel-
graphen zu finden, die bei der Anwendung verschiedener TSP-Heuristiken interes-
sante unterschiedliche Ergebnisse liefern (ein sehr schones Beispiel ist in Grotschel
[30]). Das Experimentieren mit unterschiedlichen Kantengewichten und Heuristiken
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Abbildung 13: Das Experimentieren mit Graphen lisst individuelle Ausdrucksformen zu (LK 13).

erzeugt ein sehr detailliertes Verstandnis der Funktionsweisen der Heuristiken und
gibt eine Ahnung davon, dass die Anzahl der verschiedenen Hamiltonkreise in einem
vollstéandigen Graphen ungeheuer grof} ist. Hier kann die kombinatorische Explosion
handelnd erlebt werden.

Beim Experimentieren mit Graphen erarbeiten sich die Schiilerinnen und
Schiiler einige Fertigkeiten, die fiir das Argumentieren und Beweisen im
Rahmen der Graphentheorie benétigt werden. Wichtig ist dabei, dass ihnen
bewusst wird, dass die aus eigenem Nachdenken und Probieren entstandenen Fer-
tigkeiten bereits elementare mathematische Methoden sind. Dieses Vertrauen in die
eigene mathematische Schopferkraft miissen viele Schiilerinnen und Schiiler oft erst
wiedergewinnen. Zu sehr sind sie daran gewohnt, dass erst das, was die Lehrkraft
sagt, richtig ist und ihre eigenen Ideen nur als Stichworte fiir einen vorab geplanten
Unterrichtsablauf dienen.

Noch ein weiterer Aspekt des Arbeitens mit selbst generierten Beispielen zeigt sich
im Unterricht: Dadurch, dass Graphen keine vorgegebene Geometrie haben, er6ffnen
sich hier individuelle Gestaltungsmoglichkeiten, die inshesondere von Méadchen
kreativ genutzt werden. Hier ergibt sich die seltene Moglichkeit, beim Arbeiten
mit mathematischen Objekten individuelle Ausdrucksformen zu entwickeln (siche
Abb. 13).
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5.8 Modellieren im Unterricht

Die mathematische Modellierung ist der erste Schritt im Problemloseprozess fiir
angewandte Aufgaben. Beziiglich der von uns gewéhlten Problemstellungen, aber
durchaus nicht generell, gilt: Die Modellierung fiir die gewéhlten Probleme ist
meist unaufwindig, der Abstraktionsschritt dennoch nicht unerheblich.!?
Der Ubergang vom konkreten Objekt (das meist auch schon ein Modell ist, etwa
ein Stadtplan oder ein Liniennetzplan) zum Graphen, der nichts anderes als eine
zweistellige Relation ist, bedeutet eine nicht-triviale mathematische Denkleistung.

Eine Hilfe dabei ist, auf den vorhandenen Stadtplanausschnitt oder das im jeweiligen
Fall vorliegende Material eine Folie zu legen und auf dieser Folie den Graphen zu
zeichnen. Wird die Folie mit dem Graphen von der Vorlage heruntergenommen, so
werden Realmodell und mathematisches Modell voneinander getrennt. Mit dieser
Methode (siehe dazu auch Kapitel 6, Abschnitt 6.1.4) wird zusétzlich ermoglicht,
mittels mehrerer Folien verschiedene Modellierungstiefen (beispielsweise im Falle von
StraBennetzen, vgl. auch den Abschnitt ,,Modellieren®“ in Kapitel 3) auszuprobieren
und zu dokumentieren. Der Stadtplan bleibt ,,sauber” und dadurch auch im weiteren
Verlauf des Unterrichts nutzbar.

Die Modellierung und mathematische Losungsfindung ist ein spiralférmiger Prozess,
in dem der Weg von der Anwendung in die Theorie und zuriick zur Anwendung
(Modellierungskreislauf!®) schrittweise zur Verfeinerung des Modells fiihrt, bzw. zur
kritischen Uberpriifung der gewihlten mathematischen Methoden und der durch sie
produzierten Losungen. Dieser Prozess wird gerade dann deutlich sichtbar, wenn mit
Folien gearbeitet wird. Es kann im Verlauf der Erarbeitung immer wieder sinnvoll
sein, die Folie wieder auf den Stadtplan zuriickzulegen, um die gefundenen Losungen
dort anzusehen und zu iiberpriifen, um dann wieder auf dem Graphen weiterzuar-
beiten. Die stetige Vergewisserung, dass das, was man mathematisch tut,
auch in der Realitit sinnvoll ist, gibt eine wichtige Riickkopplung fiir die
Lernenden.

Dabei kann es auch vorkommen, dass das Modell fiir unterschiedliche Teilschrit-
te der Losung umgearbeitet werden muss. Fiir das Postbotenproblem werden auf
demselben Graphen zwei Kantengewichtungen bendétigt: eine fiir die Wegzeiten mit
Austeilen der Post und eine fiir die Wegzeiten, wenn die Strecke nur abgelaufen wird,
ohne dabei Post zu verteilen. Spéter stellt es sich heraus, dass die Optimierung nur
auf dem Graphen mit den Wegzeiten ohne Postausteilen geschieht und daher der
andere Graph nicht sehr wichtig ist. Das aber wird erst im Lauf des Erkundungs-
prozesses deutlich.

Der Blick vom Modell in die Realitdt muss nicht unbedingt immer nur das Aus-
gangsproblem betreffen. Nach abgeschlossener Modellierung, also wenn ein Graph
vorliegt, an dem dann weitergearbeitet wird, kann es durchaus sein, dass andere

5Hier ist mit ,,Modellierung® das Finden einer geeigneten mathematischen Darstellung gemeint und nicht der
gesamte Losungsprozess fiir ein angewandtes Problem.
164 verschiedenen Phasenbeschreibungen des Modellbildungsprozesses siche z. B. Jablonka [39], S. 17 ff.
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passende Realsituationen hinzukommen. Es spielt dann keine Rolle mehr, ob
der Postbote unterwegs ist oder die Miillabfuhr, ob etwas verteilt oder
eingesammelt werden soll, oder ob Touristen durch ein Museum gefiihrt
werden sollen. Damit zeigt sich die Universalitit mathematischer Darstel-
lung. Dieses Erlebnis kann sich auch im Klassenraum einstellen, wenn an zunéchst
scheinbar verschiedenen Aufgaben gearbeitet wird, von denen sich dann herausstellt,
dass sie dieselbe mathematische Losung besitzen. Solche unterschiedliche Aufgaben-
stellungen finden sich zu Beginn der Buchkapitel (Kapitel 8, bzw. [55], [56], [57]).

Umgekehrt kann es sehr iiberraschend sein, wenn die Modellierung fiir zwei sehr
dghnliche Problemstellungen wie die Optimierung des Weges fiir die Miillabfuhr bzw.
fiir die Briefzustellung &duflerst unterschiedlich ausfillt und die Losungswege erst
nach beendeter Modellierung wieder parallel laufen (siche dazu auch Kapitel 7).

Modellieren mit Graphen heifit, Entscheidungen zu treffen (vgl. auch Ka-
pitel 3). Einen Knoten zu setzen bedeutet, eine Stelle gefunden zu haben, an der es
eine Entscheidungsmoglichkeit gibt. Es muss dabei entschieden werden, wie detail-
liert das Modell werden soll, es miissen Losungen fiir den Umgang mit Kartenrdndern
von Stadtplanausschnitten oder mit Umsteigebahnhofen getroffen werden, fiir den
Umgang mit Wartezeiten fiir Linksabbieger etc.

Diese Entscheidungen im Verlauf des Modellierungsprozesses spielen sich in einem
klar abgesteckten Rahmen und vor allem innerhalb des Erfahrungshorizontes von
Schiilerinnen und Schiilern ab. Wird als Stadtplanausschnitt die Umgebung der
Schule gewéhlt, um beispielsweise das chinesische Postbotenproblem zu bearbei-
ten, so werden viele der Fragen durch vorhandenes Wissen beantwortet. Kann man
zwischen den H&usern durchgehen, um in die Parallelstrafle zu gelangen? Ist die
Sackgasse breit genug, so dass das Miillauto dort wenden kann? Gibt es Briefkdsten
am Friedhof? Viele der Fragen kniipfen an einen groflen Fundus von All-
tagswissen an und k6nnen bearbeitet werden, ohne dass zusitzliche Daten
vorliegen miissen. Das ist ein grofler Vorteil fiir die unterrichtspraktische
Umsetzung.

5.9 Algorithmisches Vorgehen

Algorithmisches Vorgehen ist den Schiilerinnen und Schiilern aus dem Mathema-
tikunterricht bekannt, allerdings iiberwiegend in der Form, dass sie bestimmte Re-
chenvorschriften an neuen Beispielen durchexerzieren. Dabei wird selten deutlich
gemacht, dass es sich dabei um Algorithmen handelt, und noch seltener werden sie
konkret als Schritt-fiir-Schritt-Anweisungen aufgeschrieben oder présentiert.

Im Rahmen eines authentischen Mathematikunterrichts iiber kombinatorische Opti-
mierung wird das algorithmische Arbeiten vollkommen anders in den Unterricht
eingebunden. Algorithmen zu erfinden und (umgangssprachlich) sauber
niederzuschreiben ist ein wesentlicher Bestandteil des Erarbeitungspro-
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zesses. Dabei kommen zwei Aspekte positiv zum Tragen: das Schritt-fiir-Schritt-
Arbeiten, das durch die diskreten Strukturen induziert wird (vgl. Kapitel 3) und die
alltagsnahen diskreten Grundtétigkeiten.

Die Ideen fiir den Ablauf von bestimmten Algorithmen entstehen durch das Experi-
mentieren auf Graphen, und zwar auf konkret gezeichneten Graphen. Mit Farbstiften
und ggf. einem Daumenkino (siehe Kapitel 6) kénnen Abldufe von Algorithmen sicht-
bar gemacht werden und es kann anhand von diesen Bildern {iber die grundsétzlichen
Vorgehensweisen nachgedacht werden. Besonders bei der Breitensuche ist die visu-
elle Darstellung eine grofie Hilfe, da das Explorieren der néchsten Ebene gewisser-
maflen in alle Richtungen gleichzeitig erfolgt. Dieser Vorgang ist in der bildlichen
Darstellung leicht zu verstehen und gut einpridgsam. Thn in passende Anweisungen
zu verpacken bedeutet insbesondere fiir jiingere Schiilerinnen und Schiiler der Mit-
telstufe eine hohe Anforderung. Das Aufteilen in einzelne Arbeitsschritte ist
eine analytische Denkleistung.

Die Aufteilung in Einzelschritte macht oft Schwierigkeiten, weil vieles unbewusst ge-
schieht. Es geht im Erarbeitungsprozess dann auch héufig darum, was als einzelner
Schritt angesehen wird und an welchen Stellen zusammengefasst werden kann. Auch
Schleifen im Ablauf der Algorithmen werden zunéchst leicht iibersehen. Die Einzel-
schritte bestehen aus einfachen diskreten Grundtéitigkeiten wie Auswiéhlen,
Z#hlen oder Sortieren bzw. aus organisatorischen Handlungen wie Markieren
oder in Datenstrukturen oder Variablenlisten eintragen.

Diese Einzelschritte bleiben auch spéter noch sichtbar, weil sie sich nicht in Formeln
zusammenfassen lassen, sondern algorithmisch aufgeschrieben werden (vgl. Kapi-
tel 3). Methoden zur Uberwindung der Schwierigkeiten beim Finden der Einzel-
schritte und beim Aufschreiben der Algorithmen sind in Kapitel 6 beschrieben.

Andererseits ist das Schritt-fiir-Schritt-Arbeiten auch ein natiirliches Vor-
gehen bei der Arbeit mit Graphen. Wenn Schiilerinnen und Schiiler auf einem
Graphen beispielsweise einen kiirzesten Weg suchen, so arbeiten sie sich von vorn-
herein schrittweise vor. Nur selten sind optimale Wege sofort als Ganzes zu erkennen.
Wird mit der Lochblende gearbeitet (siehe Kapitel 6), so wird dadurch das schritt-
weise Konstruieren von Wegen noch deutlicher als Notwendigkeit sichtbar. Dennoch
muss das schrittweise Vorgehen erst bewusst gemacht werden. Insbesondere erwar-
ten viele Schiiler, dass sich daraus spéter noch eine Formel ergibt (vgl. Abschnitt
5.4) und nehmen deshalb das schrittweise Vorgehen nicht sofort als mathematische
Methode wahr.

Die Zielrichtung, einem Computer beizubringen, wie er bestimmte Objekte auf Gra-
phen konstruiert, hilft nicht nur als Motivation fiir diese Form des Aufschreibens von
Tatigkeiten. Sie zeigt auch ganz deutlich, dass Mathematik als Prozess begriffen
werden kann.

Unabhéngig von der konkreten Aufgabenstellung hilft das Erfinden und Formulieren
von Algorithmen, einige prozessbezogene mathematische Kompetenzen zu fordern.
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Die Abstraktion vom konkreten Beispiel wird benétigt, die prézise Analyse von
Tatigkeiten, die Priorisierung von Tétigkeiten, das Erkennen von sich wiederho-
lenden Elementen und vieles mehr. Darum bieten sich solche Aufgabenstellungen
besonders fiir einen kompetenzorientierten Unterricht an.

Die Greedy-Methoden, die in verschiedenen Algorithmen zur Anwendung kom-
men, entsprechen intuitiven Herangehensweisen und sind daher in zweierlei Hinsicht
fiir den Unterricht hilfreich. In der Mittelstufe ist dies ein weiterer Punkt, der die
leichte Zugénglichkeit begriindet. Die spontan selbst erdachte Strategie beispiels-
weise zur Konstruktion minimaler aufspannender Baume fiihrt bereits zum Ziel. Es
ist fiir die Losung des Problems nicht notwendig, im Unterricht kom-
plizierte Methoden zu erlernen, sondern es kann mit den eigenen Ideen
weitergearbeitet werden.

Genau in diesem Punkt entsteht in der Oberstufe ein Beweisbediirfnis, wahrend
Mittelstufenschiiler dies einfach hinnehmen (und damit gelegentlich den Stoff un-
terschitzen, siehe Kapitel 7). Die Korrektheitsbeweise fiir diese ,einfachen* Algo-
rithmen sind auch fiir Oberstufenschiiler noch sehr anspruchsvoll (s. u.).

5.10 Argumentieren und Beweisbediirftigkeit

Argumentieren ist ein wesentlicher Teil des mathematischen Losungsprozesses. Die
deutschen Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss
erldutern, welche Kompetenzen sie unter Argumentieren fassen ([75], S. 8):

e Fragen stellen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind (,,Gibt es... 7%
» Wie verdndert sich. .. ?“, Ist das immer so...?*) und Vermutungen begriindet
auflern,

e mathematische Argumentationen entwickeln (wie Erlduterungen, Begriindungen,
Beweise),

e Losungswege beschreiben und begriinden.

Das schrittweise Vorgehen, das die Arbeit mit Graphen hiufig mit sich
bringt (s.o.), hilft, Argumentationsketten zu entwickeln und zu formulie-
ren. Der einfache Wechsel zwischen den Darstellungsebenen begiinstigt den Schritt
von visuell erarbeiteten Ideen zu formaleren Argumentationen. Der hohe Aufforde-
rungscharakter von Graphen erleichtert den Einstieg in das Experimentieren und
Argumentieren. Denkwege konnen anhand von Skizzen veranschaulicht werden und
so Diskussionsgrundlagen fiir gemeinsames Nachdenken geschaffen werden.!”

Dadurch, dass beim Experimentieren mit Graphen die mathematischen
Vermutungen auf jeweils individuell verschiedenen, selbst erzeugten Bei-
spielen beruhen, entsteht eine Beweisbediirftigkeit. Da jede/r einzelne einen

17ygl. die Definition von , Argumentation“ bei Hefendehl-Hebeker und Hufmann [34], die den kommunikativen
Aspekt besonders hervorhebt.
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individuellen Weg zur Vermutung gegangen ist, muss die Allgemeingiiltigkeit der
gefundenen Gesetzméfigkeiten erst bewiesen werden. Die beim Experimentieren ge-
wonnenen Fertigkeiten im Umgang mit Graphen helfen beim selbstéindigen Argu-
mentieren.

Eine Fufinote aus Lovéasz/Pelikan/Vesztergombi ([49], S. 165) zeigt einen weiteren
Aspekt des Arbeitens mit Graphen auf: ,, Wir haben diesen Beweis vielleicht detail-
lierter als notig angegeben. Man sollte sich jedoch bewuft dariiber sein, dass man bei
Beweisen zu Wegen und Kreisen leicht Bilder zeichnen kann (auf dem Papier oder
im Geiste), in denen implizit Annahmen gemacht werden, die letztlich irrefiihrend
sind. Wenn man beispielsweise zwei Wege miteinander verkniipft, stellt man sich
zuerst einen einzigen (langeren) Weg vor, was jedoch nicht der Fall sein muss.“

Charakteristisch fiir die Arbeit mit Graphen ist, dass so manche Dinge offensichtlich
erscheinen. Gerade das ist einer der Griinde fiir die leichte Zugénglichkeit. In sehr
vielen Féllen fiihrt eine intuitive Herangehensweise zum Ziel oder zumindest sehr
weit. Greedy-Algorithmen sind aus diesem Grunde besonders fiir den Mittelstufen-
unterricht geeignet.

Anschaulich und intuitiv plausibel erscheinende Argumentationen und Loésungsme-
thoden, die an mehreren Beispielen ausprobiert wurden, werden von Schiilerinnen
und Schiilern oft auch ohne Beweis als richtig akzeptiert. Es stellt eine hohe Anforde-
rung an das Abstraktionsvermégen und die Argumentierfihigkeit dar, hinter solchen
Offensichtlichkeiten die implizit, also unbewusst gemachten Annahmen zu erkennen
und dann eine Allgemeinheit zu erringen. Mit dem Erkennen und Uberwinden dieser
Schwierigkeit der Arbeit mit Graphen, lernen die Schiilerinnen und Schiiler wichtige
mathematische Tétigkeiten kennen: die penible Analyse der gemachten Annahmen
und das prézise Argumentieren, um Vermutungen zu beweisen. Dabei ist nicht selten
eine behutsame Hilfestellung durch die Lehrkrafte notwendig.

Freudenthal schlégt in diesem Zusammenhang vor ([22], S. 94): ,[...] dal man nicht
dem Schiiler geschniegelte und gebiigelte Beweise vorsetzte, sondern ihn rohe Be-
weise finden liefle, die er dann auch noch mit dem letzten Schliff versehen miifite.
Mit dieser Tatigkeit kdme er iiber das lokale Problemlésen hinaus zu einem ersten
Ansatz selbsténdiger Systembildung in der Mathematik.*

Im Rahmen der von uns gewéhlten graphentheoretischen Probleme kann tatséchlich
so verfahren werden. Eine Sonderstellung nehmen die Korrektheitsbeweise
fiir Algorithmen ein. Das Beweisbediirfnis entsteht nicht ohne Weiteres
aus dem handelnden Umgang heraus. Wurde eine Formulierung fiir einen selbst
erfundenen Algorithmus gefunden (ggf. mit Hilfe der in Kapitel 6 beschrieben Me-
thoden) und der Algorithmus erzeugt augenscheinlich richtige Losungen, so kommen
Schiilerinnen und Schiiler nicht unbedingt auf die Idee, dass dort etwas zu beweisen
sei.

Ein Problem fiir die unterrichtliche Erarbeitung liegt zudem darin, dass diese Kor-
rektheitsbeweise meist nicht im zeitlichen Rahmen des Unterrichts von den Lernen-

83



5. Das didaktische Potenzial der kombinatorischen Optimierung

den selbst erfunden werden konnen. Das kommt daher, dass diese Beweise meist
mittels vollstdndiger Induktion gefiihrt werden und oft zusétzlich als Widerspruchs-
beweis. Es ist aber im Rahmen des Unterrichts durchaus denkbar, verstdndlich auf-
geschriebene Beweise nachzuvollziechen oder aber einzelne Argumentationsschritte
mit den Schiilerinnen und Schiilern zu erarbeiten.

5.11 Offene Probleme

Bei der unterrichtlichen Erforschung von Themen der kombinatorischen Optimierung
kommen an verschiedenen Stellen Fragen auf, die zu den offenen Problemen der
Mathematik gehoren. Es ist dies beispielsweise die Frage, ob es fiir das Travelling-
Salesman-Problem effiziente Algorithmen geben kann (was auf die P vs. N"P-Proble-
matik fithrt, siche dazu Grotschel [29]) oder die Frage nach einem Kriterienkatalog
zur Uberpriifung von Graphenisomorphien.

Die kombinatorische Optimierung zeichnet sich dadurch aus, dass sie offe-
ne Probleme besitzt, die allgemeinverstindlich formuliert werden kénnen.
Schiilerinnen und Schiiler stoflen oft selbst auf diese Fragen. So einfach, wie sie zu
finden und zu formulieren sind, so schwer ist es darzustellen, woran es liegt, dass
die Losung so schwer zu finden ist. An dieser Stelle horen die Moglichkeiten der
eigenen Erarbeitung durch Schiiler auf und muss auf einen Lehrervortrag oder ein
Schiilerreferat anhand geeigneter Texte, z. B. Grotschels Kapitel iiber das P vs.
NP-Problem [29] oder Gritzmann/Brandenberg [27] zuriickgegriffen werden.

Ein wichtiges Anliegen eines authentischen Mathematikunterrichts ist ge-
rade dieser Kontakt zu offenen Forschungsfragen, um zu zeigen, dass Ma-
thematik eine duflerst lebendige Wissenschaft ist und weit davon entfernt,
bereits alles erforscht zu haben.

84



5. Das didaktische Potenzial der kombinatorischen Optimierung

5.12 Fazit: Authentisch Mathematik treiben
mit Kombinatorischer Optimierung

Die in diesem Kapitel dargestellten Uberlegungen und Erfahrungen zeigen, dass die
kombinatorische Optimierung in vielerlei Hinsicht fiir einen authentischen Mathe-
matikunterricht geeignet ist. Neben der leichten Zugénglichkeit ist es vor allem
die Charakteristik der mathematischen Methoden, die das Themengebiet
auszeichnet.

Es ergibt sich eine fiir den Unterricht ideale Kombination aus

e Anwendung,
e Realitédtsbezug,
e experimentierfreundlichen Strukturen,

e mathematischen Methoden, die aus alltdglichen Grundtétigkeiten heraus
entwickelt werden kénnen, und

e ciner Variationsbreite des Niveaus

und damit die Moglichkeit zum selbstédndigen Erarbeiten.

Dabei erschlieit sich ein modernes mathematisches Fachgebiet, das u.a. mit
algorithmischen Methoden arbeitet, und in dem es versténdliche offene Fra-
gen gibt.

Sowohl der Inhalt als auch die moéglichen Herangehensweisen lassen einen
entdeckenden genetisch strukturierten Unterricht zu, in dem authentische
Begegnungen mit Mathematik stattfinden kénnen.

Die hier herausgearbeiteten Thesen werden von Aussagen einiger anderer Autoren
iiber unterschiedliche Teilgebiete der diskreten Mathematik als Unterrichtsstoff un-
terstiitzt. Eine besonders schéne AuBerung stammt von Eric W. Hart ([32], S. 77,
Hervorhebung: BLW):

,», The overall conclusion can only be that discrete mathematics is an ex-
citing and necessary addition to the secondary school curriculum;
so let’s teach it and enjoy it!“
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6 Spezielle Unterrichtsmethoden
fiir die kombinatorische Optimierung

Basierend auf der Analyse des didaktischen Potenzials der gewédhlten Themen aus
der kombinatorischen Optimierung wurden Unterrichtsmethoden entwickelt und prak-
tisch erprobt, die helfen konnen, authentische Begegnungen mit der Mathematik zu
fordern. Vorteile und Schwierigkeiten im Umgang mit der Thematik werden dabei
produktiv genutzt.

6.1 Mit Graphen arbeiten

Das Arbeiten mit Graphen kann in verschiedener Hinsicht unterstiitzt werden. Die
folgenden Methoden und Medien heben verschiedene Aspekte des Arbeitens
mit Graphen hervor:

e die hohe Experimentierfreundlichkeit,
e das lokale Arbeiten, das durch die diskrete Struktur bedingt ist,
e die flexible Darstellung ohne geometrische Festlegung,

e den Ubergang vom Realmodell zum mathematischen Modell.

6.1.1 Das Graphenlabor

Die enorme Experimentierfreundlichkeit von Graphen ist einer der wichtigsten Aspek-
te, die es ermoglichen, mit kombinatorischer Optimierung einen Unterricht mit
hohem Anteil an Selbsttétigkeit der Schiilerinnen und Schiiler zu gestalten. Das
selbsténdige Generieren von selbst erdachten Beispielen ist eine wichtige Kompo-
nente innerhalb des Unterrichts, um zu Vermutungen und Beweisen zu gelangen,
aber auch, um algorithmische Ideen ausprobieren und iiberpriifen zu kénnen.

Als Metapher fiir dieses freie Experimentieren mit Graphen wurde das Graphenla-
bor gewihlt. Diese Bezeichnung soll Assoziationen an Alchemistenkiichen wecken, in
denen so lange kreativ experimentiert wird, bis die gewiinschte Substanz erscheint.
Nicht gemeint ist hingegen das Nachmachen von vorgeschriebenen Experimenten.
Wie kann diese Vorstellung des freien Experimentierens im Klassenzimmer manifest
gemacht werden?

Es ist insbesondere bei einem Unterricht, der gefiihrte und freie Arbeitsphasen
mischt, moglich, verbindliche Phasen der Arbeit im Graphenlabor einzufiihren. Die
Dauer solcher Laborphasen héingt von der Aufgabenstellung ab. Sie kann von der Be-
arbeitung einzelner relativ eng gefasster Experimentieraufgaben wie der Bestimmung
der Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad bis hin zu weit tragenden Aufgabenstel-
lungen reichen. Solch eine grofiere Aufgabe konnte sein, (U-Bahn-)Streckennetze zu
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Abbildung 14: Aus dem Graphenlabor: auf der Suche nach dem Eulerkriterium.

entwerfen, die verschiedenen selbstgewéhlten Anforderungen entsprechen, beispiels-
weise maximal zwei Mal Umsteigen zwischen je zwei Stationen (vgl. auch Buchseite 9
in Kapitel 8. Wichtig ist eine Dokumentation der Erarbeitung sowohl durch Skiz-
zenblétter als auch in Lerntagebiichern.

In einem Unterricht, der {iber weite Strecken auf selbstandiger Arbeit der Schiilerin-
nen und Schiiler basiert, konnen solche Phasen nicht so leicht identifiziert werden.
Aber sie konnen bewusst gemacht werden durch bestimmte Dokumentationsformen.
Es kann ein extra Hefter mit den Labor-Skizzenblattern angelegt werden, zu denen
,, Versuchsbeschreibungen® verfasst werden. Noch schoner und fiir die ganze Klasse
besser zuginglich wére eine Galerie an der Wand, wo die Versuchsergebnisse aus-
gehéngt werden, so dass die Moglichkeit besteht, auf den Ergebnissen von anderen
aufzubauen oder gemeinsam weiter zu experimentieren.

6.1.2 Die Froschperspektive und die Lochblende

Eine der grofiten Schwierigkeiten bei der Arbeit mit Graphen, insbesondere beim
Erfinden von Algorithmen, ist, vom Gesamtblick auf den Graphen zu abstrahie-
ren. Liegt ein gezeichneter Graph vor, so findet das Auge haufig recht schnell z. B.
einen minimalen aufspannenden Baum. Kanten werden mit dem Stift eingeféarbt und
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Kreise gleich von vornherein vermieden. Grundideen fiir Algorithmen werden auch
von jiingeren Schiilerinnen und Schiilern (meine Erfahrungen reichen bis hinunter
zur Klassenstufe 8) problemlos auf intuitive Art und Weise visuell gefunden. Ge-
rade darin liegt ja auch die Stéarke der Arbeit mit Graphen: Zun#chst konnen die
bendtigten Ideen direkt am Beispielgraphen entwickelt werden.

Beim Finden von Beweisen, aber vor allem beim Formalisieren von Algorithmen
muss dann der Schritt weg vom Beispiel (bzw. vielen Beispielen) hin zur Verallge-
meinerung passieren. Das fillt hier besonders schwer, da die visuelle Darstellungs-
form bei Graphen sehr prisent ist, anders als bei der Arbeit mit Funktionen z. B.,
wo iiberwiegend mit dem Funktionsterm hantiert wird und der Funktionsgraph oft
erst nach einigem Rechnen gezeichnet werden kann.

Einer der grofien Vorteile der Arbeit mit Graphen, ndmlich, dass ein visuelles, intui-
tives Herangehen gefordert wird (vgl. Kapitel 5), das kreatives Forschen befordert,
kehrt sich in dem Moment, in dem es um Formalisierung geht, zunéichst ins Ge-
genteil um. Schuster [74] schreibt im Rahmen einer Analyse der Vorgehensweise
beim Finden von Algorithmen fiir minimale aufspannende Baume: ,,Im Lernvorgang
miissen konkrete Tétigkeiten zu Handlungsmustern idealisiert werden, um sich von
den Besonderheiten des konkreten Falls zu 16sen und den Algorithmus als syste-
matisches Verfahren bewusst wahrzunehmen. Eine Vorgehensweise am konkreten
Material, die selbstverstandlich wirkt, steht aber diesem Bewusstwerden entgegen,
da sie nicht explizit und die Vorgehensweise reflektierend konstruiert werden muss,
sondern lediglich die Fortsetzung eines aus dem sonstigen Leben bekannten un-
bewussten heuristischen Musters auf eine neue Situation darstellt. ([74], S. 152)
,Diese ,, Offensichtlichkeit* der Strategie unterbindet im Lernprozess leicht jede Re-
flexion iiber das Verfahren als Handlungsmuster und die Frage nach der Korrektheit
des Ergebnisses. Naive Vorstellungen von Selbstversténdlichkeit stellen hier also ein
Lernhemmnis dar.“ ([74], S. 153)

Ein wichtiges Ziel im Unterricht {iber kombinatorische Optimierung ist daher, den
Abstraktionsschritt vom handelnden Tun im konkreten Graphen zum formalisierten
Algorithmus oder Beweis zu erméglichen und zu erleichtern. Erst auf der abstrakten
Ebene kann dann auch ein Fehlerbewusstsein erwachsen. Denn am konkreten Bei-
spiel klappt es ja offensichtlich, was man macht. In allgemeinerer Darstellung aber
entsteht eine Beweisbediirftigkeit.

Wie also kann dieser Schritt von Losungs- oder Beweisstrategien, die an konkreten
Graphen gefunden wurden, hin zu einer verallgemeinerten Form unterstiitzt wer-
den? Dafiir muss man sich zunéchst klarmachen, wie auf Graphen konstruiert und
argumentiert wird. An dieser Stelle kommen die Unterschiede zwischen Methoden
der diskreten und der kontinuierlichen Mathematik sehr deutlich zum Tragen. Bei
Graphen kann nicht vom Verhalten an einer Stelle auf den Rest geschlossen wer-
den, oder jedenfalls nicht im Allgemeinen. Der Grad eines Knotens sagt nichts aus
iiber den Grad der ggf. vorhandenen Nachbarknoten. Dass ein Knoten Nachbarn
hat, besagt gar nichts dariiber, ob auch alle anderen Knoten Nachbarn haben oder
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Abbildung 15: Die Froschperspektive.

ob der Graph zusammenhéngend ist. Das algorithmische Denken lduft ebenso wie
Argumentationen auf Graphen in kleinen Schritten ab. Vorgehensweisen miissen in
kleine Operationen zergliedert werden und (darin liegt die Kunst) so hintereinan-
dergeschaltet werden, dass am Ende tatsdchlich das geplante Ergebnis herauskommt
(vgl. dazu Kapitel 3).

Auch fiir einfache Begriffsbildungen wie ,Kreis* ist es wichtig, den Blick von der
geometrisch festgelegten Zeichnung zu losen. Schuster schreibt dazu: ,,Als Konse-
quenz [aus der Analyse eines Transkriptes eines Unterrichtsgespriachs, Anm. BLW]
fiir ein Unterrichtsdesign ergibt sich die Notwendigkeit, die Form der geometrischen
Représentation zuriickzudréngen.“ ([74], S. 214)

Um den Blick vom Gesamtgraphen zu losen, eignet sich die Vorstellung der Frosch-
perspektive. Sie kann konkret im Schulhof visualisiert werden, indem dort ein sehr
grofler Graph aufgezeichnet wird und eine Schiilerin oder ein Schiiler sich auf einen
Knoten setzt und nun aus dieser Froschperspektive heraus bestimmte Eigenschaften
des Graphen erkunden soll oder z.B. eine Eulertour durch einen eulerschen Gra-
phen konstruieren soll. Es sind aus der Froschperspektive heraus nicht alle Arbeiten
auf Graphen ohne weiteres moglich. Fiir das Springen zum néchsten Knoten mit
kiirzester Distanzmarke beim Algorithmus von Dijkstra muss die ausfithrende Per-
son sich einen Plan des bereits explorierten Teils des Graphen machen, denn ohne
,, Vogelperspektive“ ist der zu besuchende Knoten sonst nicht zu finden. Fiir die Tie-
fensuche oder die Konstruktion von Eulertouren kann die Froschperspektive ohne
komplizierte Hilfskonstruktionen direkt zum Einsatz kommen.

Im Klassenzimmer kann die Froschperspektive durch eine Lochblende aus Papier
oder farbiger Folie leicht visualisiert werden. Die selbst hergestellt Lochblende steht
bei Bedarf schnell zur Verfiigung und hilft immer wieder, sich in die Froschperspek-
tive zu versetzen.

Die Froschperspektive hilft insbesondere von der Geometrie des gezeichneten Gra-
phen zu abstrahieren und wirklich nur noch die (Relations-)Struktur wahrzunehmen.
Gerade auch fiir Argumentationen zum Beweis von kleinen Graphensétzen ist dies
immer wieder hilfreich.
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Abbildung 16: Die Froschperspektive im Klassenzimmer: Arbeiten mit der Lochblende.

Abbildung 17: Veranschaulichung der fehlenden Geometrie von Graphen mit dem Knopfgraph.

6.1.3 Graphendarstellungen: Knopfgraph, dynamische Software

Ein weiteres Hilfsmittel, um von einer geometrisch festgelegten Vorstellung von Gra-
phen wegzukommen ist der Knopfgraph.

Mit seiner Hilfe kann das Phidnomen der Isomorphie veranschaulicht werden und
das von Green geschilderte Problem ausgerdumt werden ([26], S. 61): ,Dabei finden
Jugendliche es oft schwierig zu verstehen, dass verschieden aussehende Graphen |...]
strukturell identisch sind, d.h. dass ein Isomorphismus zwischen den beiden Gra-
phen existiert.“ Werden Graphen (von jiingeren Schiilerinnen und Schiilern) nachge-
bastelt, so lassen sich mit ihnen verschiedene geometrische Positionen ausprobieren,
um beispielsweise planare Darstellungen zu suchen. Mit dem Knopfgraphenmodell
kénnen dabei auch Einbettungen in den dreidimensionalen Raum ausprobiert wer-
den.

Fiir das Kiirzeste-Wege-Problem kann mit Hilfe eines mafistabsgetreuen Fadenmo-
dells eine Losung gefunden werden: Festhalten von Start- und Zielknoten und Straff-
ziehen zeigt den kiirzesten Weg an.

Mit der Software ,,Visage* [47] konnen die zweidimensionalen Graphenzeichnun-
gen per Zugmodus verdndert werden. Anders als beim Knopfgraphen kann hier
schneller experimentiert werden und es gibt die Moglichkeit, auf den Graphen Algo-
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Abbildung 18: Gleichzeitige dynamische Darstellung von Graph und Adjazenzmatrix mit ,, Visage®

rithmen ablaufen zu lassen, andererseits bleibt das sinnliche Erlebnis aus und kann
die dritte Dimension nicht beriicksichtigt werden. So muss je nach Erfordernissen
des Unterrichts das geeignete Medium gewéhlt werden.

Was ,,Visage® noch zusétzlich liefert, ist eine gleichzeitige Darstellung des gezeich-
neten Graphen und seiner Adjazenzmatrix (siche Abb. 18). Der Graph kann wahl-
weise durch Hinzufiigen von Knoten und Kanten verdndert werden oder es kénnen
durch Klicken auf die Eintrage der Matrix Kanten hinzugefiigt oder geléscht wer-
den. Dadurch wird das Zusammenspiel zwischen Zeichnung des Graphen und seiner
Matrixdarstellung dem Experiment direkt zugénglich. Verdndern der Zeichnung des
Graphen durch den Zugmodus verdndert die Matrix nicht, was noch einmal be-
kréftigt, dass verschieden aussehende Graphen strukturell identisch sein konnen.

6.1.4 Den Ubergang vom Realmodell zum mathematischen Modell greifbar machen:
der Foliengraph

Fiir die gewéhlten Problemstellungen kann meist von einer bereits idealisierten Dar-
stellung der Realitéit ausgegangen werden, beispielsweise von Stadtpldnen, Linien-
netzplianen, etc. Solche Darstellungen, die zwar bereits Modellcharakter haben, aber
keine mathematischen Modelle sind, konnen als Realmodelle bezeichnet werden.

Wie bereits in Kapitel 5 (Abschnitt 5.7) beschrieben, kénnen der Modellierungs-
prozess und der sogenannte Modellierungskreislauf unterstiitzt werden, indem mit
Folien gearbeitet wird, die auf das Realmodell gelegt werden. Dies ermoglicht einer-
seits ein mutigeres Ausprobieren, da der Stadtplan, bzw. das entsprechende Materi-
al, geschont wird, und so mehrere Versuche an dem gleichen Beispiel moglich sind.
Fehlversuche kénnen einfach verworfen werden oder es konnen alternative Modellie-
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Die Briefzustellung optimieren

In diesern Gebiet soll die Post ausgetragen werden, Optimieren Sie den Weg des Post-
hoten oder der Postbatin.

b

Abbildung 19: Modellieren auf Folie hilft beim Ubergang vom Realmodell zum mathematischen
Modell (LK 13).

rungen entwickelt werden, an denen erprobt werden kann, wie sich welche Modellie-
rungsannahme auf die Losung auswirkt.

Ist das Modell fertig, kann die Folie vom Plan heruntergenommen und somit kénnen
Realmodell und Modell in einem Handgriff voneinander getrennt werden (siehe
Abb. 19). Ebenso einfach kann eine Uberpriifung anhand der realen Situation er-
folgen, indem der Plan wieder unter die Folie gelegt wird. Dies ist hilfreich im Pro-
blemldseprozess, aber noch mehr als das: der Ubergang vom Realmodell zum mathe-
matischen Modell wird durch diese Handlung sichtbar und dadurch ins Bewusstsein
geriickt.
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6.2 Das Rollenspiel und andere Methoden zur Veranschaulichung
von Algorithmen

Algorithmen als Schritt-fiir-Schritt- Anweisungen fehlerfrei niederzuschreiben bedeu-
tet eine hohe Anforderung an das analytische Denken.'® Es fillt Schiilerinnen und
Schiilern der Mittelstufe, aber auch der Oberstufe schwer, die einzelnen Handlungs-
schritte prézise voneinander zu trennen. Dadurch entstehen oft fehlerhafte Anwei-
sungen. Fiir die Verfasser dieser Anweisungen ist es fast unmoglich, diese Fehler
selbst zu entdecken. Ursache sind sehr hiufig zwar gedachte und beim Experimen-
tieren selbstverstdndlich mit ausgefiihrte, aber nicht explizit als Anweisung nieder-
geschriebene Handlungen. Eine andere Fehlerquelle ist, nicht alle moglichen Félle
mit einbezogen zu haben.

Ideal wire es, mit Hilfe einer Unterrichtssoftware die selbst ausgedachten Algorith-
men ausprobieren, und somit eine objektive Uberpriifung durchfithren zu kénnen.
Dies ist, ohne bestimmte Programmiersprachen zu beherrschen, nicht moglich. So-
bald die Umgangssprache in irgendeiner Weise normiert wird, um vom Computer
verstanden werden zu konnen, handelt es sich in gewissem Sinne bereits um eine Pro-
grammiersprache, die von den Schiilerinnen und Schiilern erst erlernt oder festgelegt
werden miisste.

Die folgenden Methoden zur Veranschaulichung von algorithmischen Vorgéingen wur-
den speziell fiir den gewdhlten Themenkanon und den Einsatz in den Sekundarstufen
entwickelt.! Sie beriicksichtigen,

e dass Algorithmen im Alltag von Schiilerinnen und Schiilern présent sind,
e dass man den Ablauf durch eine Folge von Einzelbildern darstellen kann,

e dass Algorithmen durch das Zusammenspiel von Anweisung und Ausfiihrung
gekennzeichnet sind und nachgespielt werden kénnen,

e dass Algorithmen dargestellt werden kénnen als eine Kette von Aktionen, die
auf verschiedenen Datenstrukturen, Variablenlisten und anderen Strukturen
ausgefiihrt werden,

e und dass Datenstrukturen nichts Abstraktes sein miissen, sondern ,, handgreif-
lich® dargestellt werden kénnen

6.2.1 Alltagstéatigkeiten algorithmisch beschreiben

Algorithmen sind im Alltag stédndig présent, nur ist das vielen nicht bewusst. Ein
Kochrezept ist ein Algorithmus, ebenso die Anleitung, einen IKEA-Schrank zusam-
menzubauen oder die Anleitung zum Wiederaufladen des Handy-Guthabens. An

18vgl. Schusters didaktische Thesen [74], S. 245-246
9Fiir den Elementar- und Primarbereich gibt es bereits einige Ideen, z.B. die ,,Offline activities® von
Bell/Witten/Fellows [7].
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diese Vorkenntnisse kann im Unterricht angekniipft werden. Die Analyse von sol-
chen Anleitungen kann ein Einstieg in die Arbeit mit Algorithmen sein. Es stellt
sich z.B. die Frage, ob es wirklich notwendig ist, dass in der Anleitung zum Zube-
reiten einer Tiefkiihlpizza dabei steht, dass vor dem Aufbacken die Folie entfernt
werden muss. Fragen ganz dhnlicher Art tauchen beim Entwickeln von Graphenal-
gorithmen wieder auf. Etwa: Reicht es zu schreiben ,,Wéhle eine noch unbesuchte
Kante“ oder muss diese Anweisung detaillierter gefasst werden?

Als Voriibung zum eigenen Verfassen von Graphenalgorithmen kénnen Schritt-fiir-
Schritt- Anweisungen fiir Alltagstiatigkeiten geschrieben werden. Der Weg vom
Klassenzimmer bis zum Brotchenverkaufsstand in der Pausenhalle kénnte als Bei-
spiel dienen. Oder das morgendliche Aufstehen, Anziehen, Zahneputzen etc. Auch
hier muss wieder hinterfragt werden, wie viel Wissen bei den Ausfithrenden voraus-
gesetzt werden kann. Reicht die Anweisung ,,Nimm Zahnpaste!* aus, oder muss es
heiflen ,,Nimm die Zahpastatube in die eine Hand, schraube mit der anderen den
Deckel ab. Lege den Deckel irgendwo ab. Nimm dann die Zahnbiirste in die freie
Hand, driicke etwa 2 cm Zahnpaste auf die Borsten der Zahnbiirste® etc.

Anhand der alltédglichen Beispiele wird sehr vieles deutlich, was auch bei der Arbeit
mit Graphenalgorithmen eine Rolle spielt. Es gibt gelegentlich freie Entscheidungen
zu treffen, etwa wohin der Deckel der Zahnpastatube gelegt werde soll. Es ist zu ent-
scheiden, wie viel Vorwissen man voraussetzt (das ist bei den Graphenalgorithmen
deshalb im Unterricht moglich, weil wir sie nicht konkret implementieren). Es zeigt
sich, dass viele Handlungen unbewusst ausgefiithrt werden. Diese miissen erkannt
und aufgeschrieben werden.

Solche Voriibungen, die im Ubrigen auch &uBerst motivierend sind und viel Spaf
machen konnen, geben die Moglichkeit, sich mit der Problematik des Aufschreibens
von Schritt-fiir-Schritt-Anweisungen anhand von Alltagshandlungen zu befassen und
in diesem vertrauten Kontext bereits einige der zu iiberwindenden Schwierigkeiten
kennenzulernen.

6.2.2 Das Daumenkino

Das Daumenkino ist eine Moglichkeit zur Visualisierung des Ablaufes von Algo-
rithmen, die vor allem fiir die unteren Klassen der Mittelstufe geeignet ist, da es
gleichzeitig eine Bastel-Aktivitéit ist. Um ein Algorithmen-Daumenkino zu erstellen,
muss der Ablauf eines Algorithmus in seine Einzelschritte zerlegt werden. Pro Seite
des Daumenkinos wird beispielsweise fiir die Tiefensuche eine neue Kante markiert
oder Backtracking auf einer Kante gemacht. Fiir die kritischen Stellen bei der Tiefen-
suche: das Loschen von Kanten, die einen Kreis schliefen oder das Riickwértsgehen
aus ,,Sackgassen“ wieder hinaus, bietet das Daumenkino Kldrung.

Aktionen, die vorher unreflektiert und vielleicht sogar unbemerkt durchgefiithrt wur-
den (wie das Verlassen von , Sackgassen®), miissen bei der Herstellung des Daumen-
kinos in Einzelaktionen aufgespalten werden und werden so ins Bewusstsein geholt.
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Fiir die Niederschrift der Handlungsanweisung konnen dann die einzelnen Blétter
der Daumenkinos wiederum helfen, keine Zwischenschritte auszulassen.

Verwenden die Schiilerinnen und Schiiler fiir ihre Daumenkinos alle den gleichen Gra-
phen, so kénnen sie neben der Aufteilung des Algorithmus in Einzelschritte noch eine
weitere Beobachtung machen. Die Losungen, die dabei herauskommen, sind nicht al-
le gleich (das hingt natiirlich vom konkreten Graphen und vom Algorithmus ab). Bei
der Tiefensuche, um beim obigen Beispiel zu bleiben, kénnen unterschiedliche auf-
spannende Baume entstehen. Ausgehend von dieser Beobachtung ergeben sich neue
Forschungsfragen fiir den Unterricht: Wie viele unterschiedliche Losungen kann es
geben? Wie muss ich den Graphen bauen, um mit dem gegebenen Algorithmus eine
eindeutige Losung zu erhalten (eine Aufgabe fiir das Graphenlabor)? Wie muss ich
den Algorithmus formulieren, um eine eindeutige Losung zu erhalten (beispielsweise
durch eine Festlegung bei der Wahl von néchsten Knoten oder Kanten)? Sind denn
iiberhaupt alle von den Algorithmen gefundenen Losungen richtig?

6.2.3 Blittertausch und ,,Schiffe versenken

Zur Uberpriifung der Verstindlichkeit und Funktionstiichtigkeit von selbst formu-
lierten Schritt-fiir-Schritt- Anweisungen wurden zwei Methoden entwickelt. Die erste,
der Blattertausch, ist sehr naheliegend und in der Unterrichtspraxis nicht neu (vgl.
z.B. die Aufgabenstellung in Hart [33], S. 258). Die selbst verfassten Algorithmen
werden von den Schiilerinnen und Schiilern auf jeweils ein Blatt Papier geschrie-
ben. Diese mit Namen versehenen Blatter werden gemischt und neu in der Klasse
verteilt, so dass keiner sein eigenes Blatt erhélt. Nun produziert sich jeder mehrere
Beispielgraphen und probiert daran die Anweisungen auf dem Blatt aus. Korrektu-
ren und/oder Fragen werden auf dem Blatt notiert und dies an den Verfasser zur
Uberarbeitung zuriickgegeben. Dieser Korrekturprozess kann mehrmals hinterein-
ander ausgefiihrt werden, um Qualitédtsunterschiede der Korrekturen auszugleichen
und um zu moglichst fehlerfreien Ergebnissen zu kommen.

Mit dem Bléttertausch wird jeder einzelne Schiiler verantwortungsvoll mit in die
Arbeit einbezogen. Auch schwéchere Schiiler kénnen dabei ohne Probleme mitwir-
ken, da die Ausfithrung der Anweisungen stets moglich sein sollte. In der Phase
der Korrektur bilden sich verschiedene Zweiergriippchen, um Riickfragen zu den
Anmerkungen zu diskutieren.

Eine Variante, die spielerischer ist, aber die Niveauunterschiede innerhalb der Klas-
se nicht so gut ausgleichen kann wie der Blattertausch, ist ,,Schiffe versenken*.
Die Schiiler tun sich in Zweiergruppen zusammen. Sie bauen zwischen sich einen
Sichtschutz (Schulranzen o. &.) auf. Einer von beiden hat seinen selbst formulierten
Algorithmus vor sich liegen. Der andere zeichnet sich einen Beispielgraphen. Nun
bekommt er von der anderen Person die Anweisungen gesagt und fiihrt sie durch.
Die Person, die die Anweisungen gibt, kann weder den Graphen noch die darauf
ausgefithrten Aktionen sehen.
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Abbildung 20: Uberpriifung von selbst erdachten Algorithmen: der Blittertausch.

Wenn die Person, die auf dem Graphen arbeitet, fertig ist bzw. nicht mehr weiter-
kommt, dann wird der Ablauf und das Ergebnis diskutiert. Verstdndnisschwierig-
keiten bei den Formulierungen kénnen so erkannt und behoben werden und es kann
gepriift werden, ob der erdachte Algorithmus auch in von anderen erzeugten Bei-
spielen funktioniert oder ob dort Sonderfille auftreten, auf die man selbst noch nicht
gestoflen war.

6.2.4 Der ,,dumme Computer*

Eine #hnliche inhaltliche Wirkung wie der Blattertausch und ., Schiffe versenken*
zeigt die Methode dummer Computer. Sie arbeitet aber mit einer anderen So-
zialform. Der etwas salopp gewéhlte Name soll verdeutlichen, dass Computer nicht
selbst denken konnen, also auch nicht mitdenken koénnen, wenn sie Anweisungen
ausfiihren sollen.

Das Spiel wird mit der ganzen Klasse durchgefiihrt. Ein Schiiler oder eine Schiilerin
geht an die Tafel und spielt den Computer. Entweder ist an der Tafel fiir alle sichtbar
ein Graph oder eine Adjazenzmatrix angezeichnet oder — das ist die spannendere
und schwierigere Version — der Graph ist auf der Tafelriickseite, so dass nur der
,Computer” ihn sehen kann. Der ,Computer* bekommt nun aus der Klasse Anwei-
sungen, was er tun soll. Die schwierigere Rolle hat die Person an der Tafel. Sie muss
nun tatséichlich versuchen, genau das zu tun, was angewiesen wurde. Dabei darf sie
nichts hineininterpretieren oder selbstdndig mitdenken, daher der Name fiir diese
Methode.

WEeil es tatsichlich sehr schwierig ist, die Rolle des Computers korrekt auszufiihren,
konnen zusétzlich ein oder zwei ,, Kontrolleure“ an die Tafel geholt werden, die darauf
achten, dass der ,,Computer® nicht mitdenkt. Als Lehrer oder Lehrerin kann man
auch mit vorne an der Tafel stehen und den ,,Computer* unterstiitzen, aber ihn auch
gelegentlich animieren, besonders kritische Félle anzusteuern, um dariiber mit der
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Abbildung 21: Das Rollenspiel.

Klasse diskutieren zu konnen.

Solch ein Eingreifen kann beispielsweise hilfreich sein, wenn der Zwiebelschalen-
Algorithmus fiir Eulertouren erarbeitet wird. Die Person an der Tafel neigt meist
dazu, die Eulertour gleich beim ersten Versuch komplett zu konstruieren. Fiir das
Versténdnis des Algorithmus ist es allerdings notwendig, zundchst mehrere kleinere
Kreise zu erzeugen, um diese dann geeignet hintereinander zu héangen.

Die Methode ,,dummer Computer” bietet die Moglichkeit, mit der ganzen Klas-
se iiber algorithmische Abldufe und iiber die gewéhlten Einzelschritte und deren
Formulierungen zu diskutieren. Dass es immer reichlich viele Interessenten fiir die
Rolle des ,,dummen Computers“ gibt, und solche Stunden héaufig sehr frohlich und
engagiert ablaufen, sind erfreuliche weitere Effekte dieser Methode.

6.2.5 Das Rollenspiel

Die schonste und wahrscheinlich eindrucksvollste Methode zum Erstellen und Uber-
priifen von Schritt-fiir-Schritt- Anweisungen ist das Rollenspiel. Die Grundidee ist
dabei, die Mechanik eines Algorithmus sichtbar und ,,greifbar* zu machen. Zunéchst
miissen die notwendigen Objekte ausfindig gemacht werden: Ein Graph (gezeichnet
oder als Matrix), Listen von bereits besuchten Knoten, Vorgéngerlisten, Variablen-
listen fiir Wegléngen etc. Das héngt von dem zu spielenden Algorithmus ab. Dann
bekommt jedes dieser Objekte einen Platz an der Tafel (der Graph oder seine Ma-
trix werden angeschrieben, fiir Speicherplétze, Variablenlisten o. 4. werden Flichen
abgeteilt. Eine Tafelseite oder ein OH-Projektor werden fiir die Niederschrift des Al-
gorithmus reserviert. Nun werden den einzelnen Objekten Personen zugeordnet und
ein/e Protokollant/in bestimmt. Sie stellen sich zu den von ihnen zu verwaltenden
Objekten. Die restliche Klasse hat die Rolle, den Akteuren Anweisungen zu geben
und den Ablauf zu iiberwachen.

Der Algorithmus startet, die Anweisung dazu kommt aus der Klasse, beispielsweise
, Wihle einen Startknoten und markiere ihn!“. Der Graphenverwalter liest aus der
Matrix einen Knoten aus und sagt den Knotennamen und markiert ihn mit bunter
Kreide. Der Protokollant schreibt diese Aktion auf. Nachste Anweisung: ,, Der Start-
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knoten bekommt die Distanz 0 zugeordnet.* Die Verwalterin der Variablenliste ,, Ab-
stand“ notiert sich dies. In dieser Art lduft der Algorithmus Schritt fiir Schritt ab.
Ungenaue Anweisungen oder fehlende Handlungsschritte werden von den Akteuren
an der Tafel bemerkt und moniert. Die Zuschauer diskutieren, ob die Anweisungen
korrekt durchgefiihrt und protokolliert werden, Gelegentlich kommunizieren auch
die Personen an der Tafel direkt untereinander, wenn es notwendig ist.

Dieses ganze Geschehen kann sehr lebhaft werden und zu heftigen Diskussionen an
der Tafel und im Klassenraum fiithren. Durch die Visualisierung wird deutlich, wer
wann welche Informationen benotigt und wie die einzelnen Tétigkeiten aufeinander
folgen miissen, damit der Ablauf reibungslos klappt. So kénnen Denk- und Formu-
lierungsfehler von Schiilerlosungen ausgemacht und geklért werden.

Die Protokollantenrolle ist insbesondere dann wichtig, wenn es Probleme mit dem
Aufschreiben einer anschaulich gewonnenen Algorithmusidee gibt. Unklarheiten wer-
den von der Protokollantin oder dem Protokollanten sofort moniert. Schleifen er-
kennt diese Person auch leicht, denn sie wird auf sich aufmerksam machen, wenn
sie zum wiederholten Mal dieselben Tétigkeiten beschreibt. Anhand des Protokolls
kann dann herausgefunden werden, an welcher Stelle eine Schleife beginnt und wie
aus der Schleife wieder herausgefiihrt werden kann.

Nicht selten féllt es wihrend eines solchen Rollenspiels auf, dass noch mehr Objekte
bendtigt werden als vorher gedacht wurde. Es gibt auch einige Entscheidungen zu
treffen, die sich schon vorher bei den ersten Versuchen, die Handlungsanweisung zu
verschriftlichen, als Fragen gestellt haben. Wie werden beispielsweise besuchte Kno-
ten markiert? Nehmen wir dazu einfach einen Farbstift bzw. farbige Kreide oder
bekommt die entsprechende Zeile in der Adjazenzmatrix eine Markierung? Oder
erdffnen wir eine Liste, in die die besuchten Knoten eingetragen werden? Solche
Fragen werden dann anhand des Rollenspiels diskutiert und es besteht auch die
Moglichkeit, Alternativen auszuprobieren und zu beobachten, in welchem Fall die
Handlungsanweisungen am besten formuliert werden kénnen. Durch die Diskussion
im Rahmen des Rollenspiels kann die Klasse sich gemeinsam auf bestimmte Stan-
dards in Formulierung und Detaillierungsgrad festlegen (vgl. z. B. Abb. 22.

Besonders reizvoll wird das Rollenspiel, wenn es nicht an einem gezeichneten Gra-
phen durchgefiihrt wird, sondern nur anhand einer selbst erstellten Matrix ohne
Zeichnung des Graphen. Natiirlich muss darauf geachtet werden, dass die Matrix
die fiir den Algorithmus geforderten Voraussetzungen erfiillt. Das ist gleichzeitig ei-
ne Aufgabe zur Erkundung von Graphenmatrizen. Es stellen sich Fragen wie: Welche
Bedingungen muss eine Matrix erfiillen, um einen FEulergraphen darzustellen? Kann
der Algorithmus von Dijkstra auch mit negativen Kantengewichten umgehen?

Der Algorithmus lauft dann vollig ohne visuelle Darstellung des Geschehens ab und
die Spannung ist grof}, ob er tatséchlich auch das Richtige tut. Dadurch geschieht
noch stiarker als bei der Arbeit mit der Lochblende eine Ablésung von der konkre-
ten Graphendarstellung und der Tétigkeit des Anmalens von Kanten. Es entstehen
nochmals neue Fragen, z. B. nach dem Abspeichern von bereits gegangenen Wegen,
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Abbildung 22: Breitensuche, aufgeschrieben nach Durchfithrung des Rollenspiels (Klasse 11).
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Abbildung 23: Stack und Queue zum Anfassen: als Papierstapel und als Tennisbélle in einer Rohre.

die vorher einfach anhand der Zeichnung nachvollzogen werden konnten. Nach dem
Ablauf des Algorithmus wird dann der Graph gezeichnet und das vom Algorithmus
berechnete Resultat eingetragen und auf Korrektheit iiberpriift.

Das Fehlerbewusstsein fiir selbst erdachte Algorithmen ist laut Schuster [74] in der
Mittelstufe noch sehr wenig ausgepréagt. Durch die Arbeit mit der Methode des
Rollenspiels kann es verbessert werden und Fehler oder Ungenauigkeiten gleichzeitig
entdeckt und ausgerdumt werden. Ein weiterer Aspekt ist, dass mit dem Rollenspiel
eine neue Sozialform im Klassenzimmer entsteht, in der alle mitarbeiten kénnen.

Die Erfahrungen mit dem Rollenspiel zeigen, dass solche Unterrichtsstunden immer
von hohem Schiilerengagement und einer sehr effektiven, zielorientierten Arbeitswei-
se gepragt sind. Nicht zuletzt macht diese Methode Spaf, weil sie Denkvorgéinge in
Bewegung umsetzt und visualisiert und weil die ganze Klasse dabei aktiv beteiligt
ist.

6.2.6 Datenstrukturen zum Anfassen: Stack und Queue

Im Rahmen der Entwicklung von Graphenalgorithmen kann es vorkommen, dass
elementare Datenstrukturen benétigt werden. Soll die Breitensuche so organisiert
werden, dass die Wahl des jeweils nédchsten aktiven Knotens durch die Reihenfolge
der vorherigen Exploration festgelegt wird, so kann dies mittels einer Queue ge-
schehen. Die Tiefensuche kann mit einem Stack handlich und unmissversténdlich
realisiert werden.

Stack und Queue konnen einfach und einprigsam veranschaulicht werden: als Pa-
pierstapel oder Karteikartenstapel und als Rohre, durch die Tennisbélle geschoben
werden (siehe Abb. 23). Diese Datenstrukturen ,zum Anfassen“ konnen dann in
das Rollenspiel mit einbezogen werden. Fiir die Breitensuche werden die bereits ex-
plorierten Knoten durch beschriftete Tennisbélle dargestellt und in der Reihenfolge
ihres Auffindens im Graphen in die Rohre (die natiirlich lang genug sein muss) ge-
steckt. Der néchste zu bearbeitende Knoten wird dann am anderen Ende aus der
Rohre wieder herausgeholt.

Der Stack, der beispielsweise fiir die Tiefensuche eingesetzt werden kann, besteht
aus Zetteln, auf die die Namen der besuchten Knoten geschrieben werden und die
aufeinander gestapelt werden. Fiir das Backtracking werden die Zettel nacheinander
wieder vom Stapel heruntergenommen.
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Abbildung 24: Dynamische Darstellung der Queue (links oben) bei der Breitensuche mit ,, Visage®.

Besonders reizvoll ist der Einsatz von Stack und Queue in dieser Darstellung, wenn
es gelungen ist, fiir die Breitensuche und die Tiefensuche eine gemeinsame For-
mulierung zu finden, die sich nur durch den Einsatz der jeweiligen Datenstruktur
unterscheidet. Dann kann das Rollenspiel einmal mit der Queue und einmal mit
dem Stack ablaufen, moglichst nur unter Zuhilfenahme der Matrix und ohne Zeich-
nung des Graphen. Die graphische Darstellung der Ergebnisse zeigt dann erst die
erheblichen Unterschiede, die durch die unterschiedlichen Datenstrukturen verur-
sacht werden. Dieses Erlebnis zeigt sehr anschaulich, wie wichtig das Nachdenken
iiber die passenden Datenstrukturen sein kann.

Die Software ,,Visage® [47] zeigt beim Ablauf von Algorithmen nicht nur die Gra-
phenzeichnung, den Ablauf des Algorithmus und den Algorithmus in Pseudocode,
sondern auch im gleichen Fenster die verwendete Datenstruktur dynamisch an (siehe
Abb. 24). Damit wird deutlich, das auch ,richtige* Algorithmen mit diesen einfachen
im Unterricht verwendeten Datenstrukturen arbeiten.
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6.3 Zusammenfassung

Fiir den Unterricht {iber kombinatorische Optimierung wurden folgende Unterrichts-
methoden und -medien entwickelt:

e das Graphenlabor,

e die Froschperspektive, visualisiert durch die Lochblende,

e Graphendarstellungen: der Knopfgraph und dynamische Software®,
e der Foliengraph,

o Alltagstatigkeiten algorithmisch beschreiben,

e das Daumenkino,

e der Bléttertausch,

e _ Schiffe versenken®,

e der ,dumme Computer®,

e das Rollenspiel,

e Stack und Queue zum Anfassen.

Die Methoden unterscheiden sich in ihren Aktions- und Sozialformen, die Medien
sind in unterschiedlichen Kontexten einsetzbar, so dass sich hier eine grofle Variati-
onsbreite ergibt, und flexibel auf die Bediirfnisse der Klasse und die Erfordernisse
der jeweiligen Situation eingegangen werden kann.

20 Visage“ wird im Rahmen des MATHEON-Projektes G6 (U. Kortenkamp, A. Geschke, B. Lutz-Westphal, D. Ma-
terlik) entwickelt.
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7 Unterricht

», Wie macht man aus dem Fachgebiet der kombinatorischen Optimierung Unter-
richt?*“ Diese Frage war die Leitfrage fiir die Entstehung der vorliegenden Arbeit.
In den vorangehenden Kapiteln wurde eine Unterrichtstheorie entwickelt, danach
wurde nach den historischen Wurzeln der unterrichtlichen Umsetzung gesucht. Der
Stoff wurde beziiglich seiner charakteristischen Methoden analysiert, nach geeigne-
ten Themen durchforstet und auf sein didaktisches Potenzial hin untersucht. Auf
die Beschreibung einer ganzen Palette von Unterrichtsmethoden folgt nun die Do-
kumentation von Unterricht.

Im Rahmen des Projektes ,, Diskrete Mathematik fiir die Schule“ fanden Unterrichts-
versuche in Berlin und Tiibingen statt:

- Klasse 8, Wildermuth-Gymnasium Tiibingen,
Minimale aufspannende Bdume, 10 Stunden,
November 2002,

- Klasse 9, Geschwister-Scholl-Schule Tiibingen,
Das chinesische Postbotenproblem, 11 Stunden,
November/Dezember 2002,

- Klasse 11, profilierter Profilkurs, Herder-Oberschule Berlin-Charlottenburg,
Kiirzeste Wege und das Travelling-Salesman-Problem, 11 Stunden,
Februar—April 2003,

- Klasse 11 Profilkurs, Romain-Rolland-Gymnasium Berlin-Reinickendorf,
Das Travelling-Salesman-Problem, 11 Stunden,
Mai/Juni 2003,

- Klasse 11, profilierter Profilkurs, Herder-Oberschule Berlin-Charlottenburg,
Kiirzeste Wege, 8 Stunden,
April-Juni 2004,

- Klassenstufen 11-13, Sommerschule Blossin,
Das Travelling-Salesman-Problem, 15 Stunden,
Juni 2004,

- Leistungskurs 13, Wieland-Herzfelde-Oberschule Berlin-Weiflensee,
Das chinesische Postbotenproblem, 12 Stunden,
April/Mai 2005.

Die Inhalte und Abldufe der Unterrichtseinheiten werden in diesem Kapitel nur
kurz skizziert. Eine detaillierte Beschreibung der Unterrichtseinheiten zu kiirzesten
Wegen, minimalen aufspannenden Bdumen und zum chinesischen Postbotenproblem
findet sich in den drei Buchkapiteln, die in Kapitel 8 abgedruckt sind.
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minimale aufspannende Baume

Modellierung durch Graphen kiirzeste Wege

Graphenisomorphie \

Kleine Sétze der Graphentheorie das chinesische Postbotenprobler

<

das Handelsreisenden—Problem

Abbildung 25: Schematische Darstellung der Vernetzung der Inhalte.

Den Kurzbeschreibungen der Unterrichtseinheiten folgt eine Auswahl von im Unter-
richt verwendeten Arbeitsblédttern. Die Abbildung 25 zeigt, inwiefern die einzelnen
Inhalte miteinander verkniipft sind. Dies hat Auswirkungen auf die Unterrichtsmate-
rialien. Durch die Uberschneidungen und Verkniipfungen sind einige Materialien wie
z. B. iiber Graphenisomorphie in allen Klassenstufen und Themenbereichen einsetz-
bar. Darum werden die Arbeitsblatter nicht jeweils im Anschluss an die Beschreibung
einer Unterrichtseinheit gezeigt, sondern gebiindelt in einem extra Unterkapitel.

In einem dritten Teil dieses Kapitels werden einige Schiilerprodukte und -duflerungen
dokumentiert, um zu zeigen, dass sich darin Bestédtigungen fiir die Thesen dieser
Arbeit finden, aber nicht zuletzt auch, um etwas von der (fast ausnahmslosen) Be-
geisterung der Schiilerinnen und Schiiler fiir diesen Unterricht iiber kombinatorische
Optimierung weiterzugeben!

7.1 Die Unterrichtseinheiten in Kiirze

Die folgenden Beschreibungen der Unterrichtseinheiten sind bewusst knapp gehal-
ten. Sie sollen nur als Anhaltspunkte fiir einen Unterricht dienen, der stets auf
die besonderen Gegebenheiten und Bediirfnisse jeder Klasse reagiert. Die Abfol-
ge des Unterrichts ergibt sich aus den Fragen und Ergebnissen, die in den Phasen
selbstdndiger Arbeit der Schiilerinnen und Schiiler entstehen. Darum werden hier
keine Stoffverteilungsplédne abgedruckt, da sie zu starre Vorgaben machen. Ein Zeit-
rahmen von mindestens 8, besser jedoch 12 Schulstunden fiir jede der Unterrichts-
einheiten hat sich als sinnvoll erwiesen. Je nach Grad der Vertiefung in den einzelnen
Fragestellungen konnen die Themen auch iiber léngere Zeitraume hinweg bearbeitet
werden.

Eine genaue Zuweisung der einzelnen Unterrichtseinheiten zu bestimmten Klassen-
stufen wurde deshalb nicht vorgenommen, weil jedes Thema in unterschiedlicher
Tiefe behandelt werden kann und daher von ,leicht® bis ,,anspruchsvoll variiert
werden kann. Insbesondere in der Beschéftigung mit Algorithmen und z. B. Korrekt-
heitsbeweisen, aber auch im Rahmen der Modellierung und Graphentheorie ergeben
sich viele Moglichkeiten, das Niveau dem Alter und Leistungsstand der Lerngruppe
anzupassen.
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7.1.1 Minimale aufspannende Biume (Kl. 7-9)

Ausgangsmaterial Eine Karte eines Telefonnetzes o. &.

Problemstellung Eine Telefongesellschaft moéchte vorhandene Telefonleitungen mie-
ten, um in dem gegebenen Gebiet Telefondienste anbieten zu koénnen.

Aufgabe Was sind die Anforderungen an das zu mietende Teilnetz?
Wie kann es ermittelt werden?

Modellierung Welche Aspekte spielen eine Rolle fiir die Losung des Problems?
Welche Daten haben wir vorliegen? Welche konnen ermittelt werden? Wie kann
das Problem auf eine ,,handliche Grofle gebracht werden?

Das Handwerkszeug: Graphen Graphen, Kreise, Baume, aufspannende Baume,
Kantengewichte, minimale aufspannende Biaume, Knotengrade, Datenstruktu-
ren und Graphenisomorphie.

Kleine Graphensitze Verschiedene Sétze iiber Baume, Priifer-Code,
(optional: Handshaking Lemma, Anzahl der Knoten ungeraden Grades).

Algorithmen Wie findet man aufspannende Baume?
Wie findet man minimale aufspannende Baume?
Algorithmen zu bereits bekannten Prozeduren
(z. B. Zahne putzen, Termumformung o. &.).
Datenstrukturen fiir Graphen: Nachbarschaftslisten, Matrizen.
Tiefensuche, Algorithmen von Prim und Kruskal.

Sortieren (optional) Was tun, wenn die Kantengewichte nicht geordnet sind?
Einfache Sortier-Algorithmen, z. B. Bubble-Sort oder Insertion-Sort.

Ergebnis Graphenmodell, Algorithmus zur Konstruktion minimaler aufspannender
Béume, konkrete Losung fiir das Anfangsproblem, evtl. Dokumentation des
Losungsweges als Wandzeitung o. &.

Weiterfithrung Die Wartung der Knoten als Travelling-Salesman-Problem: Fiir
die Wartung der groflen Netzknoten soll eine kiirzeste Rundreise gesucht wer-
den (Travelling-Salesman-Problem). Wie viele verschiedene Rundreisen gibt es?
Kombinatorische Explosion.

Entwicklung von Heuristiken wie ,, Nachster Nachbar® und ,,Doppelter Néachster
Nachbar®. Erfahrung machen, dass hier die Greedy-Methoden nicht sicher funk-
tionieren.
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7.1.2 Das chinesische Postbotenproblem (Kl. 9-13)

Ausgangsmaterial Stadtplanausschnitt, idealerweise rund um die Schule (Origi-
nale Begehungsplane bzw. Gebietszuschnitte fallen iiblicherweise unter das Be-
triebsgeheimnis und werden von den entsprechenden Firmen daher nicht zur
Verfiigung gestellt).

Problemstellung Gesucht wird eine optimale Tour des Miillautos bzw. ein optima-
ler Weg des Postboten durch das im Stadtplanausschnitt dargestellte Gebiet.
(Die Modellierung wird besonders interessant, wenn die Tourenplanung fiir die
Miillabfuhr und fiir Briefzusteller parallel betrachtet werden. Dabei wird deut-
lich, dass das Ergebnis der Modellierung sehr unterschiedlich ausfallen kann,
dass aber der weitere Losungsweg identisch ist.)

Aufgabe Welche Anforderungen muss die Tour eines Brieftrigers oder eines Miill-
autos erfiillen? Wie findet man eine optimale Tour?

Modellierung Wie genau soll das Modell werden? Beriicksichtigung von Abbiege-
zeiten, unterschiedlichen Fahrspuren etc.?

Das Handwerkszeug: Graphen Graphen, Knotengrad, Kreise, Eulertouren, Eu-
lergraphen und Semi-Eulergraphen, Kantengewichte, Matchings, Datenstruk-
turen und Graphenisomorphie.

Graphensitze Handshaking Lemma, Anzahl der Knoten ungeraden Grades, Exi-
stenz von Eulertouren auf Eulergraphen.

Algorithmen zum Finden einer Eulertour
Algorithmen zu bereits bekannten Prozeduren (z.B. Zdhne putzen, Termum-
formung o. 4.). Datenstrukturen fiir Graphen: Nachbarschaftslisten, Matrizen.
Algorithmen von Hierholzer (,,Zwiebelschalen-Algorithmus“) und Fleury.

»Reparieren® nicht-eulerscher Graphen Perfektes Matching minimalen Ge-
wichts auf den Knoten ungeraden Grades. Dafiir werden kiirzeste-Wege-Algo-
rithmen bendotigt. Matching-Algorithmen werden nicht behandelt (zu schwer).

Der Algorithmus von Dijkstra Kennenlernen und Nachvollziehen des Algorith-
mus (nicht unbedingt selber entwickeln, da er hier nur als Hilfsmittel gebraucht
wird), Durchspielen einiger Beispiele von Hand, Visualisierung.

Sortieren (optional) Einfache Sortier-Algorithmen,
z. B. Bubble-Sort oder Insertion-Sort

Exkurs: ,,Liastige Nebenbedingungen* Wie konnen Nebenbedingungen beriick-
sichtigt werden? Z.B.: Der Brieftrager will moglichst etwa auf der Halfte der
Strecke einen Kaffee trinken. Das grofle Hochhaus sollte zu Beginn der Tour
eingeplant werden, damit er diese grofle Postmenge nicht den ganzen Tag her-
umschleppen muss.

Ergebnis Graphenmodell, Eulertour-Algorithmen, optimierte Tour des Brieftriagers
oder des Miillautos, Dokumentation der Erarbeitung.
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7.1.3 Das Kiirzeste-Wege-Problem (K1. 10-13)

Ausgangsmaterial U- und S-Bahnplan, Stadtplanausschnitt (z. B. Umgebung der
Schule), bzw. Ausschnitt aus einer Straffenkarte.

Problemstellung Gesucht werden kiirzeste Wege im U- und S-Bahnnetz bzw. im
Straflennetz. Dabei gibt es verschiedene Arten von kiirzesten Wegen: moglichst
wenige Stationen, moglichst selten umsteigen, moglichst kurze Fahrzeiten oder
moglichst kurze Strecken. Jeweils sind unterschiedliche Modellierungen des Pro-
blems erforderlich. Zudem werden unterschiedliche Algorithmen benétigt.

Aufgabe Was genau ist ein kiirzester bzw. optimaler Weg?
Wie konnen optimale Wege gefunden werden?

Modellierung Der U- und S-Bahnplan ist an sich schon ein Graph, der geeig-
net ist, um kiirzeste Wege beziiglich der Anzahl der Stationen zu konstruie-
ren. Will man die Anzahl der benutzten Linien minimieren (moglichst wenig
umsteigen), so muss man diesen Graphen etwas verdndern. Umsteigebahnhofe
miissen so modelliert werden, dass Umsteigen mehr Kanten verbraucht als
Nicht-Umsteigen. Fiir die Suche nach (zeitméfig) schnellen oder (kilometermé-
Big) kurzen Wegen braucht man Kantengewichte, die Fahrzeiten bzw. Strecken-
langen angeben. Modelle fiir Straflennetze konnen unterschiedlich komplex wer-
den.

Das Handwerkszeug: Graphen Graphen, Kreise, Wege, Béume (als Erzeugnis
von Breitensuche und Algorithmus von Dijkstra), Kantengewichte, Knotengra-
de, Datenstrukturen und Graphenisomorphie.

Graphentheorie Handshaking Lemma, Anzahl der ungeraden Knoten,
Séatze iiber Bdume, verschiedene Beweistechniken,
Abschétzung der Anzahl aller A-B-Wege, kombinatorische Explosion.

Datenstrukturen Inzidenz- und Adjazenzmatrizen, Nachbarschaftslisten,
Queue und Stack.

Algorithmen Zunichst fiir ungewichtete Graphen: Breitensuche,
dann fiir gewichtete Graphen: Algorithmus von Dijkstra,
Vergleich Breitensuche-Tiefensuche,

Korrektheitsbeweise.

Ergebnis Graphenmodell, Algorithmen, die kiirzeste Wege konstruieren, konkrete
Losungen fiir die Anfangsprobleme, Dokumentation der Erarbeitung.

Weiterfithrung Das Travelling-Salesman-Problem: Was passiert, wenn statt eines
kiirzesten Weges ein kiirzester Rundweg, der durch jeden Knoten genau einmal
fiithrt, gesucht wird?
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7.1.4 Das Travelling-Salesman-Problem (Kl. 10-13)

Ausgangsmaterial Stadtplanausschnitt (z.B. Einzugsbereich der Schule), Aus-
schnitt aus einer Straflenkarte, eine Entfernungstabelle oder ein Bohrlochpro-
blem o. &.

Problemstellung Es wird eine optimale Rundreise gesucht, die jeden Ort
(bzw. jedes Bohrloch) genau einmal besucht.

Aufgabe Wie konnen gute Rundreisen gefunden werden?

Modellierung Was bedeutet , kiirzeste Entfernung“? Unterschiedliche Definitionen
von Distanzen (z.B. beim Bohrlochproblem). Abstraktionsschritt vom Stadt-
plan/Landkarte zu einem vollstédndigen kiirzeste-Wege-Graph mit den einzelnen
Orten als Knoten.

Graphen Graphen, Kreise, Hamiltonkreise, Hamiltongraphen, Knotengrade, Wege,
Baume, minimale aufspannende Badume, Matchings, Fulertouren, Eulergraphen.

Graphentheorie Sitze iiber Knotengrade, Sétze iiber Baume,
Existenz von Eulertouren auf Eulergraphen, verschiedene Beweise,
Anzahl der TSP-Touren, kombinatorische Explosion.

Heuristiken Konstruktionsheuristiken: Néchster Nachbar, Doppelter Nachster Nach-
bar, Spanning-Tree-Heuristik, Christofides-Heuristik, Billigste Insertion.
Verbesserungsheuristiken: einfache Austauschverfahren.

Benotigte Algorithmen Algorithmen von Prim oder Kruskal, Algorithmus von
Dijkstra, Algorithmen von Hierholzer oder Fleury.

Abschitzungen Berechnung von unteren Schranken mit 1-Baumen,
Fehlerabschétzung fiir die Christofides-Heuristik.

Beispiele konstruieren (Kleine) Beispiele konstruieren, die fiir bestimmte Heuri-
stiken besondere Eigenschaften haben, z. B. so, dass die Néchste-Nachbar-Heu-
ristik die ldngste Kante verwenden muss, oder dass eine Heuristik bei guter
Wahl des Anfangsknotens eine optimale Tour finden kann. Optimallésungen
fiir kleine Beispiele werden per Enumeration ermittelt.

Komplexititstheorie
Annéherung an die Problematik der NP-schweren Probleme.
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7.2 Beispiele fiir Arbeitsblitter

Auf den folgenden Seiten wird eine Auswahl aus den fiir den Unterricht entwickelten
Arbeitsbléttern gezeigt. Solche Arbeitsbliatter vermogen nicht den tatséchlich abge-
laufenen Unterricht widerzuspiegeln, da es neben der Gestaltung der Arbeitsauftriage
auch sehr stark auf die Art des Einsatze im Unterricht ankommt. Arbeitsmateria-
lien fiir einen authentischen, genetisch-entdeckenden Unterricht befinden sich stets
in einem ,,Spagat® zwischen vorgefertigten Fragen und flexibler Einsetzbarkeit.

Zu Beginn stehen die Arbeitsblétter, die fiir alle Unterrichtseinheiten eingesetzt
werden konnen. Es folgt ein Modul iiber Graphenisomorphie, das als (Einzelstun-
den-)Baustein fast an jeder Stelle in den Unterricht eingefiigt werden kann. Danach
sind einige Arbeitsblatter zu einzelnen Themen zu finden.

Fiir einige Arbeitsblétter gibt es unterschiedliche Varianten fiir die Mittel- bzw. die
Oberstufe. Fiir die Anzahl der ungeraden Knoten und das Handshaking Lemma
werden beide Varianten gezeigt. Sowohl in der Art der Aufgabenstellungen als auch
in der mathematischen Tiefe zeigt sich hier deutlich die Moglichkeit, dasselbe Thema
auf unterschiedlichem Niveau zu bearbeiten.
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Mathematische Modellierung durch Graphen

Um Fragestellungen wie z.B. die Optimierung von Wegen bearbeiten zu konnen,
braucht man geeignete mathematische Modelle. In der Kombinatorische Optimie-
rung verwendet man dafiir Graphen.

Ein Graph ist ein Gebilde aus Knoten und Kanten. Es werden im weitesten Sinne
Beziehungen von verschiedenen Objekten zueinander dargestellt. Hier ein paar kleine
Beispiele:

]
a ]

1. Was konnten diese Graphen darstellen? Geben Sie mehrere verschiedene Mog-
lichkeiten an.

2. Dieser Graph soll eine Straflenkreuzung darstellen. Manchmal braucht man aller-
dings genauere Informationen iiber eine Kreuzung, z. B. welche Mo6glichkeiten es zum
Abbiegen gibt. Zeichnen Sie einen Graphen, der die Kreuzung von zwei vierspurigen
Straflen mit allen Abbiegemdoglichkeiten darstellt.

3. Sie sehen hier ein U-Bahn-Liniennetz. Die Zahlen geben die Liniennummern an.
Zeichnen Sie einen Graphen, der darstellt, welche Linien sich kreuzen.
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Graphen (Handshaking Lemma)
(Mittelstufe)

Die Zahl der Kantenenden, die in einen Knoten miinden, nennt man den

Grad des Knotens.

Die Bezeichnung dafiir stammt aus dem Englischen: deg(v) ,,Degree of a vertex*.
Hier ein Beispiel (die Zahlen an den Knoten geben den Knotengrad an):

1

e Bestimme in den folgenden Beispielen die Knotengrade.

e Bilde die Summe aller Knotengrade in einem Graphen.

e Zihle die Kanten in demselben Graphen.

e Was fillt auf? Formuliere deine Vermutung.

e Bastele dir noch einige weitere Beispiele und {iberpriife die Vermutung.
e Versuche die Vermutung zu begriinden.

e Dieses Resultat heifit ,,Handshaking Lemma“ (Ein Lemma ist ein kleineres ma-
thematisches Resultat). Was hat es mit ,Hénde schiitteln“ zu tun?
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Knoten mit ungeradem Grad
(Mittelstufe)

. Wieviele Knoten mit ungeradem Grad gibt es in den einzelnen Graphen?

. Zeichne eigene Beispiele und zéihle die Knoten mit ungeradem Grad.

. Versuche Graphen zu zeichnen, die genau einen, genau drei oder genau fiinf
Knoten mit ungeradem Grad haben.

. Was passiert mit den Knotengraden, wenn man in einem Graphen eine Kante
hinzufiigt oder 16scht? Experimentiere mit eigenen Beispielen.

. Formuliere eine Vermutung iiber die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad
und versuche eine Begriindung dafiir zu finden.
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Das ,,Handshaking Lemma*

und

die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad
(Oberstufe)

Die Zahl der Kantenenden, die in einen Knoten miinden, nennt man den

Grad des Knotens.

Die Bezeichnung dafiir stammt aus dem Englischen: deg(v) ,,Degree of a vertex*.
Hier ein Beispiel (die Zahlen an den Knoten geben den Knotengrad an):

Aufgabe 1: Zwischen der Summe aller Knotengrade in einem Graphen und der
Anzahl der Kanten in demselben Graphen gibt es einen Zusammenhang, das soge-
nannte , Handshaking Lemma® (FEin Lemma ist ein kleines mathematische Resultat
bzw. ein Hilfssatz).

a) Versuchen Sie diesen Zusammenhang anhand von Beispielen zu finden.

b) Formulieren Sie die Aussage und begriinden (bzw. beweisen) Sie diese.

c) Welche Interpretation des Graphen legt der Name des Lemmas nahe?

Aufgabe 2: Zeichnen Sie einen Graphen, der genau fiinf Knoten mit ungeradem
Grad hat.

Hinter dieser Aufgabe steckt ein Satz iiber die Anzahl ungerader Knoten.
Formulieren und beweisen Sie den Satz.

=
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Isomorphie von Graphen
(Material fiir Lehrerinnen und Lehrer)

Definition: Zwei Graphen sind isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung zwi-
schen ihren Knotenmengen gibt, die die Inzidenzen (also die Nachbarschaftsbezie-
hungen zwischen den Knoten) erhélt.

Was ist der ,, Witz“ an der Isomorphie? Graphen kénnen verschieden gezeichnet wer-
den, ohne an Informationsgehalt zu verlieren. Das liegt daran, dass es bei Graphen
an sich nur um die Beziehungsstruktur geht und nicht um die konkret gezeichnete
Liange der Kanten. Kantenldngen werden, falls sie bendtigt werden, als Kantenge-
wichte bereitgestellt.

Eine Moglichkeit, den Isomorphiebegriff relativ schnell und auch gut nachvollzieh-
bar einzufiihren, ist, von Datenstrukturen fiir Graphen auszugehen. In diesen Da-
tenstrukturen ist keine geometrische Information enthalten. Haufig verwendete Da-
tenstrukturen sind: Nachbarschaftslisten, Inzidenz- und Adjazenzmatrizen.

Vorausgegangen sollten sein: Beschéftigung mit Graphen in irgendeinem Kon-
text, evtl. Graphenalgorithmen.

Ansatzpunkt: Wie kann man einen Graphen so darstellen, dass man ihn dem
Computer eingeben kann?

Daraus folgen Uberlegungen zu Datenstrukturen fiir Graphen: Nachbarschaftslisten,
Inzidenz- und Adjazenzmatrizen. Nach einer kurzen Diskussion iiber verschiedene
Schiilervorschlége (vermutlich werden Koordinaten vorgeschlagen, die aber z. B. bei
einem Graphen, der Freundschaftsbeziehungen darstellen soll, gar nicht vorhanden
sind) kann man ohne , Vorwarnung® verschiedene Inzidenzmatrizen in die Klasse
geben, mit dem Auftrag, den zugehorigen Graphen zu zeichnen. Falls die Idee der
Adjazenzmatrix nicht schon vorher aufgetaucht ist, miissen die Schiilerinnen und
Schiiler sich hier selbsténdig mit den vorgegebenen Daten auseinandersetzen und
versuchen, diese sinnvoll zu interpretieren. Wenn es dann klar ist, welche Informa-
tionen in der Matrix stehen, wird sich die Frage stellen, wie denn die Knoten liegen
sollen und so ist man schon mitten im Thema angelangt.

Der Begriff , Matrix* sollte iibrigens nicht von der Behandlung des Themas ab-
schrecken. Eine Matrix ist zunéchst einmal nichts anderes als eine Tabelle.
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Die Schiilerinnen und Schiiler zeichnen ihre Graphen. Wéhrenddessen kann man an
der Riickseite der Tafel die eigenen Versionen der Graphen anbringen. Wenn alle
fertig sind, lautet die Aufgabe: Welcher der Graphen an der Tafel entspricht dem
selber gezeichneten? Die vier verschiedenen hier vorgeschlagenen Graphen haben
charakteristische Eigenschaften: eine Schleife, ein nicht verbundener Knoten, ein fast
vollstdndiger Graph und einer, bei dem ein Knoten mit allen anderen verbunden ist.
Daher fillt es den Schiilerinnen und Schiilern nicht schwer, ihren eigenen Graphen
denen an der Tafel zuzuordnen.

Jetzt kann man isomorphe Graphen folgendermaflen definieren: Zwei Graphen sind
isomorph, wenn sie (bei entsprechender Benennung der Knoten) die gleiche Matrix
(oder Tabelle) besitzen.

Nun folgt ein Arbeitsblatt zum Erkennen von isomorphen Graphen. Hier ist noch
wichtig zu betonen, dass es nicht ausreicht, Knoten und Kanten zu zéhlen und evtl.
noch die Knotengrade zu vergleichen. Das Arbeitsblatt bietet hierfiir Gegenbeispiele,
z. B. diese beiden Graphen:

==

Die Isomorphie hat man erst gezeigt, wenn die Knoten jeweils so bezeichnet wurden,
dass entsprechende Knoten gleiche Bezeichnungen bekommen haben, z.B. so:

C D

Mogliche Weiterfithrung: Matrizen fiir gerichtete Graphen, fiir gewichtete Gra-
phen, fiir Graphen mit Mehrfachkanten, Inzidenzmatrizen. Siehe dazu Arbeitsblatt
,Datenstrukturen fiir Graphen: Matrizen®.

Anlagen:

4 verschiedene Adjazenzmatrizen (fiir die Schiilerinnen und Schiiler),
Darstellungen dieser Graphen (am Besten auf DIN A3 vergrofern) fiir die Tafel,
Arbeitsblatt ,, Isomorphie”, Arbeitsblatt ,Datenstrukturen fiir Graphen: Matrizen®.
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Isomorphie von Graphen

Welche dieser Graphen sind isomorph?

11;§£ 12
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Datenstrukturen fiir Graphen: Matrizen

0 10 01 0O 00 01 01 1 1C
1 0110 0O 00 1O0 1 01 0C
01 00O 0O 01 0O 1 0010
01 00O 010 0O 10 100
1 0 0 0O 1 0 0 0O 0 0 0 O0°C
01111 0O 00 30 0 1 1 0C
1 01 11 0 2100 -10-10 1
11011 01011 -11 0 0 -
1 1101 3 0100 0 0 0 0 -1
11110 O 01 0O 0-11 10
0 2101 0O 00 0O 1 0 0 1C
2 0134 2 0O 00 0O 0 1 1 0C
113250 34 0O 00 0O 11 00C
0O 4 0 06,7 O 00 0O 0 0 0 11
1 2 346,70 0O 00 0O 01 0 01

1 0 0 1C

0 01 1C

Interpretieren Sie diese Matrizen!

(Uberlegen Sie z. B.: Welche Informationen beinhalten diese Matrizen? Was kinnte
bei den ungewohnlicheren Matrizen gemeint sein? Was erfihrt man iiber die ein-
zelnen Graphen ohne sie zeichnen zu miissen? Was kann man nicht direkt aus der
Matrix ablesen?)
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Die Miillabfuhr optimieren

In diesem Gebiet sollen die Stadtreinigungsbetriebe einmal pro Woche den Miill
abholen. Es steht dafiir nur ein Miillauto zur Verfiigung. Optimieren Sie den Weg,
den das Miillauto dabei zuriicklegt.

Hier wird ein Stadtplanausschnitt rund um die Schule eingefiigt.
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Die Briefzustellung optimieren
In diesem Gebiet soll die Post ausgetragen werden. Optimieren Sie den Weg des

Postboten oder der Postbotin.

Hier wird ein Stadtplanausschnitt rund um die Schule eingefiigt.
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Euler-Touren
(Mittelstufe)

e Welche der Figuren kann man in einem Zug und ohne doppelte Linien zeichnen?

e Bei manchen Figuren kann man nicht in jedem beliebigen Knoten anfangen.
Was unterscheidet die Anfangsknoten von den anderen?

e Woran kann man erkennen (nur durch , hingucken®), ob eine Figur ohne abzu-
setzen und ohne doppelte Linien gezeichnet werden kann, wenn man es nicht
direkt ausprobieren will oder kann, z. B. weil es eine riesengrofie Figur ist?
Bastele dir selber Beispiele (im Heft): Figuren, bei denen man sogar wieder
zum Ausgangspunkt zuriickkehrt; Figuren, die man zwar ohne Absetzen zeich-
nen kann, bei denen man aber woanders endet, als man angefangen hat; Figu-
ren, bei denen man den Stift zwischendurch anheben muss, um sie zu zeichnen.
Beobachte, woran es liegt, ob man ohne abzusetzen zeichnen kann. Schreibe
deine Beobachtungen ins Heft.

&b e o
R RS
o BE
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Der Postboten-Rundweg in einem Graphen

Gibt es eine (Rund-)Tour, die jede Kante genau einmal besucht? Warum?

|

Gibt es Graphen, bei denen eine solche Rundtour moglich ist?
Experimentiere mit selbst erfundenen Graphen.

Bei manchen Graphen kann man nicht in jedem beliebigen Knoten anfangen
(z.B. beim ,Haus vom Nikolaus®).
Was unterscheidet die Anfangsknoten von den anderen?

Woran kann man erkennen (nur durch ,hingucken®), ob eine Figur ohne abzuset-
zen und ohne doppelte Linien gezeichnet werden kann, wenn man es nicht direkt
ausprobieren will oder kann, z. B. weil es eine riesengrofie Figur ist?
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Der ,,Zwiebelschalen-Algorithmus*

Ein Algorithmus zum Finden von Euler-Touren in eulerschen Graphen ist der
,Zwiebelschalen-Algorithmus®. Er ,schélt“ den Graphen Schicht um Schicht.
Er beginnt so:

1. Wéhle einen beliebigen Knoten als Startknoten. Markiere ihn.

2. Gehe entlang einer Kante zum néchsten Knoten.
Markiere die besuchten Kanten und Knoten.
Wiederhole dies solange, bis du wieder am Startknoten ankommst.

3. Gehe nun entlang dem eben konstruierten Kreis, bis du einen Knoten triffst, in
den noch unmarkierte Kanten miinden. Nimm diesen Knoten als neuen Start-
knoten und wiederhole 2. und 3.

Gibt es in dem eben konstruierten Kreis keinen Knoten mit noch unmarkierten
Kanten, so gehe zuriick in den vorherigen Kreis und wiederhole 3.

I. Fiithre den Algorithmus an dem folgenden Graphen aus. Nimm fiir jede Wieder-
holung von 2. und 3. eine neue Farbe. (Um zu sehen, woher der Algorithmus seinen
Namen hat, arbeite dich von auflen nach innen vor.)

II. Kann es passieren, dass man bei 2. ,stecken bleibt“, bevor man wieder beim
Startknoten angekommen ist? Warum?

I1I. Wie entsteht aus den einzelnen Schichten die Euler-Tour?
Formuliere eine Anweisung, die den Algorithmus weiterfiihrt:
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Zeichne die fertige Fuler-Tour in die zweite Kopie des Graphen ein. Nummeriere
dabei die Kanten in der Reihenfolge, in der du sie besuchst.

IV. Fiihre den Zwiebelschalen-Algorithmus an diesem Graphen durch. Nimm dieses
Mal die ,,Froschperspektive“ des Computers ein: Der Computer ,sieht“ immer nur
den Knoten, auf dem er sich befindet, und die Kanten, die von diesem Knoten
abgehen. Er hat keine Ahnung, wie der gesamte Graph aussieht, d. h. er wéahlt die
nédchste Kante immer ganz zuféllig.

Nimm wieder eine neue Farbe, sobald du einen neuen Kreis beginnst.

V. Versuche einen Algorithmus zu finden, der gleich eine Euler-Tour konstruiert (oh-
ne Zwischenschritte wie z. B. die Konstruktion von kleineren Kreisen, die erst spéter
zu einer Tour zusammengefasst werden). Hier ein kleiner Graph zum Ausprobieren:
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Das Problem des Handelsreisenden

oder auch: Das Travelling-Salesman-Problem
(TSP)

Eine Handelsvertreterin muss verschiedene Stadte im Rheinland bereisen. Sie mochte
eine Rundreise machen, die moglichst kurz sein soll.

Hier eine Entfernungstabelle:

Aachen Bonn Diisseldorf Frankfurt Koln Wuppertal

Aachen - 91 80 259 70 121
Bonn 91 - 77 175 27 84
Diisseldorf 80 77 - 232 47 29
Frankfurt 259 175 232 - 189 236
Koln 70 27 47 189 - 55
Wuppertal 121 84 29 236 55 -

Suchen Sie Strategien, mit denen man solche moglichst kurze Rundreisen konstru-
ieren kann. Probieren Sie Thre Strategien mit verschiedenen Startorten aus.
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Konstruktionsheuristiken
fiir das Travelling-Salesman-Problem

Das Travelling-Salesman-Problem (,,Finde eine kiirzeste Rundreise, die durch jeden
Knoten genau einmal fiithrt*) gehort zu den Problemen, fiir die es vermutlich keine
effizienten Algorithmen (d.h. Algorithmen, die auch fiir sehr grofie Beispiele in pra-
xistauglicher Zeit optimale Losungen konstruieren) geben kann (Ob dies tatsdchlich
so ist, ist eines der groffen offenen Probleme der Mathematik). Daher muss man
sich damit begniigen, sogenannte Heuristiken anzuwenden, die einigermaflen gute
Losungen konstruieren, aber eben nicht unbedingt das Optimum erzeugen. Aufler-
dem kann man untere Schranken finden, so dass man eine Idee bekommt, wie
weit man mit so einer heuristisch erzeugten Losung vom Optimum entfernt ist.

Um solche Heuristiken zu finden, bietet es sich an, auf Verfahren zuriick zu greifen,
die man schon kennt und die schnell arbeiten, z. B. den Algorithmus von Kruskal
zur Konstruktion minimaler aufspannender Baume.

Aufgaben:

Entwickeln Sie Heuristiken, die Rundreisen konstruieren!
Versuchen Sie, die Vorgehensweisen so prézise wie moglich zu formulieren.
Probieren Sie Ihre Verfahren aus.

A) Andern Sie den Algorithmus von Kruskal so ab, dass er eine moglichst kurze
Rundreise konstruiert.

B) Beginnen Sie mit der Konstruktion eines minimalen aufspannenden Baumes. Wie
kann aus diesem aufspannenden Baum eine moglichst kurze Rundreise werden?

C) Beginnen Sie mit einer Rundreise durch 3 Knoten. Konstruieren Sie eine moglichst
kurze Rundreise durch alle Knoten, indem sie die 3-Knoten-Tour geschickt erweitern.

Hier ein Beispielgraph:

AB CD E F G H I
Al- 5 6 3 8 4 9 9 4
B|5 - 9 5 12 11 3 8 8
cij6 9 - 3 3 1 1 5 4
bD|3 5 3 - 13 6 4 5 7
E|8 12 3 13 - 12 14 3 6
Fi4 11 1 6 12 - 14 3 6
G|l9 3 1 4 14 14 11 3
H9 8 5 5 3 3 11 - 10
Ir44 8 4 7 6 6 3 10 -
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7.3 Schiilerprodukte und -duflerungen

In allen Klassen, in denen Unterrichtsversuche durchgefiihrt wurden, wurden in
der letzten Stunde Fragebogen verteilt. Diese Fragebogen dienten in erster Linie
der personlichen Riickmeldung fiir die Lehrerin. Sie sind nicht fiir eine systemati-
sche Auswertung angelegt worden. Aber sie enthalten eine Reihe von interessanten
AuBerungen, die viele der in den vorherigen Kapiteln herausgearbeiteten Thesen
bestétigen.

Die aufschlussreichsten Antworten sind im Folgenden nach Klassenstufen geordnet
zusammengestellt.?! Dabei wurden keinesfalls die negativen Auflerungen weggelassen
— es gibt fast keine!

Neben den Fragebogen liegen unterschiedliche Schiilerprodukte vor: Ein Test der
8. Klasse und Unterrichtsprotokolle des Leistungskurses Klasse 13. Ausziige daraus
werden ebenfalls dokumentiert und kommentiert, um einen Einblick in die Ergeb-
nisse des Unterrichts zu geben.

7.3.1 Fragebogen Klasse 8

Die meisten Schiilerinnen und Schiiler dieser Klasse haben die Fragebodgen sehr
gewissenhaft ausgefiillt. An einigen Stellen kommt der schwébische Dialekt durch
(Tiibingen). Auffallend haufig wird erwéhnt, es sei zu einfach gewesen. Ein Schiiler
sagte vor der Klassenarbeit ganz entsetzt: ,Das haben ja alle verstanden, da schrei-
ben ja alle eine Eins!* Sowohl der Eindruck im Unterricht als auch das Ergebnis der
Klassenarbeit (der Notendurchschnitt war nicht besser als in anderen Klassenarbei-
ten dieser Klasse) bestétigten dies nicht. Darauthin wurden weitere Methoden zur
Forderung eines Fehlerbewusstseins fiir Algorithmen (siehe Kapitel 6) entwickelt,
z. B. das Rollenspiel.

e Wie hat dir das Thema gefallen?
— Besser als Mathe. Sehr Gut

— Es war interessant
— Sehr gut, da es sehr abwechslungsreich ist.
— Des war halt mal was anderes u. hat au Spafl gemacht.

— Ich glaube, ich bin nicht die/der einzigste aus der Klasse, der/dem es Spaf
gemacht hat

— Besser wie alle anderen.
— Ich fand es sehr gut!!!

— Gut, es hat viel Spafl gemacht, mal etwas anderes als Rechnen

21Rechtschreib- und Interpunktionsfehler wurden dabei nicht korrigiert, sondern die Schreibweisen der
Schiiler/innen unveréndert iibernommen.
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o Wiirdest du gerne mehr iber diskrete Mathematik erfahren?
— Ja, es ist auch interessanter iiber etwas zu lernen, das jeden Tag benotigt
wird.

— Ja, auf jeden Fall.

e War im Unterricht gentigend Zeit, um selber nachzudenken und auszuprobie-
ren?
— viel zu viel
_ ja
— Ein bisschen mehr Zeit konnte man geben, ist aber nicht nétig.
— FEigendlich schon, es sei denn man isch mal auf der Leitung gesessen.

— Ja, aber das mit dem Telefonnetz in Baden-Wiirttemberg hétte ich gerne
langer gemacht

e War der Unterricht zu einfach/zu schwierig? Warum?

— Es war leicht, wenn man aufgepasst hat. Keine Ahnung warum (wenig
Stoff?)

— Manchmal musste man schon etwas nachdenken, aber wenn man es kapiert
hat, war es sogar zu einfach.

— Man konnte immer selber was rausfinden, hats aber spéitestens beim er-
klaren kapiert.

e Was hat dir noch gefallen/nicht gefallen?

— Das man viel selber machen durfte hat mir gefallen und das Daumenkino

— gut: Antworten nicht in mundgerechten Héppchen vorgekaut, sondern sel-
ber ausprobieren miissen.

— Dass Diskrete Mathematik noch erforscht wird

— Man muss wenig rechnen

— Des mit dem Computer an der Tafel [der ,dumme Computer*]

— Die Art des Unterrichts

— man musste nie viel rechnen

— Dass wir den Algorithmus so oft gemacht haben fand ich nicht so gut.
— Das Daumenkino

— man hat mehr gelernt, wie ein Computer funktioniert.

— Gut, da Mathe nicht immer eine perfekte Antwort, Losung hat.
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7.3.2 Fragebogen Klasse 9

Die Fragebogenantworten dieser Klasse fielen zum Grofiteil sehr einsilbig aus, daher
sind viele nicht sehr aufschlussreich. Ein durchaus alterstypisches generelles Desin-
teresse herrschte in dieser nicht sehr leistungsstarken Klasse vor. Einige der etwas
ausfithrlicheren Antworten zeigen aber doch, dass der Unterricht iiber das Thema
(das chinesische Postbotenproblem) als sehr anders als der iibliche Mathematikun-
terricht wahrgenommen wurde.

e Wie hat dir das Thema gefallen?
— Sehr gut!!

— Ich fand das Thema in Ordnung. Manchmal ein bisschen langweilig aber
Lehrreich

— interessant und aufschlussreich
— eigentlich ganz ordentlich

— naja

terricht
— teilweise ein bisschen kompliziert, aber interessant

— Besser als das ,,normale“ Mathe. Aber Unterricht ist Unterricht.

o Was wiirdest du tm Unterricht anders machen?

— Ich wiirde den Unterricht vielleicht ein bisschen ,strenger machen®, weil
das Thema/die Themen wirklich interessant sind.

o War im Unterricht geniigend Zeit, um selber nachzudenken und auszuprobie-
ren?

— Ja, ich finde schon, vor allem dadurch, dass es so viele Arbeitsblédtter gab,
an denen man herumexperimentieren konnte.

o Was hat dir noch gefallen/nicht gefallen?
— Mir hat das ganze Thema sehr gut gefallen. (Ich habe mich immer auf die
Mathestunde gefreut)

— die hohen Zahlen haben mir gefallen [Dies bezieht sich auf die kombinato-
rische Explosion.|

— Das man wusste, wozu es niitzlich ist!!
— Das selber ausprobieren

— Das selber machen oder auf der Folie hat mir gefallen.
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7.3.3 Fragebogen Profilkurse Klasse 11

In den Antworten der Klassenstufe 11 steht der Anwendungsbezug am stéarksten im
Vordergrund. Insgesamt wurde der Unterricht iiber kombinatorische Optimierung
sehr positiv aufgenommen.

e Wie hat Ihnen das Thema gefallen?

— Das Thema war interessant und ein interessanter Teil der Mathematik, weil
man einen starken Bezug zum normalen Leben hat.

— Da das Thema auch in der Praxis z. B. fiir U-Bahn-Fahrpline Anwendung
findet ist meiner Meinung nach mehr Motivation vorhanden als bei der
sonst ,,trockenen“ Mathematik

— Das Thema war interessant, da es ein vollig anderes Themengebiet der
Mathematik behandelte als der normale Mathematikunterricht.

o An was aus dem Unterricht werden Sie sich vermutlich auch in einigen Jahren
noch erinnern?

— Vermutlich werde ich mich noch lange Zeit an die Diskussionen iiber kiirzeste
U-Bahnwege erinnern. Da ich viel mit U-Bahn und Bus fahre, werde ich
ofter daran denken miissen.

— Finiges, da es anders als der normale Unterricht war.

— Das BFS- und DFS bzw. FIFO und LIFO-Verfahren wird mir eine bleiben-
de Erinnerung (moglicherweise gar mit praktischer Anwendungsméglichkeit)
sein.

— Mit Sicherheit an die Breitensuche, da wir diese ausfiihrlich besprochen
und sehr intensiv selber angewendet haben. Allgemein werde ich mich an
das Thema erinnern, da es ein Thema der Mathematik ist, welches einem
téaglich im Leben begegnet.

— Solche Projekte zwischen Universitédten und Schulen sollten stérker gefordert
werden.

7.3.4 Fragebogen Leistungskurs Klasse 13

Die Begeisterung fiir das Thema war einhellig, in dieser Gruppe gab es keine einzige
negative Antwort. Die Schiilerinnen und Schiiler der Jahrgangsstufe 13 gaben gut
reflektierte und differenzierte Antworten. Sie sind bereits in der Lage, den Unter-
richt von einer Metaebene aus zu betrachten. Das macht ihre AuBerungen beson-
ders interessant. Das Fehlen von Formeln und Losungsrezepten und die (iiber lange
Strecken) selbstidndige Erarbeitung werden von mehreren positiv erwihnt, ebenso
der Anwendungs- und Alltagsbezug. Die Antworten zu der vierten hier angefiihrten
Frage heben deutlich die erlernten Problemlosekompetenzen hervor.
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e Wie hat Ihnen das Thema gefallen?

— Perfekt! Total beeindruckend. Das Thema hat mich so vereinnahmt, dass
ich iiber Wege auf meinem Duschvorhang nachgedacht habe.

— [...] Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen entwickeln

— gut, interessant, wirft spannende Aspekte der Mathematik in Verbindung
mit der Realitét auf

— Ich fand das Thema interessant. Es war etwa komplett anderes, als der
normale Unterrichtsstoff (Gleichungen, Formeln, Zahlen) ich fand es gut,
einen neuen Bereich kennen zu lernen.

— Es war eine nette Abwechslung zum alltédglichen Stoff, dazu noch niitzlich
und anregend.

— Ich bin ehrlich gesagt, positiv von dem Thema iiberrascht. Mal eine ganz
andere Unterrichtsmethode.

— Interessant, weil es mal etwas anderes war, aber schwer fassbar am Anfang,
weil man keine konkreten Anhaltspunkte, keine konkreten Losungen/Lo-
sungsverfahren hatte. Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen ent-
wickeln.

e Hat sich Ihr Bild von Mathematik oder Ihre Finstellung zur Mathematik durch
die Arbeit an dem Thema verdndert? Wenn ja, wie?

— Man hat gesehen, dass nicht alles nur konkret auf Formeln zuriickzufiithren
ist. Auflerdem hat man mal eine direkte Anwendung von theoretischen
mathematischen Problemstellungen erfahren. Mathematiker sind in meinen
Augen also nicht mehr die bloflen Theoretiker.

— FEinstellung zu Mathe nicht verédndert, aber der Mathe-Horizont hat sich
stark erweitert.

— Wie gesagt, ist dieses Thema nicht nur theoretisch mit Zahlen und Formeln
aufgebaut, so dass man mit vielen praktischen Arbeiten und Selbstversuche
auf eine Losung stoft. Ich hiatte mich ohne diese Unterrichtsstunden nie
mit dem Thema beschéftigt und hétte auch nie gedacht, dass das was mit
Mathe zu tun hat.

— Es war ein gutes Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Mathematik im Alltag,
selbst und vor allem bei komplizierten Problematiken, wie die Optimierung
von Wegen.

e Fanden Sie den Anteil an selbstindiger Arbeit angemessen? Wie beurteilen Sie
Ihren eigenen Lernerfolg dabei?

— Die Selbststandige Arbeit im Unterricht war angemessen. Wenn nicht sogar
ein wenig zu viel. Beim selbststdndigen Lernen wird man gezwungen mit-
zuarbeiten und das ist gut so! Deshalb ist der Lernerfolg bei selbststédndiger
Arbeit besonders hoch. In meinem Fall ebenfalls.
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— Selbststidndige Arbeit war sehr gut, so das man seinen eigenen Kopf an-
strengen musste und man sich Uberlegungen iiber Losungsanséitze machen
musste. Allerdings sollte die Gruppenstérke nicht zu grof3 sein.

— [...] Denken wird nicht gleich vom Lehrer kanalisiert.

— Jal! Mit der Hilfe der Gruppenarbeit sind wir auf viele Ideen und Ansétze
gestoflen, die im Nachhinein in der grofien Gruppe geklart wurden. Die
selbstédndige Arbeit hat mir sehr gut gefallen, und ich erzielte dabei wirk-
liche Lernerfolge

— Man konnte selbst viele Ideen und Anregungen entwickeln, da man nicht
vorher konkrete Aussagen/Angaben bekommen hat. Dadurch konnte man
testen, wie man selbst auf eigener Logik basierend, sich dem Problem wid-
men konnte.

— Ich fand es gut, dass man wirklich mal selbststdndig arbeiten, eigene Ideen
entwickeln konnte, allerdings ist es schwierig, wenn man kaum Feedback
bekommt, aufler dass man ,auf dem richtigen Weg* ist. Ein wenig mehr
Lenkung in bestimmte Richtungen wire gut. Man war gezwungen, sich
intensiv damit zu beschéftigen — gut!

— Das selbststédndige Arbeiten auf einem neuen Gebiet ohne Merksétze oder

Formeln, aber mit eigenen Ideen u. Uberlegungen. Ein bisschen wie Kno-
beln.

e Haben Sie etwas gelernt, das Sie auch unabhdngig vom Thema gebrauchen
konnen? Was?

— ...dass es immer mehrere Herangehensweisen gibt und man nicht so schnell
aufzugeben braucht, auch wenn man nicht beim ersten Versuch gleich die
perfekte Losung findet und wenn die Aufgabenstellung zu komplex wirkt.

— Ja, ich habe gelernt anders Probleme anzugehen. Umwege zu laufen, um
das Ziel zu erreichen. Oder erst kleine Dinge/Sachen erreichen und diese
spater miteinander zu verkniipfen.

— Das der Fahrtweg eines Miillautos hochwissenschaftlich ist. Wie kann ich
Alltagsdinge schneller, profitabler, ergonomischer ausfithren, so dass der
Weg und die Zeit moglichst kurz bleibt, die man dafiir aufbringt

— Neben der Intensivierung meiner selbsténdigen Arbeit, kann ich die Ein-
sicht mit in die Zukunft nehmen, dass man nicht so skeptisch an neue Dinge
und Erfahrungen herangehen soll, da auch sie, so wie diese im Unterricht
iiber die Diskrete Mathematik gemachten, niitzlich sein konnen.

— Selbststandiges Denken.

e Haben Sie weitere Kommentare/Kritik/Anregungen?

— Vielleicht mégen andere Schiiler das Thema nicht, weil man selbst iiberlegen
muss und sich nicht an Formeln klammern kann.

135



7. Unterricht

— evtl. ware es anschaulicher, wenn man ein Computerprogramm nutzen
konnte, das beispielsweise das Miillauto die Stralen abfahren lasst.

— Ofter solche Einschiibe in den normalen Lehrplan einfiigen!

7.3.5 Test Klasse 8

Die Ergebnisse des Tests zeigen, dass der Umgang mit Graphen diesen Achtklédsslern
wenig Probleme bereitete. Die Aufgabenstellungen bezogen sich auf: aufspannende
Baume einzeichnen; begriinden, warum ein eingezeichneter Teilgraph kein aufspan-
nender Baum ist; anhand einer Matrix einen Graphen zeichnen; erkennen und be-
griinden, ob Graphen zueinander isomorph sind.

Im zweiten Teil sollten die Anweisungen eines Algorithmus zur Konstruktion eines
aufspannenden Baumes (Breitensuche) liickentextartig ergénzt werden (es fehlten
die Kreisfreiheit und das Abbruchkriterium) und der Algorithmus dann an einem
gegebenen Graphen durchgefiithrt werden. Im Unterricht war die Tiefensuche, nicht
aber die Breitensuche behandelt worden. Das Ergénzen der Anweisungen war fiir die
meisten Schiilerinnen und Schiiler kein Problem. Die Durchfithrung des Algorithmus
auf dem Graphen machte hingegen mehr Schwierigkeiten (nur 8 von 32 Losungen
waren korrekt, eine davon ist in Abb. 26 zu sehen). Die Hauptschwierigkeit bestand
in der richtigen Nummerierung der Knoten und dabei den Uberblick zu behalten.
Solch ein Vorgehen wurde im Unterricht nicht geiibt und war daher ungewohnt und
unter der Anspannung in einer Testsituation sehr fehlertrichtig. Grundsétzlich aber
eignet sich die Durchnummerierung der markierten Knoten bzw. Kanten sehr gut,
um die Vorgehensweise nachvollziehbar zu machen.

Die letzte Aufgabe bestand darin, einen (im Unterricht besprochenen) Algorithmus
zur Konstruktion minimaler aufspannender Baume anzugeben. Hier wurden einige
Fehler im Hinblick auf die Prézision des Aufschreibens gemacht, haufiger aber wurde
nicht beachtet, dass minimale aufspannende Baume konstruiert werden sollten. Die
Abbildungen 27, 28 zeigen unterschiedliche richtige Losungen. Die Abbildungen 29
und 30 zeigen Losungen, die im Prinzip richtig sind, aber Unklarheiten in der Formu-
lierung besitzen. In den Abbildungen 31 und 32 sind Losungen zu sehen, die mittels
der Tiefensuche aufspannende Biume konstruieren sollen. Es wurde iibersehen, dass
minimale aufspannende Béume erzeugt werden sollten.

Die letzten beiden Beispiele zeigen deutlich die Schwierigkeiten beim Formulieren
von Algorithmen, mit denen insbesondere Schiilerinnen und Schiiler der unteren
Mittelstufe zu kdmpfen haben. Beide Schiiler konnten vermutlich auf einem gege-
benen Graphen anhand ihrer Anweisungen fehlerfrei einen aufspannenden Baum
konstruieren. Sie sind aber (noch) nicht in der Lage, ihre Vorgehensweisen allge-
meinverstandlich zu kommunizieren und dokumentieren. In dieser Klasse (dort fand
der erste der Unterrichtsversuche statt) wurde noch nicht mit dem vollen Repertoire
der in Kapitel 6 beschriebenen Methoden zur Veranschaulichung von Algorithmen
gearbeitet.
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Abbildung 26: Eine gelungene Durchfithrung der Breitensuche (Test Kl. 8).

Notenverteilung und -durchschnitt unterschieden sich kaum von anderen Klassenar-
beiten derselben Klasse.
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Abbildung 27: Eine sehr kurze Fassung des Algorithmus von Kruskal (Test KI. 8).
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Abbildung 28: Eine etwas detailliertere Beschreibung des Algorithmus von Kruskal (Test Kl. 8).
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Abbildung 29: Richtig gedacht, aber nicht geschrieben, woran man schon besuchte Knoten erkennt
(Test KI. 8).
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Abbildung 30: Das richtige (zeichnerische) Vorgehen im Kopf, aber keine eindeutigen Anweisungen,
(z.B. ,,moglichst“) (Test Kl. 8).
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Abbildung 31: Dies ist eine etwas ungenaue Beschreibung der Tiefensuche (Test K. 8).
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Abbildung 32: Hier bleibt noch einiges unklar. Dennoch koénnte die Schiilerin vermutlich zeichne-
risch eine korrekte Losung finden (Test Kl. 8).
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7.3.6 Erarbeitungsprotokolle Leistungskurs Klasse 13

Der Unterricht im Leistungskurs 13 wurde zum Grofiteil von selbstédndiger Erarbei-
tung in Kleingruppen getragen. Die Schiilerinnen und Schiiler fithrten in Erarbei-
tungsprotokollen Buch {iber ihren Erarbeitungsweg. Da die Lerngruppe keine Er-
fahrung in der Arbeit mit Lerntagebiichern hatte, wurde diese abgeschwéchte (nicht
dialogische) Form der Dokumentation gewihlt, um dennoch ein wenig Einblick in
die Forschungsarbeit der Schiilerinnen und Schiiler zu bekommen. Zusétzlich gab es
wéahrend der Arbeitsphasen in Gruppen viel Gelegenheit zum Gesprach mit einzel-
nen Schiilerinnen und Schiilern oder einzelnen Gruppen. Die Inhalte der Gespriche
flielen teilweise in die Deutung der schriftlichen Dokumente ein.

Auf dem Protokollblatt, das in Abb. 33 zu sehen ist, sieht man deutlich die Wirkung
der Lochblende. Oben auf der Seite stehen die von der Lehrerin gegebene Definition
und die Aufgabenstellung. Darunter stehen Notizen zu den ersten eigenen Versuchen,
auf einem Eulergraphen eine Fulertour zu konstruieren. Es wird festgestellt, ,, Wir
sind bei beiden Moglichkeiten an die Grenzen gestoflen.” Der Einsatz der Lochblende
wird mit Ausrufezeichen kommentiert, was wie ein ,Heureka!“ wirkt. Darunter ist
dann eine erste Formulierung des Zwiebelschalen-Algorithmus zu sehen. Durch die
Lochblende werden die geometrisch orientierten weiter oben beschriebenen Heran-
gehensweisen unmoglich gemacht. Das Vorgehen reduziert sich auf das Konstruieren
von Kreisen und das Erkennen, ob von einem Knoten noch unbesuchte Kanten abge-
hen. Damit liegen die benotigten Werkzeuge, um den Algorithmus unabhéngig von
speziellen Beispielgraphen oder bestimmten Reprasentationsformen formulieren zu
konnen, schlagartig auf der Hand.

Zusétzlich zu der schonen Dokumentation der Wirkung der Lochblende zeigt das
Protokollblatt den unkomplizierten Umgang mit verschiedenen Darstellungen von
Graphen. Graphenzeichnung und Adjazenzmatrix stehen direkt nebeneinander.
Rechts neben der Matrix wurde anhand der Zeilensummen gepriift, ob der Graph
auch tatséichlich eulersch ist. Auf der Graphenzeichnung wurden mit dem Stift Kan-
tenziige abgefahren. Das gleichzeitige Arbeiten auf enaktiver, ikonischer und sym-
bolischer Ebene wird hier sichtbar.

Das néchste Protokollblatt (einer anderen Schiilerin) in Abb. 34 zeigt in der oberen
Hilfte Experimente zum Finden einer Eulertour und in der unteren Hélfte zwei
Ausformulierungen des Zwiebelschalen-Algorithmus. Der erste Versuch, der in einer
Phase selbstédndiger Gruppenarbeit erstellt wurde, arbeitet mit der Adjazenzmatrix,
aber nicht konsequent, und er wurde nicht zu Ende gefiihrt. Der zweite Versuch
(am linken Rand) ist der Mitschrieb aus der Stunde, in der der Algorithmus als
Rollenspiel durchgefiihrt wurde. Hier ist eine deutlich bessere Strukturierung zu
erkennen.

Der Versuch eines Schiilers, das Vorgehen doch noch in eine ,Formel“ zu packen ist in
Abb. 35 abgedruckt. Noch ist er allerdings nicht so weit, ganz ohne eine geometrische
Vorstellung und damit in vollster Allgemeinheit zu arbeiten.
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Abbildung 35: Eine ,,Formel“ fiir den Computer: erster Versuch zu einem Algorithmus, der Euler-
Touren konstruiert (LK 13).
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Einen Beweisversuch fiir den Satz iiber die Anzahl von Knoten mit ungeradem Grad
in beliebigen Graphen zeigt die Abb. 36. Dieser Beweis verwendet einen Argumenta-
tionsgang, der aus dem Experimentieren (vgl. Abb. 12 in Kapitel 5) heraus entstan-
den ist. Es wurde beobachtet, wie sich sukzessives Hinzufiigen von einzelnen Kanten
auf die Knotengrade auswirkt. Dabei wurde eine doppelte Fallunterscheidung vor-
genommen. Leider fehlt ein abschliefender Text, der die so sauber dokumentierten
Einzelfille verallgemeinert zusammenfasst und daraus die zu beweisende Aussage
ableitet. Der Argumentationsgang eines anderen Schiilers ist in Abb. 37 zu sehen.

Ein Beispiel fiir die Arbeit im ,,Graphenlabor® ist Abbildung 38. Hier ist die Suche
nach dem Kriterium fiir Eulergraphen dokumentiert. Es sind dort unterschiedlichste
Graphen zu sehen. Die Zusammenfassung der Ergebnisse ganz unten auf der Seite
sind besonders interessant. Hier wurden die drei unterschiedlichen fiir die Fragestel-
lung relevanten Graphentypen erkannt und auf das Wesentliche reduziert: Gibt es
zwei Knoten ungeraden Grades, so muss in dem einen begonnen und in dem ande-
ren geendet werden, gibt es nur gerade Knoten, so ist eine ggf. in sich verschlungene
Eulertour moglich. Gibt es vier oder mehr ungerade Knoten, so zeigt der reduzierte
Graph, dass eine Tour ohne den Stift abzusetzen nicht mehr geht. Die schriftliche
Ausformulierung dieser Gedanken ist in Abb. 39 abgedruckt.
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Abbildung 39: Argumentation: In welchen Graphen gibt es Eulerwege, in welchen nicht? (LK 13)
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Es folgen nun noch einige Beispiele aus dem Modellierungsprozess der Schiilerinnen
und Schiiler. Eine Schiilergruppe hat anfangs direkt auf dem Stadtplan nach einem
Weg gesucht (Abb. 40): ,Wir haben zunéchst willkiirlich einen Weg gesucht und
versucht, GesetzméfBigkeiten festzustellen.”“ Dabei haben sie festgestellt, dass Stellen
wie der kleine eingekreiste Platz Schwierigkeiten machen (hier entstehen Knoten
vom Grad drei). Zudem haben sie an den Kartenrdndern Entscheidungen getroffen,
ob dort zusitzliche Kanten eingetragen werden. Eine Liste von sehr differenzierten
Fragen derselben Gruppe, die sich wiahrend des Modellierungsprozesses stellten, sind
in Abb. 41 zu sehen. Eine entsprechende Fragenliste einer anderen Schiilergruppe
ist in Abb. 42 abgedruckt. Dort wird bereits das Problem der Einbahnstraflen und
von Ein- und Ausgraden angesprochen. Abb. 43 zeigt Uberlegungen zum Umgang
mit den verschiedenen Straflenseiten und mit Kreuzungen vom Grad 3.
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Brigitte Lutz-Westphal, ZIB (Volkswagenstiftung)/TU Berlin (DFG-Forschungszentrum MATHEON)
Leistungskurs 13, Wieland-Herzfelde-Oberschule Berlin-WeiBensee, April/Mai 2005
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Abbildung 40: Ein erster Versuch fiir einen Weg des Miillautos (LK 13).
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Abbildung 44: Graphenmodell fiir einen Teil des Stadtplanausschnittes. Es wurden beherzt Ent-
scheidungen getroffen, wie mit den Kartenrdndern umgegangen wird. In Rot wurde bereits begon-
nen, Knoten ungeraden Grades miteinander zu verbinden (Leerfahrten) (LK 13).

Die Abbildungen 44, 45, 46 und 47 zeigen verschiedene weitere auf Folie gezeichnete
Modelle fiir denselben Stadtplanausschnitt. Es ist deutlich zu sehen, wie einige der
Schiilerinnen und Schiiler versucht haben, das Problem konkret zu lésen, indem
sie direkt Euler-Touren konstruiert haben. Fiir die Aufgabenstellung, die Tour des
Miillautos zu optimieren, geht das nur, wenn einige Strafien ausgelassen werden oder
nur ein Teil des Stadtplanausschnitts bearbeitet wird. Im Falle der Postbotentour
kann anders modelliert werden: Indem alle Stralen verdoppelt werden (Begehen
beider StraBenseiten), entsteht ein Eulergraph und es kann mit einigem Fleif eine
Eulertour gefunden werden (sieche Abb. 47).

Sobald versucht wurde, vom konkreten Finden einer Tour zu allgemeineren Losungs-
anséitzen iiberzugehen, wurde der auf dem Stadtplanausschnitt gezeichnete Graph
zu grofl und uniibersichtlich. Daher wurden dann oft nur noch Teile des Ausschnit-
tes als Graphen modelliert, wie z. B. in Abb. 44 oder in Abb. 45 unten. Auf diese
Graphen kamen die Schiilerinnen und Schiiler meist erst nach einigen Schulstunden
zuriick. In der Zwischenzeit arbeiteten sie im ,,Graphenlabor®, um Eulergraphen zu
charakterisieren und sie entwickelten Algorithmen zur Konstruktion von Eulertou-
ren.
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Abbildung 45: Zwei weitere Anndherungen an Modelle fiir denselben Stadtplanausschnitt. Oben
ein Eulerweg, unten der Graph fiir einen Teil des Stadtplanausschnittes (LK 13).
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Abbildung 46: Hier wurde bereits eine Eulertour konstruiert, allerdings nicht durch alle Strafien.
Die Punkte markieren Stellen, an denen Knoten mit Grad 3 entstehen wiirden (LK 13).

Abbildung 47: Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen, die sich alle auf die Miillautoproblematik
beziehen, wurde hier eine Postbotentour modelliert. Durch die Verdopplung sdmtlicher Strafien
entsteht ein Eulergraph und es lésst sich direkt eine optimale Losung konstruieren (LK 13).
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8 ,,Kombinatorische Optimierung erleben* —
ein Lehrbuch fiir Lehrerinnen und Lehrer

8.1 Zum Konzept der Buchkapitel

Das Buchkonzept wurde gemeinsam mit Prof. Dr. Stephan Huffmann entwickelt.

Das Buch ,, Kombinatorische Optimierung erleben“ [38] ist in erster Linie als Lehr-
buch fiir Lehrerinnen und Lehrer gedacht. Es gibt eine Einfiihrung in die wichtigsten
unterrichtsrelevanten Themen der kombinatorischen Optimierung. Das Buch ist als
Lehr-, Lern- und Arbeitsbuch gestaltet, das anders aufgebaut ist, als die meisten
mathematischen Lehrbiicher.

Jedes Kapitel beginnt mit einigen kurz gefassten Problemstellungen. Stets werden
mehrere Problemsituationen vorgestellt, die teilweise verschiedene Aspekte des Ka-
pitelthemas beinhalten oder aber verschiedene Blickwinkel bieten. Die grofle Stérke
der Themen, dass sie sich aus einfachen (motivierenden) Alltagssituationen und
-fragen heraus entwickeln lassen, wurde hier genutzt. Es werden jeweils konkrete
Arbeitsauftriage formuliert und anhand dieser Arbeitsauftrige werden die Themen
Schritt fiir Schritt erarbeitet. Es wird keine ,, fertige Mathematik“ mit anschliefenden
Ubungsaufgaben priisentiert, sondern ein moglicher Erarbeitungsgang beschrieben.
Dabei stehen Resultate wie Definitionen oder Sétze haufig erst am Ende einzelner
Abschnitte der Erarbeitung. Somit wird ein genetisch aufgebauter Lehrtext geschaf-
fen, der den Prozesscharakter von Mathematik in den Vordergrund stellt.

Die Grundidee hinter dem Buchkonzept ist, dass der Erarbeitungsgang der Leser-
innen und Leser der Erarbeitung durch Schiilerinnen und Schiiler dhnelt. Wer das
Buch oder einzelne Kapitel durcharbeitet, sollte dabei gleichzeitig eine Vorstellung
von der Gestaltung eines Unterrichts iiber das Thema entwickeln konnen, der auf
selbstédndiger Erarbeitung basiert.

Im Lauf der Kapitel werden immer wieder kleinere Arbeitsauftrage gegeben, um
die jeweilige Problematik zu verdeutlichen und erneut zu eigenen Lésungsversuchen
anzuregen. Dadurch werden die umfassenden Arbeitsauftrige vom Beginn des Ka-
pitels in kleinschrittigere Aufgaben aufgegliedert. Dies ist nicht nur eine Hilfe fiir
die Leserinnen und Leser, sondern auch fiir den Unterricht. Abhéngig von den je-
weiligen Rahmenbedingungen kann die Lehrperson mit Hilfe dieser unterschiedlich
weit tragenden Aufgabenstellungen im Unterricht eher offenere oder kleinschrittige-
re Impulse fiir die Arbeit der Schiilerinnen und Schiiler geben. Die Aufgabenstel-
lungen konnen aber auch eine Vorbereitung der Lehrperson auf typische Schiiler-
(Forschungs-)Fragen sein.

Samtliche Arbeitsauftrige sind durch kleine rote Quadrate gekennzeichnet, damit
sie (auch im Rahmen der Unterrichtsvorbereitung) schnell und einfach wiederge-
funden werden kénnen. Sie bilden einen ,roten Faden* durch die Erarbeitung eines
Themas. Konkrete unterrichtsmethodische Kommentare ziehen sich ebenfalls durch
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die Kapitel, aber eher im Hintergrund und ohne ,Rezepte“ anzugeben, was bei der
von uns intendierten Art von Unterricht gar nicht moglich wére.

In den roten Faden flechten sich (ebenfalls rot markiert) die aus den Fragen und
Aufgaben resultierenden Erkenntnisse ein. Trotz der Betonung des Prozesscharakters
des Inhaltes soll das Buch auch als Nachschlagemoglichkeit dienen. Die farblichen
Hervorhebungen dienen der schnellen Auffindbarkeit des roten (Unterrichts-)Fadens
und der ,handfesten“ Resultate.

Es wurde darauf geachtet, moglichst keine der Fragen offen zu lassen, anders als
in klassischen Mathematik-Lehrbiichern, in denen haufig Sétze wie diese zu finden
sind: ,, XXX ist soundso, wie man leicht sieht.“ oder ,,YYY sei dem Leser zur Ubung
iiberlassen.“ oder gar ,,Das ist trivial!“. Durch das Vermeiden solcher offenbleiben-
den Fragen sollen Frustrationen vermieden werden und den Lehrerinnen und Lehrern
Sicherheit im Umgang mit einem neuen Stoff gegeben werden. Der normale Lehrer-
alltag lasst hiufig keine Zeit, sich solchen Aufgaben intensiv zu widmen. Dadurch
dass samtliche Fragen beantwortet werden, kann das Buch auch ohne die Bearbei-
tung der Arbeitsauftrige gelesen werden und so in relativ kurzer Zeit ein Uberblick
iiber die Thematik gewonnen werden.

Auch wer die Themen bereits kennt, kann durch die problem- und prozessorientierte
Darstellung Anregungen fiir die unterrichtliche Umsetzung der Themen bekommen.
Und fiir diejenigen, die sich einfach nur so, ohne spéater Unterricht daraus zu ma-
chen, mit kombinatorischer Optimierung beschéftigen wollen, kann die Darstellung,
die den Weg, der zu den Resultaten fiihrt, aufzeigt, und somit von der weit verbreite-
ten Form von Definition-Satz-Beweis oder Problem-Definition-Satz-Beweis abweicht,
neue Blickwinkel 6ffnen und Mathematik neu erleben lassen.
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8.2 Optimal zum Ziel: Das Kiirzeste-Wege-Problem

Das folgende Kapitel ist ein Vorabdruck des ersten Kapitels
aus dem Buch ,, Kombinatorische Optimierung erleben* [38],
das 2006 im Vieweg-Verlag erscheint.
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8.3 Giinstig verbunden: Minimale aufspannende Bidume

Das folgende Kapitel ist ein Vorabdruck des zweiten Kapitels
aus dem Buch ,, Kombinatorische Optimierung erleben* [38],
das 2006 im Vieweg-Verlag erscheint.
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8.4 Mathematik fiir die Miillabfuhr: Das chinesische Postbotenproblem

Das folgende Kapitel ist ein Vorabdruck des dritten Kapitels
aus dem Buch ,, Kombinatorische Optimierung erleben* [38],
das 2006 im Vieweg-Verlag erscheint.
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