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1 Einleitung

Polymere sind langkettige Makromolekiile, bestehend aus kleineren Molekiil-
bausteinen, deren Anzahl in der Praxis zwischen 103 und 106 variiert. Wegen
ihrer hohen Flexibilitat gehoren sie zu den vielseitigsten Werkstoffen unserer
Zeit. Die Palette der auf der Basis von Polymeren hergestellten Produkte reicht
von Kunststoffverpackungen tiber Klebstoffe, Lacke, Farben bis hin zu Grund-
stoffen fiir Autoreifen. In jiingerer Zeit stehen zunehmend Umweltaspekte im
Vordergrund (Biopolymerisation, bakterielles Recycling, rohstoffschonende Poly-
merisationstechniken).

Die mathematische Modellierung der Reaktionskinetik von Polymeren fiihrt
fiir jeden einzelnen makromolekularen Reaktionsschritt auf ein System von 103 —
108 Differentialgleichungen, dessen Dimension zusitzlich noch mit der Zeit um
Groflenordnungen variieren kann. Die mathematisch korrekte Modellierung ist
somit ein abzdhlbares Differentialgleichungssystem mit formal abzéhlbar unend-
lich vielen Differentialgleichungen. Solche Systeme haben gewisse Ahnlichkeiten
mit partiellen Differentialgleichungen, unterscheiden sich jedoch durch ihre dis-
krete Struktur. Ihre effiziente numerische Losung ist — zumindest fiir die an-
spruchsvollen Probleme, die in der Praxis auftreten — auch heute noch Gegen-
stand der Forschung. Die bis dato verwendeten Methoden sind jedenfalls unbe-
friedigend — entweder, weil sie zu langsam sind, oder, weil sie keine verlafilich
richtigen Ergebnisse liefern.

In diesem Artikel wird eine neue Klasse von effizienten Loésungsmethoden
vorgestellt, die adaptiven diskreten Galerkin-Methoden. Sie basieren auf einer
Betrachtung abzéhlbarer Differentialgleichungssysteme in Folgenrdumen (gewich-
tete und ungewichtete [2-RiAume) und einer Galerkin-Approximation der Lo-
sungen durch dynamisch angepafite Basisfunktionen in diesen Folgenrdumen.
Die adaptiven diskreten Galerkin-Methoden wurden zunachst am Konrad-Zuse-
Zentrum fiir Informationstechnik Berlin (ZIB) erdacht und entwickelt, heute
werden sie in der Firma CiT weiterentwickelt und in Form von kommerzieller
Anwendungssoftware vertrieben. Diese Software gestattet mittlerweile die rasche
Simulation kompletter Reaktionssysteme der technischen Chemie auf Personal-
computern — was vorher nicht einmal auf Supercomputern moglich war.
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2 Problemklasse und mathematische Modellierung

Polymere P, der Kettenldnge s bauen sich aus kleineren Bausteinen durch che-
mische Reaktionen bis zu einer maximalen Kettenldnge smax auf. Bei der Ho-
mopolymerisation sind diese Bausteine einzelne Molekiile, sogenannte Monomere,
oder Molekiilgruppen, sogenannte Oligomere. Bei der Copolymerisation entste-
hen Copolymere, die aus mehreren Monomerarten zusammengesetzt sind. Darti-
ber hinaus unterscheiden sich die Polymere noch durch ihre rdumliche Struktur,
etwa durch Vernetzung oder Verzweigung. Im Prozef3 der Polymerisation entsteht
nicht etwa ein einheitliches Polymer fester Kettenldnge, sondern eine Verteilung
von Polymeren unterschiedlicher Kettenlangen. Diese Kettenldngenverteilung
legt zugleich in vielen Féllen die physikalischen und chemischen Eigenschaften
fest. Ziel der Simulation ist die Berechnung der Kettenlangenverteilung Ps(t), s =
1, ..., Smax in Abhéngigkeit von der Zeit t. Zugleich ist die Simulation zu verste-
hen als innere Schleife von Optimierungsverfahren.

Die mathematische Formulierung chemischer Reaktionskinetik fiihrt auf Sy-
steme gewohnlicher Differentialgleichungen, (i.a. nichtlinear und “steif”), deren
Komplexitat von der Komplexitit der zugrundeliegenden Reaktionsmechanis-
men abhéngt — siche etwa [11]. Bei Polymerisationsprozessen entstehen nach dem
gleichen Schema smax gewohnliche Differentialgleichungen, wobei die maxima-
le Kettenlinge smax in realistischen Fillen zwischen 102 und 106 variiert. Bei
Mehrphasensystemen treten zuséatzlich algebraische Gleichungen auf. Manche
Polyreaktionsschemata enthalten mehr als fiinf solcher Verteilungen und mehr
als 30 Reaktionsschritte. Im folgenden wollen wir der Einfachheit halber die
gleiche Bezeichnung P; auch fiir die Konzentration der Molekiile verwenden.

Kinetisches Schema. Ausgangspunkt fiir eine Modellierung ist das kineti-
sche Schema eines Prozesses. Dieses besteht im allgemeinen aus

e Reaktionsschritten
e Reaktionskoeflizienten
o Zusatzeffekten

und bildet je nach behandeltem Polymerisationstyp ein bestimmtes Muster.
Polymerisationstypen sind z.B.

e Radikalische Polymerisation
e Koordinative Polymerisation
e Polykondensation

e Jonische Polymerisation.

Beispiel: Radikalische Polymerisation Zur Illustration betrachten wir einen ty-
pischen Polymerisationsprozef3, die radikalische Polymerisation.

I +M 25 p Start

P+ M i P4 Wachstum

P+ M L D, + P, Ubertragung

P, + P, LN Dy Kombinationsabbruch

P, + P, LT D, + D, Disproportionsabbruch
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Gestartet wird die Reaktion mit Eingangskonzentrationen fiir den Initiator I
und das Monomere M. Der Startschritt fithrt zu einem aktiven Zentrum (Poly-
merradikal) Py, welches dann durch Anlagerung weiterer Monomere wéchst, bis
durch Zusammentreffen auf ein anderes Radikal die Reaktion gestoppt wird,
wodurch sogenannte “tote”, d.h. nicht mehr aktive Polymere D, entstehen. Die
oben angesprochenen Zusatzeffekte entstehen in diesem Fall durch die Model-
lierung der Abbruchkonstanten k;q und k., die in Abhéngigkeit vom Verbrauch
des Monomeren M und gewissen Eigenschaften des Polymers D, wegen des so-
genannten Geleffekts (Ansteigen der Viskositat durch Bildung langer Ketten)
zeitabhangig beschrieben werden miissen. Die aus den kinetischen Gleichungen
entstehenden Differentialgleichungen fiir die Polymere Ps; und Dy haben die fol-
gende Form:

Pl =kJM —  k,MPy  + kM(ZP, — P1) — (kye + kra) PLSP;
SN——" ——
Start Wachstum Ubertragung Abbruch
Pg/ = - kpM(Pe - ]Ds—l) - ktMRe - (ktc + ktd)RGEPT y S > 2
—_———— N——
Wachstum Ubertragung Abbruch
s—1
D/g = + ktc/zz PTRG—T + (kthSEPT y S Z 2
ot ————
Disproportion
Kombination

Hinzu kommen die Differentialgleichungen fiir I und M sowie die zeitabhan-
gige Berechnung der Abbruchkoeffizienten. Das Abschneiden des obigen Systems
bei einem Index smax ist hier nicht ganz unproblematisch, da die interessierenden
Bereiche des Polymerisationsgrades im Verlauf der Reaktion stark variieren. Ein
Abschneiden des Systems bei zu kleinem Index smax kann zu qualitativ vollig
falschen Resultaten fithren, ein Abschneiden bei zu grofiem Index smax treibt
oft den ohnehin hohen Aufwand noch hoher. Hier handelt es sich fiir realisti-
sche Daten um ein System von insgesamt ca. 20.000 Differentialgleichungen.
Gesucht sind die Konzentrationen aller Komponenten I, M, Ps und D, fiir alle
s. Dartiber hinaus interessieren Makrovariable, z.B. die mittlere Kettenlange.
Wie insbesondere dem Kombinationsterm in der Differentialgleichung fiir D zu
entnehmen ist, sind alle Komponenten der Losung global miteinander verknupft —
eine Eigenschaft, die Konsequenzen fiir die Losungsmethode hat, wie sich spéter
zeigen wird.

Prozeflfiihrung. Zusétzlich zum kinetischen Schema gibt es einen zweiten
wichtigen Einfluifaktor bei der Modellierung von Polyreaktionen, die Prozef3-
fiihrung. Grob unterscheidet man hier die Betriebsarten

e batch
e semibatch
e kontinuierlich
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und zwar fur einen oder mehrere Reaktoren. Im zweiten Fall geht man davon
aus, daf} alle Stoffe (oder auch nur ausgewihlte Strome) von Reaktor zu Reak-
tor flieBen und dort unabhéngig reagieren. Selbst eine Riickfithrung von Stoffen
ist moglich. SchlieBlich gibt es Rohrreaktoren, in denen die Reaktion zeitlich
stationar, aber im Ort ohne Riickvermischung stattfindet.

Durch die Prozefifiihrung kann der Chemiker in entscheidender Weise die
Produkteigenschaften — insbesondere auch die Molmassenverteilungen des Poly-
merisats — beeinflussen. Dazu gehoren auch Mix- und Feedstrategien, bei denen
durch kontinuierliches Hinzufiligen von Stoffen, z.B. Monomeren, der Prozef3ver-
lauf gesteuert wird. Weitere Modellierungsaspekte sind

e Volumenanderungen — entstehend durch die Reaktorfahrweise oder die soge-
nannte Volumenkontraktion, welche durch die héhere Dichte des Polymeren
im Vergleich zum Monomeren auftritt.

e Temperaturanderungen — entstehend durch Vorgabe von Temperaturprofilen
zur Steuerung, adiabatische Prozesse, Kiithlung und Feedstrome

e kinetische Schritte, welche Figenschaften wie Propfung, Verzweigung oder
Vernetzung beschreiben.

Die Gesamtanforderung eines realistischen Polyreaktionssystems ist daher
die mathematische Behandlung

e einer beliebigen Anzahl von Reaktanden und Polymerverteilungen
e ciner beliebigen Anzahl von Reaktionsschritten
e der Reaktionsfiihrung.

Dabei darf es im Prinzip keine Einschrankungen geben in Bezug auf

e die Form der Verteilungen
e die Art der Prozesse.

Fir die Anwendbarkeit der weiter unten dargestellten neuen Algorithmen in
der Praxis ist es von entscheidender Bedeutung, daf§ die vielfaltigen Moglich-
keiten der auftretenden Probleme bequem und fehlerfrei mittels einer benutzer-
freundlichen Softwareschale einzugeben sind. Auch die brilliantesten algorithmi-
schen Ideen werden in der Praxis nur innerhalb einer solchen komfortablen Pro-
grammoberflache akzeptiert. Diese Einsicht fithrte schliefilich — anschlieend an
die algorithmische Entwicklung — zur Entwicklung des Softwaresystems PREDICI,
das nun tatséchlich diesen Anforderungen geniigt. Zur Illustration ist in Fig. 1
eine typische Reaktorkaskade gezeigt. In jedem der Reaktoren finden zahlreiche
Elementar- und Polymerreaktionen statt.

3 Diskussion bisheriger Losungsmethoden

Bevor wir uns der Beschreibung der von uns entwickelten adaptiven diskreten
Galerkin-Methoden zuwenden, wollen wir noch kursorisch die bisher verfiigharen
Losungsmethoden darstellen und diskutieren.
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Fig. 1. Typisches Flow-Sheet aus PREDICI

Direkte numerische Integration. In nicht allzu komplizierten Fallen wird
immer noch eine direkte numerische Integration der im vorigen Abschnitt herge-
leiteten groflen Differentialgleichungssysteme versucht. Da diese Differentialglei-
chungen in der Regel “steif” sind, benttigen sie in jedem Fall die Speicherung der
Jacobimatrix der rechten Seite — was aufler in besonders einfachen Fallen sowohl
Speicherplatz als auch Rechenzeiten {iber jede verniinftige Schranke treibt. Als
Alternative bleibt oft noch, mit einer “kleinen” Anzahl von Differentialgleichun-
gen zu starten und sich langsam zu hoheren Anzahlen hochzuhangeln, um aus
diesem Approximationsprozefl eventuell Riickschliisse ziehen zu koénnen; selbst
diese Einschrankung fiihrt noch zu unvertretbar hohen Rechenzeiten und zudem
noch nicht zu verlafllichen Resultaten — vergleiche Tabelle 1.

Lumping-Techniken. Kettenldngenverteilungen sehen in der Regel rela-
tiv glatt aus — d.h. fiir nah beieinander liegende Polymerisationgrade s liegen
auch die Konzentrationen P, nah beieinander. Dies lafit erwarten, dafl man
solche Verteilungen mit weitaus weniger Freiheitsgraden als der urspriinglichen
maximalen Kettenldnge mit geniigender Genauigkeit darstellen kann. Beim so-
genannten Lumping werden eine Reihe von Komponenten zu einer Superkom-
ponente zusammengefafit. Fiir diese Superkomponenten werden dann Differen-
tialgleichungen hergeleitet, die wiederum numerisch direkt gelost werden. Eine
richtige Zusammenfassung der Komponenten erfordert eine Menge Einsicht in
den betrachteten Polymerisationsprozefl, was nur bei hinreichend bekannten
Prozessen der Fall ist. Zudem ist in vielen Beispielen eine dynamische Anpas-
sung des Lumpingschemas wahrend der Zeitintegration erforderlich, was prak-
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tisch sehr schwierig sein kann. Fiir lineare Differentialgleichungssysteme ist dieses
Vorgehen noch ausreichend kontrollierbar, da Lumping selbst eine lineare Ope-
ration ist. Fir nichtlineare Prozesse hingegen wird auf diese Weise ein un-
bekannter Modellierungsfehler eingefiihrt. Vollends uniiberblickbar ist die Si-
tuation in einem umfangreichen Reaktionsschema, dessen Verhalten noch nicht
vorab bekannt ist. Mochte man hier Fraktionen auswéhlen, so bendtigt man
aus Rechenzeitgriinden Gitter, welche moglichst wenige Knoten an der richtigen
Stelle enthalten miissen. Diese Gitter, die etwa durch Kollokation [20] erzeugt
werden, sind also entweder in der Zeit mit zu verandern — was in der Implemen-
tierung durchaus schwierig ist — oder fiir den gesamten betrachteten Zeitraum
von Anfang an dicht genug zu wahlen — was in der Regel aus Rechenzeitgriinden
scheitert. Eine Herleitung der zugehorigen Differentialgleichungen ist dariiber
hinaus oft nicht moglich. Wichtigster Einwand gegen diese Methode ist jedoch,
daf sie keine saubere Kontrolle der auftretenden Approximationsfehler gestattet.

Momentenmethode. Eine Reduktion der Freiheitsgrade gelingt in einer
Reihe von Problemen durch Ubergang von der Kettenlingenverteilung P, zu
den zugehorigen statistischen Momenten

pe(®)[P] =Y s*P(t), k=0,1,..., .

s>1

Nach dem Satz von Stieltjes ist die Kenntnis samtlicher Momente, falls diese
beschrénkt sind, dquivalent zur Kenntnis der Verteilung. Sind jedoch nicht alle,
in der Praxis sogar oft nur einige wenige dieser Momente bekannt, so benotigt
man zusétzliche Informationen, um die Verteilung bestimmen zu koénnen, etwa
durch Vorabfestlegung auf eine spezielle Form.

Beispiel. Sind die Momente pi[P] und 1 [P] einer Verteilung Ps bekannt und
weifl man, dafl es sich bei Ps um eine Poissonverteilung

As—l
(s—1)!
handeln muf, so 1483t sich die Verteilung durch die Wahl

P, =Ce ™™

C=pp, \=1
Ho
eindeutig bestimmen. In diesem Fall ist also die Verteilung durch lediglich zwei
Freiheitsgrade festgelegt. Offenbar ist hier die Vorabfestlegung auf die Poisson-
verteilung der kritische Punkt — eine Festlegung, die nicht weiter kontrolliert
wird. Allgemein gilt, daf} die aus der Momentenmethode erhaltenen Verteilungen
keine Abschétzung des Fehlers zulassen. Heimtiickischerweise sieht bei Vorgabe
von ein- oder mehrparametrigen Basisverteilungen die Losung meist optisch sehr
glatt aus, unabhangig davon, wie weit sie von der tatsdchlichen Losung entfernt
ist. Diese Methode zur Bestimmung von Verteilungen ist also nur zu empfehlen,
falls der betrachtete Polymerisationsprozefl weitgehend studiert ist und keine
Uberraschungen zu erwarten sind. Dies ist gerade bei der Neuentwicklung oder
Optimierung von technischen Verfahren nicht der Fall.
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Dariiber hinaus konnen gerade in technisch relevanten Situationen die Mo-
mente auf diese Weise hufig gar nicht berechnet werden, z.B. weil die entste-
henden Differentialgleichungen nicht abgeschlossen sind, sodaf} ein verniinftiges
Abschneiden mit nur wenigen Freiheitsgraden nicht moglich erscheint — verglei-
che [9] fiir Beispiele dazu. Bei bestimmten kettenldngenabhéngigen Reaktionsko-
effizienten ist sogar iiberhaupt keine Formulierung der rechten Seite durch die
Momente der Verteilung moglich — vergleiche das Rufibildungsbeispiel von [13].

Quasistationdre Approximation (QSSA). Weifl man, dafi das System
oder Komponenten des Systems einer Quasistationaritdtsannahme geniigen, so
lassen sich die Bilanzgleichungen manchmal stark vereinfachen. In Spezialfallen
kann dann etwa das radikalische Polymerisationsschema auf eine reine Quadratur
fiir die toten Ketten reduziert werden [20]. Dann lassen sich auf einfache Weise
Fraktionen auswéahlen, zwischen denen das Ergebnis interpoliert wird. Aufgrund
des geringen Aufwandes bei der Quadratur mufl dabei nicht sehr subtil vorge-
gangen werden; es geniigt eine ungefihre Kenntnis des Kettenldngenbereiches
und der Breite eventueller Maxima. Ein solches Vorgehen &3t verschiedene
Verteilungsformen zu.

Kontinuierliche Modellierung. Ein recht haufiges Vorgehen ist, die un-
endlich vielen gewohnlichen Differentialgleichungen in kontinuierliche partielle
Differentialgleichungen iiberzufiihren, indem aus dem an sich diskreten Ketten-
léngenparameter s eine kontinuierliche Variable s gemacht wird. Dabei wird ein
schwer kontrollierbarer Modellierungsfehler insbesondere bei kleinen Werten von
s eingeschleppt — also leider gerade in einem Bereich, in dem haufig gute Messun-
gen aus Experimenten vorliegen. Dariiber hinaus entsteht bei diesem Vorgehen
fiir eine Reihe von wichtigen Polymerisationsprozessen (die zu unbeschriankten
Operatoren gehoren) ein in der Umgebung von s = 0 unsachgeméifl gestelltes
Problem, das auch auf kleine Werte von s ausstrahlt und eine Regularisierung
erfordert [14]. Diese Methode kann also in ihrem Fehler nur schlecht abgeschétzt
werden und sollte fiir Prozesse, in denen auch kurze Ketten eine Rolle spielen,
unbedingt vermieden werden. Auflerdem sind selbst im gutartigen Fall die resul-
tierenden partiellen Differentialgleichungen keineswegs leichter zu l6sen als die
urspriinglichen kinetischen Gleichungen.

Monte-Carlo-Methoden. Der Vollstandigkeit halber mochten wir noch er-
wéahnen, dafl zur Analyse von stationdren Losungen von Copolymerisationssy-
stemen Markov-Ketten verwendet werden, bei denen die Ubergangswahrschein-
lichkeiten von Zustédnden ausgenutzt werden [21]. Die statistische Simulation
der den kinetischen Gleichungen zugrunde liegenden zeitabhangigen Masterglei-
chungen wird ebenfalls schon seit langerer Zeit versucht [10, 19, 18, 16]. Sie er-
fordert allerdings einen enormen Rechenaufwand verglichen mit den anschliefend
darzustellenden neueren Methoden.

4 Adaptive diskrete Galerkin-Methoden

Wie oben dargestellt, lassen sich Polymerisationsprozesse mathematisch model-
lieren durch abzdhlbare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen, die wir
hier kurz schreiben wollen als
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Pl(t) = fs(Pi(t),..., Ps(t)), s=1,..., Smax (1)

mit gegebener Anfangsverteilung P,(0). Der Einfachheit halber wollen wir das
Galerkin-Schema im folgenden darstellen anhand der linearen Gleichung

P{(t) = (AP(t))s (2)
wobei der lineare Operator A als moglicherweise unbeschrankt angenommen
wird. Ausgangspunkt der Entwicklung von diskreten Galerkin-Methoden war
die Arbeit [9], worin ein diskretes gewichtetes inneres Produkt

)= f(s)g(s)¥(s) (3)

iiber eine (vorgewéhlte) Gewichtsfunktion ¥ definiert wurde. Dieses Produkt
induziert eine Basis {/;} von Orthogonalpolynomen mit

(lj,lk)Z’yjéjk , v; >0 7, k=0,1,2,... (4)

Unter bestimmten Bedingungen 148t sich die Losung mittels dieser Basis darstellen

in der Form -
s) Z ar )k (s). (5)
k=0

Einsetzen dieser Entwicklung in die Ausgangsgleichung (2), Multiplizieren
mit einer Testfunktion /;(s), Summation iiber s, Vertauschung der Summationen
beziiglich k und s und Benutzung der Orthogonalititsrelation (4) generiert das
abzahlbare System

Zak (1, Al) §=0,1,.... (6)
Falls die Darstellung (5) zuléssig ist, so existiert auch eine Galerkin-Approximation

P(") Z a(n) (7)

mit asymptotisch verschwindenden Koeflizienten a,g"), die durch das zu (6) gehorige
abgeschnittene Differentialgleichungssystem definiert sind.

Mitbewegte Gewichtsfunktion (moving weight function). Um den
Index n abhéngig von der verlangten Genauigkeit so klein wie méglich wéahlen zu
konnen, wird die Gewichtsfunktion ¥ geschickt gewahlt und dynamisch angepaft.
Als Beispiel geben wir die sogenannte Schulz-Flory Verteilung

Tp(s)=(1—p)p*' , 0<p<l1 (8)

an, die sich speziell fiir die freie radikalische Polymerisation eignet. Sie erzeugt als
Orthogonalpolynome die diskreten Laguerre-Polynome l(s; p). Der darin enthal-
tene Parameter p 148t sich nun derart anpassen, daf} iiber alle Zeiten ¢ die ersten
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beiden statistischen Momente der gesuchten Verteilung P, und der Gewichts-
funktion ¥,(s) tibereinstimmen

o0

Z/QZZ U,(s)=1 und l/lzz stpp(s):(l—p)_lzﬁ . (9)

s=1
Durch die Anpassung von p wird zugleich die Basis zeitabhéngig mitgefiihrt.
Anstelle der speziellen Schulz-Flory-Verteilung ist die flexiblere zweiparametrige
Gewichtsfunktion [24, 23]

s—14+a«
s—1

w,m(s):u_p)l—a( >ps—1 0<p<l a>-1 , (10)

vorzuziehen, welche die Schulz-Flory-Verteilung und die Poisson-Verteilung als
Spezialfalle enthalt. Sie erzeugt als Orthogonalbasis die modifizierten diskreten
Laguerre-Polynome I (s; p, @).

Hilbertraum-Skala. Durch die Gewichtsfunktion ¥, , wird eine Skala von
Folgenraumen, also diskreten Hilbertraumen definiert:

(o)
H,.:= {uERN| [l pﬂ:Zu(s)ZWEé <oo}. (11)

s=1

Eine Losung Ps(t) = u(s, t) muf also der Bedingung v € H,  genligen, um eine
Entwicklung der Form (5) und eine zugehérige Galerkin-Approximation (7) zu
gestatten. Diese Bedingung fordert ein asymptotisches Abklingverhalten

P2
lim ——* _—0. (12)
s=o0 U(s; p, )

Eine genauere theoretische Analyse zeigt, dafl der Parameter p die Existenz, FEin-
deutigkeit und Regularitat der Losung charakterisiert, wahrend der Parameter
a die “Distanz” zur Schulz-Flory-Verteilung beschreibt. Dies belegt der folgende
Satz nach [22, 23], bei dem der Bequemlichkeit halber der zweite Parameter o
weggelassen ist.

Theorem. Betrachtet wird eine Skala von Folgenrdumen H, mit p € [po,1),
0<po<1l. Sei J=1[0,Tf] C R und F :J x H, — H; stetiger Operator fir
p > p mit F(t,u(0)) € H,, auf J. Ferner gelte eine Lipschitz-Bedingung der
Form

[1E(t,u) = F(t,0)ll5 < [u=vll,, 0<y <1,

M
(p=p)
firte J, p>p und u,v € Hy,. Dann hat fir jedes p € (po,1) das Anfangswert-
problem

u'(t) = F(t,u(t)), u(0) = ¢ € Hy,

eine eindeutige Losung u : [0,6(p — p)?) — H; mit § = min{Ty, (Md,)~'} fir
eine Konstante d > 1, die in konkreten Fdllen berechnet werden kann.
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Préprozessor. Zur Berechnung der Galerkin-Approximation mufl die Matrix

smax

(L, Alk) = > W(s)l;(s) Al (s)

s=1

ausgewertet werden. Diese Auswertung kann etwa bei der Schulz-Flory-Verteilung
¥, und einfachem Operator A analytisch durchgefiihrt werden. Bei hinreichend
komplizierten Polymerisationsmechanismen miissen die Summen jedoch nume-

risch ausgewertet werden: hier kann nochmals die Struktur der Orthogonalbasis
{l;} ausgenutzt werden, indem man die Summen durch die zur Gewichtsfunktion

¥ gehorige diskrete Gauss-Quadratur approximiert, wobei innerhalb einer Ap-
proximation mit n + 1 Entwicklungskoeffizienten n + 1 Gaussknoten ausreichen

[23].

Linienmethode. Eine Moglichkeit zur Losung der auftretenden abzéhlbaren
Differentialgleichungssysteme ist, einen Ansatz vom Typ (7) mit fest vorgewéhl-
tem Abschneideindex n zu machen; die Wahl des Index kann im Zuge der Rech-
nung durch eine Fehlerschiatzung kontrolliert werden. Ist der Approximations-
fehler nach Ablauf der numerischen Integration zu hoch, so kann immerhin die
gesamte Simulation mit hoherem Index wiederholt werden. Ein solches Vorge-
hen entspricht bei partiellen Differentialgleichungen einer Linienmethode, wobei
zuerst im Raum, dann in der Zeit diskretisiert wird.

Aus den berechneten Koeffizienten ay, ergeben sich die statistischen Momente
durch einfache lineare Bezichungen — vergleiche [9] — so dafi auch momenten-
abhéngige Reaktionskoeffizienten kein ernsthaftes Problem fiir diese Art der
mathematischen Behandlung darstellen. Ein Verfahren dieses Typs wurde in dem
Programmpaket MACRON des Konrad-Zuse-Zentrums implementiert, mit dem
eine Reihe von interessanten Problemen bearbeitet werden konnten [5, 1, 6]. Es
benutzt allerdings bisher nur die einfache Schulz-Flory-Verteilung, da in diesem
Fall der oben erwahnte Praprozessor im wesentlichen analytisch arbeiten kann.
Zur Illustration geben wir hier eine Vergleichsrechnung fiir ein technisch rele-
vantes Problem an.

Tab. 1: Rechenzeiten und berechnete Polydispersion als Funktion der maxi-
malen Kettenldnge durch direkte steife Integration des urspriinglichen Differen-
tialgleichungssystems — nach [17].

Kettenldnge Rechenzeit®) Dispersion®)
50 43 1.98
100 220 1.98
200 1.320 2.21
300 4.048 2.30
400 7.987 2.33
500 16.042 2.34

a) CPU sec Cyber 205
b) auf vier Dezimalziffern genaue Dispersion 2.404 berechnet in 18.1 sec auf
einer Workstation mit diskreter Galerkin-Methode (n = 5).
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Beispiel: Freie radikalische Polymerisation. Das zugrundeliegende chemische Pro-
blem ist in [17] beschrieben. Zur numerischen Lésung wéhlten die Autoren
[17] die Methode der direkten numerischen Integration fiir wachsende maxi-
male Kettenlinge smax — vergleiche Tabelle 1. Ignoriert man die Tatsache,
daB die direkte Integration auf dem Supercomputer Cyber 205 nicht die gleiche
Genauigkeit erzielt hat, so 1a8t sich — durch Vergleich der MFLOPS-Raten unter
Beriicksichtigung von LINPACK benchmark Tests — ein Beschleunigungsfaktor
von mehr als 10.000 abschétzen! Beschleunigungsfaktoren dieser Gréflenordnung
sind kein Einzelfall, sondern relativ typisch fiir eine groflere Klasse von Proble-
men — siche etwa die erst jlingst publizierten Resultate in [7].

Rothe-Methode. Die Linienmethoden-Variante der diskreten Galerkin-Me-
thode hat — allen Anfangserfolgen zum Trotz — in komplizierten praktischen
Problemen erhebliche Schwierigkeiten. So erweist sich eine saubere Abgleichung
der verschiedenen auftretenden Fehler — Diskretisierungs-, Abschneide- und Qua-
draturfehler — bei genauer Analyse als schwierig, wenn nicht im allgemeinen Fall
unmoglich. Aus diesem Grund wurde im ndchsten Entwicklungsschritt — angeregt
durch Arbeiten von Bornemann [2, 3] iiber parabolische partielle Differential-
gleichungen — die Linienmethode ersetzt durch eine Rothe-Methode, bei der
erst beziiglich der Zeit (mit Schrittweite 7) und sodann beziiglich der Ortho-
gonalbasis diskretisiert wird. Mathematische Basis ist die Theorie der analyti-
schen Halbgruppen — interessanterweise hat Hille [15] eben diesen Begriff anhand
eines abzéhlbaren Differentialgleichungssystems (mit konstanten Koeffizienten)
gepragt. Zur Hlustration des Vorgehens nehmen wir an, wir hétten die Losung
¢ = u(t) der nichtlinearen Ausgangsgleichung (1) gegeben. Um eine Appro-
ximation w; der Losung u(t + 7) zu erhalten, wenden wir ein semi-implizites
Euler-Verfahren nach [8] an:

(I—-7A)Au=1f(¢), ui=p+ Au, (13)

wobei A die Ableitung f,(¢) ist. So erhalten wir ein lineares Randwertproblem
in einem Folgenraum, das wir durch eine diskrete Galerkin-Methode approxi-
mieren. In der numerischen Realisierung benotigt die Zeitschrittsteuerung eine
Schétzung 71 des Fehlers ||u; — u(t 4+ 7)|| in der von dem inneren Produkt (-,-)
induzierten Norm || - ||. Dazu 16sen wir die Korrekturgleichung

1
(I - TA)nl = —57'214']6(()0) ’ Uz = Uy + m,

welche offenbar die gleiche Struktur wie (13) hat. Die Approximation ug ist von
der Ordnung 2. Es ergibt sich so eine geschétzte Zeitschrittweite

tol
Tnew = T[T

[l

zu vorgegebener Toleranz tol. Der Abschneideindex n wird innerhalb dieses Ap-
proximationsschemas zeitabhéngig derart angepafit, daf§ die Approximationsge-
nauigkeit deutlich unterhalb tol liegt.
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h-p-Methode. Die oben beschriebenen gewichteten Galerkin-Methoden ver-
wenden globale Ansatzfunktionen, die in einer Reihe technischer Anwendun-
gen mit vielgestaltigen Kettenlangenverteilungen nicht besonders geeignet er-
scheinen. In Anlehnung an das Vorgehen bei Finite-Elemente-Methoden fiir par-
tielle Differentialgleichungen wurde deshalb auch hier als néchster Schritt eine
lokale Basiswahl zusédtzlich zur globalen Basiswahl entwickelt. Die lokale Basis
orientiert sich am Gewicht ¥ = 1, fiihrt also auf Tschebyscheff-Polynome ty
vom Grad k. Zuséatzlich zur Variation des lokalen Grades k£ kann hierbei auch
noch das lokale Intervall variiert werden — eine Technik, die im FEM-Bereich als
h-p-Methode bezeichnet wird. Als Faustformel fiir die Kombination von globaler
und lokaler Basis hat sich ergeben: So global wie mdglich, so lokal wie notig.

(I,p}) (13,p)) (I, Ph)

Fig. 2. Allgemeines h-p-Muster

Um eine Vorstellung von der doch recht komplizierten Struktur des erst
jiingst entwickelten diskreten Multilevel-h-p-Algorithmus zu geben, wollen wir
noch etwas ins Detail gehen. Wir starten von einer Unterteilung der s-Achse
(Kettenldngenachse) wie in Fig. 2 und benutzen lokale Entwicklungen auf je-
dem Intervall I mit speziellen Polynomen bis zu einer Ordnung j. Die Anzahl
der Entwicklungskoeffizienten kann von Intervall zu Intervall differieren, so daf3
die Form der Kettenldngenverteilung durch Variation von Gitter und Ordnun-
gen aufgelost werden kann. Die Knoten-Ordnung-Verteilung auf dem feinsten
Level A = {(I1,p1),...(Im,pm)} muB so gewdhlt werden, dafl der rechnerische
Aufwand so klein wie moglich ist. Die Konstruktion des Gitters startet in der
Regel mit einem Anfangsintervall I} = {1,...smax} und schreitet von Level zu
Level durch Bisektion von Intervallen oder Erhéhen der Ordnung. Auf jedem
Teilintervall I} (I: Nummer des Intervalls, j: Nummer des Levels) erhalten wir
eine Approximation

Py
Pej |Iij: Z Akt (S) )
k=0

wobei die Polynome til die bekannten Tschebyscheff-Polynome vom Grade k;
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sind, welche orthogonal auf dem diskreten Intervall I ZJ sind. Als Beispiel eines
Ubergangs zwischen zwei Levels betrachten wir Fig. 3:

(I1,p1)  (I2,p2) (I3,p3) (14, p4) (Is,ps)
= - - = » n
= - - - - - : n

(I,pr + 1) (I2,p2)  (T31,1) (I3r,1) (Ia,pa + 1) (I5,p5)

Fig. 3. Beispiel eines Ubergangs in einem h-p-Multilevel-Algorithmus

Wiéhrend hier auf den Intervallen I; und I, die Ordnung der lokalen Ap-
proximation erhoht wurde, wurde Intervall I3 verfeinert. Die tibrigen Intervalle
werden aufgrund der Informationen der Fehlerschétzung nicht verandert.

Der gesamte Algorithmus ist eingebettet in die Rothe-Methode wie oben
beschrieben. Mit einer ausgereiften Version dieser Technik ist das Softwarepaket
PREDICI nun flexibel in der Lage, multimodale Verteilungen oder Spriinge aufzu-
16sen. Erst in dieser Verfeinerungsstufe des Algorithmus war es méglich, simtliche
interessanten Verteilungstypen und Prozesse zu behandeln, die in der industri-
ellen Praxis eine Rolle spielen.

5 Ein komplexes Beispiel — radikalische Terpolymerisation

Die meisten industriellen Kunststoffe (z.B. Klebstoffe oder Lacke) sind Copoly-
mere, d.h. sie bestehen aus mehreren Monomeren, wobei drei bis sieben Mo-
nomeren keine Seltenheit sind. In diesem Abschnitt wollen wir deshalb an-
hand eines in der Literatur wohldokumentierten Copolymerisationsproblems die
Leistungsféahigkeit der adaptiven diskreten Galerkin-Methode exemplarisch il-
lustrieren. Das zugrundeliegende Modell einer Copolymerisation mit den drei
Monomeren MMA, Styrol und MSA wird in [12] beschrieben und dort mit Hilfe
statistischer Zusatzannahmen untersucht. Im Gegensatz dazu kommt die diskrete
Galerkin-Methode ohne solche weiter nicht nachpriifbaren Zusatzannahmen aus.
Zur mathematischen Modellierung von Copolymerisationen wird oft ein “mehr-
dimensionaler” Ansatz gewéhlt, also bei zwei Monomeren anstelle einer Ketten-
langenverteilung Py eine Verteilung Ps, mit s Monomereinheiten vom Typ 1 und
r Einheiten vom Typ 2. Dieser Ansatz fiihrt zu einer enormen Aufbldhung von
Speicher und Rechenzeit. Aus diesem Grund verwenden wir hier eine Charak-
terisierung wie in [12], welche die (lebenden) Copolymere nach dem chemisch
aktiven Kettenende klassifiziert. In unserem Beispiel der Terpolymerisation be-
zeichnet P; das Polymer mit MMA, Qs das Polymer mit Styrol und R das
Polymer mit MSA als aktivem Ende.
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Mit diesen Bezeichnungen erhilt man das folgende Reaktionsschema
Initiierung:

I LI Y

I* + MMA -4 py

r+s Mo

I+ MsA 5 R,

Kettenwachstum:
P; + MMA™S P,
Prts Qi
P+ MSA 5 Ry
Qr + MMA™S pr |
Qs i,
Qr + MSA 5 R |
R + MMA S pr |
Ri+S g

Kettenabbruch:

P} + P} ™% Da,y
Y+ Qp ™% Dugr
Qi + Q1 " Doy

Bei der Bestimmung der Reaktionskoeffizienten — der Index a ist verkniipft
mit MMA, b mit Styrol, ¢ mit M SA — unterscheidet man zwischen den Ge-
schwindigkeitskonstanten fiir die Homopolymerisation — die Reaktion zwischen
gleichen Monomeren — und den r-Werten, die den Quotienten zwischen Homo-
polymerisationskonstante und gemischter Konstante darstellen, zum Beispiel
Tab = kpaa/kpap. Wéhrend die Bestimmung der r-Werte oft {iber isolierte Mef3-
techniken moglich ist, sind die absoluten Werte der k,;; oft nur mit Hilfe einer
Parameteranpassung zu bestimmen. Die Koeffizienten sind in [12] angegeben.

| mol-min/l | mol - min/l |
ka_ 6.25 10 Ykpea 8.088 -10°
Kpaq 4.404 -10* |kpep 1.056 -10°
Fpay 8.007 107 |kegq 2.547 -10°
kpac 8.897 103 |keqp 5.688 -10°
kppa 1.65 107 |kepp 3.175 -10°
kpbb 1.056 -10% |k 1

kppe 2.211 -10°

Die Anfangswerte fiir den Initiator und die Monomere sind I(0) = 0.1,
MMAQ©) = 0.8, S(0) = 2.8, MSA(0) = 0.4. In den ersten 360 Minuten der
Reaktion wird ein Feed von 0.001 1/min bei einem Anfangsvolumen des Reak-
tors von 0.31 vorgenommen. Der Feedstrom enthélt Styrol in einer Konzentration
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von 0.5 mol/l und MSA mit 1.4 mol/l. Alle anderen Grofien starten mit Null.
Danach wird der Reaktor auf Batchbetrieb umgeschaltet, d.h. die Reaktion wird
ohne weitere Zugabe von Substanzen weitergefiihrt — in diesem Beispiel noch
einmal 720 Minuten.

Folgende Fragen sind durch eine Simulation zu kléren:

e Wieviel vom eingesetzten Monomeren wird im Laufe der Reaktion umge-
setzt? (Eine Frage, die entscheidend fiir die Wirtschaftlichkeit eines Produk-
tionsverfahrens ist. Gewiinscht wird natiirlich 100% Umsatz.)

o Wie sieht die Molmassenverteilung des Polymeren aus, welche Mittelwerte
ergeben sich?

Im vorliegenden Problem konnten diese Fragen mit Hilfe des Softwarepaketes
PRrEDICI auf Anhieb innerhalb einer halben Stunde auf einem PC mit 486/50-
Prozessor beantwortet werden — inklusive Ein- und Ausgabe. Im folgenden sind
einige der Resultate ausgewahlt.

Umsatzy
1.0 +

0.8 |
0.6 +

0.4 T
— MSA
- - —- Styrol
- - - MMA

0.2 -

200 400 600 800 1000 1200 ¢ [min]

kg /mol 4
3000

|

2500 +

2000 +

1500 +

1000 +

500

1072 0=t 10° 10t 102 10°  t [min]
Fig. 4. oben: Umséatze der Monomeren MMA, Styrol, MSA
unten: Mittlere Kettenldnge M, und mittleres Gewicht M,
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In Fig. 4 sind die Umsétze der einzelnen Monomeren und der zeitabhangige
Verlauf der mittleren Kettenldnge und des mittleren Gewichts des produzierten
toten Polymeren zu sehen. Der Umsatz fiir MMA ist zu jedem Zeitpunkt kleiner
als der fiir die anderen Monomere, so dal gegen Ende der Reaktion hauptséchlich
MMA in die Polymermolekiile eingebaut wird, was wir weiter unten beim Zusam-
mensetzungsverhaltnis noch sehen werden. Die mittlere Kettenlénge des Poly-
meren erreicht in der Anfangsphase der Reaktion fast 2.000, was einer maximalen
Kettenlange von ca. 10.000 entspricht. Bei einer direkten Integration des Modells
als Differentialgleichungssystems miifiten also zeitweise bis zu 40.000 Differen-
tialgleichungen gelost werden. Bei t=1 betragt die mittlere Kettenldnge dann
nur noch 700, am Ende dann 130.

Aus der Bilanzierung des verbrauchten Monomeren 148t sich leicht die Zusam-
mensetzung des gesamten Polymers iiber die Zeit ermitteln (Fig. 5).

A
100% +
MMA
60% +
Styrol
20% 1
R, sa
—
200 600 1000 t [min]

Fig. 5. Zusammensetzung des gesammten Copolymeren iiber die Zeit

In Fig. 6 ist das gesamte lebende Polymer (Ps+ Qs+ Rs) in einer sehr frithen
Phase der Reaktion zu sehen. Die Schwingungen fiir kleine Polymergrade sind
tatséchlich aufgrund der verschiedenen Uberg'émge in den Wachstumsschritten
enthaltene Strukturen fiir den oligomeren Bereich —hierbei zeigt sich die Starke
des h-p-Algorithmus.

Im weiteren Verlauf der Reaktion glatten sich die Verteilungen, so daf§ dann
im Prinzip nur das tote Polymere interessant wird. Dabei bildet sich in der
semibatch-Phase eine unimodale Verteilung heraus. Nach der Umschaltung auf
den Batchbetrieb werden allerdings hauptsachlich kurze Ketten gebildet, so dafl
mit der Zeit ein zweites Maximum entsteht (Fig. 7). Die reine Information aus
den Mittelwerten wiirde diese Feinstruktur der Verteilung nicht auflésen kénnen.

Schliellich kann man aufgrund der Tatsache, daf} in radikalischen Polymerisa-
tionen die lebenden Ketten nur sehr kurz leben, die Zusammensetzungsverteilung
des Polymers folgendermaflen berechnen. Dazu definiert man integrale Verteilun-
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Konzent‘{ation in mol/1

10-12
3.0 +

2.5 |
2.0 |

1.5 +

1.0 +
0.5 1

i()l 1‘()2 163 VKettenléinge
Fig. 6. Verteilung des lebenden Copolymeren in derAnfangsphase (¢ = 0.001 min)
Konzent‘{ation in mol/1

1073 ¢

10—4 e N - - -t =1080m
L7 R — = 360m

1075

10~

1077

1‘()1 162 i()3 164 VKettenléinge

Fig. 7. Verteilung des toten Polymeren am Ende der Semibatch-Phase (¢ = 360 min)
und der Batch-Phase (¢t = 1080 min)

gen wie etwa

Die GroBe Py zihlt (bis auf Normierung) die Anzahl der Copolymeren mit MMA
in fester Position s. Das Verhiltnis P, : Qs : R, gestattet also differenzierte
Aussagen iiber die Zusammensetzung der Ketten. Fiir ¢ = 360 min und ¢ =
1.080 min sind solche Zusammensetzungsverteilungen in Fig. 8 gezeigt. Auf-
grund des gednderten Reaktionsverhaltens in der Batchphase verschiebt sich
die Zusammensetzung fiir kurze Ketten gegen Ende der Reaktion deutlich. Auch

dies konnte in einer Momentenanalyse so nicht herausgearbeitet werden.
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Zusamn}ensetzung
100%
MSA
60%
Styrol
20%
MMA
200 600 1000 Kettenlédnge
Zusamn}ensetzung
100%
MSA

60%

Styrol
20%

M»MA
100 400 700 Kettenlange

Fig. 8. Zusammensetzung des Copolymeren iiber die Kettenlange

Zusammenfassung

Die enorme algorithmische Beschleunigung durch diskrete Galerkin-Methoden
fiir abzéhlbare Differentialgleichungssysteme hat der Simulation von Polymerisa-
tionsprozessen neue, industriell relevante Problembereiche eroffnet, die mit den
bis dahin verfiigharen Methoden nicht zuginglich waren. In der industriellen
Praxis haben die neuen Methoden jedoch erst wirklich Einzug gehalten, seit-
dem sie in Form ausgereifter Software mit anwenderfreundlicher Oberflache zur
Verfligung stehen.
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