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Vorwort 

Das vorliegende Skriptum entstand aus einer Vorlesung, die ich im WS 87/88 
an der Freien Universität Berlin im Fachbereich Mathematik gehalten habe. 
Mein ursprüngliches Vorlesungsmanuskript wurde von Herrn F. Bornemann 
in weiten Teilen überarbeitet, reorganisiert und substantiell ergänzt. Der 
Inhalt stammt größtenteils aus Originalarbeiten jüngeren Datums. Darüber­
hinaus finden sich zahlreiche Teile, die aus meiner jahrelangen Beschäftigung 
mit dem Thema entstanden aber unpubliziert geblieben sind. 

Das Skriptum erhebt nicht den Anspruch, ein Lehrbuch zu sein. Es war 
zunächst als Ausarbeitung für meinen studentischen Hörerkreis sowie als 
internes Arbeitspapier für das ZIB bestimmt. Die Kunde von der bloßen 
Existenz eines solchen Skriptums hat jedoch zu einer derart regen Nach­
frage geführt, daß es hiermit als Technischer Report des ZIB einer breiteren 
Öffentlichkeit zugänglich gemacht werden soll. 

In der vorliegenden Form richtet es sich in erster Linie an Mathematiker, es 
sollte sich jedoch auch für Naturwissenschaftler und Ingenieure eignen, die 
sich einen Einblick in den theoretischen und algorithmischen Hintergrund der 
von ihnen verwendeten wissenschaftlichen Software verschaffen wollen. 

Für viele anregende Diskussionen danke ich, neben Herrn Bornemann, beson­
ders Herrn M. Wulkow. Zahlreiche Testläufe wurden von Herrn U. Pöhle 
mit Sorgfalt und Geduld ausgeführt. Mein ganz spezieller Dank gilt Frau 
S. Wacker und Frau E. Körnig, die mit Akribie, Formgefühl und Ausdauer 
das vorliegende Manuskript in TßX geschrieben haben — mit Rat und Tat 
begleitet von Herrn R. Roitzsch. Last not least, möchte ich den Herren 
0 . Paetsch und J. Langendorf für ihren Einsatz bei der Erstellung der Figu­
ren sowie der Einspielung der Graphiken in das TjßX-Manuskript danken. 

Peter Deuflhard 
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A. Nichtsteife Anfangswertprobleme 

1 Theoretische Grundlagen 

Gegeben ein System von n Differentialgleichungen (DG): 

y = / ( y ) , y ( 0 ) = j/o (1.1) 

Falls / = f(t,y) : führe formal yn+i := 2, t' — 1, yn+i(0) = 0 ein. 

Beispiele: Mechanik (Mehrkörpersysteme, Robotik, Bahnberechnung 
in der Himmelsmechanik) 

Elektronik (Entwurf u. Simulation von Schaltkreisen) 
ehem. Reaktionskinetik (n=100 - 1000) 
parabol. PDG =>• Linienmethode (n = nx • ny • nz) 
Populationsmodelle etc. 

1.1 Existenz und Eindeutigkeit 

Satz 1.1 ( P E A N O 1890 [90]) 
Sei f : D —»IRn, D ClRn sowie / € C°(D.. Dann existiert mindestess eine 
Lösung des Anfangswertproblems in D. 

Beweis: Explizite Euler-Diskretisierung angewendet auf Anfangswertpro­
blem (1.1), gleichgradige Stetigkeit zeigen. Anwendung des Satzes von Arzela-
Ascoli. • 

Beispiele: Für nur C° stochastische Differentialgleichungen (etwa Langevin-
Gleichung). 

Satz 1.2 (PlCARD 1890, LlNDELÖF 1894 [92],Linde) 
Voraussetzung wie Satz 1.1 sowie: f genüge einer Lipschitz-Bedingung 

II f(v) ~ fiz) II— Li || y — z\\ (1.2) 

für alle y,z G D, D hinreichend groß. 
Dann existiert durch jeden Punkt (£o,yo) G D genau eine Lösung des An­
fangswertproblems 

y = J\y)i y(*o) = yo 

d.h. D wird durch Trajektorien schlicht überdeckt. 
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Bild A.l "Trajektorie" 

Korollar: Zwei Lösungen u(t), v(t), von (1.1), die in einem Punkt t0 

übereinstimmen, sind identisch. 

Beweis (Skizze): Umformung in Integralgleichung (Volterra 2. Art): 

T 

y(r) = yo+ /f{y{t))dt 
t=0 

(1.3) 

Konstruktion einer Fixpunkt-Iteration, der sogenannten Picard-Iteration: 

T 

-yi+1(r) := y0+ [f&iWt 

y°(r) = y0 

• 

( ) yo j (y 

«—> un ionen o ge |t/ ) 

z,ur rvon ra ion: 

II J / , + 1 ( r ) -J/ ' (Tr I| = || J [/(y'(*)) -/(y ,_1(t))]<ft |j 
o 

< y lI fiy'i*)) ~ f(y*~ (*)) l| A 

(1.4) 

(*) 



Hier ist offensichtlich die Einführung der Lipschitz-Konstanten Li zwingend. 

^ ^ 1 1 / Jl y*(*) ~ yx~ (*) l [ ^ 
0 

T 

< ^ i i J e%-i{t)dt 
o 

Majorante eingeführt: 

|| y i+1(0-2/'( f) II < e<(*) 

"Hl s/1^) ~~ y0(*) II < * • Il / (yo) II 

Peano-Konstante eingeführt: 

|| /(yo) || < L0 

"""Hl y ( ' ) — V ( v II < LQ'- o = : eo(i) 

Li Ci-i(t)dt = : e,(r) 
o 

CO(r) = LQ • T 

Induktion: 

(• + l!) 

Cauchy-Konvergenz, ferner 

^m\\y^\t)-yQ{t)\\ < J i m ^ o ^ i ) 

= L0t • hm 2_y /• , TM • T T 
«-°° j = 0 U + l j ! in* 

> v .—' 
i ^-^ (Lity+i 

> v ' 

i=o 0 + 1 ) ' 

—* exp(Ljf) 

— < \ i y 
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(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

• ti+1 

ei(t) = £-0^7": -TT (1-7') 



wobei definiert wird: 

(p ps) )= < 

= * 3 y*(t): 

(exp(s) — l ) / s s ^ O 

1 5 = 0 

II y*W - yo || < ^o*ip (Lit) 

Existenz 

(1.8) 

(1.9) 

Sa tz 1.3 (H. KNESER 1923 [70]) 
Sei f E C°[0,1]. Dann gilt: die Menge der Lösungen y(t) des Anfangswert­
problems (1.1) bildet ein Kontinuum (abgeschlossen, zusammenhängend). 

Beweis: HARTMANN [59], S. 15f. 

Beispiel: y' = ^—— , V(0) = 1 
nicht Lipschitz-stetig für y = 1 [und y = 0 ] Grenzlösungen: 

ymax\t) = 1 , J/minV^J == V->• * 

Bild A.2 Kontinuum 

beliebige Lösungen zweigen von y = 1 ab: 
(Translation der Kreisbögen wegen f(y) autonom) 
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Ausnahmefalle: 

(I) Singulare Differentialgleichung, etwa (k ^ —1, i.a. k > 0) : [21] 

y" = — k \- g(tyy), y (0) = 0 , r/(0) = t/o (1.10) 

g(t,y) beschränkt, Lipschitzstetig, erster Term nicht Lipschitzstetig. 

Analytische Vorbehandlung: 
Übliche Transformation y' = z führt auf System 1. Ordnung 

z' = —k—Vg{t,y) , z(0) = 0 

y' = z 

Taylor-Entwicklung um t = 0: 

z(t) = z(Q) + t • z'(Q) -f 0(t ) 

Eingesetzt in (1.10): 

z'{t)= —k • z'(0) + 0(t) + +(<, y) 

n ( / M ^(O^O) „ / n , ( L 1 0 ' ) 
,_0 0 : z (0) = ( 0 (0). 

Hierbei muß die Lipschitz-Bedingung auf Vergleichsfunktionen mit 
y'(0) — 0 eingeschränkt werden. 

Häufig vorkommender Problemtyp ! 
(Elastizitätstheorie, Fluidmechanik). 

Beispiel : Transformation der Laplace-Gleichung imIR": 

k = n — 1 

Häufig tritt dieser Typ bei radialsymmetrischem Ansatz für die Poisson-
Gleichung auf: 

transformiert sich dann auf 

V (r) "I V (r) = /r)) , 
r 

das heißt auf Gleichung vom Typ (1.10). 
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(II) Thomas-Fermi-Differentialgleichung 

y • ( ' )= — i — , y ( 0 ) = y0 , y(°°)= 0 . 

Bei t = 0 nicht Lipschitz-stetig! Um Lipschitz--setige Differentialglei­
chung zu erhalten, substituiere 

y{t) = : w{y/i) 

s : = y/i 

~w = : tu . 

Dann erhalten wir 

w = —- + 43u> , w{\)) = 2o , w[oo) = 0 (*^ 

Reguläre Lösung verlangt: 

u>(0) = 0 . 

Wegen k = —1 (vergleiche (1.10)) llegt hier keine hebbare Singularität 
vor. Weitere Substitution des Singularitätentermes 

u(s) := ^ * 

ergibt 

w(s) = su 

ü(s) = 4 w* 

Die rechte Seite dieses Systems ist nun Lipschitz-stetig. Als Anfangswerte 
erhalten wir 

tu(0) = j/o 

und 

u(0) = lim = to(0) 
a-»0 s 

nach der Regel von l'Hospital. 
Hiermit haben wir den weiteren Freiheitsgrad zur Erfüllung von tu(oo) = 
0 erhalten. Beachte, daß t&(0) in (*) zunächst beliebig ist. Thomas-
Fermi-Differentialgleichung ist asymptotisches Randwertproblem: die 
fehlende Anfangsbedingung u(0) wird durch to(oo) = 0 bestimmt (ver­
gleiche Kapitel D.6). 
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Linearer Spezialfall: 
f = Ay 

Picard- Iteration liefert: 

i=o J • 

Definition: Matrizen-Exponentielle (formale Darstellung) 

y*(t) = lim yx(t) = exp(Ai) t/o (1.12) 
i—t-oo 

Vorsicht! exp(A + B) = exp(A) • exp(£?) nur für Aß - BA = 0 

Allgemeiner nichtlinearer Fall 
Studium der Konvergenz durch Majorante: 

Aus (1.9) 

Annahme: 

|| y'(v -f CO || < e«(0 (1.13.a) 

II y ( 0 - y*{() II < -̂ o* f ( A O 

Induktion: 

L^t < Cx 

«—* <£>(Lit) < C2 (1.14) 

II y°(0 ~~ y*(0 II < c 2L 0t =: eb(t) 

ejt(*) = CIIJ$ - 71 TT? (1.13.b) 
(fc + 1)! 

mindestens superlineare Konvergenz, falls C\ < 1 . 

Frage: Ist die Picard-Iteration brauchbar für numerische Lösung von 
Differentialgleichungen? 

y \T) = yo 

y ( T ) = yo + r • / ( y 0 ) 

<—* explizites Euler-Verfahren 
T 

y ( r) = yo + / / (yJ + o f{yo))dt 

nur für spezielle / geschlossen darstellbar =4* numerische Quadratur. 

=£• Diskretisierung der DG direkt, ohne Umweg über Picard-Iteration. 
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1.2 Sensitivität 

Für jeden Algorithmus sind die Anfangswerte j/o Eingabedaten. 

Frage: Wie hängt die Lösung von Änderung der Anfangswerte ab? 

Satz 1.4 (Spezialfall des sogenannten Fundamentallemmas) 
Voraussetzungen des Existenz- und Eindeuiigkeitssatzes 1.2. 
Seien u(t) und v(t) Lösungen der Differentialgleichungen 
y' = / (y ) zu den Anfangsbedingungen 

u(0) = u0 , v(0) = VQ , UQ ^ VQ 

Dann gilt: 
|| u[i) - v(t) || < || wo — v0 || exp(Lit) (1-15) 

das heißt die Lösungen hängen stetig von den Anfangswerten ab. 

Bemerkung: Für partielle Differentialgleichungen nicht selbstverständlich! 

Beweis: 

u(t) = UQ + / f(u(s)) ds 

s=0 
T 

v{t) = VQ + J f(y(s)) ds 
3=0 

T 

V U\)) - v{)) = UQ — D O T J [/(*v - J\^)\ ds 
a—0 

T 

=H|\ u(t) - v(t) || < || Uo - Uo || + J || f(u) - f{v) || ds 
a=0 

t 

* < || u0 - o || + i / || V ) - V ) H 

Definition: m(t) > || «(<) - v(t) || > 0 
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Damit gilt: 
t 

m(t) = ra(0) + Li / m(s) ds / 

s=0 

Differentiation: 

m' = Lim ,m(0) :=| | tt0 — v0 || 

c—• m(t) = m(0) exp(Lit) 

Formel (1.15) liefert auch Differenzeerbarkeit bezüglich Anfangswert j/o • 
Variation von y0 : 

Vo — • Vo + oyo 

<->y(t) — - y(t) + *y(t) 

Variationsgleichung: 

°y = /v(yv-)) *y, *y(0) = *yo ( i - i") 

Definit ion: Wronski-Matrix 

(auch: Begleitmatrix, Übertragungsmatrix, 
englisch: companion matrix, propagation matrix) 

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz ergeben sich die folgenden 
Gruppeneigenschaften: 

a.) W [t) T)W\T, IQJ = W \t) IQJ 

b) W(,, T)-1 = W(r, t) (1.18) 

c) W(,, t) = I 

Zugehörige Differentialgleichung: 

~T, = fy(y(0) W\t,to), W(to0)o) = I (1.19) 

Formale Lösung der Variationsgleichung: 

6y{t) = W{t,to) 0yo (1.20) 

9 
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Parameterabhängigkeit: 
fiViPji P '• q Parameter {pu,... ,p9) 
yp()) : (n, q) — Matrizen 

Zugehörige Variationsgleichung: 

y? = fy{yv:)iP)yp +fp{y{t)iP) 

ypf0) = " i /0 

dp 

Definition: Kondition (bezüglich Störung 8y0): 

<Tr(,T):= max W(t,0) (1.22) 
te[o,T] 

max II *y(t) || < er(0, )) || 6y0 II (1.22') 
t€[o,r] 

Vergleich mit (1.15) ergibt: 

c(0, T) = exp (L\T) für nicht-steife Probleme 

Störungen der rechten Seite: 

/ —> f + 6f=*• y -—• y + öy 

t 

6y{t) == w W(t, s) Sf(s) ds (1.23) 
0 

(Spezialfall des Satzes von A L E K S E J E W - G R Ö B N E R [52]) 

1.3 Affin-Kovarianz 

Zu untersuchen ist das Transformationsverhalten von Differentialgleichung 
(1.1) unter Affin-Transformation. Zu fordern ist grundsätzlich, daß die nu­
merischen Lösungsmethoden das gleiche Transformationsverhalten wie das 
analytische Problem aufweisen. 
Sei B nichtsinguläre (n,n)-Matrix mit Bt = 0. 
Affin-Transformation der Variablen liefert: 

y —• By = : y 
-1 D ' nti Df/D-i \ (1.24.a) 
y — By = Bf(y) = Bf\B y). 
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(1.24.b) 

Somit lautet das transformierte Anfangswertproblem: 

y' = f(y) ; zo = Byo 
mit f(y) := Bf(B~1y) 

Sei y Lösung von (1.24.b) und y diejenige von (1.1). Existenz & Eindeutigkeit 
liefert: 

y = By Kovarianzeigenschaft (1.24.c) 

Affin-Kovarianz bei Näherungsverfahren: Sei TC di i ezm Näherungsserfahren 

gehörige (endlich-dimensionale) Projektion. 

Dann muß gelten: 

yv ist Näherung für y <£=> yv = By* ist Näherung für y = By (1-25) 

Also kommutiert das Diagramm: 

DG: Lösung y 

B 

B —i 

DG: Lösung y 

7T 

Näherung für DG: 

Lösung y„ 

B 

B-l 

TT 

Näherung für DG: 

Lösung y^ 

Allgemeinste Form, welche diese Kovarianzeigenschaft hat: 

"general linear methods" 

(BUTCHER 1987) [16]. In etwas "gelichteter" Form, so daß die später behan­
delten Spezialfälle deutlich erkennbar sind,sei: 

j/j Näherung für y(j • h) 

Aus t/o? • • • • 2/fc-i berechne yk gemäß: 
3 

Qkyk + • • • + +oj/o = = 2_^ bjüj 
j=o 

üj = f(llj) 
a 

Wj = Ifjkyk + •.• + 7joyo + h 2_^ cLjiüi , j = 0 , . , . . 5 
1=0 

Die im weiteren behandelten Spezialfälle ergeben sich wie folgt: 

11 



Spezialfall I : Runge-Kutta-Verfahren 

k = 1 

« i = 1 , a0 = —1 

7ji = 1 , Ijo = - 1 

Speziallfall II : Mehrschrittverfahren 

k = s 

aji = 0 t,jf = 0, , . . , s 

jjk = ĵfc (Kronecker 6) 

12 



2 Einschrittverfahren 

Explizites Euler-Verfahren ( E U L E R 1768)[44]: 

Vk+i '•= Vk + h f f{yk) A; = 0 ,1l . . . 

y0 : geg. Anfangs wert (2-1) 

h : (gewählte) Schrittweite 

Anstelle der kontinuierlichen Lösung erhält man eine diskrete Lösung über 
dem Gitter {tk} mit tk = k • h. 

Bemerkung: Die Diskretisierung (2.1) ist älter als der Begriff der Diffe­
rentialgleichung. Zudem ist sie das wesentliche analytische Hilfsmittel zum 
Existenzbeweis für Differentialgleichungen (Satz 1.1). 

Verallgemeinerung: Einschritt-Verfahren (ESV) 

Vk+i •= Vk ~ h${yk, j/fc+i> h) 

$ : Inkrementfunktion 

Idee: Geeignete Wahl von $ sollte zu Verfahren führen, die besser sind als 
(2.1). 

explizites ESV: $ hängt nicht von t/*+i ab 
implizites ESV: $ hängt von yk+x ab. 

Implizite Einschrittverfahren führen (für n > 1) auf i.a. nichtlineare Glei­
chungssysteme. Bei nichtsteifen Problemen werden diese mit Fixpunkt-Iteration, 
die nur /-Auswertungen verlangt, gelöst. 

13 



Beispiele: 

a) $ = f(yk) expl. Euler 

b) $ = f(yjfe+)) impl. Euler 

c) $ = | ( / (y*) + /(yfc+i)) impl. Trapezregel 

d) $ = /(|(t/fc + j/fc+i)) impl. Mittelpunktsregel 

Raffiniertere Wahl von $ : 
Extrapolationsverfahren (Kapitel 2.3) 
Runge-Kutta-Verfahren (Kapitel 2.4) 

Für Beweiszwecke wird i.a. $ explizit angenommen (Satz über implizite 
Funktionen in Umgebung von yk formal angewandt). 

2.1 Konvergenz 

Das Einschritt verfahren (2.2) stellt eine Differenzengleichung 1. Ordnung 
(DhG) dar. 

Frage: Wie verhält sich die Lösung der DhG zur Lösung der Differentialglei­
chung? 

1. Forderung: Konsistenz 

Umformung von (2.2) 

DhG — • \DG (2.4) 

= $(yjk, yjk+i, h) (2.2') 
h 

Forderung (2.4) eingesetzt: 

y&+i Vk i 

$ (y,y,0) = f{y) (impl.) 

* (y , ) ) = /(y) (expl.) 
(2.4') 

14 



2. Forderung: Konvergenz 

Lösung der D^G — • Lösung der DG (2.5) 

Struktur des Grenzprozesses: 

hx = t 

Vo 

/12 = t/2 

Vi 

Vo Vi Vi 

Vi =: v(^i ni) = y(t) 

y2 =: v{th ^2) = y(i) 

fix • N = t : yN =: rf(t, hpf) = ?/(£) 

Grenzübergang h —» 0 derart, daß 2 = iVA fest, also zugleich N —> >o o 

lim yjv = y (0 
h-»0 

7V7i=t 

Frage: Impliziert Konsistenz bereits Konvergenz? 

Definition: Konsistenzordnung p > 0 

y(t +-Ä) - y(t) - A$(?/(<), h) = (9(/ip+ ) 

(Einsetzen von DG-Lösung in DhG) 

(2.5') 

(2.6) 

Beispiele: 
(2.3.a,b) : p = 1 
(2.3.c,d) : p = 2 

(Taylor-Entwicklung um y(t)) 
(Taylor-Entwicklung um y\t + f)) 

Definition: "globaler" Diskretisierungsfehler 

e(t,h) := yN - y(t) 

Damit lautet Forderung (2.5): 

lim e(t,h) = 0 
A—0 

(2.7) 

(2.5") 

Lemma 2.1 5ei p Konsistenzordnung für Einschrittverfahren. Dann gilt: 

c(h,h) = yi — )(h) = 0(hp1).. (2.8) 

15 



Beweis: $ explizit angenommen (s.o.). 

—+ y(h) — t/o — h)0>(yo,h) = 0(^p+1)(2.6) 

—* yi~ 2/o ~~ h$(yo,h) = 0 (2.2) 

• 

Satz 2.1 ("Konsistenz =>• Konvergenz") 
Sei (2.2) ein Einschrittverfahren mit 

|| e{h, h) || < C • hp , p > 0 . (2-8') 

Dann gilt (mit <p pach (1(8)): 

II e(̂ 5 h) )l^ C7-* ^P\L\t) • hp. (2.9) 

Beweis : (Idee WANNER ~1970) 
Man konstruiert sich N Anfangswertprobleme der folgenden Form: 

y = f\y)i yytc) = y*-, tk = k k h 

"—> Lösung y{t',tk,)k) für t>tk 

Zwischenschieben der y(£; •) und Anwendung der Fundamentallemmas für 
Differentialgleichung - (1.15): 

II y{() ~ y^ || < 11 y(0 ~ y(Mi,yi) IIH Hl y(̂ ; ^v-i,yw-i) — yN | 
Fundamentallemma (Li=L) 

< II Vv-) - 2/i II exp(L(t - tx)) -+-••• + II y(^; ̂ JV—iy j/iv—I) -VN M| 

Lemma 2.1 [N-\)h Lemma 2.1 

< C • /ip+ [1 + exp(Lh) + • •• + exp{L(N - l)/i)] 

= c • hp+1 • exp(Lt) ~ 1 

exp(Lh) — 1 

= C • /i+1 • Lt • ip (Lt)/(Lhip(Lh)) 

Zusammenfassung: 

II l\t)-yN || S o - - ' f t ' ä ^ ^ - i U J 

y? monoton wachsend, Lh > 0 =S> <y> ^ v(0) = =-

1/tpfLi)) < 1=^>• (2.9) 
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exakte Lösung 

y(t)=y(t;to,yo) 

y(t;ti,yi) 

y^,iz.yz) 

(t;tH-i ,yN-i) 
y» 

Bild A.3 (WANNER: "Lady Windermere's Fächer") 

2.2 Asymptotische Entwicklung des Diskretisierungs-
fehlers 

Nach (2.6) gilt: 

y(t + h) - y(t) - h$>(y(t), h) = C?(AP ) 

Falls / hinreichend oft differenzierbar, so ist auch $ (Linearkombination 
bezüglich / ) hinreichend oft differenzierbar. Dann existiert eine aaymptoti­
sche Entwicklung des "Konsistenzfehlers" der Form: 

y(t + h) — y(t) — h<&(y(t),y(t + h),h) = dp+i(t)hp+ -fdp+2(£)^p+ +... (2.11) 

Frage: Besitzt der globale Fehler e(t; h) ebenfalls eine asymptotische Ent­
wicklung der Form: 

yN — )(t) = ep{t)hp + ep+i(t)hp+1 • . . ? 

Der Beweis wurde zum ersten Mal von Gragg (1964) geführt. Im folgenden 
wird der wesentlich einfachere Beweis nach Hairer (1984) dargestellt. Diese 
Beweistechnik gestattet auch die analytische Durchdringung wesentlich kom­
plizierterer Fragestellungen (siehe Kapitel B.4). 

Sa tz 2.2 ( H A I R E R 1984 [54]) 
Sei f e Cp+\, $ G Cp und es gelte: 
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y(t + h) - y(t) - Ä$(y(t), h) = dp+i(t) h*+ + 0(hp+ ) 

rfas heißt $ definiert ein Einschrtttverfahren mit Konsistenzordnung p . Sei 
e(t) Lösung des linearen Anfangswertproblems: 

e' = fv(y(t)) e — dp+i(t) , e(0) = 0 (2.12) 

Dann gilt: Das Einschrittverfahren definiert durch die (neue) Inkrernent-
funktion 

$*(y£,/i) := ${yk,h) — (e(^fc + h) — e(^fc))Äp_1 

yJt := y* y e{tk)h' 

besitzt die Ordnung ( p + 1), <f. h. es gi/f: 

y(t + h) — y(t) - h$*(y(t), h) = ö(hp ) . 

Hierbei ist {yl} die durch $* erzeugte, {yk} die durch $ erzeugte Giiterfunk­
tion. 

Beweis : Ursprüngliches Einschritt verfahren: t := tk, y0 gegeben: 

Vk+i = yk + ^(yfcj h) 

"neues" Einschrittverfahren: Ziel ö(hp+2) 

2/o := i/o, J/jfc+i •= Vk + *** l,yjfcj«; 

^yjt := yJt- yk-, fyo = 0 . 

Eingesetzt in "altes" Einschrittverfahren: 

yjt+i - "Vk+i = Vk ~ "Vk + h${yk - oy,, h) 

Also muß gelten: 

/i4>*(y,, /i) = h$(yl - 6yk, h) + Syk+i - Syk (*) 

Konsistenzfehler des "neuen" Einschrittverfahrens: 

y(t + h) — y(2) - h$*(y(t), h) = y(£ + h) - y(t) - Syk+i + $yk~ 

—h$(y(t) - £t/£, h) -\- h$(y(«), h) - /i$(y(t), h) = dp+i(£)Äp+1 
(++) 

+6yjt - öyk+i -r h 
d$ 2 ' 
— (y( i ) , h)8yk + ö(||£yjk|| ) 
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Um U(hpT j zu erreichen, kann man setzen: 

oj/^ = —t\t) • hp,e{\)) = 0 (wegen: OX/Q = 0) 

Dann gilt: 

c . c i • r Ä / J i i \ . / J \ I i „'/4\ Lp+1 i z5"")/" L P + 2 \ 

oy- — oyjtii = " [ l—e(.t + "Jel*JJ == +e W 1 + U\nr ) 
/r\t\\C~ I l2 \ /^/L2P\ 

C/(||öt/fc|| J = C^/l y) 

<&y(y(t),h) = $y(y(*),O) + 0{h) 

Wegen Konsistenzbedingung (2.4'): 

$y(v(*),0) = fy(y{t)) 

Aufsammeln der /i-Potenzen: 

= hp+1 [dp+i(*) + e'{t) - fy{y{t))e(t)l + ö{hp+ ) (**) 

[...] = 0 und e(0) = 0 liefert (2.12). • 

Mit dieser Vorbereitung ist asymptotische Entwicklung für Einschrittverfah­
ren zu beweisen. 

Satz 2.3 ( G R A G G 1964 [49]) 
Sei f G C/ k K > l ,y Lösung des Anjangswertproblems 

y = / ( y ) , y ( o ) = y0. 

Das durcA <P definierte Einschrittv erfahren erfülle: $ G o " 

$(y, 0) = / (y ) un2 

y(t + h) — y(t)- h$(y(t),h) = dpi((t)h
p+1 + -• • + dp+k(t)h

p+: + ö(hp+k+1) 
d^i G C*"«' 

Dann gilt (für t — N • h) : 

_. n,(-l\ « / - A L P i i „ /-A Lp4~fc~l i TP / 4 JALP+fc / O 1 A\ 

VN - y[t) — ep\t)w + ••• -f- ep+jt-i^ij/r + .c/p+fĉ r, /zj/r vA^v 

wobei || E(th)) || < M fürh G [0,-0] . -Die Koeffizientenfunktionen ej sind 
definiert durch lineare Anfangswertprobleme der Form: 

ep = /y(?/(#)e- — "p+i ( - > ep(") = 0 

P' — f (lid\\f> . * --- a ., (fi\ — n i z.io i 
ep+i - Jv^.y^lJyep+i . cp+i\v) — u v / 
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Beweis: Satz 2.1 liefert für die Gitterfunktion y£ mit Inkrementfunktion 
$* (Konsistenzordnung p + 1) 

II^JV — y(t)\\ ^ C*t<p(L*t)hp+1 , 

das heißt mit (2.13) 

\\yjv - ep(t)h>p — y{{)\\ < C*t(p(L*t)h?+l . 

Somit erhalten wir 

yN - y{t) = ep{t)hp + Ep+x(tih)hp 

mit ||£^p+i(i,7i)|| < C* , (2.16) 

wobei ep (2.15) erfüllt (vergleiche 2.12). Damit ist der Satz bewiesen für 
k = 1. Für k > 1 erhält man die Behauptung rekursiv, indem man gemäß 
Satz 2.2 zu 4>* eine Inkrementfunktion $**, dazu <&*** und so weiter konstru­
iert. Aus Satz 2.1 erhält man 

k k k 

\\VN '" ~ y(OII < C "•• t(p(L '" i)hp . 

Setzt man 
k 

yf 7 " = TJN — eP{t)hp - . . . - ep + j te1(f)/ ip + _ x 

ein, erhält man den Satz. • 

Sa tz 2.4 (STETTER 1970 [105]) 
Falls gilt (symmetrisches Einschrittverfahren) 

^{yk,yyk+iih) = ${yk+i->yki ~h), (2.17) 

so gilt in (2.14): 

e2m+HV = 0 

d.h. es existiert eine quadratische asymptotische Entwicklung. 

Beweis : Man geht davon aus, daß eine asymptotische Entwicklung der 
Form (2.14) existiert. Formal definiert man: 

h t := t + -

—^ yk = v{t'> h) = r){t - ^;h) 

yk+i = v{t + h;h) = r)(t H—- h) 
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h <=$• —h in Darstellung (2.2) für Einschrittverfahren: 

7 / ( f - | ; ) / i ) = v{i+%]-h) — +$(ri(t + -\-h)-T)(i--;-hy,-h) 
„ ' 

=r- T)(t + ^; —h) = rj(t — ^; —/i) + 3̂> (*?(£ — 77h — h), rj(t + —; —h)) h) 

r)(t;-h) 7)(t+h;—h) 

Eindeutigkeit des Einschritt Verfahrens: 
T](t; h) = t](t) —h) = > quadratische Entwicklung l 

2.3 Explizite Extrapolationsmethoden 

Prinzip: (R ICHARDSON 1910) [95] 
Vorgehen wie bei ROMBERG-Quadratur (dort allerdings /^-Entwicklung). 
Für eine Diskretisierung gelte hy-Entwicklung (7 = 1 oder 7 = 2) der Form 
(2.14) mit p = 7. Wiederholung der Diskretisierung über Grundschritt [0, H] 
mit sukzessive feinerer interner Schrittweite 

hi := H/rii n,- G T 

liefert Approximationen 

J/rij = VyH-, hi) = y\H) . 

Aufbau eines Extrapolationstableaus (Aitken-Neville-Algorithmus) 

\ 

T2i — • T22 

\ \< 

-*31 •*- 32 -*33 

vermöge: 

a) Tu := y(Hhhi) « = 1,2, , . . 

b) k = l , . . - i 

Tik '•— 7t,jfe-! H—f v*-2 1^-1°/ 
1 1 1 

\^t—fc+i / 
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Aitken-Neville-Algorithmus liefert den Diskretisierungsfehler: 

£;fc •= || Tik — y(H) || (2-19) 

Bemerkung: Für Implementierung glatte, skalierte Norm verwenden! 
(vergleiche Kapitel C.1.2) 

Führender Term: 

£ik == || ek\H) || • (hi-k+i •... • Ai)7 

= 7ii || ejt(0) || •H'1 + (2.20) 

7tJt = (^t'-fc+l • • • ni) 

Bemerkung: 

ejt(O) = 0 falls y(Q,h) = y0 VA. 

Ordnungs- und Schrittweitensteuerung ( D E Ü F L H A R D 1983)[30] : 

Aufwand A,- : bei expliziten Verfahren: 

Anzahl /-Auswertungen bis inklusive Zeile i. 

Subdiagonales Fehlerkritenum: 

£k+i,k := || ^*+I,A - 2*+i,*+i || 5: e (2.21) 

e : vorgeschriebene relative Genauigkeit 
Es gilt: 

Schrittweite für Konvergenz in Position (k + 1, fc): 

/ e \ ^k+T 

\£jk+l,Jfc/ 

Sicherheitsfaktor: e —>/pe, /p = 1/4 (Prädiktor)) 

Optimale Spalte q minimiert Aufwand pro Schrittweite (work per unit 
step): 

Ak+l 
VVfc : = ——— • H 

Wa : = min Wk 
* 1 » i 1. 

(2.22) 

Weitere Details: DEUFLHARD [30] 
(Shannon'sehe Informationstheorie findet Verwendung) 
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Explizites Euler-Verfahren (p = 7 = 1) : A-Extrapolation. 

Programm: EULEX (DEÜFLHARD) 

Harmonische Unterteilungsfolge: 

^ : := {1,2 ,3 ,4 , . - .} nii = i (2.23.a) 

(2.23.b) 
Ai := n,i 

Ai := Ai_! + rii - 1 

Symmetrische Einschritt verfahren (p = 7 = 2): 

• implizite Trapezregel (2.3.c) 

• implizite Mittelpunktsregel (2.3.d) 

Lösung mit Fixpunkt-Iteration würde /^-Entwicklung stören! 
(«—• steife Probleme) 

Explizite Mittelpunktsregel (p = 7 = 2) : h2 - Extrapolation 

Symmetrische Diskretisierung: 

m ' 2 7 t - 1 = /(») (2.24.b) 

Differentialgleichung 2. Ordnung: j/i = ? 

Startschritt ( G R A G G 1964 [49]) 

j / 0 gegeben: 
— 4- h h( ) (^-24.a) 

expl. Euler-Startschritt 

Frage: Stört unsymmetrischer Startschritt a) evtl. h2- Entwicklung für sym­
metrische Diskretisierung? 

Satz 2.5 ( G R A G G 1964 [49]) 
Sei f £ C2 + und Lipschitz-stetig mit Konstanee L. Gegeben sei das 
Diskretisierungsverfahren: 

a) j/i = 2/o + h /(j/o) ( Startschritt) 

k = 1,... ,/ (/ € T) 
(2.25) 

v Vk+i = S/jt-i + 2/i / (yj t) , 

c) .5; := \ [yi-i + 2r// + 2//+1] ( Schlußschritt) 
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Sei t = I • h fest. Dann gibt es ein H > 0 derart, daß für alle h — t/l, k = 
1,2,. . . eine Entwicklung der folgenden Form existiert: 

a) Vi ~ y{t) = 
N 

= J2 [uiC) + (-1)' vi(*)] >2j+ (2-26) 

+EN+1(t,h) h2N+2 

Die (UJ,VJ) sind Lösungen eines gestaffetten DG-Systems der Form 
(j = l , 2 , . . . iV) 

b) Uj = fy Uj; + •.• inhomogene Terme 

Vj — —fy Vj + . . . inhomogene Terme 

mit Anfangsbedingungen der Form: 

(g hier nicht genauer angegeben) 

Das Restglied ist beschränkt in [0,H]. Für l = 2m ergibt sich speziell: 

N 

a) S, — y(t) = Ylwi(t)^2:' + WVn('> h)h2N+2 

mit (2.27) 

b) wi(t) = u((t) + ±y"(t) 

wi(0) = . . . = wN{0) = WN+I(0,h) = 0. 

Bemerkung: Die Fehlerkomponenten Vj heißen "schwach instabil". Beispiel: 

y(t) = e~* + e~l0OOt = e~* für * "groß" 

=4* Uj(t) ~ c - ' für t "groß" 

vj(t) ~ e+1000< ! 

Beweis (Skizze): 

(I) Man formuliert (nach STETTER 1970) [105] das Zweischrittverfahren als 
symmetrisches Einschrtttverfahren doppelter Dimension. Dann lassen 
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sich die Sätze 2.3 und 2.4 anwenden. 

Bez.: h := 2h, £* := y2k , Cfc := 2/2fc+i - f /(Cfc) 

=> i,o := J/i - | JyVo) = yo 

Co = J/o o h n e h i n . 

Cfc+1 ~ S/t — 2/2/t+2 - V2c = 2h f{y2k+l) 

= MC* + f/(6)) 

Cfc+1 - Cfc = 2/2fc+3 - 2 / (6 fc+1) -~ 2/2fc+1 + 2 / (Cfc) 

- § [ / ( 6 ) - /(Cfc+i) +2/(Cfc+i)] = 

= f Lf (Cfc) + /(Cfc+i)] 

Damit hat man das explizite rjmschriuverfahren ( = 0 ,1 , • • • ) 

a) — L 7 = /(Cf* + f/(Cfc)) , Co = yo 
(2.28) 

, x Cfc+1 — Cfc _ 1 r f ( c \ , r/t w /• _ 
DJ f — ä 1/vsfcj + /Ufc+iJJ Ao — 2/o 

/ i 

Diese D^G geht für /i —> 0 über in die Differentialgleichung: 

x' = f(z, , *(0) = y0 

z' = /(*) , z(0) = yo 

Eindeutigkeitssatz liefert: 

x(t) = z(t) = £/(t) 

Konsistenzbedingung ist also in (2.28) erfüllt. Nach Satz 2.3 existiert 
also eine h-Entwicklugg der Form (2.14). 

(II) (2.28.b) ist bereits symmetrisch Man versucht, für (2.28.a) ebenfalls 
eine symmetrische Darstellung zu ffnden. Argument von / in a) 
erweitert zu: 

Cfc + 2"/(ffc) + 2 Cfc+i - Cfc - 7j7(ffc6 - 7r/(Cfc+i) 
(*) 

= f(Cfc + Cfc+i) + ! ( / ( 6 ) - ((6+i)) 
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Damit ist Bedingung (2.17) erfüllt (symmetrisches Einschrittverfah­
ren). 
Nach Satz 2.4 existiert also eine /^-Entwicklung der Form: 

N 

c,(t,n) — )\t) = 2^PAt/tl + PN+\it,n>)h 
3=1 / . r%r\\ 

N (2.29) 
/»/j l \ / J \ V *̂ /±\T2i • /"» / J T\7 2n+2 

C(<; /*) — y{t) = 2L, qiv-)" + VTV+I(<; Ä)A 
i=i 

Nach Satz 2.4 gilt Beschränktheit der Restglieder P/v+,j QN+I sowie: 

(2.30) 

P; ~~ *y\y\s)) 9i + •• • \ 

inhomogene Terme 

Qj = JyVUV1)) Pj + ••• y 

PJ(0) = 9i(0) = 0 für ; = l , 2 , . . , , N. 

(lU.)Riicktransformation 

h = -£, y-ik = £ki [y2k+i = Ok + */(Cjk)] 

Für y2k+i benützt man die symmetrische Erweiterung (*): 

!/2fc+i = \(Cfk + a + i ) + 1 1/(6) - /(ffc+i)j (**) 

Einsetzen der quadratischen Entwicklungen (2.28) in die Ausdrücke für 
t/2fc und ?/2Jt+i liefert Entwicklungen der Form: 

N 
f* \ V^1 14. \ L 2 J I ip /j ;M.2N+2 

Vik — y{hk) = 2^i ei\*2k)h J + &N+i[t; h)h 
j=l 

N 

2/2fc+i — y\t2k+l) = 2-**9j \}2k+l)"' + ̂ iV+lU1 n,)tl 
3=1 

Ahnlich wie in (2.30) zeigt man: 

e' = fy(y(t)) 9i+ ---•> eJ(0) = 0 

Die Entwicklungen für gerade und ungerade Indizes unterscheiden sich 
also, sind aber gekoppelt. Standardansatz für Entkopplung: 

"•3 2 ^ J y - 7 ' > J 2 V"'"'*/ 

Damit (2.26.b) gezeigt. • 
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Wegen e,(0) = 0 , aber <7j(0) ^ 0 ist / = 2m vorzuziehen. Damit Basis 
für /^-Extrapolation, wobei / = n,- = 2mt- zu wählen ist. 
Doppelt-harmonische Unterteilungsfolge: 

a) 

b) 

F2H := {2 ,4 ,6 ,8 ,10, . . .} 

Ax := nx + 1 

Ai := Ai-i + n,- J 
> 

n,- = 2z 

mit Schlußschritt 
(2.33) 

Programme: DIFEX1 ( D E Ü F L H A R D ) [32] 
ODEX ( W A N N E R , HAIRER) 

B e m e r k u n g : 

DieexpUzite Mittelpunktsregel mit /^-Entwicklung heißt auch GBS-Verfahren 
(GRAGG [49], B U L I R S C H / S T O E R [12]). Bulirsch und Stoer erkannten 1965 
als erste die Wichtigkeit einer adaptiven Schrittweitensteuerung. Die von ih­
nen entwickelten algorithmischen Vorschläge (rationale Extrapolation, Trapez­
form des Tableaus, Folge 1TB statt 2TH-> spezielle Schrittweitensteuerung) 
sind inzwischen veraltet. 

Zusammenfassung : Extrapolationsverfahren sind eine spezielle Technik, 
aus einfachen Diskretisierungen niedriger Ordnung Diskretisierungen belie­
big hoher Ordnung zu erzeugen. Typisch ist die simuttane Variation von 
Ordnung und Schrittweite. 

2.4 Explizite Runge-Kutta-Methoden 

(R,UNGE 1895, HEUN 1900, KUTTA 1901) [97], [62], [78] 

1. Idee : Abgebrochene Taylorreihe für y : 

»(A) = yo + hy'0 + Y2/"(Q) + 0{hz) 

= yo + h /(yo) + i-/,(s/o)/(yo) + 0(h3) 

Abbruch nach 3. Term: 

Vi:=yo + h /(y0) + "^~/y(yo//(yo) 

Nach Konstruktion gilt: 

yi — y(h) = Ö(A3), d.h. p = 2 

(2.34) 

(2.34') 
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Nachte i l : Konstruktion von Verfahren höherer Ordnung verlangt sym­
bolische Behandlung von / für jedes einzelne Anfangswertproblem. 

2. Idee : Ansatz 
Anstelle von (2.34') wählt man: 

Vi '•= VS o + [bif(yo) + +2/(3/0 o +2ih f(y0))] (2.25) 

Beispiel: explizites Euler-Verfahren + 1 Extrapolation: 

2̂ n1 = Vo + hf(y0) 

T2l = yo + 1 /(i/o) + 1 f(yo + | f(yo)) 

\ rp rp . •L2X J- 11 
aJ -*22 — J2\ T ~ : = 

2 - 1 

= 2-T2 1 - Tu (2-36) 
= 2/0 + Ä/(y0 + f / ( J /O)) 

b) 61 = 0, 62 = 1, a21 = I 

c) r22 - y(h) = ö(h3) 

Frage: Welchen Bedingungen müssen die Parameter 61} 62) 021 genügen, 
damit ö(h3) erzielt wird? 

Entwicklung nach /i-Potenzen: 

j/i = 2/0 + ^i h / (y0) + 6a/i [/(y0) + 0.21 Ä /y(yo) / (yo) + 0(h2)] 
(2.37) 

= yo + M&i + 62)/(yo) + hH2a21fy{y0)f(y0) + O(h3) 

Beobachtung: Entwicklung (2.34) und (2.37) enthalten die gleichen Terme 

j \yo)i Jytyoj j \yoj- 

Kyeffizi/ntenvergleich (2.34)/(2.37) : 

* ' l + 2 = i (2.38) 
b) 62 • a2i = 2 

Sei Paramete r ß — b2 eingeführt, so gilt: 

b\ = \ — ß , a2i = ;—r (2.38') 
Lp 
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Bemerkung: (2.36.b) erfüllt (2.38) =>-2..36.c). Es verbleibt 1 Freiheits­
grad, um ü(h)) zu erreichen: 

J/i ;— J/o + (1 - ß)hf\yo) + ßhf(yo + r ^ " 7 (i/o)) 
2ß 

(2-39) 

R U N G E 1895: ß := 1 vgl. (2.36.b) 
H E U N 1900: ß : : r 

Verallgemeinerung: Nach einer ersten Idee von RUNGE schlug KUTTA 
(1901) [78] folgendes Einschrittverfahren vor: 

a) Ai := h /(j/o) 

^2 •= hf(yo + a22k\) 

k$ '•= h / ( j /o + 03ik! + 032^2) 

(2.40) 
k3 := h /(t/o + asi&i + . . . + as,s_ifc«-i) 

b) yi :== yo + ^I&I + b2&2 + ••• + b3k3 

t—1 

c) c» : = 22«ij 
7= 1 

Bei Stufenzahl s bestimmen die 2i3„ 2 Parameter (o,ij,bj) ein sogenanntes 
explizites Runge-Kutta- Verfahren. 

Schema (nach B U T C H E R 1963) [14] 

0 

c2 a2\ 

031 032 

cs asi ' ' ' a3,3-l 

61 • • • bs_i bs 

Ziel: Bestimme die Parameter derart, daß möglichst hohe Ordnung p 
erreicht wird. 

Um ö(hp+ ) zu erzielen, benötigt man Differentiationsformeln bis ?/(p)(0) 
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in Taylorreihe sowie h- Entwicklung von y\ . Mit wachsendem p geht die 
Übersicht rasch verloren. Deshalb wurde von BUTCHER 1963 eine Graphen-
Methode entwickelt. 

Bezeichnungen: 

(y ) = f (y ) • ) • 5 yn) J = i,..., n (2.41) 

komponentenweise Darstellung der DG 

Für RK-Ansatz: 

ki = : h f(gi) 

« - 1 

a) 9i = Vi + ^ 2_/ aiif (9j' • , • ' 9?) 
i= l 

3 

b) Vi = J/o + h Z^ °jf [9ji • ) • •> 9j) (2.42) 

t=\ 
c) Ci : = 2_/ a,'i 

i = i 

Hochgestellter Index: Vektorkomponente. Große Indizes zur Vermeidung 
von Verwechslung bei Differentiation. Korrespondenz (j, J), etc. Konstruk­
tionsprinzip von Runge-Kutta-Verfahren. 

Differentiation von (2.41) und (2.42) —• Abgleich der Koeffizienten. 

Differentiation von (2.41): 

a) (y ) = / (y) 

b) (y ) = JK\y)j \y) 
K (2A6) 

<—* Dmf nach y 

c) (y ) == JKLf L + JKJL f 

Einstein-Konvention: J2 über doppelt auftretende Indizes. 

Wegen Entwicklung um h = 0 : y = y0 als Argument - im folgenden 
weggelassen. 
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Differentiation von (2.42) nach h : Koeffizient \h=o 

a) 9i |A=0 = Vo 
t - i 

b) i.9? ) =h=o = /-> *'i-^ J»=» " ^ - l" 'A=0 

c) (& ) U=o == Z^ai/JKaJk/ + 
(2.44) 

+ l^,aijfK{yo)aJkf + h ' . . . \h=o 

i 

= 2^2aiiaJkfKf (z/o) 

Defini t ion: Elementare Differentiale 

-»* W : = /K,—{y)f~ \y)J (y)•• 

Die genaue Abfolge der Indizes (hoch — tief) beschreibt man durch einen 
(verwurzelten) indizierten Baumgraphen (rooted labelled tree). 

Graph £,-*: tritt auf in: 

(tn) •i / y 

(,*2l) k 

. / 
J 

fj fK ,,n 
JKJ y 

(*3 l ) 1 k 
\ / 

\ . / 

fj fK cL ..in 
JKLJ J y 

1*32 ) l 
fj fK fL ,,m 
JKJL J y 

y 

Summation über alle Knoten außer Wurzel (j). 

Die Graphen t seien monoton indiziert: j<k<j<m<<.. 
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g(t) : Ordnung des Graphen t (=Anzahl der Knoten) 

a(t) : Anzahl verschiedener monotoner Indizierungen eines Graphen t. 

Beispiel: 

l m m 

m 

Satz 2.6 Für die Lösung der DG gilt: 

(y « |t=0= 2Lt <(v-^ \s)\yo) (2-45) 
t€.T, 

wobei Tg die Menge der Bäume t mit g(t) = q. 

Beweis: Die Darstellung über f-Graphen erfaßt alle bei Differentiation 
auftretenden Terme genau einmal. • 

Bei Differentiation von y\(h) nach h treten die gleichen elementaren Diffe­
rentiale auf, wobei Nachdifferentiation jeweils £J ajij2 bringt. 

J1J2... 
Details hier weggelassen - siehe rlAIRER./N0RSETT/WANNER [58], 
S. 143-151. Für die Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren höherer Ord­
nung ist Graphentechnik unerläßlich (sonst zu viele Fehlerquellen!). 

Satz 2.7 Für die Lösung t/i des Runge-Kutta-Ansatzes (2.40) gilt: 

{Virq)/.=o= 2^ a\ta(t)z^bi^At)F (woy (2-4(2 
t€Tq j 

wobei: 

^jv'J -= £_> ajka • • • - . . • • a,••. Faktoren 
kll,...N „ ' 

q—1 

ahh '• (Jl1J2) aufeinander}olg. Indizes int 

7(f) = gyt) • Q\ti) • . t . - ß\tj(tm) 

11,..., tj(t) '• Baumgraphen, die durch sukzessive 

Streichung aller Wurzeln entstehen 
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Beispiel für Berechnung von ~f(t): 

• Y 

g(t) = 9 g{t1) = 2 e(^2) = 6 0(^3) = 4 

7(2) = 9 • 2 • 6 • • = 432 

Zusammenfassung von Satz 2.7 und Satz 2.8 liefert die gewünschten Bedin­
gungsgleichungen. 

Satz 2.8 Eine Runge-Kutta-Methode (2.40) ist für allgemeine f von der 
Ordnung p genau dann, wenn gilt: 

X! &i*i(0 - -77: ei1) ^ P (2.47) 

Beweis: Falls alle elementaren Differentiale voneinander unabhängig sind 
und tatsächlich auftreten, ist (2.47) notwendig und hinreichend. • 

Bemerkung: a(t) fällt beiderseits weg. 
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0 t graph 7 ( 0 a ( » ) F (')(>) * y v ' / 

0 0 0 1 1 J 

1 T • 7 1 1 fJ 1 

2 21 2 1 
K 2 

3 31 

32 

/ i 

V l 

3 

6 

1 

1 
KJL 

** ßc kl 

4 41 

42 

43 

44 

m / * 4 

8 

12 

24 

1 

3 

1 

1 

•ti ff ff KL , V 

KJLJH 

A |£> fin 

- " ajkaßaßn 
, ,m 

* ,/,m 

i ,l,m 

^ ajkaklatm 
k,l/n 

5 51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

U J* 

m /* 

j p nt 

5 

10 

15 

30 

20 

20 

40 

60 

120 

1 

6 

4 

4 

3 

1 

3 

1 

1 

^JlCLMpf f M p 

^KMpfLf * f 

^*J KP* L* Mf J 

Yff fK fLfMfF 

*•»fL'LHP* ' •» 

•spfJfK.L fM -P 
™KJL'UPJ J 

Zfiftttff' 

^ jk fl jm jp 

^ajkaklafinap 

•^ jk kl km jp 

•^' ßc kl tm jp 

• " jS kl jm mp 

^ ßt km kp kp 

^-'ajk kl bn kp 

*m,ajk akl bn bj 

*-'ajk aklabn "mp 

Tabelle A. l Baumgraphen und elementare Differentiale bis Ordnung 5 

<Z 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

card(Tg) 1 '21 2 4 9 20 48 115 286 719 

Anzahl der 
Bedingungen 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205 

Tabelle A.2 Anzahl der Baumgraphen bis Ordnung 10 
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Führender Fehlerterm: 

vi - yJ(h) = 7 rr £ ) a(t)e(t)FJ(t)(y0)+ 

+0(/lP+2) In 4g) 

wobei 

e(t) := ~f(t)2_^bj$j(t) — l 

Zur Konstruktion eines effektiven Runge-Kutta-Verfahrens wird man verblei­
bende freie Parameter derart einstellen, daß: 

/ J ce{t) I c(i) |= min (2.49) 

Sch r i t twe i t ens t eue rung : 

Sei yx Runge-Kutta-Resultat 0(hp+1) 

yi Runge-Kutta-Resultat 0(hp+ ) 

Sei angenommen, daß j/i die wesentlich genauere Lösung ist: 

|I Vi - yv1) || *C || y- y y{h) || (2.50) 

Dann gilt: 

i : = | | y i ~y* |\ — I |y i — (\^) II (2.o1) 

Bemerkung: Fehlerschätzung nur für "zweitbeste" Approximation 
von y(h). 

Sei e vom Benutzer gewünschte lokale relative Genauigkeit. Dann muß gel­
ten: 

e < e (2.52) 

Andererseits gilt: 
i = C • hp+ (2.53.a) 

Für vernünftige Schrittweite h sollte gelten: 

Chp = ge (2.53.b) 

Mit Sicherheitsfaktor g < 1 . Division liefert: 

h • ' • ( T ) h 
p+i 
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Zur Gewinnung von iji gibt es 2 typische Methoden: 

E x t r a p o l a t i o n : 

yi(2Ä) \ 

y2(h) —• 2/i(2/i) mit (2.18.b) 

=1 

y2(h)—y(2h) = C 2hh { ip(L\2h^ •Kp 

yx(2h) — y(2h) = C • (2/i)p+1 

Subtraktion: 
r/2(^) y ?/i(2/i) = 2(7 h?*1 1 (1 — 2 p ) 

Auflösung nach C , Einsetzen in (*): 

yi(2Ä) := J/2(Ä) + (yi2h) — J/i(2/)/(2p — l) 

e := || yi(2h) — y2(h)||= Ö(A.P+1) 

E i n b e t t u n g : 

t/i Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p 

j/i Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung ( p + 1 ) 

F E H L B E R G (1964)[45] 

=> Programme 

D O R M A N D / P R I N C E (1980)[41]: 

(*) 

(2.54) 

: Rechnung fortgesetzt mit yx 

(Widerspruch zu Fehlerschätzformel!), vgl. (2.50)! 

RKF4(5), RKF7(8) 

—• DOPRI 5(4) : (2.49) erfüllt für yx 

5 = 6 Stufen 

—• DOPRI 8(7) : (2.49) nicht ganz erfüllt. 

(—• H A I R E R / N 0 R S E T T / W A N N E R [58], S. 194/5) 
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0 

_1_ 
5 

1 
5 

3 
10 

3 
40 

9 
40 

4 44 56 32 
5 45 15 9 

8 19372 25360 64448 212 
9 6561 2187 6561 729 

1 j)017 
3168 

355 
33 

46732 
5247 

49 
176 

5103 
18656 

1 35 
384 

0 500 
1113 

125 
192 

2187 
6784 

11 
84 

$1 
35 
384 

0 500 
1113 

125 
192 

2187 
6784 

11 
84 

0 

>1 
5179 
57600 

0 7571 
16695 

393 
640 

92097 
339200 

187 
2100 

1 
40 

Tabelle A.3 Dormand-Prince 5(4) (DOPRI5) 

"Fehlberg-Trick": 

hf{yi) = ks 

(a3i = &i,6S = 0) 

=£• cs = 1 

Interpolation: Für graphischen Output manchmal Lösung an Punkten 
zwischen den von der Schrittweitensteuerung gewählten verlangt: 

y\{Qh) 

Dafür möchte man möglichst keine zusätzlichen /-Auswertungen, sondern 
kii...fcs bzw. <7J, . . . ,g3 verwenden. Dazu konstruiert man interpolierende 
Polynome —> Hermite-Interpolation auf der Basis von y und y'. 

Beispiele: 

(I) Bei Schrittweitensteuerung mittels Extrapolation hat man: 

yoifiVo), J/i,/(j/i), 2/2 

Zusätzliche Berechnung von /(t/2) oder "Fehlberg-Trick" gestattet Her­
mite-Interpolation der Ordnung 5. 
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(II) DOPRI 5 gestattet direkte Interpolation der Ordnung 4: 

6j(9) = 0(1 + ©(-1337/480 + 0(1039/360 + 0(-1163/1152)))) 

62(6) = 0 

63(0) = 100O2(1054/9275 + ©(-4682/27825 + 0(379/5565)))/3 

64(0) = -50((27/4O + 0 ( - 9 / 5 + 0(83/96)))/2 

65(0) = 18225©22—3/250 +0(22/375 + 0(-37/600)))/848 

66(0) = -220 2(-3/10 4- 0(29/30 + 0(-17/24)))/7 
(2.55.a) 

6 

y(x0 + eh) « 00 + h^ bj(Q)kj • (2.55.b) 

wobei die rechte Seite für 0 —* 1 1n y übergehtt 

Weitere Anwendungen der Interpolation: 

- on-line Steuerung von Prozessen 

- Differentialgleichungen mit retardiertem Argument 

- Bestimmung von Schaltpunkten bei impliziten Umschaltbedingungen 
oder Unstetigkeiten 
(Beispiel: Stoßdämpfer, optimale Steuerung vgl. Kap. D.5.2) 

Bemerkung: Wünschenswert wären eingebettete Runge-Kutta-Verfahren 
variabler Ordnung (z.B. Programm VOBET, von D. G. BETTIS, dort aber 
falsche Koeffizienten!) 
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3 Mehrschritt verfahren 

Alternative zur Konstruktion von Verfahren höherer Ordnung, am Beispiel 
erläutert: 

tn+2 

y(tn+2) — y(tn) = / f(y{t)) dt (3.1) 

Simpson-Regel für Integral angewendet: 

yn+2 " Vn = 3 [/(yn+2) + 4 / ( i / „ + i ) + / ( t / n ) ] (3-2) 

Milne-Simpson-Verfahren (ImpHzites Zweischritt verfahren) 

Allgemein: Lineares k-Schritt-Verfahren 

akVn+k + ctk-iyn+k-i + . • • + ot0yn = h [ßkf(yn+kk) +•• + +of(yn)] (3.3) 

n = 0,1,2, . . . 

a* := 1 o.B.d.A. 

I <*o I + I ßo I > 0 o.B.d.A. 
ßk = 0 : explizit 

ßk ^ 0 : implizit (Lösung z.B. mit Fixpunktiteration) 

Eindeutige Lösung von (3.3) verlangt Startwerte 

yo, yii • • • •> j/jb-i 

etwa erhalten aus Mehrschritt verfahren niedrigerer Schrittzahl ("Startrampe"). 

Bezeichnung: Verschiebeoperator Eh 

Ehyk = yjk+u» Ehf{y{t)) = f{y{t + h)) (3.4) 

Einführung in (3.3): 

p{Eh)yn = hcr(Eh)f(yn) (3.3') 

wobei p, a charakteristische Polynome: 

p(Q := QfcC + . . . + a0 , &(() := ßk( + • • • + ßß (3-5) 
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Beispiele: 

(1) Milne Simpson - vergleiche (3.2): 

P(0 = C2 - 1 , *(() = Ö(C2 + 4C +1] 

(2) explizite Mittelpunktsregel - vergleiche (2.24.b): 

p(() = C —1> ^(C) = 2( 

3.1 Konvergenz 

(3.3) bzw. (3.3') ist DhG k-ter Ordnung. 

Konsistenz. DhG =>• DG 

Lösung y{i) der DG eingesetzt in DhG liefert Konsistenzordnung p > 0. 

p(Eh)y(t) - ha{Eh)f{y(t)) =: 0(hp+l) 

Taylor-Entwicklung: 

y(t + mh) = y(t) -f- mh y'(t) + -(mh)2y")t) + . . . 

hf(y{t + rnh)) = hy'(f + mh) = h [y'(t) + mh y"(t) -f ...] 

Einsetzen in (3.6): 

p(Eh)y(t) - ha(Eh)y'{t) =: 

=: C0y(t) + C\hy'(i) -+-... + Cqh<y^9'(t) + . . . 

wobei die Koeffizienten C0, Ci , . . . gegeben ssnd durch: 

Co = <*k +jfc_i + • • • + oto = p(l) 

C\ = Ärajt+ ...+ ÖI - ( Ä + .••+ A)) =/>'(!)—cr(l) 

(3.6) 

(t ? \ 

(3.7.b) 

C0 -[fc'a* + • • • + oi] -
qr " (q-l)l 

Konsistenzbedingung für p > 0 lautet also: 

Co = d\ = ... = Cp = 0 

Speziell muß gelten: 
,(l) = 0, p'{\) — cr(l) = 0 

[*«-*&+ --. + Ä] 

(3.7.c) 

(3.8) 

40 



(3.9) 

Entwicklung (3.7) gilt unabhängig von Lösung j/(£), also auch für die spezielle 
Wahl 

y'(t) = y(t) = e< . 

Setze t = 0 in (3.7.a) und berücksichtige 

Ehy(t) |t=o= ({ ) . 

Dann folgt unmittelbar: 

p(eh) - h cr(eh) = 

= C0 +• C1h + ... + Cqh* + . . . 

Konsistenzbedingung für p > 0: 

p(eh) - ha{eh) = 0(hp+)) h —> 0 (3.10) 

Umformung: 

C = e \ h = ln,, p(Q - ln(a(C) = 0((( - l ) p + ) 

wegen p(l) = 0 und /n( = C - 1 + 0((( - l )2) : 

T~Ä—''"(C) = ö((C- 1)P). C ~~*• l (3-10') 

Formeln (3.10) und (3.10') für Beweiszwecke (HENRlCl). 

Aber (RUTISHAUSER 1952) [99]: konsistente Formeln auch hoher Ordnung 
sind eventuell instabil. 

L e m m a 3.1 (DAHLQUIST 1956) [19] 

Seien Ci>> - • • >fc Wurzeln non np() — 00 Notwendig gür rtabilität tes Mehr­
schrittverfahrens (3.3') ist: 

\ £,- | < 1 t = l , . . ,ffc (d := 1 o.B.d.A) (3.H) 

Falls | (j \= 1 : Q einfache Nullstelle ("Dahlquist'sches Wurzelkriterium"). 

Beweis: Man betrachtet das Modellproblem 

y' = 0, y(0) = 1 =»• y(t) = 1 (3.12) 

Zugehöriges Mehrschrittverfahren 

p{Eh)yn = 0 
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Lineare D^G k-ter Ordnung hat Fundamentallösungen: 

C n ,nC B , . . . ,n '» - 1 C B 

( : Wurzel von p 

m : zugehörige Vielfachheit (m < k) 

Eine Wurzel liegt fest wegen Konsistenzbedingung (3.8): 

p(l) = 0, d := 1 o.B.d.A (3.13.a) 

Diese Wurzel repräsentiert die konstante Lösung yn = j/o; sie muß also einfach 
sein, woraus mit (3.8) folgt: 

<r(l) = / / ( l ) ± 0 (3.13.b) 

Stabilität heißt: Nebenlösungen dürfen die Hauptlösung nicht "überwuchern". 
Das liefert (3.11). • \ 

Obwohl das Lemma 3.1 nur auf dem trivialen Modellproblem y' = 0 aufbaut, 
hat man mit der Wurzelbedingung die wesentliche zusätzliche Bedingung für 
Konvergenz (h —• 0) gefunden. 

Sa tz 3.1 ("Konsistenz + Stabilität <=$• Konvergenz") 
Stabilität gemäß (3.11) und Konsistenz der Ordnung p > 0 sind notwendig 
und hinreichend für Konvergenz der Ordnung p. Hierbei sind Approxima­
tionsfehler der Startwerte als 0(hp) vvrausgesetzt. 

Beweis (Skizze): Zunächst Umformung des Mehrschrittverfahrens auf Ein­
schrittverfahren entsprechend höherer Dimension: 

Yn'•—{Vn+k-i,y• • ,Vn) n>0 (3.14.a) 

Zur Vereinfachung sei nur 1 Differentialgleichung behandelt. Mehrschritt­
verfahren als System (ort := 1): 

Vn+k = [ak-iyn+k—1 +" • • • + GoVn] 

- h[ßkf(yn+k) + ... + ß0f(yn)] 

Definition einer Inkrementfunktion: 

*(j/n+fc-l> • • • 5 Vni h) = : $ ( i / nn " ) 

(*) 
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für ßk 7̂  0 formal nur implizit möglich: 

$ ( - , / l ) = ßkf{—Gk-iyn+k-l—yn-~~aOyn~h $("{ ^ ) ) 

+ßk-l f(yn+k-l) + . • • + ßo /(j/n) 

Damit lautet (*): 

yn+k = - [ak-iyn+k-l + . . . + «O^nJ - " * ( - 5 *V 

Hinzu kommen noch Identitäten durch Verschiebung des Index: 

(3.14.b) 

(**) 

*n+i — 
Vn+k-l 

yn+l 

yn+k-] 

yn+1 

Matrix- Schreibweise: 

A := 

ttfc-l &k—2 • • • a0 

1 0 

1 0 

(3.14.c) 

(3.14') 

Für DG-Systeme: 

Yn+l — AYn + ^^(^n, h). 

A -> A ® J 

<P —* (e i 0 • / )$ 

c—* Beweistechnik etwas komplizierter. 

Die Eigenwerte von A sind die Wurzeln von /?, da p charakteristisches Poly­
nom zu A (Frobenius-Matrix). Also gilt (p: Spektralradius) 

p(A) < 1 (3.11) (3.15) 

Im allgemeinen folgt daraus die Existenz einer Matrixnorm || • ||£ mit 

II A. ||c< 1 + e , e> 0 beliebig. 

Da jedoch die betragsgrößten Eigenwerte von A einfach sind, gilt hier sogar: 

|| A || < 1 (3.15') 
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Seien Yn+\, Zn+i definiert durch (3.14 ) aus Yn, Zn. Sei L* Lipschitzkonstante 
zu <P. Dann gilt mit (3.15 ): 

|| Yn+1 - Zn+i || < (1 -f hL*) \\Yn - Zn || (3.16) 

Dies ist Basis für ein "diskretes Fundamentallemma". Um die Beweistech­
nik ("Fächer") von Satz 2.1 anwenden zu können, benötigt man noch den 
"lokalen Diskretisierungsfehler". 

Sei 
Yn+\ '•= A Y(tn) + h$(Y(tn), h) 

Dann gilt (streng nur für p > 1): 

|I *T»+1 ~ ( *'n+lJ Il < iw« W.17) 

Fächer-Technik liefert (p > \,L* : Lipschitzkonstante zu $): 

|| Ym - Y{tm) | |<|| Y0 - Y(to) || exp(X*<m) -f- M hptm<p(L*tm) (3.18) 

yk-i -~ y{tk-x) 

Yo - Y(t)) = 
yi y\ ) 

o 
Approximationsfehler der Startwerte. • 

Bemerkung: 

(1) Bei Verwendung einer "Startrampe" durch Mehrschritt verfahren nie­
drigerer Ordnung gilt (Start: expl. Euler): 

Vi ~ 2/0 M = 0(h ) j = 1,... ik — 1 (3.19) 

Damit U\hv) - Abschätzung m (3.18) gestört! 

(2) Alternativen: 

• Taylor-Entwicklung für Startwerte (ADAMS [1]) 

• Einschrittverfahren von Ordnung p für Startwerte (u.a. GEAR, 
aber erst jüngst wirklich realisiert) 

Für tatsächliche Konstruktion von Mehrschrittverfahren hat man nach (3.7) 
(2k + 1) freie Parameter für impliziten Fall, 2k freie Parameter für expliziten 
Fall! Man erwartet also rein algebraisch eine Konsistenzordnung p = 2k 
(impl.) bzw. p = 2k — 1 (expll). Die Stabilitätsbedingung (3.11) liefert 
jedoch wesentliche Einschränkung. 
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Sa.tz 3.2 C I .DAHLQUIST-SCHRANKE , 1956 [19]) 
Für die Ordnung p eines stabilen linearen k-Schrit-- Verfahrens gilt: 

a) p < k + 2 für k gerade 

b) p < k + 1 für k ungerade (3.20) 

c) p< k fürßk < 0 (ak = l ) 

Beweis hier weggelassen: i.w. funktionentheoretische Hilfsmittel, Reihen­
entwicklung (—y H A I R E R , N0RSETT, WANNER, [58], S. 332-335). 

B e m e r k u n g zu S tab i l i t ä t . Falls mehrere einfache Wurzeln von p auf Ein­
heitskreis, heißt Mehrschrittverfahren schwach instabil. So sind für 
p — k + 2, k gerade, alle Wurzeln auf dem Einheitskreis (ohne Beweis). 

«—>/>< k + 1 falls stark stabil (3-21) 

3.2 Adams-Verfahren 

Falls ßk 7̂  0 : p < k + 1 nach (3.21) 

2k -r 1 freie Parameter 

Falls ßk = 0 : p < k nach (3.20.c) 

1fc freie Parameter 

Vorgehen in beiden Fällen: Man wird über k freie Parameter derart verfügen, 
daß das Wurzelkriterium (3.11) erfüllt wird. Im Sinne der Stabilität ist die 
bestmögliche Wahl: 

Pk{() '•=C ~ (C — 1) (3.22) 

Zugehöriges Mehrschrittverfahren: 

Vn+k - Vn+k-l = h [ßk yn+k + • • - + /?() Vn] (3.22') 

die noch verbleibenden Parameter 

(ßk), ßk-i,---, ßo 

sind so zu bestimmen, daß p maximal wird. Statt formaler Lösung der Glei­
chungen (3.7) liefert die "richtige Idee" die /3's direkt: 
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Adams-Verfahren (ADAMS 1855, [1] BASHFORTH 1883, [4], MOULTON 

1926, [87] ). Mit Blick auf (3.22') schreibt man die Differentialgleichung um 
in eine (formale) Integralgleichung: 

In 

y(tn) = y(tn-)) + J f{y{t))dt 
t=t„_i 

Approximationsidee: 

f(y(t)) —> p(t) Interpolations-Polynom 

Adams - Bashforth (AB): explizit 

p(t):=Pk-\ \t - <n_x,..., tn-k) 

Adams - Moulton (AM): implizit 

p(t) :— Pk(t | inn.)., <n-fe) 

(Darstellungen für das Interpolationspolynom nach AlTKEN). 
Man definiert: 

yn '.— yn-\ + f p(t)dt 

Bezeichnung: fn := /fy„). 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(a) AB-Verfahren über äquidistantem Gitter 
Man geht etwa aus von Newton'schen dividierten Differenzen: 

p(t) := Pk-l{t | ^n-ln _ k ) jtn-k) = 

= /fan-]] + /[*„-!,*n-2] • {t - tn-\) + • .. 

• • • + f\tn-\l , • • •^n-k] k]• — tn-\) ) . • . . (t — tn_fc+lk 

Jfc-1 = /n-l + V / n - 1 * ~ + . . . 

i r7fc—1 / V" — *n—l) ••• • ' [t — tn^k+1) 
1 

(3.26) 

(k ( l)\hk l 

wobei 

V := / — E-h "RückwärtsdifFerenzen"-Operator 
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B e m e r k u n g : 

V ? + fj = V ' / i - V / / j l i = V»(J - EEh)fi 
„ 

AUS g 

Einsetzen in (3.25): 

4 4 

yn ~ i/n-i = J Pk-i{t)dt (subst: s := ^ ^ ) 

= tl / \jn-1 + SVJn_i + • • . H TT TTj V / / n _ ds 

5=0 

Ausführung der «-Integration: 

fc-i 
yn •= yn-l + « 2_y T» /n- i 

t=0 

j (3-27) 
I S\s+{• !)••••• {s -\-i — l) , . . _ 

J r\ : 
3=0 

Umformung in Standardform (3.22'): 

k 

Vn := J/n-l + h 2-/ ßkjk-jfn~j (3-27 ) 
i=i 

wobei: {/?*,fc-j} berechenbar aus {7,} oder aus Lagrange-Darstellung 
von Pk-i-

Diskretisierungsfehler en abgeschätzt über Interpolationsfehler bezüglich 

/ : 
en = || yn — y{tn) | | (3.28) 

Subtraktion von (3.25) und (3.23) liefert 

«n < cn_i + J || f(y{t)) — p(<) || <& (3.29) 
t=tn_i 

/(y(t)) — Pk-l(tI I| < -Tj- ( (< - *n-l) - . . . - (t — tn-k) 

„ , „ -(k\, , .. .. (3.30) 
Mk '•— max II jK {y{T)) \\ 
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Einsetzen in (3.27): 

£n < e n - _ , Mk • I ^ZLl—L!_!—}: ™~~ ft 
kl 

t—tn—1 

Substitution: s := 

— 
kl 

€ n 5 ; e n n l _ Mk • h ^ — ds 

a=0 

Vgl. (3.27):= Tfc 

en < e„_i+7^Affc/i (3.31) 

das heißt Konsistenzordnung ist p — k. "Startrampe": k = 1 ,2, . . . 
Bei Wechsel von k ist Darstellung (3.27) vorzuziehen gegenüber (3.27'). 

b) ABM- Verfahren über äquidistaneem Gitter 
Die Approximation 

p{t) := Pk(t . tn,..., tn-k) 

liefert ein implizites Verfahren. Die Darstellung über diverse Differen­
zen eignet sich deshalb nicht. Stattdessen liefert Lagrange - Darstellung 
von Pk das Analogon zu (3.27'): 

k 

Vn = yn-i ~f h • ßk,kfn + "• 2 _ , ßk,k-jfn-; ( 3 - 3 2 ) 
j=l 

Lösung dieses nichtlinearen Gleichungssystems durch Fixpunktiteration 
möglich, da "nichtsteife" Differentialgleichung integriert werden sollen. 
Man erhält das sogenannte Prädiktor-Korrektor- Verfahren. Wählt man 
als Startwert den AB-Wert, so erhält man das ABM-Verfahren: 

k 

a ) Vn " = Vn—1 T" h / / Pk,k—iJn—i 
j=l 

P: predictor 
k [o.OO) 

b) j/J,+ := yn-\ -f hßkkf^ -f h £__, ßk,k-jfn-j 
j — i 

C: corrector E: evaluate 

Sei L die Lipschitzkonstante von / . Dann ist hinreichend für Konver­
genz der Iteration: 

h ßl k L < 1 (3.34) 

Diese Bedingung ist erfüllbar, falls h "hinreichend klein". Falls keine 
Konvergenz für i < imax' Schrittweitenreduktion. 
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Varianten des ABM-Verfahrens: 

(I) PECE-Verfahren: 

yntln^Vm Jn berechnet 

fn := f* im nächsten Schritt 

(II) P(EC) * oder P(EC) * E 

je nachdem, ob /^ oder /^+ 1 für nächsten 

Schritt verwendet wird. 

Schr i t twei ten- u n d O r d n u n g s s t e u e r u n g ( G E A R [48] 1971, 
ähnlich KROCH [72] 1969) 
Bei Änderung der Schrittweite benötigt man Zwischenwerte von f, die man 
durch Interpolation mit p in natürlicher Weise gewinnt. Man benötigt also 
eine Darstellung, die für Schrittweitenänderung besonders geeignet ist. Dazu 
geht man aus von Taylor-Darstellung von p (hier nur für Prädiktor vorgeführt): 

Pk-l{t) = -Pfc - i^n- i ) + Pfc_1(<n-)) • [t ~ i n - l ) + • • • 

Einsetzen in (3.25): 

I n 

yn = j/«-i + / Pk-\\t)dt = 

t=tn-l 

[ l\ ^ 1) .•. +^P - n \)\ 

Nordsieck - Dar s t e l lung : h —* d • h, 0 < t9 < 1 

y {tn-- + Ah) := yn-i + i?fln-i,i + . . . + t an-i,fc 
hi (i) 

«n-i,. := ~i\Pk-iv-n-i) skalierte Ableitung 
• n (3-35) 

B e m e r k u n g : 

(1) Auswertung mit Homer-Algorithmus 

(2) Für Korrektor erhält man Polynom vom Grad (k + 1); 
man hat dann noch an-i,fc+i' 

Vorschlag GEAR: 
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Auch Ordnungsänderung in Nordsieck-Darstellung 
aber, nach Änderung von k ist das Polynom nur noch Schmiegpolynom in 

t = £n_i, es interpoliert nicht mehr über {t„_*,•.• ,<„_*}. 

Für kombinierte Schrittweiten- und Ordnungssteuerung benutzt man die 
Beziehungen: 

an,k = Anfl 

Van)it = on>jt - an_itf; = Bnh
k+1 (3.36) 

V an>k == CnÄ
 +2 

Aus diesen Beziehungen verschafft man sich Schrittweitenschätzungen 

"alte" Ordnung : k + 1 

"neue" Ordnung : <? 6 {&, k + 1, A; + 2} "Ordnungsfenster" 

Ä '̂) = max{/i^, h^k+1\ k(k+2)} 

Bemerkung: Aufwand gleich für k, k + 1, k -f 2. 

"Faustregeln": Schrittweitenänderung nur, falls 
(a) keine Konvergenz 

«-*• Reduktion 
oder (b) (& -f-1) Schritte lang Ordnung oder 

Schrittweite konstant 

Begündung: Schrittweitenänderung erfordert hohen Aufwand. 

Programme: GEAR-ABM (HlNDMARSH, LLNL)[65] 
DEABM (SHAMPINE, SANDIA) [101] 
LSODE - nonstiff (HlNDMARSH, LLNL)[64] 

Adams-Verfahren über variablem Gitter: 

• erfordert aufwendige Berechnung der Koeffizienten (trotz Tricks von 
KROGH —> Übung) 

• deshalb Anlehnung an äquidistanten Fall 

• Stabilität unübersichtlich 

Programme: EPISODE (BYRNE/HlNDMARSH)[17] 
VOAS (SEDGWICK), unausgereift 
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4 Aufgaben 

1.) Gegeben sei die Thomas-Fermi-Differentialgleichung: 

y (t) = ^ i — , »(0) = J/O ^ 0 , y (0) = z0 (4.1) 

Diese Form verletzt die Lipschitzbedingung und ist zudem nicht geeignet 
als Eingabe zur numerischen Integration. 
Man transformiere (1) in ein System 1. Ordnung, welches der Lip­
schitzbedingung genügt. 

Hinweis: Man verwende die Substitutionen: 

.1 /.^ t x i \ wis) 
s = U , y{t) = wis) , uls) = —— 

2.) Man zeige, daß das lineare Differentialgleichungssystem: 

y'(x) = — (AQ + Axx + A^x + •••) y(x) (4.2) 
x 

Lösungen der Form 

y{x) = XP{I>Q -f U\X + v<ix H • • •) 

besitzt, wobei die Ai n x n-Matrizen und die Vi n-Vektoren sind. 
Dazu bestimme man zuerst p und i/0, dann rekursiv i/1} u2, • • -• 
Welche Bedingung müssen die Eigenwerte der Matrix A0 erfüllen, damit 
die Vi berechnet werden können ? 
Welche Transformation x = T{t) wandelt (2) in ein System ohne Sin­
gularität um ? 

3.) Sei A eine konstante Matrix. Man berechne die Lösung der DG 

y {t) = Ay(t) -f g{t) , y(0) = t/o 

mit Picara-Iteration. 

Hinweis: Man kann die Beziehung 

/ / f{siTS2)g(s2)ds2dsi— I y / f(si,S2)dsi) g(s2)ds2 
JO JO JO \j32 J 

benutzen. 
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4.a.) Gegeben sei die DifFerentialgleichnung y' = f(y) , j/(0) = y0. Man 
zeige, daß für die Lösung der adjungierten Variationsgleichung 

«'(t) = -fy (y(t)) «(t) , u(T) = z 

gilt: 
u{t) = W (T,t)z 

b.) Für die parameterabhängige Differentialgleichung 

y = f{y->p) , y(0) = yo, y(t) eRn , p G Rq, 

sei y(t;p) Lösung. Die Abhängigkeit der Lösung von p wird durch die 
verallgemeinerte Variationsgleichung 

^P{t) 
,. = /y(y(t;p),p)"u) + fp{y{t',*),p), -P(o) = o 

beschrieben. Man leite für P{t) = - | ^ die Beziehung 

Jo 
P{t)= / W(<,s)/P(y(.s;p),P)ds 

Jo 

her. 

5.) Gegeben sei die autonome Differentialgleichung: 

y' = f{y) > y(0) = yo, /(yo) 7̂  o. 

Man zeige: Die Existenz einer periodischen Lösung ( mit zunächst 
unbekannter Periode T ) ist äquivalent zu: 
Die Wronski-Matrix W(T, 0) hat (mind.) einen Eigenwert 1. 

6.a.) Man beweise den Satz: (Gröbner/Alekseev) 
Sei y Lösung von y' = f(y) , y(0) = y0 , und z Lösung der gestörten 
DG 

* = f(z) -f 9(z) , z(0) = yo. 

Weiter sei die stetig partielle Differenzierbarkeit von / bzgl. y voraus­
gesetzt. Dann gilt: 

z(0 = y(^) + / ~Z~(t'isiz(s)) 9{zzs))ds Jo uz 

Dabei sei y(t;s,z(s)) die Lösung von y' = f(y) mit dem Anfangswert 
y(s) = z(s). 

b.) Man leite aus a.) die Beziehung (1.23) aus der Vorlesung für eine kleine 
Störung 6f her. 
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7.) Man diskretisiere die DG y' = y/y , y(0) = 0, mit dem expliziten 
Euler- Verfahren 

Vk+i = yk + hfly/c) , k = 0 , 1 , 2 , , . . , 

und mit dem impliziten Euler-Verfahren 

Vk+i =Vk + hfyyk+i) , k = 0 , 1 , 2 , , . . , 

und führe in beiden Fällen für festes t den Übergang h —> 0 durch. 
Was ergibt sich im Vergleich zur theoretischen Lösung ? 

8.) Gegeben sei das implizite Einschrittverfahren : 

(*) Vk+i = Vk + h9[yk,yk+i) 

Die Inkrementfunktion $ genüge einer Lipschitzbedingung 

|| $(£,2) — $(£,10) | |< Li || z — tw || . 

Man zeige : Die Bedingung | h \< L\ ist hinreichend für die eindeutige 
Lösung von (*). 

9.) Gegeben sei das Anfangs wer tproblem 

y = j\y) •> y(0) = y0, y(t) e R. 

Formale Integration und Anwendung der Simpson-Regel führt auf die 
Differenzengleichung 

yn+l — Vn—1 T ~7Z\JvJ/n— 1 ) T ^J\yn) ~T J \yn+l))-

a.) Man zeige : Für f(y) = —y genügt yn der 3-Term Rekursion: 

(Ä) (1 -f - ) J/n+1 + Tjh yn - (1 - - ) J/n-l = 0. 
O O ö 

b.) Man zeige: Der Ansatz yn = j4An, A G i?, A G R, in (R) führt 
auf die Lösungen 

Ai = \ — h + ö(h2) 

A2 = - ( l + ^) + <(h2). 
o 

Die allgemeine Lösung von (R) lautet : 

yn = Ai\i + A2X2, Ai, A2 E R. 
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c.) Für kleine Schrittweiten h und t = nh beweise man : 

yn = A1e l1 + O(h)) -f (—l)n22 e / ( l -f O(h)). 

10.) Zur Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 

y = f(y) > y(to) = yo, 

y'(to) = zQ , 

sei das Diskretisierungsverfahren nach Stormcr vorgegeben: 

. h 1 
2/i = I/o + l̂ o + -"/oJ , 

{S) y?+i = 2y, - y,_i + / i 2 /g , ? = 1 , . . . , / - l , 
yt - yt- i . h 

Zl = — ~ + 2 / l ' 

mit / , := f{yq). 

a.) Man zeige: 
Die Diskretisierung (S) besitzt eine äquivalente symmetrische Formulierung (S'): 

y9-n - y<? i r , h 
7 = «1^9+i + *, ~~ TJ/rs+l / « ) ) \ ? <7 = 0 , 1 , . . . . , — l . 

b.) Mit welchem Differentialgleichungssystem ist (S') konsistent ? 

c.) Für / E C2N*2 beweise man für (S) die Existenz quadratischer asymptoti­
scher Entwicklungen der Form 

N 
T11h -4- ht-xr . + \T_I' n\h w yi — y{ti) = 2 J £k{ti)h + E^+i(ti; h)h + , 

mit EN+I,EN+I gleichmäßig beschränkt in h, h E [0, if], H > 0. 
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11.) Gegeben sei ein Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p mit der 
Entwicklung 

Man überlege sich, welcher Aufwand an Funktionsaufrufen Aq in Ab­
hängigkeit von der erreichten Ordnung q in einem Extrapolationsver­
fahren nötig ist. Zum Vergleich wähle man das explizite Euler-Verfahren, 
das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4.Ordnung (RK4): 

kx = fiVk) , 

K2 = / {Vk + 2 0 ' 

h 
h 3 = /[Vk + 7^2) 5 

k4 = /(?/£ + /i fc3) , 

und das verbesserte Euler-Verfahren (p = 2): 

J/fc+i = Vk + /(y* + ^f{yk)) 

mit jeweils den Schrittweitenfolgen : 

JP/|- = {1 ,2 ,3 ,4 , , . . } , n,: = i; 

•̂ 27/ = {2 ,4 ,6 ,8 , , . . } , n,- = 2i. 

Welche Schlüsse lassen sich hinsichtlich der Wahl des Einschrittver­
fahrens und der Schrittweitenfolge für ein Extrapolationsverfahren ziehen? 

12.) Zur Lösung von y' = f(y,, y(0) = 3/0 , sei die explizite Mittelpunkts­
regel ohne Schlußschritt gegeben: 

J/i = yo~\~ h f{yo) , 

Vk+i = yk-i + 2/i/(t/jt) , fc=l,2,... 

a.) Man betrachte als Schlußschritt das implizite Euler-Verfahren: 

Man zeige, daß damit das gesamte Verfahren reversibel ist, das 
heißt: 
Die Transformation (k, h) —»* (l — fc, —Ä) läßt das Verfahren 
unverändert. 
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b.) Anstelle des impliziten Euler-Schrittes betrachte man die Fixpunkt-
Iteration: 

Vi '•— Vi > 

Vi '•— Vi~\ + " fsVi) i * = 0 , 1 , . . . 

Man zeige: 

(i) yf hat eine h2-Entwicklung. Dazu überlege man sich den 
Zusammenhang zwischen y] und dem Schlußschritt Si von 
Gragg aus der Vorlesung. 

(ii) yf und y* :— J/J_i + h f(y*) haben keine /^-Entwicklung. 

13.) Gegeben sei das Anfangswertproblem 

y = D{t)y -f fit) , y{t)i (P\t) e R , y(0) = T/O , 

-D(£) € RnXn. 

Man beweise, daß der lokale Fehler y(/i) — t/i eines auf dieses Syssem 
angewandten Runge-Kutta-Verfahrens genau dann von der Konsistenz-
Ordnung p ist, wenn: 

iLbJcT - - , 9 <P . 
j " 

zZ bj Cj~ ajk <?k~ = 7 r - , q + r r p, 

£_rf J V 3k k akl Cl = f , JL \( 4. \ i q + i + s < p , 
j,k,l \" _ /V / 

. . . etc. 

Hinweis: Man schreibe das System in autonomer Form und untersuche 
welche Bäume ( und damit elementare Differentiale ) bei der Herleitung 
der Bedingungsgleichungen wegfallen. 

14.) a.) Zur Lösung von Systemen nichtautonomer Differentialgleichungen 

y = fv-> y) 5 f(to) — yo •> y{ty G Rn 

soll ein Runge-Kutta-Verfahren RK4 (mit konstanter Schrittweite 
h) implementiert werden. 
Das Verfahren lautet : 

» ' — l 

ki = /(^o + Ci h, t/o + 5 3 a ü kj) , i = 1, . . . , 4, 

4 

yi = yo + z^ h h 
i = l 
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Dazu verwende man als Lösung der Bedingungsgleichungen den 
folgenden Koeffizientensatz (klassisches RK-Verfahren): 

0 0 Ctjj 

2_ 
2 

2_ 
2 

0 
1_ 
2 0 1̂  

2 0 

1 0 0 1 0 

c,/6,- l_ 
6 

1̂  
3 

1̂  
3 6 

Mit diesen Werten schreibe man ein FORTRAN-Unterprogramm 

RK4 (N, FCN, T, Y, TEND, M) 

wobei: 

N: 
T: 
Y: 
TEND: 
M: 
FCN(T,Y,DY): 

Anzahl der DG'en 1. Ordnung 
Anfangspunkt der Integration 
Anfangswerte y(to) 
Endpunkt der Integration 
Anzahl der Integrationsschritte 
Unterprogramm, das die rechte Seite der 
DG (=: DY) an der Stelle T,Y(T) auswertet. 

Mit diesem Programm integriere man die DG 

2/i 2/22/3 o 
i 

"2 = -J/12/3 5 2/(^0) = l 

UJ ~~& 2/i2/2 -*-

, k = 0.51 

(Eulersche Bewegungsgleichung für einen Körper) 

von to = 0 bis /END = 60 . Der absolute Fehler der numerischen 
Lösung an 2END sollte kleiner als e = 10 - sein. 

b.) Man erweitere das Programm RK4 aus Aufgabe a.) durch Imple­
mentierung einer Schrittweitensteuerung und einer lokalen Fehlerkon­
trolle. Dabei benutze man zur Schrittweitenschätzung die Extrap­
olationstechnik. 
Als Aufrufliste dieses Unterprogramms RKX4 verwende man die 
Standardliste: 

RKX4 (N,FCN,T,Y,TEND,TOL,HMAX,H) 

wobei (zusätzlich zu den Parametern in RK4) : 

57 



TOL : verlangte Genauigkeit der Lösung 

HMAX : maximal zulässige Schrittweite 

H : Anfangsschrittweite (:=10- ) 

Mit diesem Verfahren integriere man wiederum die Eulersche Be­
wegungsgleichung mit der Genauigkeit e = 1 0 - 6 und vergleiche 
den Aufwand (Auswertungen der rechten Seite der DG) mit dem 
Verfahren RK4. 

15.) Ein Extrapolationsverfahren basiere auf der expliziten Mittelpunkts­
regel mit Schlußschritt und benutze die Schrittweitenfolge F-IH = {2, 4 , . . . } : 

Vi = Vo -\ f(yo) J 

yn+i = J/n-i H / ( j / n ) , n = 1, . . . , 71-, 
n,-

Vi = ~r\y/-i + *yi + yi+i), ' = rc», 

rt- = 2i: , i = 1, 2 , . . . 

Mit Hilfe des Aitken-Neville-Schemas (2.18.b) läßt sich aus Tn := yj 
und T2i : = yf e m e Näherung TIT. für y(h) der Ordnung p = 4 berechnen 
(Extrapolation). 

a.) Man formuliere die Berechnung von T22 a^s ein äquivalentes 9-
stufiges Runge-Kutta-Verfahren der Form (2.42) aus der Vorlesung 
und gebe die zugehörigen Koeffizienten a,ij, 6;, c- an. 

b.) Um ohne weitere Funktionsaufrufe eine Näherung von y an einer 
Stelle t -f Oh ,6 £ [0,1] beliebig, angeben zu können, formuliert 
man ein Runge-Kutta-Verfahren zu h* = 6 h mit gleicher Stufen­
zahl s* = s = 9 von der Ordnung p = 3 mit 

(i) Man gebe die Bedingungsgleichungen für die Koeffizienten 
&*, i = 1 , . . . , s*, dieses Verfahrens an. 

(ii) Für welche Wahl der b* sind die Bedingungsgleichungen für 
alle 6 e [0,1] erfüllt ? 
Hinweis: Man setze b\ = ae b$ = £( 66 = 7 y £, (<r( £, 7 7ara­
meter) und überlege sich, welche b* zwingend verschwinden 
müssen. 

16.) Gegeben sei ein k—Schritt-Verfahren der Form 

( M S V ) atkyn+k + . . . + «oj/n = h [ßkfn+k + • • • + ßofn] ] , = 00 , , 1 , . . 
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mit fj = f{vj). 

Man zeige: Zur rekursiven Auswertung von (MSV) genügt die Spei­
cherung von s„,•.•• sn~ , wobei 

•Sn := <5n_1 + OCkVn+k ~~ "Pfc/n+fc = 0 

•Sn '=z Sn-1 + Gk-llfn+k ~ " P f c - l / n + f c 

Sn :•= 5n-l "I" aiyn+k ~ hßifn+k 

$n •== G-OUn+k hPojn+k 

( Darstellung von Skeel) 

17.) Sei A eine reelle n x n -Matrix mit den Eigenwerten X17..., An, und 
p(Ä) := max | A; | der Spektralradius von A. 

l < t < n 

Man zeige: Für alle e > 0 existiert eine Vektornorm || • || , so 
daß für die zugehörige Matrixnorm gilt: 

p(A) < |[ A J| < p(A) -f e, 

wobei eine Matrixnorm definiert ist durch : 

II A 11= max - -
| |x | |^0 | | X ^| 

18.) Gegeben sei die lineare DG k-ter Ordnung mit konstanten, reellen Ko­
effizienten a j , j = 1 , . . . , k: 

L[y] := ip ) + aiij/' ^ ' + ...-(- aky = 0 

Der Ansatz y(t) = e t führt auf das charakteristische Polynom 

p(\) := Xk + aiAfe_1 + . . . + otk — JJ(X- Aj), 

wobei Aj, j = 1 , . . . , k, die Nullstellen von p seien. 
Zur Lösung betrachte man das Mehrschrittverfahren 

Lh V• •'= yq+k + ai(h)yq+k-l + . • • + ak(hyqq = 0 

auf einem äquidistanten Gitter {tq} mit Schrittweite h und Koeffizien­
ten a.j(h), j = 1 , . . . , k, die durch 

k 

UJ + a\{h)u) 1 -\-... + ak{h) := _Q(w-u>j(h)) , 

wy(/i) := e A \ 
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definiert seien. 
N bezeichne den Nullraum eines Operators und Nh seine Einschränkung 
auf das Gitter mit Schrittweite h. 

a.) Man zeige: 

Nh(L) = Nh^h) , VA ^ H, 

Nh(L) c N^Lh) , Vh € H, A ^ O, 

mit H := {h e -Rn \ (Ay - A;)h = 2irip; 7, / = 1 , . . . , k; 
p = 0, db l ,±2 , . . . } . 

b.) Man verifiziere die Aussage von a.) am Beispiel 

L[y] = y" + ft y = 0 

19.) Gegeben sei das Adams-Bashforth-Verfahren über äquidistaneem Gitter 
in der Form 

fc-i 

(*) Vn = J/n-i + " 2-*i 1* fn-1 , in = nh, 
t = 0 

f1 0 ^ 0 T i-• • • • • • ± T <• — *-) , 

' 

wobei 

V := / — E^h (RückwärtsdifF.fOperatorr 

fl s(s + l) •.(s • (5 + i — 1) . 

~i\ 
_ t — i„_i 

— 

a.) Man leite die in der Vorlesung verwendete vereinfachte Darstellung 
(3.27) des Interpolationspolynoms Pk-i her: 

PD r , r-rl r n— 1 , . r-rjk—1 /• V l/n—l) * • • • ' ^ ^n—fc+1/ 
Jfc-1 — / n - l ~ r v / n - 1 7 r . " T V / n - ! 77 , \ | , k_l  

b.) Man berechne die Koeffizienten {ßk,k-j} ^er Standardform 

k 

yn = J/n-1 + h 2_j ßk,k-j Jn-j 

aus den Koeffizienten {7,} der Rückwärtsdifferenzen- Formulierung 

(*)• 
c.) Mit Hilfe der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms 

Pk-\ gebe man eine geschlossene Darstellung der Koeffizienten 

{ßk,k-jj an. 
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20.) Man untersuche das Adams-Moulton-Verfahren über äquidistantem Git­
ter: 

\~^ * r 
Vn == Vn— 1 T "• / , Pk,k—j Jn—j , *n = n'1-

3=0 

Man zeige: 

a.) Das AM-Verfahren besitzt die maximale Konsistenzordnung p = 
k + 1, also 

wobei {7*} die Koeffizienten des AM-Verfahrens bei formaler Darstel­
lung über Rückwärtsdifferenzen zu fn seien. 

b.) Die Näherung 

Jfc 

y\ := yn-i + h ß%ik /(j/°) + h ]P ßt,k-i /(»»-;) , 
i=i 

1/° Prädiktor des AB-Verfahrens, 

des PECE-Verfahrens ist bereits von der Konsistenzordnung p = 
k + l. 

c.) Für die Konvergenz der Fixpunktiteration 

k 

Vn : = Vn-1 + h hßk f{yX
n) + h h£ ßk,k-j 3fVn-i) , i = 0, 0 ,1 , . . 

ist hinreichend: 

h ßl k L < 1 , L Lipschitzkonstante von / . 

21.) Man konstruiere spezielle Graphen, für den Fall, daß / nur maximal 
quadratische Terme enthält. Tabelle für Anzahl an Bedingungsgle­
ichungen in Abhängigkeit von p (Anwendung: chemische Kinetik). 
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B. Steife und differentiell — 
algebraische Anfangswertprobleme 

1 Theoretische Grundlagen 

Für wichtige Klassen von Anfangswertproblemen ist die Charakterisierung 
durch die Lipschitzkonstante L = L\ theoretisch unbefriedigend. Dies zwingt 
zum Umdenken auch bei Diskretisierungsmethoden. 

1.1 Asymptotische Stabilität von Differentialgleichun­
gen 

Beispiel: 

a) 

b) 

• = *{y ~ fl'(v) "t" 9 (0» A 6 i t 

y(0) := g(0) + £o 
(1.1) 

analytische Lösung: 

y(i) = g(t) + EQ exp (At) 

Lösung stabil/instabil gegen Störung e0 - je nach Vorzeichen von A. 

A < 0 stabil A > 0 instabil 

Bild B. l 

Übertragung auf autonome Systeme: 

y' = f{y) 

Sei y* ein kritischer Punkt der Differentialgleichung: 

f{y )= o (1.2) 

62 



Taylorentwicklung der rechten Seite der Differentialgleichung um y* 

y' = f(y*)+fy(y*)(y-**) + . . . (1-3) 
(y-y'' o 

Das qualitative Verhalten der Lösungen in der Umgebung eines kritischen 
Punktes wird also beschrieben durch die zugehörige Variationsgleichung (vgl. 
Kap. A. (1.16)). Dabei ist fy(y*) eine konstanee Matrix, da y* Lösung von 
(1.2). 

Satz 1.1 (LJAPÜNOV 1892 [82]) 

Gegeben sei ein lineares homogenes DG-System 

e' = Ae , e(t0) = £o(^ 0) 

mit konstanter Matrix A. Für die Eigenweree von A gelte: 

$1{EW(A)} < 0 (1.4) 

Dann existieren (beschränkte) Konstanee a > 0, fi < 0 derart, daß 

|| £{t) || < a exp(fxt). 

Ljapunov-Stabilität 

Beweis: Orthogonaltransformation von A auf Normalform von Schur 

(1.5) 

U AU = S 4=^ A = USU ,U U = I = UU H IH II TTT: ' 

S = 
A2 

*• * 

An 

komplex 

Transformation des DG-Systems: 8 := £/ e 

e = U SU e •£=>- 6' = S 8 

e | |2= | | 8 

Explizit: 5 := ( 5 1 ? . . . , S„) 

*; 

= 

Ai . . . * 

An 

(*) 
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Rekursive Lösung möglich: 

Sn = 6n{0)e " = Sn(0)e < n)f cos(Im(Xn)t) -\- i • • . . 

I f>n(t) | < | ^n(O) | e ( n^ 

Eingesetzt in vorletzte Zeile: 

f)'n-\ = ^n-.^n-! + . . . Inhomogenität => £n_i(i) 

Allgemeine Lösung hefert: 

n 

*i(0 = 22 py(0 e jt 

Polynome in t 

Abschätzung: 

Sei definiert: 

Damit gilt: 

m i < £ i PO-W i ̂ Ai) ' 
j = « 

v := max 9£(Aj) 

f < 0 wegen (1.4). 

i 4(*) I < e" £ | p0-(<) | 

unbeschränkt 

Abschätzung: 3fi : v < \i < 0 

3 a,- > 0 : | i'e"* | < a,- e"* 

=>• 3a,- > 0 : | $(<) 1 < « . - " ' 

=4> 3a > 0 : || 6(t) \\ < a /ßi 

Mit (*) gilt dann (1.5). 

Speziell folgt aus (1.5) für /i < 0: 

e(2) — • 0 für £ —> oo 

asymptotische Stabilität 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
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Bild B.2 

Bemerkungen: 

(1) Als sogenannte Ljapunov-Funktionen definiert man 

xj>(t) :=| | e(t) ||2, 

wobei || • || eine geeignet gewählte Norm ist. 

(2) In vielen Stabilitätsuntersuchungen werden skalare Differentialgleichun­
gen zugrundegelegt - dann gilt (1.6). 

(3) Falls A —• A(t,, so gilt Satz 1.1 nicht mehr! 

Gegenbeispiel: 

0 

—e 
y' = -^(0 ,/J 2/(0) = 

- 1 + 1 cos2 1 1 — | cos s tin t 

- 1 - § s m t cos t - 1 + f sin 1 

Für die Eigenwerte A 1)2 zeigt man: 

A{t) = 

£(•^1,2) = — ~ < 0 für alle t 

Analytische Lösung: 

y(t) = £ 
— cost 

sint 
P' ~M/2 unbeschränkt 
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Kontraktivitat . Für nichtlineare Differentialgleichungen erweist sich die 
folgende Klassifikation als nützlich: 
Für eine Differentialgleichung mit rechter Seite /existiere ein spezielles Skalar-
produkt < • , • > , derart, daß gilt: 

</(u)—f(v),u— v> < ß <u—vu——v> (1.9) 

fi heißt auch (globale) einseitige Lipschitzkonstante. 

Definition: 

fi < 0 : Differentialgleichung ist global kontraktiv 

Sa tz 1.2 Sei \\ - || durch < •, • > induzierte Norm. Es gelte die 
zung (1.9). Dann folgt: 

|| u(t) — v(t) | |<| | u(o) — v(o) || e ßt 

(1-10) 

Vorausset-

(1.11) 

Beweis : Man definiert: 

m{)) = || u(t) - v(t) || = < u(t) - v(t), u(t) - v(t) > 

^£> m'[t) = 2 < u'(t) - v'(t),u{t) - v(t) > = 

= 2 < f(u) — f(u),u — v > 

(1.9) —* < 2ji <u — u, ix — v >= 2/x m(t). 

Differentialungleichung: 

=>m{t) < m(0)e t =>• ((.11) 

Offensichthch ist Satz 1.2 eine Variante des Fundamentallemmas 
(rvapitel A.1.2, Satz 1.4), die jedoch zugleich die Stabilitai widerspiegelt. 

Beispiel: Streng parabolische Systeme: Raumdiskretisierung des streng el­
liptischen Teils führt auf kontraktive Systeme von gewöhnlichen Differential­
gleichungen. 

Linearer Spezialfall: f(y) — Ay 

< x, Ax > < fi <xxx >= fi \x x || (1-12) 

Sei A := fy(y0) bei allgemein nichtlinearem Problem. Dann heißt fi(A) auch 
(lokale) einseitige Lipschitzkonstante. 

• 
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Definition: 

fi(Ä) < 0, A = fy{y0) 

Differentialgleichung lokal kontrakiiv in U(y0) 

1.2 Existenz- und Eindeutigkeitssätze 

Numerische Methoden verwenden lokale (punktweise) Informationen von / . 
Stabilität erfordert zusätzliche Information /y(-). Differentialgleichungen, zu 
deren Beschreibung fy{-) wichtig ist, heißen "steife" Differentialgleichungen. 

Idee : ( D E U F L H A R D 1987) [33] 

(a) Nichtsteife Integration: 
nur f-Information 

i. . . 
Picard-Iteration (Funktionenfolge {y }) 

theoretische Charaktensierung mi Li\ 

Existenz 4- Eindeutigkeit (nichtsteife Differentialgleichung) 

Diskretisierungsmethoden, die nur / auswerten 

(b) Steife Integration: 
Information {f,fy{y0)) 

i 
.Newton-Iteration (Funktionenfolge {y )) 
4-

theoretische Charakterisierung über u + . . . , ohne L\ 

Ixi Existenz + Eindeutigkeit (steife Differentialgleichung) 
| 

. . . 

Diskretisierungsmethoden, die (/, /„(u0)) auswerten 

Newton-Iteration: 
T T 

yi+1(r) — A yi+1{t)tt = y0+ J [f(yt(t)) - Ay{(t)]dt (1.14) 
*=0 3=0 

Satz 1.3 ( D E U F L H A R D 1987) [33] 
Sei f E C (D),D C|Rn. Für A := fy(y0) gelte die einseitige Lipschitzbedin-
gung (1.12). In der durch < •, • > induzierten \Rn-Norm gelte ferner: 

|| f(y0) || < L0 ( l . lö.a) 
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II fy\u) ~~ fy(») || < -̂ 2 || u - v || V u,v G jD (1.15.b) 

Falls D hinreichend groß, so gilt Existenz und Eindeutigkeit der Lösung 

y(t) für t € [O,T] mit 

T unbeschrank,, falls fir < — 1 (1.16.a) 

wobei 

r < T^r(^7")> falls fir > - 1 

f := (2L0Z/2) un<^ 

(1.16.b) 

\fr()) := 
ln(l + s)/s 

1 

s s ^ 0,, > - l 

s = 0 
(1.16.c) 

Beweis : (hier nicht ausgeführt). Affininvariante Form des Satzes von 
N E W T O N - K A N T O R O V I T C H ( D E U F L H A R D / H E I N D L 1979 [39]). Angewendet 
auf Iteration (1-14). 

Verbesserung vom Satz 1.3 ohne Rückgriff auf (1-14): 

Sa tz 1.3' (W. W A L T E R 1987) (findet sich in [33]: Private Mitteilung.) 
Voraussetzungen wie Satz 1.3. Dann existiert eine eindeutige Lösung in [O,T] 
mit 

T unbeschränk,, falls fif < — 1 ((.17.a) 

wobei 

( 

y/T~-

iff{s) := < 2, 

T < T^(fir), falls \ir > - 1 

(x — 2arctan ( — = = = ) , — 1 < s < 1 
v i — s2 

5 = 1 

i , (s + Vs2 - l\ 
l y/s2^T \s-s/s2-l) ' 

Beweis: Sei L0 > 0 o.B.d.A. Sei definiert: 

S> 1 

p '•— (y{t) - yoivif) - Vo) =|| y(t) - Vo \\ 

(1.17.b) 

(1.17.c) 

(1.18) 
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Idee : Abschätzung des Intervalls, in dem g beschränkt —> y(t) beschränkt, 
sowie y(t) eindeutig, da L2 beschränkt. 

Different iat ion: 

ee'= ^(o2'' = (y(0 ~~ Vo, f(y(t))) (1-18') 

Charakterisierung von / : 

l 

f(y) — f(y0) + A(y — y0) + [fy(y0 + s(y — y0) , -A](y — y0)ds (1.19) 
3=0 

In (1.18'): 

QQ' = {y(t) ~ J/oj/(j/o)) + (y(t) ~ Vo{A(y(t) — y0))+ 

+ {y(t) — y0,1 []{y{t) — y0)ds) 

< fiL0 + ne2 + g2 [ || fy(y<} + s{y — y0)) — A \\ ds 
J3=0 

< L0- g + fxg + — g 

Sei Q > 0 für t> 0 (^(0) = 0); abdividiert. 

Q S L0 + HQ + —g (1-20) 

Differentialungleichung. Zugehörige majorisierende Differentialgleichung: 

er' = L0 -+- fxa + — a =: g(a),o~(Q) = 0. (1.21) 

Für <r monoton wachsend, also g(cr) > 0, gilt: 

ß(t) < a\t) 

Umformung von g: 

g(cr) = L0{1 - (fif) + (fif + Lira) ) 

Wurzeln von g: 

—(if ± vifir)2 - 1 
1 

0"l,2 = L2f . 

Es gilt: <7(0) = L0 > 0. Zu prüfen ist also, ob positives cr\yi auftreten kann. 
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Fälle: 

(I) J ßf |> 1 : :71)2 beide reell 

fj, < 0 : a\ 2 = ~^~z 
1 i/27" 

l/if l ± y / fif |p - 1 
- M ' 

Damit gilt für t € [0,oo]: 

g(t) < <r2, falls //r < — 1 

<—• (1.17.a) 

Bild B.3 

(*) 

Bild B.4 

(II) I fir |> 1 : n > 0 : <Tit2 = -=L•[- \ fif \ i y (f1?)' - 1] < 0 
Ufy 
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\ / 

t 9 

". ". 

t 

— - = ^ — i > t 
T 

Bild B.5 

(III) — 1 < [[f < 1 : :7i72 konjj komplex 
<—»• *a > 0 eventuell lnbeschränkt. 
Es bleibt zu prüfen, in welchem Intervall [0, r] er beschränkt ist. 

Separation der Variablen in (1.21) liefert: 

T OO -

t=0 <7=0^v 

(1.22) 

Analytische Quadratur (Formelsammlung) für (II), (III) liefert (1.17.b,c). 
• 

Der Beweis zu Satz 1.3 ist konstruktiv während der Beweis zu Satz 1.3' nicht 
konstruktiv ist. 

Frage: Eignet sich Newton-Iteration (1.14) zur Konstruktion von Verfahren? 

Linearer Spezialfall: / = Ay 

y°\T) = y0 

y\r)A Aly^tydt = 
o 

= Vo + / [f(y°(t)) — Ay°(t)]dt = yy 
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Zugehöriges Anfangswertproblem: 

(y1)' = Ay1 , 2/x(o) = y0 

y ( r ) = exp(Ar)y0 (1.23) 

liefert bereits in diesem Fall nur formale Lösung, keine brauchbare Lösungs­
methode. 

Bemerkung: 

1. Analoge Theorie möglich, falls A — fy(y)) ^ 0. 
2. Newton-Iteration für Diskretisierungsverfahren geeignet (vgl. Kap. 2 und 
3). 
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2 Einschrittverfahren 

Zu untersuchen ist das Stabilitätsverhalten der DhG für h ^ 0 im Vergleich 
zum Stabilitätsverhalten der zugrundeliegenden Differentialgleichung. 
Sei B nichtsinguläre (n, n)-Matrix, y := By. Mit Afnn-Kovarianz 
(Kap. A.1.3) folgt sofort: 

f9 = BfyB"1 (2.1) 

Beliebige Ahnlichkeitstransformation läßt Eigenwerte von fy(y) invariant. 
Diese Eigenwerte charakterisieren also die Stabilität auch bei linearen Dis-
kretisierungsmethoden (vergleiche Kapitel A.1.3, (1.25)). 

Vorgehen. Zunächst Untersuchung des linearen Spezialfalls, anschließend 
Erweiterung analog (Kap. B.1.2). 

2.1 Lineare Stabilitätstheorie 

Sei / = Ay gewählt, At = 0. Falls A diagonalisierbar, so existiert eine 
nichtsinguläre Matrix B derart, daß 

B A B1 = A = diag(Ai . . . , A„) (2.2) 

Wegen Kovarianzeigenschaft genügt also die Betrachtung der linearen Dis-
kretisierungen für die skalare Testgleichung (DAHLQUIST[20] 1963) : 

y = ty, 2/(0) == 3/o := l , A e C (2.3) 

Analytische Lösung: 
y(t) = e (2.4.a) 

Stab i l i t ä t : 
3£(A) < 0 : y(t) —» 0 für t —• oo (2.4.b) 

Reduktion auf Gitter mit Schrittweite h > 0; sei z :— Xh 6 <E : 

y(h) = e2y0, z € C (2.5) 

Komplexe Charakterisierung des Stabilitätsverhaltens der DifFerentialglei­
chungslösung: 

a) 9?(z) < 0 

b) $l(z) = 0 

c) 3£(-z) > 0 

i | y ( " ) )—Il* l< l 

| y(h) | = | e^ |= 1 (2.6) 
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Wesentliche Singularität in z = oo: 

a) 3£(*) < 0, z —* oo : y(Ä) —> 0 

b) B(z) = 0, z -> oo : | y(Ä) |= 1 (2.7) 

c) 3£(z) < 0, z —• 00 : 2y(/fc) —+ +o 

Untersuchung von Einschrittverfahren für skalare Testgleichung: 

Beispiele: 

(I) expliziter Euler: t/i = i/o + ^ • tyo = 1 + 2 

z —»• 00 : yi —+ +o onabhängig gon n^(2) - vgl. .2.7.c) 

(II) impliziter Euler : yi = y0 -\- h • AJ/J = 
1 — z 

z —* 00 : j/i —* * 0uabbhngig gon ^ft(z) - -gl. .2.7.a) 

(III) implizite Trapezregel: 3/i = J/o + - - • A(t/i -f j/o) = f 1 ~t~ ö ) / f 1 ~~ - J 

z —* 00 : |2/i |= 1 vgl. (2.7.b) 
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Qualitatives Verhalten von y* für reelles A: 

z = Xh > 0 : 

(I) Vk — (( + z)k monoton wachsend mit tk 

(II) yk = (1 — z)~* 

0 < z < 1 : monoton wachsend 

2 = 1 : Singularität ! 

1 < z < 2: anwachsend oszillatorisch 

n 
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z > 2: beschränkt oszillatorisch 

(iII) i ^ \* 
yk = {7: ) 

I — z 

z< 2 

z = 2 

z > 2 

monoton wachsend 

Singularität 

anwachsend oszillatorisch 

z = Xh< 0 

(I) — 1 < z < 0: monoton fallend 
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z = -1 : t/k = 0 k > 0 

—2 < z < — 1 : beschränkt osziilatorisch 

2 < —2: anwachsend oszillatorisch 

( " ) z < 0: monoton fallend 
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(Ill) - 2 < z < 0: monoton fallend 

z < —2: beschränkt oszillatorisch 

L£ 2SL. 

(I) yjk = °° 

(II) yjt = o 

(III) r/k = - i ) ) * 
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Übertragung auf allgemeines Einschrittverfahren: Expliztte Einschrittverfah­
ren der Stufe s führen auf Polynome der Ordnung s: 

Implizite Einschrittverfahren führen auf rationale Funktionen: 

(2.8) 

yi — R{z)yo iiyz) = ———-
Qm{z) 

(2.9) 

Vergleich mit (2.5) zeigt: R(z) ist (komplexe) Approximation für exp(-z). 
Konsistenzordnung p (z —* 0 entspricht h —* *): 

R(z) - ez = 0(zp ) = • - R{0) = 1 

p = l + m: (/, m) - Pade - Approximationen («—• Pade - Tafel) 

(2.10) 

Zur Modellierung des Stabilitätsverhaltens diskreter Lösungen definiert man 
mit Blick auf (2.6): 

Definit ion: Stabilitätsgebiet 

G := {z e C | | R(z) | < 1} 

Für die analytische Lösung gilt nach (2.6): 

(2.11) 

Ganal = C : = {z € C | 3£(*) < 0 } (2.6') 

Wünschenswert wäre G = C~ für Diskretisierungsmethoden. 
bedeuten: 

| -Ä(z) )= l für 3?(z) = 0 

Das würde 

(*) 

Wegen (*) für z = oo muß dann gelten: 

Pr,Qr '• Polynome vom Grad r 

Aus (*) folgt dann: 

Das liefert: 

1 = |i?(z)|2 = R(z) R(z) = £(*) £(*) 

3?(z) = 0 : z = -z 

Pr(z) PT(—z) = 0r(*) QT(—z) 
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Wegen Ä(0) = 1 gilt: Fr(0) =• Qr{0). Bei Einschränkungen auf Pade-Appro­
ximationen (also für p = 2r) führt (**) zu: 

Pr(z) = QT{z) => R(z) = 1 trivial 

oder zu diagonalen Pade-Approximationen: 

Pr(—)) = QT\Z) (2.12) 

Beispiel: 

z z 
Pi(z) = 1 -f —, Qi(z) = l - — = Pi(—z) 

implizite Trapezregel 

«—> osziilatorisches Verhallen und JR(OO) = (—l) r ,r = 1 hierr 

Um zumindest fallende analytische Lösungen durch betragsmäßig fallende 
diskrete Lösungen darzustellen, könnte man für Einschrittverfahren fordern: 

G 5 C - (2.13) 

A-Stabilität (DAHLQUIST 1963)[20] 

Da R(z) meromorphe Funktion ist, läßt sich die wesentliche Singularität von 
exp(z) in z = oo nicht modellieren. Man kann sich bestenfalls für einen der 
drei Fälle von (2.7) entscheiden. (2.13) impliziert 

|Ä(oo)| < 1. 

Das gestattet die Modellierung von (2.7.a) durch die verschärfte Forderung: 

Ä(oo) = 0 (2.14) 

Ein A-stabiles ESV, für das zusätzlich (2.14) gilt, heißt: 

L-stabil 

Bemerkung: A-Stabilität und L-Stabilität führen dazu, daß wachsende 
analytische Lösungen durch betragsmäßig fallende diskrete Lösungen dar­
gestellt werden, falls z 6 G\C~^0. Falls G "zu groß" spricht man von 
Superstabilität. 

Ziel: möglichst gute Modellierung der imaginären Achse. 
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Beispiele für Stabilitätsgebiete: 

(I) expliziter Euler: R(z) = 1 + z 

—2 

Ä(oo) = 0 

(II) impliziter Euler: R(z) = (1 - z)~l 

R H = 0 

R(oo) = 0 L-stabil, superstabil 
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(Ill) implizite Trapezregel: R{z) — — l "J" z/2 
1 — z/2 

R{oo) = - 1 
A-stabil, aber nicht L-stabil 

(Maximumprinzip: |-R(z)| = 1 für ^t{z) = 0 

|i?(z)) < l =$> G = € " ) 

Eine Abschwächung der A-Stabilität ist die sogennante: 

j4(a)-Stabilitat (WIDLUND[113] 1967) 

Dazu definiert man: 

G(a) := {z € C| |arg(z) - TT\ < a} 
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or maximal derart, daß gilt: 
G(<x) C G (2.15) 

Offensichtlich ist a = — äquivalent zu A-Stabilität 

Bemerkung: Falls \h € G(a) für ein h > 0 => Xh £ G(a) VA > 0 

Die Übertragung von skalarer Testgleichung auf lineare autonome Systeme 
leistet der folgende Satz. 

Satz 1 ( H A I R E R , B A D E R , LUBICH 1982) [53] —• J . v . N E U M A N N (1951) 
[HO] 
Sei R(z) rationale Funktion und analytisch in 

G(ii) := {z € C |3ft(z)< fi}, n €lR. 

Sei A (n,n)-Matrix und sei für ein inneres Produkt (•,•) vorausgesetzt: 

$t(x,Ax) < fi(x,x) = p, || x || (1.12') 

dann gilt: 
y>n(H) := max \R(z\\ = sup \R(fi + it\\ . (2.16.a) 

Sei || • || zugehörige Matrixnorm, so gilt: 

|| R{Ä) || < tpft(ii) . (2.16.b) 

Beweis: ( L U B I C H ) 

a) R(z) analytisch in G: Maximumprinzip liefert: 

b) o.B.d.A. (•, •) euklidisches Produkt. A habe komplexe Eigenwerte A i , . . . , An. 
Zerlegung von A: 

A=: Ax + iA2 

A= = (A -r A*)/,, A2 = (A { A*)/(2t) 

A\ und A2 sind hermitesch, also diagonalisierbar durch unitäre Trans­
formation. Diagonahsierung von Ax: 

UA\U* = : D\ = d iag(z i , . . . ,zn) 
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Dann liefert (1.12 ): 3t z,- < fi i = 1 , , . . ,n 
Außerdem: 

|| R(U A U*) )|2 = |\ U R(A)U* *|\ = || R(A) )|\ 

=>• Ai = D1 o.B.d.A. 

Sei H2 := UA2U*, ebenfalls hermitesch und || R(Di+i H2) \\2='- 9{z\>• • • • ,n)-
Die so definierte Funktion g ist harmonisch bezüglich jedes komplexen Ar­
guments zx,..znzn und analytisch in (G(/x))n. Maximumprinzip für jedes z^ 
liefert: 

max S(zi, •.•• zn) = max g(zi, .... znn) (*) 

Das heißt: 

|| i2(i}i -f iH2) || < || R{pl + iH2) || (*') 

Diagonalisierung von H2: 

VH2V* =: D2 = diag(iüx,,. . , iün) 

|| R(fil -f ^ 2 ) || = || VR(/iI + iif2)V* || = || i ? (V ( /x /+ iH2) V*) lh = 

|| i?(/i/ + iD2)||2 

/xl 4- iD2 ist Diagonalmatrix. Für Diagonalmatrizen gilt (2.16.b) trivial, n 

In der Bezeichnung von Satz 2.1 schreibt sich A-Stabilität also: 

b) -R(^) analytisch in(C 

Für (/, m)-Pade-Approximationen schränkt (2.17) ein auf: 

l < m < 1 + 2 (2.18) 
("Ehle'sche Vermutung", bewiesen von WANNER, HAIRER, 

N0RSETT 1978) [111] 

Bemerkung: m < / + 2 : Pole in C 

Folgerung: Einschritt verfahren, die das Stabilitätsverhalten von Differen­
tialgleichungen möglichst gut widerspiegeln, müssen notwendigerweise im­
plizit sein. Damit ist für nichtlineares / die Lösung eines nichtlinearen Glei­
chungssystems verbunden. Für lineares / = Ay entsteht ein lineares Glei­
chungssystem: 

Vl = R{hA) t/o (2.19) 

Es wird i.a. direkt gelöst unter Ausnutzung der Struktur von R. 
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Beispiele: 

(I) impliziter Euler: R(z) - (1 - zz 1 

(I - hA) y\ = 2/0 , H < l 

(II) implizite Trapezregel: R{z) — -z 
i — 

2 
1 

\~ ~ 2A) Wl = Vo 

j/i = 2tüi - y0 

N.R.: ( l - 0 ) (y! + J/o) = ( l + | ) J f o + ( l - r ) i/o = 2j/o. 

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssätze 

Für nichtlineares / ist nichtlineares Gleichungssystem zu lösen. Lösung mit 
Fixpunkt-Iteration, also ohne /^-Information, würde einschränken auf 

hLx < C,C = 0(1), 

also auf Intervall für nichtsteife Integration. 

Folgerung (LlNiGER, WlLLOUGHBY 1970) [84]: 
Steife Integration verlangt Lösung der auftretenden Gleichungssysteme mit 
Iterationsverfahren vom Newton-Typ, also unter Verwendung von /y-Infor-
mation. 

Frage: Für welche h > 0 existiert eine eindeutige diskrete Lösung des gegebe­
nen Einschrittverfahrens? 

Zunächst Implizite Euler-Diskretisierung behandelt: 

3/1=3/0 + hf()i) (2.20) 

Vereinfachtes Newton-Verfahren (i' = 0 ,1 , . . . ) : 

(J — hA) &yi = —(j/J — yo — hf(y\)) 

Vi := Vo, A := fy(yo), y\+l := y[ + Ay\ 
(2.21) 

Sa tz 2 ( D E U F L H A R D 1987 [33]) 
Seien die Größen L0ffi,L2,f definiert wie in Satz 1.3 (Kapitel B.1.2), dem 
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Existen-- und Eindeutigkeitssatz für die Lösung der Differentialgleichung. 
Dann existiert eine eindeutige Lösung yi(h) von (2.20) für he[o,r] mit 

a) T unbeschränk,, falls \if < — 1 

h) T < f^fjE(ftf), falls ftf > - 1 

wobei WIE definiert durch : 

c) * JJE(SJ : = 1/(1 ~\~ sj 

Ferner konvergiert die vereinfachee NEWTON-ßcrafton (2.21) unter der Be­
dingung (2.22). 

Beweis : Satz von N E W T O N - K A N T O R O V I T C H in affininvarianter Form 
( D E U F L H A R D / H E I N D L 1979)[39] angewendet auf Iteration (2.21): man be­
nötigt Größen a(h),u)(h) gemäß: 

a) II ^^1 || < °A^) Icy ()o\ 
U\ II IT l.A\-\/J?t L\ T? f L\\\s- <L\\\ II \*-M) 
b) || (i - hA) (rv(u, n) - TV[V, n) || < u(n) || u - v || 

wobei 
F(y) •= y — i/o — h f(y) 

Definition von \i gemäß (1.12) und Spezifikation der Norm: 

IHI2=< •,•>. 

Dann gilt: 

|| Ay? | |=| | ( / - hA)-lhf(yQ) || < ^r- = : a(h) (2.24.a) 

unter der Voraussetzung, daß fih < 1. Sei || • || zugehörige Matrixnorm: 

II R || := max - -

Sei z Lösung von: 

( / - hA)z = {Fy(u, h) - Fy(v, h))x 

Dann gilt: 

u[h)-mzx ' j | | u - u | | (*; 

Rechte Seite: 

(Fy(u, h) - Fy(v, h))x = ((—hfy(u)) - (—hfy(v)))x = h(fy(v) - fy{u))x 

86 



Definition von L2 in spezieller Norm eingeführt: 

Beziehung (*) zeigt: 

W(*) : - r 

1 — fih 
Kantorovitch-Bedingung lautet: 

a(h)uf(h) < i 

Einsetzen liefert: 
h LQLI < 1 

(1 - /ihy - 2 
Definition von f eingeführt: 

\l-fih) ~ T 

Für fih < 1 äquivalent zu: 
i 

; r < f 
1 — /iAl 

Für fif > — 1 gilt 

Ä < f l1 — /xÄ) ( da /ih < 1) 

Ä < f / ( ( +fif) 

Ist /if < —1, so folgt aus 

(l -f /xf)h < f 

(2.24.b) 

(2.25) 

(2.25') 

unbeschränkt. Beachte, daß /IA < 1 unter der Bedingung (2.22.b) automa­
tisch erfüllt ist. • 

B e m e r k u n g : Alternative Beweistechnik wie in Satz 1.3' liefert hier keine 
Verbesserung. 

Nichtlineare Stabilitätstheorie für allgemeine Diskretisierungsverfahren ist 
noch im Fluß. Im folgenden wird nur lineare Stabilitätstheorie verwendet. 
Dies führt zu folgenden Auswahlkriterien: 

(I) .ß(oo) = 0 (bei Einschritt verfahren), 

(II) gute Modellierung der imaginären Achse. 
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Bild B.6 Vergleich * (Satz 1.3), 5,(Satz 1.3'), ^>IE (Satz 2.2) 

2.3 Semi-implizite Extrapolationsverfahren 

Zur Auswahl stehen zunächst implizite Einschrittverfahren mit Extrapola­
tion: 

(I) implizite Trapezregel: 
Kap. A.2.2 — • /^-Extrapolation. 

(II) implizite Euler-Diskretisierung 
Kap. A.2.2 — • /»-Extrapolation. 

Zu (I) : 

R(z) = 
l + z/2 
1 — z/2 

| R(iy) \= 1, R(oo) = - 1 

A-Stabihtät 

DAHLQUIST (1963)[20]: 

/^-Extrapolation mit nx = 1, zerstört bereits A-Stabilität: 

—• .fi(oo) = 5/3 ! 

S T E T T E R (1973) [106]: 

n,- = 2 , + 1 vorgeschlagen 

—>I ii(oo) | = 1 

88 



Bemerkung: Gleiche Resultate für implizite Mittelpunktsregel, da gleiche 
lineare Stabilitätstheorie 

Zu ( I I ) : 

R(z) = (1 - z ) - 1 

\ R(iy) \< 1 ,i?(oo) = 0 

L-Stabilität 

DEUFLHARD (1985) [32]: 

^-Extrapolation mit Tu (vgl. Kap. A.2.3) 

Lineare Stabilitätstheorie ( / = Xy, z = XH) erzeugt ein Extrapolations-
tableau von rationalen Funktionen: 

Ru(z) 

R<i\{z) R<n{z) (2.26) 

Rz\{z) R32(Z) R^iz) 

Es gilt: 

Rik(z) ~ i-k+i ^ur z -* °° 

R%\(*) = ( 1 - f ) " ' ~ I 
1 (2.27) 

l l 

7^^7 
Rik(oo) = 0 (2.27') 

• 

Zu lösen: 
yk+i — Vk — h )(yk+i) = 0 £ = 0,1 . . . (2.28) 

Vereinfachte Newton-Iteration: 

( / — h A)Ayk = —(yl+i - y* - */(yl+i)) 

Vk+i : = Vk+1 + AVk+1 (2.29) 
t~~* Vk+i 
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im(z) 
a«' 

<L2 O f -& Re(z) 

Bild B.7 Stabilitätsgebiete für implizite bzw. semi-implizite Euler-Diskretisierung 
mit h- Extrapolation (z := A H) 

Idee : ( D E Ü F L H A R D 1985) [32]: 

nur 1 Iteration in (2.29) 

Damit erhält man die sogenannte semi-implizite Euler-Diskretisierung: 

(I — h Ä)Ayk = h /(j/jt) 

Uk+i := Vk "+" ^Vc 
(2.30) 

Lineare Stabilitätstheorie identisch mit der für implizite Euler-Diskretisierung: 
es gilt (2.26), (2.27) und Bild B.6 (Stabilitätsgebiete). 

I n t e r p r e t a t i o n : 

0 : 

( / - hA)yk+i - yk 
h 

y' - Ay 

= f{yk) - Ayk 

=: f(y) — Ay 
(2.31) 

Ordnungs- und Schrittweitenssteurung wie in Kapitel A.2.3, wobei jedoch 
Aufwand A{ abzuändern ist: 

A\ '.— Cj + CLR + ^1 • {Csubst + Cf) 

Ai := Ai-\ -f- CLR + t̂ " Caubat + {ni- 1)Cf 
(2.32) 

Cj: Auswertung Jacobi-Matrix A s=» fv(y) 
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CLR' LR-Zerlegung von (7 — hi A) = LR 

Csubst' Vorwärts-/Rückwärtssubstitution bei Gauss-Elimination 

Cfi Auswertung von rechter Seite / . 

Programm: EULSIM (DEUFLHARD) 

Frage: Existiert semi-implizites h2- Extrapolations verfahren? 

Semi-implizite Mittelpunktsregel ( B A D E R / D E U F L H A R D 1983)[3] 
In Analogie zu Kap. A.2.3 (2.24.b) symmetrische Diskretisierung von 
y' - Ay = f(y) gewählt: 

(I - hA)yk+i - (I-{• hA)yk-i ti \ A rt , u 
2 Ä J\yk)-Ayk [Z.dS.b) 

Wie im expliziten Fall erhält man notwendigerweise ein Zweischrittverfahren. 

Startschritt: semi-impliziter Euler 

(I - hA)yi - y0 

Schlußschritt (BADER): 

= f{Vo) ~A yo (2.33.a) 

yi ~* -fo1*1 + yi~^ = : & (2.33.c) 

Lineare Stabilitätstheorie: 

( / = Xy-i z '•— Xh, l'— 2m) 

Man erhält: 
1 f\-\-z\m 

a) y2mli = { ) 
1 — z VI — z) 

b) y2m=(j^-) (2.34) 

x « _ 1 (l + z\m"1 

c) y a w - _ _ j ^ I _ j 

Asymptotisches Verhalten für z —» oo: 

V2 +1 -> t})m a) y2m+l -*• -» 0 
z 

b) yim -> ( - i )m (2.34') 

c) y2m -> ( - 1 ) 2
m 1 -> 0 
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Im Unterschied zum Gragg'schen Schlußschritt (für die explizite Mittelpunkts­
regel) ist der Bader'sche Schlußschritt (für die semi-implizite Mittelpunkts­
regel) von zentraler Bedeutung! 
Zusätzliche Forderung (x := ^t(z)): 

ex > 0 —-*• iJ2m. > 0 

Das führt zu der Spezifikation: 

m - 1 = 2j 

Einsetzen liefert die Unterteilungsfolge: 

Ta := {2,6,10,14,22, , . .} 

Zusätzlich < a = — vorgeschrieben (ohne Begründung). 
n,+i ( 

Wegen (2.34'.c) gilt für das gesamte Extrapolationstableau: 

und somit speziell: 

Rik(z) ~ —3 

Rik(oo) = 0 

(2.35) 

(2.35') 

(2.35") 

(2.36) 

(2.36') 

Re(z) 

Bild B.8 Stabilitätsgebiete (z := XH) für semi-implizite Mittelpunktsregel mit 

/^-Extrapolation : Ordnung Ar = 2m 
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Stabilitätseigenschaften im Extrapolationstableau: 

x A-Stabilität 

0 A(o)-Stabilität mit a > 86° 

x 

X X 

X X X 

x 0 0 0 

x 0 0 0 0 

x 0 0 0 0 0 
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Satz 3 ( B A D E R / D E U F L H A R D 1983) [o\ 
Die semi-implizite Mittelpunktsregel (2.33.b) mit semi-implizitem Euler-Start­
schritt (2.33.a) besitzt eine asymptotische Entwicklugg der Form 
(Ih — t ,1 — hA nichtsingulär): 

N 

Vi ~ V(t) = £_f Lui(^) + (—1) üi(vJ "• ~rEN+i,t,h)h (2.37.a) 

für f 6 C2 +2. Dabei genügen die Koeffizientenfunktionen Uj,Vj dem Diffe­
rentialgleichungssystem: 

Uj — fy(y) -Uj r . • • {inhomogene Terme) 
> / r /. 1 m \ \Z.OI.DJ 

v- = [2A — jy{y))Vj + . . . (inhomogene 1 erme) 

Bemerkung: Für A « fy{yo) ist vj nicht mehr "schwach instabil" =s> 
y(t) ~ VV(t). 

Beweis: Wie im Fall der expliziten Mittelpunktsregel (vgl. Kap. A.2, 
Satz 2.5) zunächst Umformung in symmetrisches Einschrittverfahren dop­
pelter Dimension. 

Bez.: h := 2h , £^ := y2k ^ 6 '•— Vo 

y = f{y) —'• Ay + f(y) 
C—* Ck '•= y2k+i ~~ 2[Ay2k+\ + / ( 6 ) J => Co = t/o(2.41.o) 

yk+i - Vk-i = hA(yk+i + J/jt-i) + 2/i/(j/fc) (2.33'.b) 

(Umindizierung: gerader/ungerader Index) 

6+1 - £k = y2k+2 - V2c = (*) 

= h[\A{y2k+2 + y2fe) + /(yjjfe+i)] = Ä[iA(e*+i + 6 ) + / ( ^ + i ) ] (2.34.6) 

Cit+i - Ck•= y2Jt+3 - x[̂ y2fc+3 + 7(6+1)] -z/2*+i + ~[Ay2k+i + 7(6)] (**) 

6:+l 

= Ä[|y4(t/2Jt+i) + 7(!/2fc+2)] + |[A(y2jt+i) +• 7(6) _ 7(6+i)] ((.33.bb 

= |[2/1 t/2fc+i + 7 ( 6 ) + 7(6+i)] 
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Definition von £jt kombiniert mit (**): 

20t + (Ot+i - Cfc) = Ofc+i +Ck k 2{V2k+i — -Ay2k+l — -/(£*)} + 

+\[2Ay2k+l + / ( 6 ) + 7(6+1)] = 2t/2*+i + | [ / ( ^ + i 0 - fUk)] 

Damit symmetrische Darstellung für y2k+i'-

y2*+i = r(Cfc+i + 00 - j [ / ( 6 + i ) - / ( & ) ] (2-38) 

In (*): 

In (**): 

7 = 7:-A(£k+i + 6 ) + f(y2k+i) (2.39.a) 

—*-r = A 2/2M-i + r ( / ( & ) + 7(6:+i)) (2.39.b) 

Das Einschrittverfahren (2.39) ist konsistent mit dem Differentialgleichungs­
system (£ —• x(£),£ —• z(i)): 

x' = Ax -f- J{z) x(0) = j/o , 0 ._* 

2;' = A-z + / ( x ) .z(O) = t/o 

Also besitzt (2.39) eine asymptotische ^-Entwicklung. Darüberhinaus ist das 
Einschrittverfahren (2.39) + (2.38) symmetrisch gegen Transformation: 

(Ck, 6k+l-> (k, Cfc+li h) <=> (£fc+l, Sfc» Ck+\y Ck-, —h) 

Also existiert h2- Entwicklung. 

Rücktransformation: 

V2k = ik •> V2k+1 = • • • (2 .38) 

liefert zwei getrennte /^-Entwicklungen (analog zum Beweis von Satz 2.5, 
Kap. A). • 

Der Bader'sehe Schlußschritt (2.33.c) ist symmetrisch 

" - l( 
y2m — Q ^Jfam+l + Vim— \) 

und hat damit eine asymptotische Entwicklung der Form: 

N 

V2m ~ J/(t2m) = / ,9j{t2j -\- üV+i(£5 h)h (2.41.a) 
i= i 

Hier gilt jedoch i.a.: 
^({0) ^ 0 für A ^ 0 (2.41.b) 
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Beweis : 

j / o — j/o = 2v^i(^) ~^~ yi(~^)) - y0= 

= l[(7 — hA)~ihf(yo) + (I + hA)~1(—h)f(yo)] ^ 0 für A ^ O 

• 

Zur Restgliedabschätzung für beide Diskretisierungen (2.30) und (2.33): 

(1) Natürlich gilt Abschätzung über Lipschitzkonstante Lu, die jedoch für 
steife Probleme nicht sachgerecht ist, da hL\ < C — 0(1) zu ein­
schränkend. 

(2) Ersetzt man das Fundamentallemma Satz 1.4 (Kapitel A.1.2) 

|| u(t)- v(t) \\<\\ u ( 0 ) - v(0) || eLlt 

durch das Fundamentallemma Satz 1.2 (Kapitel B. l . l ) 

|| u(t) - v(t) ||<\\ u(0) - i>(0) || e*" 

mit globaler Kontraktivitätskonstante /x ̂  0, so läßt sich die "Fächer­
technik" im Beweis zu Satz 2.1 (Kap. A.2.1) direkt übertragen. Meist 
läßt sich jedoch keine bessere Konstante als p. — L\ abschätzen. 

(3) Wünschenswert wäre Abschätzung mit der Charaktisierung //, f - fehlt 
jedoch (eventuell nicht möglich, sicher schwieriger). 

Programmierung der Diskretisierung (2.33) erfolgt über das kompakte Schema 
(A / . :=yk+i — Vk,' G J<X)'-

A0 := (I — hA)-1 h f(yo) 

Vi '•— Vo + Ao 
(2.42.a) 

k = 1 , . . . . / - 1 : 

Ajt := Afc_i -f 2(1 — hA)~l[h f(yic) — A^_i] (2.42.b) 

Vk+1 :== yk + Ajt 

Aj := (I — hA) 1[h f(yi) — A/_i] 

yi '-= yi + A, 
(2.42-c) 

Vermeidet Auswertung von / (Gefahr der Auslöschung!). Ordnungs- und 
Schrittweitensteuerung wie in Kapitel A.2.3, wobei Aufwand abzuändern 
gemäß: 

-̂ •1 := Cj + CLR + ( « ! + l)(Csubst + Cf) 

A{ '.= A,_i + CLR + CSubst + ^(Csubst + Cj) 
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(—• "interne Uhr" oder Approximation) 

Programm METAN l (BADER/DEÜFLHARD [3]) 

Numerische Schätzung der lokalen Kontraktionskonstante fx 

(DEUFLHARD 1987) Beide Diskretisierungen in EULSIM und METANl be­
ginnen mit einem semi-impliziten Euler-Schritt 

Ao(Ä) = (/ - hA)-1 hf(yo) , A « fy(yo)-

Man hat mindestens für i = 1,2: 

di :=| | Ao(h)) || (|| • || skalierte Norm) (2.44) 

(2.24.a) liefert 
di < hiLof(l - fihi) , falls fihi < 1. (2.45) 

Definiere 
a) Ki := di/di-i falls d,_x ^ 0 

b) Ri := hi/hi^i = ra,-^//n,- < 1 

Nimmt man die Schrittweitenreduzierung als vernünftig an, muß für die Kor­
rekturen gelten: 

di < d,-_i, d.h. Ki < 1 . 

Nimmt man in (2.45) Gleichheit an und dividiert für i, i — 1, so gilt etwa: 

1 — fihi-i 

1 — A4"» 

1 — fihi/Ri 

1 — fihi 

Auflösen nach \ihi liefert 

(2.46) 

Ki — Ki 

=- l$i 

i . Ki Ki' i -i , in A >-i\ 

fltli — ~j = : l/'J»'"» (,^-4'j 
1 A-j 

Aufgrund der Korrekturen (2.44) erfolgt die Schätzung in Richtung der Tra-
jektorien —> angemessen für steife Probleme. 

2.4 Implizite und semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren 

In Kapitel A.2.4 wurden explizite Runge-Kutta-Methoden vorgestellt. Ein­
setzen der skalaren Testgleichung in die allgemeine Form (2.32) führt auf 
Polynome Pa(z) für explizite Runge-Kutta-Verfahren der Stufe 5. Wegen 
Pa(oo) = oo eignen sich solche Verfahren nicht für steife Probleme. 
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Idee : (BUTCHER 1964)[15]: 
Erweiterung des Ansatzes zu impliziten Runge-Kutta-Methoden (IRK): 

K = hf(yo + Y^a*jkj) 

(2.48.a) 

J/i = I/o + b\ ki + . . . + bs ks (2.48.b) 

(2.48.c) 

Schema: 

£-1 an .•• au 

ca asl . • • ° M 

6i ... 6. 

bT 

Für die &,-,-.., ks hat man ein i.a. nichtlineares Gleichungssystem der Di­
mension s • n zu lösen. Mit der Bezeichnung: 

erhält man: 

h-h h f(gi) 

9i = 2/o + «2-/°ü f\9j) 

i = 1 , . . . , s 

(2.48'.a) 

Die Graphenmethode von BUTCHER ist direkt erweiterbar: einzige Änderung 
ist die Erweiterung sämtlicher Summen: 

i = l s 

Herleitung der Bedingungsgleichungen damit prinzipiell klar. 
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Lineare Stabilitätstheorie: Skalare Testgleichung eingesetzt in (2.48'.a) 

# 1 

9s J 

y0 + z • A 

9\ 

9s J 

(2.49) 

Bezeichnung: g := (gi,. • • ,g3) , k := (ki,... ,ka) 

e := ( 1 , . . . , 1 ) e\R° 

°-> 9 = eyo +z Ag 

(Is ~ z-A) g = e i/o , k = zg 

Sei Ja — zA nichtsingulär, so giltt 

Vi = yo + b kc = [1 + z6 (/, - zA)~ e] t/o 

<̂-> Stabilitätsfunktion: 

Ra(z) = l + b (—Ia — A) e 

«-» natürHche Forderung: 

Dann gilt: 

A nichtsingulär 

(2.49') 

(2.50) 

(2.50') 

Rs(oo) = 1 - b A 7 T-l. (2.51) 

Dieser Ausdruck sollte also für effizientes IRK-Verfahren verschwinden. 

Beispiel: Übertragung des "Fehlberg-Tricks" auf IRK 

asj = bj j = 1 l , . . . s (2.51.a) 

Damit gilt: 

ca = 1 
s 

Umformung: 

In (2.50): 

Vi = 9s = yo + h} J>jf{gi) 

bT = ejA 

ej = (0, . . . , 0, 1) 

Ra{oo) = 1 - ea AA~ e = 1 - ej e = 0 

l 

(2.51'.a) 

(2.51.b) 
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Bemerkung: 

1. (2.51.a) ist ohnehin sinnvollste Erweiterung von ERK —»• IRK (nach Struk­
tur des Ansatzes). 

2. Gleiche Stabilitätseigenschaft für jeden internen Zwischenschritt: hierzu 
ersetzt man lediglich yx —• gi sowie e, —* *,-, i — 1, . . . . ,5 

Zugehöriges s • n- Gleichungssystem: 

G{gu, ••• , ga h) := < 

9i S/o hj^axj f{gj) 

9s ~ -o ~ ^z2aaJ /(£,) 

h = 0: gi = yo * = 1, . . . , s 

Jacobi-Matrix: J = 

wobei: 
dg 

G:=(G!,... ,G.) ,A := / y ( j /o) 
dGi 

dgi 
' \gl=yo= £>li In ~ k • O,/ fy(ge) \gi=y0 

= 6n /n - h an fy(yo) 

A 

dG 
Die Matrix -̂ — ist also (5, sVBlockmatrix bestehend aus (n, n)-Blöcken: 

dg 

J 

In — haiiA, —hayiA, 

—ha21A In — ha-iiA 

•haisA 

—has-xtSA 

—haSy\A, •haSi3-iA , /„ — hassA 

(2.52.a) 

Für h = 0 : J = I nichtsingulär 
<—• Lösung yi(h) = gs(h) lokal eindeutig fortsetzbar von <7(0) = t/o aus 
(Homotopie). 
Vereinfachtes Newton-Verfahren wäre: 

JAg = —G(g ) (2.52.b) 
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Vereinfachungen von I R K : 

D I R K : diagonal-implizite RK 

a\j — 0 für i < j (2.53.a) 

* * 

•. o 
* * * 

* * 

<—» *uflösung des Gleichungssystems (2.52) erfordert nur Zerlegung von 
s Matrizen der Form: 

In — hau A = LiRi 

*-* || {Jn — h an Ä) < 
1 — ha-u 

au > 0 notwendig 

S D I R K : singly diagonally implicit Runge-Kutta 

flit = 7 i = 1, . . . , s 

zusätzlich zu (2.53). 

<—* nur noch 1 (n, n) — Matrix-Zerlegung : 

(2.53.b) 

(2.53.c) 

(2.54) 

I — 'yhA = LR 

S I R K : singly implicit Runge-Kutta 
( B U R R A G E / B U T C H E R / C H I P M A N ( 1 9 7 9 ) [ 1 3 ] — > Programm STRIDE) 
Hierbei hat A. den s-fachen Eigenwert 7 

Semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren. 

Nur ein lineares Gleichungssystem zu lösen, keine Newton-Iteration. 
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Rosenbrock-Ver fahren 

(RosENBROCK, W A N N E R ) Ansatz (2.47) erweitert durch Hinzunahme von 
fy(Vo) m Ordnungsbedingungen. 

Nachte i l : bei großen Beispielen liefert Rückwärtsanalyse der auftretenden 
linearen Gleichungssystemen eine Störung von fy(yo). 
— • Störung der Ordnungsbedingungen. 
(Vergleiche K A P S / R E N T R O P [ 6 8 ] : 1979 GRK4T, Ä(oo) ^ 0) 

Es entstehen mehr Bedingungsgleichungen als bei IRK. 

W - M e t h o d e n 

( W O L F B R A N D T , \VANNER) 

Hierbei genügt A « fy{yo) bei Auflösung linearer Gleichungssysteme 

«—• Erweiterung der Butcher-Graphen: 
«—> noch mehr Bedingungsgleichungen 

Bisher wurden sowohl Rosenbrock- als auch W-Methoden nur bis Ordnung 
4-5 konstruiert. Die einzigen W-Methoden höherer Ordnung sind bisher die 
semi-impliziten Extrapolationsverfahren (Kapitel B.2.3). 
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3 Mehrschrittverfahren 

Lineares k-Schritt-Verfahren, (vergleiche Kapitel A.3.3), 

a) p(Ehynn = ha(Eh)f(yn) 

b) P\C) '•— *kC + . • • + Qfo , ^(C) : = PkC + . • • + ßo 

3.1 Lineare Stabilitätstheorie 

Einsetzen der skalaren Testgleichung in (3.1) liefert (z :— (h G C ): 

(afc - ßkz) Vn+k + • . • + ( ö o - PoZjVn = 0 (3-2) 

Ansatz yn = (n liefert charakteristische Gleichung: 

p(C) - za{Q = o (3.3) 

Seien (j{z) die Wurzeln dieser Gleichung. 
Beschränktheit der Lösungen von (3.1) unabhängig von Startwerten 
Vo, ••- •> 2/Jj-i verlangt Wurzelkriterium für (j(z,i vergleiche (3.11), Lemma 
3.1, Kapitel A.3.1 (dort nur für Cj(ty verlangt). 

S tab i l i t ä t sgeb ie t : 

G := {z€ C | | 0(z) I < l,i = l , . . . , fc, 

(j(z) einfach, falls | (j(z) |= 1} 
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Damit lautet Lemma 3.1, Kap. A.3.1: 

O € G 
(3.5) 

(Dahlquist'sches Wurzelkriterium) 

Parametrisierung von dG: 

| C |= l —• C = etv> 

liefert die sogenannte Wurzelortskurve 

r-^ci2=gg,^!..,*]} (3.6) 

T berücksichtigt nicht mögliche mehrfache Wurzeln £j , also gilt nur: 

dG C T (3.7) 

A-Stabilität: 
C CG 

Beispiele: explizite Mittelpunktsregel 

yn+2 ~ Vn = 2«C Vn+i = 2z J/n+i 

*-»• P(C) = C2 - 1 , <KC) = 2C 

charakteristische Gleichung: 

C - 1 - 2z C = 0 

«-» Ci = * + Vi + ^2, C,2 = * - v/1 + z2 

Wurzelortskurve T: 

z = 
o(eiv) e2iv - 1 2«V_ 1 

«v _ ~-tv 
(r(e'>) 2e«> 2 

«—• r = {2eC | « = xV, re[—1,+l]} 

e ^ — e zsin (*>) 

mehrfache Wurzeln: 

Ci = C2 ^==^ 1 + 2 = 0 <=>- z = ± i 

Stabilitätsgebiet: 

G = d(7 = {z 6 C | z = ir, T e] — 1, +1[} 

öGcr 
keine A-Stabilität 

(3.8) 
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Satz 1 ("2. Dahlquist-Schranke", DAHLQUIST 1963 ) 
A-Stabilität für lineare k-Schrttt-Verfahren der Form (3.1) impliziert notwendig: 

a) ßk ^ 0 (implizites Mehrschrittverfahren) 

b) Konsistenzordnung p < 2 

Sei <XXk:— 1hne Beschränkung der rllgemeinheit. Unter den n-stabilen 
Verfahren mit p = 2 hat gewiß die impliztte Trapezregel die betragskleinste 
(normierte) Fehlerkonstante: 

C; = C2/o-(l) = - i 

Beweis: Der ursprüngliche Dahlquist'sehe Beweis von 1962 ist lang und 
kompliziert. Verbesserung durch Theorie der "Ordnungssterne" von W A N -
NER/HAIRER/N0RSETT (1978) [ i l l ] . Hier wird der kurze elementare Beweis 
von G R I G O R I E F F (1977) [50] dargestellt. 
Man betrachtet die komplexe Funktion: 

Entwicklung von p um ( = 1 ergibt 

P(C) =p(\) + p'(i)(c -i)+o((C - l ) 2 ) , 

so daß man mit Konsistenzbedingung (3.8), Kapitel A.3: 

/>(1) = 0 , p'(l) = a(l) 

erhält: 

P\s) = ^ t v l C - 1) + 0((C - l) ) , also 

s(c> =(^f^)-5^r)+^-1)für^1-
= OyQ — 1) 

Nach (3.3) gilt für |£| > 1 und 

p(C) - z<7(C) = 0 , daß 

z £ G , insbesondere 

$lz > 0 , da wir A-Stabilität voraussetzen. 
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^Äfr' i-aa^p*" 

Damit ist - = . . analytisch in |C| > 1{a,p teilerfremd!!) ,o daß 

Weiter gilt wegen: 

^~77T > o in 1̂1 > i 

VC — i / Kl + 1 ~ 23xC 

3? ( . _ . 1 = 0 für \Cl = 1 , C 7̂  ^ • (**) 

Sei nun e > 0 gegeben. Wegen (*) gibt es eine £-Umgebung U von 1 mit 

|<7(C)| <e für |(\ > 1 , ( ( U. 

Ferner ist — — i i n { ( €||CK < 2} f | ^ gleichmäßig gteteg, , s oaß ße sin 

1 <- < _L t 

3? I -— •• ) > - e für |C| = i ? . und (,^14 
\ 2 c+i/ 

gibt (vergleiche (**)). 

Insgesamt folgt 

%tg{() > —£ für ICI = ^e . 
Aus dem Maximumsprinzip (hier für Minimum!!) angewendet auf {|£| > i?e} 
und e l 0 folgt 

9£<KC) > 0 m r IC| > 1 . (3.10.b) 

Sei nun p > 2 , Entwicklung (3.10'), Kapitel A.3 herangezogen ergibt 

i—7— «KO = Cp{C ~ l ) p + ö((C - l ) p ) •> 
In 4 

das heißt 

<KC) *"s r ff(0 = lnC + ^fy m C ( C - l ) p + ö((C — l)p + 1) , C C- l 

= ( C - i ) + ^ ( C - i ) 2 + ( i + C ) ( C - i ) 3 + 0((C-i)4), C —- i , 

mit C = 
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Man rechnet sofort nach, daß damit 

H + 1 x l „ r . , 
— ——— = ~~^Zl 2 n ^ U f S ~ * •»- a a ^ S o 

*(C) = - " I i ~̂  w ( C - 1) •+• ^( (C — i) ) 2)fü —* i . 

^ 2 ' - • > • — 

Somit erhalten wir aus (3.10.b) , wenn wir £ = 1 -|- e , e > 0 setzen: 

12 -\- C < 0 , das heißt 

c < - £ . 
Nach (3.11) scheidet daher p > 2 aus, und wir erhalten 

<?2 < 1 
<r(l) ~ 12 

Für p = 2 und C2 = — j ^ f°^Et aus der Entwicklung von g((), daß fir(C) bei 
1 eine mehrfache Nullstelle hat. Wie man sich leicht überzeugt, ist dies mit 
(3.10.b) nur für g = 0 möglich. Aus der Teilerfremdheit von />, a und ak = 1 
folgt daher 

P = C - i 

" = | (c+i) , 
das heißt die implizite Trapezregel. • 

3.2 B D F - Verfahren 
( C U R T I S S / H I R S C H F E L D E R 1951 [18], G E A R 1971 [48]) 

Einschrittverfahren: Wichtiger als A-Stabilität ist i?(oo) = 0 

Übertragung dieser Forderung auf Mehrschrittverfahren: 

Ci(°°) = 0, i = l, .... * 

Anwendung auf Mehrschrittverfahren: 

(ak - ßkz)( + (ojt-! - ßu-xz)£ - 1 + ... + (oro - ßoz) = 0 (3.3') 

Abdividieren: 

^ | Qk-i-ßk-iz k_x | t a 0 - /90z = Q 

a* - ßkZ OCk - ßk* 
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Forderung: 
z —>oo : £ = 0 

=»f tk-i = . . . = ßo = 0 (3.13) 

zugehöriges Mehrschrittverfahren: 

QkVn+k + • • • + <̂ 0̂ 0 = hßk f(yn+k) (3.13 3 

BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formula) 

Approximationsidee: 

^(t) - *(t) m . ) 

P\* j •== •'«v' I *n+k) •••> ^nj 

Differentialgleichung ist damit zu ersetzen durch: 

P \tn+k) = /(p(^n+fc)) (3.15) 

Darstellung von Pk durch Rückwärtsdifferenzen (analog zu Adams-Verfahren, 
vergleiche Kapitel A.3.2). 

B D F ü b e r ä q u i d i s t a n t e m G i t t e r 

Man erhält ein Mehrschritt verfahren vom Typ (3.13'). 
Für k > 6: Stablilitätsbedingung (Wurzelkriterium für Cj(0)) verletzt! 

(3.13') verlangt die Lösung von: 

-f(y) '•— y - hßk f{y) - <ppyn+k~ii • • - •> j/n) = 0 (3.16) 

wobei a/fc := 1 o.B.d.A. 
t—* y = yn+k 

Newton-ähnliche Iteration: 

Fy = I-ßkhfy(y)-*I-ßkhA 

^ « /y(y) 

2/,+1 '•— yi _ (J - ßk hAl~l Fly*) 
„ (3-17) 

y • yn+k 

Konvergenz dieser Iteration gesichert, falls Approximation A "hinreichend 
gut" und h "hinreichend klein". Algorithmische Überprüfung durch Über­
wachung der Kontraktion. Man beachte: 

\\(I-ßkhAr\\< — l — <3-18> 
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wobei: 
{u, Au) < ft(«, u) = n || u || 

Tatsächlich liefert (3.15) ßk > 0, d.h. Iterationsmatrix regulär für // < 0. 
Startwert für (3.17): 

y° = -^ait (*«+*) 
(Stabilitätsprobleme für k > 2) 

Schrittweiten- und OrdnungsSteuerung ähnlich wie bei ABM (Kapitel A.3.2) 
beschrieben (meist Nordsieckform + "Faustformeln"). Regeneration von A 
an Kontraktions verhalten gekoppelt. 

Lineare Stabilitätseigenschaften: A-Stabilität für k = 1,2 
(k = 1: impliziter Euler) 
A(a)-Sia6i/iiät: 

Tab. k 

a a 

3 4 5 6 

~ 86° ~ 76° ~ 50° ~ 16° 

Programme: LSODE (HlNDMARSH, LLNL) 
DASSL ( P E T Z O L D , LLNL) 

Bemerkung: Semi-implizite Variante (nur 1 - 2 Iterationen) versucht von 
K R O G H / S T E W A R T (1981) [75]- noch nicht ausgereift. 

B D F über variablem Gitter 

Man geht zurück auf Darstellung (3.15) und dividierte Differenzen. 
Programm EPISODE ( B Y R N E / H I N D M A R S H ) : 

Anlehnung an äquidistanten Fall soweit möglich 
<—• verläßhcher, aber langsamer als LSODE. 

S tab i l i t ä t s theo r i e GRIGORIEFF (1983)[51j: Schrittweitenvariation asym­
ptotisch (für n —+ co) erlaubt für: 

— 1— — 
"n+l 

. \i 

k 2 3 4 5 

UJ 0 0.84 0.98 0.997 

Ü 2.4 1.13 1.02 1.003 

Tab. 

Für endliche n sind stärkere Variationen zulässig ( B O C K / E I C H 1987). 
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4 Implizite Differentialgleichungen und 
differentiell-algebraische Systeme 

4.1 Theoretische Grundlagen 

Die allgemeinste Form impliziter Differentialgleichungen wäre 

F(yyy',t)=0 , y0 gegeben. 

Hierbei könnte, wie bisher, die explizite t-Abhängigkeit als wegtransformiert 
angenommen werden (Autonomisierung). In den Anwendungen tritt jedoch 
fast ausnahmslos die quasilineare Form impliziter Differentialgleichungen auf: 

B(ty)) y' = f(t,y) (4.1) 

Autonome Variante: 

B(yy'' = f(y) , Vo gegeben. (4-1') 

Anwendungen: 

Verfahrenstechnik (Entwurf von chemischen Anlagen) 

Mehrkörperdynamik (Straße/Fahrwerk, Schiene/Zug) 

diskretisierte partielle DG (bewegte räumliche Gitter bzw. 

bewegte Finite Elemente) 

Linearer Spezialfall 
Sei zunächst betrachtet: 

By' — yy = J(t) , y0 gegeben. (4.2) 

Falls B regulär, ist (4.2) äquivalent zu einem expliziten DG-System. Es exi­
stieren jedoch auch Lösungen für B singular. Zur Untersuchung dieses Falls 
transformiert man auf die Form: 

Bz' — zz = f(t) (4.3) 

wobei definiert: 
B := PBQ , Ä := PAQ 

f := Pf -i y= Qz 

für nichtsinguläre Matrizen P,Q. 
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(4.3') 

Bemerkung: Algorithmus zur Konstruktion von P, Q, B, A: AB-Algorith­
mus von (KüBLANOVSKAJA [76], (Leningrad)). 

Nach KRONECKER (1890) [77] existieren Matrizen P, Q derart, daß (4.2) 
zerfällt in Subsysteme der folgenden Form mit der Bezeichnung: z := 
(zi,... ,Zn)) J(t) = ( / i ( t j , . . ,/ Jn{t))• 

a) 0 • z, = fi(t) i = 1 , , . . , TIQ 

b) z\ + zi+1 = / t ( ' ) i = n0 + l , . . . , Tl1 - 1 

c) Zni+i = /ni+i(t) 
Zi+1 "T" Zi = fi+l(0 i = Tli + 1, . . . , n2 - 1 

*n2 = / n 2 + l ( ' ) 

d) z'i+i-{-Zi = fi{t) i = n2 + 1 , . . . lns — 1 

Zn3 = /ri3 ( ' ) 

e ) *red + ^r eed = jTedy-0 

J: Jordankästchen, z red '• reduzierter Vektor. 

Jedes Subsystem kann mehrfach, auch mit verschiedener Dimension, auftre­
ten. 

Beweis : GANTMACHER [47], Matrizentheorie, (II) Kapitel 12: Singulare 
Matrizenbüschel (singular matrix pencils). • 

Das Gesamtsystem ( 4.3') heißt 

Kronecker'sche Normalform 
(Kronecker canonical form = KCF) 
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Untersuchung der Subsysteme: 

(4.3'.a) : fi(t) = 0 , t = l,...,riQ (4.4.a) 

notwendig und hinreichend für Widerspruchsfreiheit 

«—• zi,..., zno beliebige Funktionen 

(4.3'.b) : stets lösbares System: zni beliebige Funktion 
t - > ^rii,i) • • • •> zn1+i durch Quadratur 

(4.3'.c) : bedingt lösbares System: 

Zn2-t = fn2(t) - K2+1(t) 

^ni+1 = Jni+2\t) - fni+3\t) i • • • 

+-/'_ 1)ti2—ni1-l(n2-„1-l)/'/\ 

Widerspruchsfreiheit verlangt: 

/n,+l - Jni+3('') ~T £nis3V*/ ± • • • T \~±i /n^+l ^ ) = 0 \4.4.DJ 

(4.3'.d): stets lösbares System: 

zns = Jn^y*) 

Zns-l
 == JU33- ~ /n 3 W 

*n2+l = /ni+yi*) * fnj2lit) ± - - • + (-l)n3-*12'1 fnT~n (*) 

(4.3'.e): Standardsystem 

t 

z Ted = exp(—Jt)2red (0) + / exp(—J{t - s)) / e ed (s)ds 
0 

Zusammenfassung für System (4.2): 

1. Existenz von Lösungen verlangt Bedingungen (4.4), die wiederum von 
Transformationsmatrizen P, Q abhängen 

2. Eindeutigkeit der Lösung verlangt, bei gegebenem ZQ = Q~lyo • 
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n0 = 0 

Hi = 0 

falls 722 > 0 : 

falls 713 > 0 : 

ZQ konsistent mit 

rechter Seite / + (4.4.6) 

ZQ konsistent mit 

rechter Seite / 

Falls (4.4.b) erfüllt ist, genügt Betrachtung des Falles (4.3'.d) und (4.3'.e). 
Für numerische Behandlung von Systemen (4.2) muß also nach Transforma­
tion gelten: 

v! + Cu = f(t) (4.5.a) 

Ev -\- v = g(t) 

z = (u,v) partitioniert , v 6IR" 

(4.5.b) 

E = 

E hat die Eigenschaft: 

0 

1 

' . 0 

1 

(v, v) — Matrix 

Ev = 0, Ev £ 0 

v : Nilpotenz, Index 
(4.5-c) 

Explizite Form von (4.5.b): 

«i = 9i{t) 

V2 = 92{i) - v[ = g2(f) - 9i{t) 

v„ = gv\t) - vv-\ = 

= 9u(t) — 9l-i(t) ± . . . + (-l)"~15fi''~1)(t) 

(4.5'.b) 

Bei numerischer Integration gibt man die rechte Seite g(t) sowie v(0) vor. 
Für v > 1: Überprüfung der Konsistenz der Anfangswerte 
^2(0) , , . . , Uj/(0) verlangt innerhalb der numerischen Integration die 
numerische Differentiation der rechten Seite g - was bekanntlich schlecht­
konditioniert ist! 
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Fazit : Numerische Integration von allgemeinen impliziten Differentialglei­
chungssystemen vom Typ (4.5) nur für v — 0,1 gut konditioniert. 

Bemerkung: Erweiterung auf v > 1 im linearen Fall möglich, falls höhere 
Ableitungen von g(t) explizit angegeben. 

Ma t r i zenbüsche l : 

{E - XI„} regulär für A ̂  0 

Rücktransformation mit P, Q: 

{B - XA} regulär für A ̂  0 

(4.6) 

(4.6') 

Interpretation von v. i/-malige Differentiation der rechten Seite liefert 
gewöhnliches implizites Differentialgleichungs-System (mit Index 0). 

Allgemeiner nichtlinearer Fall (R.HEINBOLDT 1985) [94] 
Betrachtet wird der separierte Spezialfall: 

a) B(y)y' = 9(y) 

b) F(y) = 0 
(4.7) 

» m-y < n < rrii + m-i 

F : D C |Rn —• \Rm* 

B : (min)) — Matrix 

g : D -* IR"11 

F,B,g 6 CT(D),r > 2 . 

Die Abbildung F = 0 definiert eine Mannigfaltigkeit M, so daß (4.7.b) 
äquivalent zu 

y e A4 (4.7'.b) 

Richtungsfeld auf Ai durch Differentiation: 

Fy(y)v{y)= 0 
v(y) ^ Ty-M. (Tangentialbündel) 

Fy : (1712, n) — Matrix 

(*) 

Zusammenfassung von (4.7.a) und (*): 

y = 
B{y) 

Fy{y) 

g{y) 

o 
(4.8) 
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Dies ist ein (im allgemeinen überbestimmtes) DG-System. Eindeutigkeitsbe­
dingung: 

rg 
B 

= rg 
B,g 

Fy,0 
n (4.9) 

Definition: Falls (4.9) automatisch erfüllt, ist (4.7) algebraisch vollstän­
dig. Falls (4.9) zusätzlich für Eindeutigkeit gefordert, ist (4.7) algebraisch 
unvollständig, das heißt zu den algebraischen Bedingungen (4.7.b) müssen 
weitere algebraische Bedingungen aus (4.9) hinzugenommen werden. Für v = 
1 gilt (4.9) nach Definition automatisch, das heißt algebraisch unvollständig 
ist äquivalent zu v > 1. 

Bemerkung: Verallgemeinerung der Beobachtung aus (4.5'.b). Der Pro­
zeß der algebraischen Vervollständigung läuft gegebenenfalls über mehrere 
Stufen (für v > 2). 

Übertragung auf den allgemeinen Fall (4.1') (DEUFLHARD, NOWAK 1987)[40]: 

{B(y) - A[/J,(J/) - T(yy y')]} regulär für A ̂  0 

T(y,y')8y = (Bv(y)8y)y' (4 1 n \ 

_, Av dBjj(y) , 

4.2 Anpassung steifer Integratoren 

Anpassung von BDF-Verfahren 

( G E A R 1971 , [48], P E T Z O L D 1981 , [91]). 
Die Mehrschrittverfahren vom BDF-Typ eignen sich sogar für den allge­
meinen impliztten DG-Typ: 

F(tyy,y') = 0 (4.11) 

Rückgriff auf BDF-Darstellung (Kap. B.3.2) liefert: 

Fltn+k,yn+ie,p'(tn+k)) = 0 
' (4.12) 

p(t) := Pk{t\tn+ki • • • 5 ^n) 

Das Iterationsverfahren (3.17) für F — 0 nach (3.16) wird lediglich erweitert: 
e—• Newton-ähnliches Verfahren für (4.11). 

Programme: LSODI (HlNDMARSH [64]), DASSL (PETZOLD [91]) 
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Anpassung von semi-impliziten Extrapolationsverfahren 

Eine genaue Analyse der Verfahren zeigt, daß sich im weiteren nur die semi­
implizite Euler-Diskretisierung zur Erweiterung auf den Fall v — 1 eignet. 
Die Diskretisierung von (4.1') führt auf: 

Vk+i '•— yk + hlB(yjc) - hA^ f{yk) 

A := fy(yo) ~ r(j/o5 y'0) 
(4.13) 

Bemerkung: 

1. 

2. 

d 

Falls t/o nicht gegeben: 

anfangs AQ := fy(yo) , 
J yi — yi-i \ 
l h~ / , = x, 2 , . . . 

später y' durch Extrapolation 

Spezialfall: 

a) y = / (y ,2 ) , y ( 0 ) = yo 

b) ez' = g{yzz), z(0) = z0 

e —*• 0 + +lefert diiferentiell-algebraisches Syssem. 

r*ür den Fall v — 1 muß gz nichtsmgular gelten. 

Beweis : 1-mal differenzieren (e = 0). 

9zz = ~9y\.yiz)j\.y->z) 

(4.14) 

Satz 1 ( D E U F L H A R D , H A I R E R , ZUGCK 1987) [38] 

Seien f,gGC + (D) in (4-14)• Anwendung der semi-impliziten Euler-Dis­
kretisierung (4-13) auf System (4-14) mit e = 0. Man erhält die gestörte 
asymptotische Entwicklung (tn = t = nh) . 

a) yn — y)tn) = bl(t)h + (b2(0 + ßl)h2 +... 

••• + (l)N(t) + ß?)hN + B(n, h)hN+l 

b) zn — z(tn) = (ci(*) + 7))/t + . . . 

• • • + \CN\t) + I7 ) " -\-C(n,h)h) N 

wobei gilt: 

a) ßn = 0 . Pn = ° » Pn = 0 , 7 i = 0 , 

6J 7^ = 0 , 7* = 0 , 

c) ßl+1 = 0 , 7^ = 0 , 

(4.15) 

n > 0 

n > 1 

n > j - 2 t/nd _/' > 4 

(4.16) 
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Beweis: [38] • 

Die Funktionen bj(t),Cj(t) repräsentieren glatte Fehleranteile, die bei 
/j-Extrapolation verschwinden. Die Funktionen ß3

n ,7^ repräsentieren nicht­
glatte Fehleranteile, die bei Extrapolation nur mit Vorfaktoren multipliziert 
werden, ohne zu verschwinden. 

Folgerung: 

Falls ni = 1 : Ordnungsbeschränkung 

Falls ri\ = 2 : Äja^ = 5 . 

Programm: LIMEX (DEUFLHARD, NOWAK 1985 [40]) 

Bemerkung: keine Verbesserung durch impliztte Euler-Diskretisierung! 

Anpassung von IRK-Verfahren 

Beschränkung wie in Kapitel B.2.4 auf Verfahren vom Typ (2.58): 

aaj = bj j = l , . . . , a 

Anwendung auf System (4.14) (DEUFLHARD, HAIRER, Z Ü G C K ) [38]: 

( ) 

a) Y~i = yo + h 2_j üijf(Yj, Zj), i = 1 , . . . , s 

b) g(YiZ Zi) = 0 , i = l,... ,a 

c) Vi = Y, •> z\ — %s 

Anwendung auf allgemeines System (4.1') (HAIRER 1988) [57]: 

s 

a) Yi = y0 + h 2 j dijUj, i = 1 , . . . , s 

b) B(Y)) Ui = f(Yi) 

Da A~ existiert (vergleiche Kapitel 2.4), ist Elimination von £/, mittels a) 
möglich. Zur Lösung der nichtlinearen Gleichung b) erforderliches Newton-
Verfahren erfordert Vorsicht. Programm: RADAU5 (HAIRER) [57] 
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5 Aufgaben 

21.) (Stabilität des Fliehkraftreglers bei Dampfmaschinen, nach Wyschne-
gradski 1877/78) 

Nebenstehend skizziert ist das mechani­
sche System Maschine-Regler einer Dampf­
maschine. Der Fliehkraftregler steuert in 
Abhängigkeit von der Drehzahl der Maschine 
die Dampfzufuhr. 
Die Dynamik dieses Systems wird mathema­
tisch beschrieben durch das DG-System 

<p = rjj 

ip = (0 cos<p — g) sin tp rj> 
m 

ü — {k cos <p — F)/J 

Hlthhraf}-
reykf 

zum Schieber 

im. 
dcrOihprnmcbt 

wobei die Massen m, der Winkel <p und die 
Winkelgeschwindigkeiten 9, w gemäß Skizze 
zu interpretieren sind. 
Ferner seien die folgenden Konstanten gegeben: 

g : Erdbeschleunigung 

b : Reibungskoeffizient 

k : positiver Proportionalitätsfaktor 

F : äußere Belastung 

J : Trägheitsmoment des Schwungrades 

Da Regler und Maschine über ein Zahnrad verbunden sind, gut zusätzlich: 

6 = nuj 

n : Übersetzungsverhältnis des Zahnrades 

Der mechanische" Regler soll den "Gleichlauf u = wo des Schwun­
grades sichern (d.h. Drosselung der Dampfzufuhr, felis Ü; > u>o, sowie 
Erhöhung der Dampfzufuhr, falls u> > <;o). 
Im Gleichlaufpunkt sei demnach 

(*) <p = <p0 , ,V = 0 0 ,u> o>ow 

a.) Man bestimme ipo , a?o. 
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b.) Mit den Bezeichnungen 

S<p : = ip — (p0 o ,ip p= ij> — xpQ o ,LÜ J=u — UJ 

leite man die zugehörige Variationsgleichung her. 

c.) Man zeige: 
Die Gleichgewichtslösung (*) ist stabil (im Sinne von Ljapunov) 
genau dann, wenn gilt: 

bJ 2F 

Hinweis: Seien Al5 A2, A3 Nullstellen des Polynoms 

so gilt nach Routh-Hurwitzr. 

a>0,b>Obc>0,ab>c& ft(A.) < 0 , i = 1, 2, 3. 

(Nicht zu beweisen.) 

22.) Man integriere mit dem Verfahren RKX4 aus Aufgabe 14 die Differen­
tialgleichung 

y'(t) = \(y(t) - g(t)) + g'(t), y(0) = eo + *(0) , * € [0,5], 

für g(t) = t2 + 1 und alle Kombinationen von e0 = 0, 1, 10, 100, 
und A = —100, —50, —10, —1, 1, 10, und gebe jeweils die Anzahl der 
Funktionsaufrufe an. Für e wähle man einen dem verwendeten Rechner 
und dem eigenen Programm angepaßten Wert (e = 10 - 6 — 10 - 4 ) . 

23) Gegeben sei eine n x n-Matrix A, die für ein gegebenes Skalarprodukt 
< •,• > der folgenden Ungleichung genüge: 

< x, Ax > < fi< x>x > = ^ || x || , Wx e Rn , 

mit || - ||2 = < • ,• > . 
Man zeige: Für fih < 1 gilt in der zugehörigen Matrixnorm: 

a ) II (-/ ~ " ^ - M | < T~^2—T , 

b) || ( / - hA)-1^ + hA) || < , aallz zusätzlich fih > 0. 
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24) Man zeige: Auch für eine nicht-diagonalisierbare Matrix A läßt sich 
das DG-System: 

y' = Ay, A constant, 

so transformieren, daß zur Stabilitätsuntersuchung die Betrachtung der 
skalaren Testgleichung 

y' = Ay, y(0) = y0 , A € C , 

genügt. 

25) Sei A eine normale n x n-Matrix , d.h. es gilt AHA = AA , und seien 
Ai, A2, • • •• An die Eigenwerre von A. Für den Wertebereich 

G{A) := {1^7'x * °} 
von A zeige man: 

a) C ( J 4 ) ist die konvexe Hülle der Eigenwerte, also: 

G(A) = < /z | n = ]Tr,A,-, ,t- > 0, X) T« , = f 
v. t = i «=i ) 

b) Für reelles J4 und alle x € i2n gilt: 

x Ax < fix x , 

mit /i := max{ 3?(y) | y (E G(A) }. 

26.) Gegeben sei für u(x,t) G R die partielle DG: 

du(x,t) d u(x,t) T . 
öf ~~ da;2 ' x° ] ' > e ' 

mit den Randbedingungen: 

u(x,0) = ippx) , x e [0,,TT ] y(0) = y(7T) = 0 , (ip gegeben) , 

u(0,*) = u(ir,)) = 0 , i > 0 . 

Für festes Af ersetze man auf dem Gitter {jAx \ Ax — ff , j — 
0 , . . . , A }̂ in der rechten Seite der Differentialgleichung die Ableitung 
bezüglich x durch einen symmetrischen Differenzenquotienten und zeige, 
daß das resultierende DG-System für 

^\~) : = (^i(v> • - "> Un-i\t)) 

kontraktiv ist. 
Dabei ist Uj(t) eine Näherung für u(jAx,t) , j = l , . . , i AT — 1. 
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27.) a.) Man beweise die A-Stabilität der impliziten Trapezregel: 

Vk+i = Vk + - (f{yk) + f{yk+i)) , k = 0, 1 , . . . 

b.) Die impl. Trapezregel besitzt eine /^-Entwicklung. Man ex­
trapoliere einmal mit n\ = 1, ri2 = 2, und zeige, daß für T22 
die A-Stabilität verlorengeht. 

c.) Man extrapoliere mit n\ — 2, n2 = 4 und zeige, daß bei Anwen­
dung auf die skalare Testgleichung gilt: 

28.) Gegeben sei tur y(t) € 5a die DG zweiter Ordnung: 

y {v + f y(0 = f(y(t), > y(0) = 2o , y (o) = z0 , 

mit (i > 0 , fi konstant. 

a.) Man untersuche das qualitative Verhalten von y(t) für || fy(y) ||<C 

In welcher Größenordnung würde eine von einem numerischen In­
tegrator vorgeschlagene Schrittweite liegen ? 

b.) Zur Vorbereitung für die numerische Behandlung sei definiert : 

g(t) := S i n ( / i° 

1 Jt-T22 li 
- / y(T)rfT,r:= — 
1 Jt-T22 \l 

Man zeige: 

(i) y(<) = y0 cos(/z£) -f- Zog(t) + / f(y(s))g(t - s)ds 
3—0 

rt+T/2 n 

(iii) Unter der Voraussetzung: 

, /(y(*)) 
lim — — a 

ft 
gilt: 

lim y(t) = a. 
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29.) Das skalare Modellproblem 

y = X (y — g(t)) -f g (t) ( y(0) = g(0), 

hat für 9ft(A) < 0 die asymptotische Lösung y(t) = g(t) 
(vgl. Kap B. l) . 

a.) Der Ansatz 

E(—hA) y(t + h) — y{t) It . .. . . .. . . . . 
7 = /(*>y()) :== Jv-iVV'))-Ay[t) , A := jy{yo) , 

zur Lösung einer DG y' = f(t,y(t)) , y(0) = yo, stellt ein Ver­
fahren vom Typ des semi-impliziten Euler-Verfahrens dar, wobei 
aus Konsistenzgründen gelten muß: 

iE 
£(0) = / , -77- =A. 

h=o 

Sei g(t) := g0 , go G 9£. Für welche Wahl von E(h A) ist bei 
Anwendung des Verfahrens (mit A := A) auf das Modellproblem 
y(t) = g(t) stationäre Lösung auch der entstehenden Differenzen­
gleichung ? 

b.) Man führe die analoge Rechnung für den Ansatz 

E(-hA)y(t + h) — E(hA)y(t — )) j . . .. 
— = j\Lyy\t)) 

durch, wobei jetzt g(t) := g0 + #1* , <7o> g\ G 3£. 
Schränkt ein Startschritt gemäß Teil a.) die Wahl von g(i) wieder 
auf g{f) = g0 ein ? 

30.) Untersuchung der Stabilität des semi-impliziten Euler-Verfahrens und 
der semi-impliziten Mittelpunktsregel: 

a.) Das semi-implizite Euler-Verfahren lautet: 

2/fc+i =Vk + {I ~ h A ) - 1 h /(j/jt) , k = 0, 1 , . . . 

Man wende das Verfahren auf die Testgleichung 

V = A y , y(0) = i/o , 

an und setze : z := Ah , ZQ := Ah , 3?(^o) 5; 0. 

(i) Man zeige die A-Stabilität des Verfahrens für z = ZQ. 
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(ii) Für ZQ ^ z berechne man den Rand dG des Stabilitätsgebietes 

G(zo) = {z 6 C | | R(z, ZQ) |< 1} 

b.) Man wende die semi-implizite Mittelpunktsregel (ohne Start- und 
Schluß-schritt) 

yk+i = (/ - A A)- [(I + hA) yic-i + 2/t /(j/*)] 

auf die skalare Testgleichung an und setze z, ZQ wie in a.). 

(i) Man zeige die A-Stabilität des Verfahrens für z = z0. 

(ii) Für ZQ ^ z leite man mit dem Ansatz t/& = ( die zugehörige 
charakteristische Gleichung her. Seien £I(Z,)Q) und (2(^5 2o) 
die Wurzeln dieser Gleichung. Man gebe den Rand dG des 
Stabilitätsgebietes 

G(zo) = {z e C I I C,(zz 20) |< 1 , i = 1,2} 

an und untersuche die Spezialfälle: 

a) ZQ reell, ZQ —* 00. 

ß) ZQ nähert sich der imaginären Achse. 

31.) Anwendung der semi-impliziten Mittelpunktsregel mit Start- und Schlußschritt 
auf die skalare Testgleichung 

y = \y > y ( 0 ) = l , 

hefert für die erste Spalte eines Extrapolationstableaus: (z := X Zi) 

— z/n / V \ 2 (] _ 
/ • 2 \ 

^W.H 2 ) = 7j _ V \ 2 (] _ _ / „ J . n' = , , ' ' 2 , • . , 

/ = 1 ,2 , . . . 
• 

Man berechne R(z) := R2,2(z) und weise hierfür die A-Stabilität nach. 

Hinweis: Für R{z) = -^H: , P, Q Polynome, gilt: 

j 
i 
i 

— I r ( ?. ?/ 1 1 *Hl )):=| Q(* y) | - | P\i )) \ ^ 0 , y G Ä =4- | R{iy) \ < 1 , y e -R. 

( i?(z y) heißt £We-Polynom.) 

32.) a.) Man zeige, daß sich für das i.a. nicht-äquidistante Gitter 

{tn, tn + h 7 , tn+},, h := 2„+1 — tn , 7 (E]0 , l [, 

das folgende BDF2-Verfahren ergibt: 

1 (7 _ 1)2 7 _ 1 

y"+1 + 7(7 ~ 2 ) y n + 7 - 7T7 - 2 ) y " = 7 - Ä ttnn+) • 
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b.) Das zusammengesetzte Verfahren TR-BDF2 bestehe aus einem 
Schritt mit der impliziten Trapezregel von tn nach tn + hj und 
einem anschließenden Schritt nach tn+i mit dem in a.) hergeleite­
ten Verfahren. 
Man berechne den führenden Fehlerterm dieses Verfahrens und 
optimiere ihn bzgl. 7. 

c.) Bei beiden Schritten von TR-BDF2 ist ein nichtlineares Gleichungs­
system der Form FTR{yn+-y) = 0 bzw. FBDF2(yn+)) = 0 zu 
lösen. FTR und FBDF2 ergeben sich aus den Verfahren. 
Man berechne die Jacobi-Matrix von FTR und FBDF2 bzgl. yn+-y 
bzw. j/n+\ un°l überlege sich, für welches 7 €]0,1[ die Jacobi-
Matrizen die gleiche Gestalt haben (unter der Voraussetzung 

fyiUn+y) « /y(yn+l)). 

33.) Bei Problemen der Parameteridentifizierung in DG-Systemen ergibt 
sich die Aufgabe, zusätzlich zur Integration einer parameterabhängigen 
DG : 

y'(t',p) = f(y(t',p),p) , y(Q',p)= y0 •> pGR, t G [0,T], 

auch den Wert von yp(Tp)) := y^ ' zu bestimmen. Dabei gibt es 
zwei Möglichkeiten: 

a.) Man löst (numerisch) die zugehörige Variationsgleichung 

y'P(t>p) — fv(y(t',p)>p)yP(t'>p)+fp(y(t\p)iP) > VP(°>p) = o, t e[o,T], 
und erhält damit eine Näherung für yp(T;p). 

b.) Man berechnet numerisch Näherungen rj(p) und rj{p + Ap) für 
y(T',p) und y(T;p + Ap) und bildet den Differenzquotienten 

Tj(p -f Ap) — rj(p) 

Ap 

Man überlege sich Vorgehensweise, sowie Vor- und Nachteile bei beiden 
Möglichkeiten anhand des semi-impliziten Euler-Verfahrens (EULSIM). 
Dabei beachte man die Aspekte: Implementierung, Speicherplatz, Fehler-
kontrolle. 

34.) Folgende Gleichungen beschreiben ein Pendel: 
( y\ 5 yi '• Abstand vom Drehpunkt, y$ : Federspannung ) 

V1 — 2/3 

y-i = y* 

J/3 = — 2/ i 2/5 

J/4 = -"2/2 J/5 + 1 

1 2 
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Man zeige, daß man gemäß (4.9) der Vorlesung die Bedingungen 

yiy/3 + J/2 S/4 = o , 

yl + yl + V2 - y$ = o , 

hinzufügen muß, damit man ein algebraisch vollständiges System erhält. 

Man gebe den Index v des urspünglichen und des vervollständigten 
Systems an. 

35.) Zur Bestimmung des Index und zur Untersuchung der Konsistenz der 
Anfangswerte wird im Programm LIMEX ein sogenannter IIdexmoni­
tor benutzt. 
Sei yi(h) — t/o = Ao(/i) der Startschritt des modifizierten semi­
impliziten Eulerverfahrens angewandt auf ein System der Form 

Ey' — f(y) , ?/(0) = yo , (E (uxu) —Matrix wie in der Vorlesung (1.5.c).) 

Man zeige: 
Für hj+i < hj , j' = 0 , 1 , . . . , gilt: 

II Ao(/tj+i) II ^_ I hj+i \ 

|| Ao(hj) || \ jj ) 

wobei: 
p = 1 : v = 1 , t/o konsistent 

p — 0 : J/ — 1 , j/o nicht konsistent, oder 

v = 2 , j/o konsistent 

p < 0 : 1/ > 2 

Warum sind für eine solche Abfrage Extrapolationsverfahren besonders 
gut geeignet? 
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C. Implementierung und Vergleich 
numerischer Integratoren 

1 Genauigkeit und Skalierung 

1.1 Lokale/globale Genauigkeit 

TOL: lokal verlangte Genauigkeit (local error tolerance) 

ERR: global erzielte Genauigkeit (global error) 

Zusammenhang E R R / T O L : Seien [0,T] Integrationsintervall und 
0 = *0 < •.• < tm — T die vom Integrator automatisch gewähllen Zwischen­
punkte. Sei 8yj in tj entstandener lokaler absoluter Diskretisierungsfehler 
und sei 8y(tj) der gesamte Fehler im Punkt tj. Dieser Fehler wird sich mit­
tels der Propagationsmatrizen fortpflanzen: 

11 

ö y l y 

-j+i 

W(t j + 1 ) t j ) ( 5y ( t j ) 

< yj+i 

Linearisierte Näherung: 

6y(£j_i_i) = 6yj+i + W{tj+i)tj) fiy{t3) (1.1) 

Rekursiv erhält man mit 6y0 = 0 und der Gruppeneigenschaft (1.18.a) 
(vergleiche Kapitel A.1.2). 

m 

*y(T) =^TW(T,*j*6yj ( i . i ' ) 
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Ist II • II gerade diejenige Norm, für die die lokale Fehlerabfrage durchgeführt 
wird, dann gilt: 

|| &yj || 5; TOL , || 8y{T) \\ = ERR 

In (1.1') eingesetzt: 

m 

ERR < TOL 22 \\ W(T, tj) y 

i-1 problemabhäninirer Verstärkungsfaktor 

Genauere Untersuchung an einem Modellproblem: 

Annahmen: - globale Lipschitz-Konstante L = Li über [0,T] 

liefert vernünftige Beschreibung 

äquidistantes Gitter tj = j • h. 

fixe Ordnung p. 

Nach (1.15 - 1.17), Kapitel A.1.2 gilt: 

|| W(T, tj) || < exp (L(T - tj)), somit 

(1.2) 

(L.3) 

E\\W(T,t3)\\ < Y,eLh(m~J) 

3=1 

sLmh i 

*Lh _ 1 
J = l 

Tf(LT) 

h <p(Lh) 
<my{LT), da ip(Lh) > 1. 

Somit: 

ERR < m TOL cppLT) (1.4) 

Man beachte, daß m von TOL abhängt und daher keine Linearität zwischen 

ERR und TOL vorzuliegen braucht. 

Wegen der fixen Ordnung gilt: 

TOL = Cph
p+ >+i 

, • + 
/TOL 

~c7 

Setzt man dies mit m = T/h in (1.4) ein, erhält man 

ERR = Cph
pT ip(LT.. (1.4') 
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Die Rundungsfehler führen auf den zusätzlichen Fehler 

rTfrrT • 7PepsT 
ERK = 7p • m • eps = 

(eps relative Mascnmengenauigkeit, (1-5) 

7p abhängig von Arithmetik und Verfahren) 

Jetzt soll h so optimiert werden, daß 

ERRges = ERR + ERR = min! 

Da ERRges für h —* 0 und h —» »0 0nbeschränkt tächsts erhält man nas 
Minimum aus 

O = -—ERRges =php~ CpTip(LT) - 7 eps T/h , also 
ah 

ERR„iin = 7 eps T/h opt (1.6.b) 
P 

Für ERRmin — min muß h opt = max gelten. Bei tatsächiicher Integration 
bedeutet das: 

p variabel, so daß h lokal maximal. 

Fazit: Bestmögliche globale Genauigkeit erzielbar, falls p variabel und mög­
lichst wenige Schritte. Das ergibt einen Konstruktionsvorteil für Extrapola­
tionsverfahren - vergleiche Kapitel 3. und 4.. 

1.2 Skalierung 

Affinkovarianz der Diskretisierung (vergleiche Kapitel A.1.3) wird im all­
gemeinen durch Schrittweitensteuerung global zerstört, da hierbei Normen 
eingehen. Integrationsverlauf sollte aber zumindestens von der Skalierung 
der Differentialgleichung unabhängig sein. 

"—* Zusätzliche Vorsorge für Skalierungsinvarianz : Man geht über zu intern 
skalierten Größen 

Vi • yi/Si , -S,- > 0. (1 .7 ) 

Invarianzforderung: 

Vi * G-iVi Ot- > 0 , , 
(1 .8 ) 

—^ 5,' • &%$j 
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Die lokale Fehlerabfrage muß jetzt skaliert durchgeführt werden. Dabei hängt 
die Genauigkeit und Effizienz stark von der internen Skalierung ab. Sie sollte 
deshalb möglichst optimal gewählt werden: 

Bezeichnung: 
D, = diag (sjftj), ...n sn(tj)). (1.9) 

Aus (1.1) wird in skalierter Form: 

Mit den Bezeichnungen: 

(1.1") 

8y(tj) := Dj Hy(tj) 

°Vj •= Uj ot/j 

II * y ( * j ) II : = e* 
II Dj+1W(tj+ijtj)Dj || = : ä(tj+i,tj) 

und der lokalen Fehlerabfrage 

II by| | | ^ TOL 

j' = 1, . . . , m 

(in Anlehnung an (Kap. A.1.2)) 

(1.10) 
erhält man 

ej+1 < 1ÜL + ä(tj+i, tj) tj (1-11) 

Da Dj+lW(ij+i, tj)Dj die Rolle der Propagationsmatrix übernimmt, ist: 

lim Dj+1W(tj+i7 tj) Dj = I 

zu fordern, d.h. mit Aj := 2,+1 — t£ 

lim Sf} J \ ( l + 0{hj)) = 1, 
*i-*os*(<j+i) 

das heißt die s,- sind stetig zu deffnieren, 

Si(t) e C° i = 1, ,n . 

(1.12) 

(1.13) 

(1.13') 

B e m e r k u n g : Häufig falsch in Software, z.B. für s^n < 1: 

falls | y | < 5min : s = 1. 

Als nächstes ist ä(tj+i, tj) abzuschätzen. Nach Satz 1.2, Kapitel B.1.1 gilt 

II W('j+,5 tj) IIa < e>1 \ •> (1.14) 

wobei || • ||5 die skalierte Norm ist, bezüglich derer fi berechnet wird. 
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B e m e r k u n g : Die Definition (1.14) verlangt ein /^, das zum Teilintervall 
[tj, tj+i] gehört. In der algorithmischen Realisierung wird man auf die 
Schätztechnik fi —• [/j] gemäß Kapitel B.2.3, (2.47) zurückgreifen - mangels 
besserer Alternativen. 

Weitere Abschätzung: 

ä(t++x,tj) 
< D: 3+ \.iDj || || DjW(tj+io tj)Dj || 

= II D~+xDj || || W(tj+i, ti ||a 

< II U3Jr\LJi II e 

Für jede monotone Norm gilt: 

|| ^ i+i-^i || = max-~, r (s,- > 0!), 

somit 

— - e } 

Si{tj+l) 
ej+i 5: max —T-—-e^ctj + TOL. 

(11 ^ 

(1.16) 

(1.17) 

Ist Dj gegeben, so enstehen bei der Wahl von Dj+i zwei gegenläufige Inter­
essen. Einerseits möchte man keine Verstärkung des globalen Fehlers €j, das 
heißt 

cr(fj+!, tj) < 1, 

Dies führt auf: 
Si(tj+\) > "St^j) • e/i ' 

(1.18) 

(1.18') 

Andererseits möchte man nicht genauer als bei rein relativem Fehlerkonzept 
rechnen. Dies führt auf: 

s«Vj+i) — y y«Vj+i) | (1-19) 

Nimmt man noch eine Umgebung der Null von diesem Konzept aus, um 
aus Aufwandsgründen auf absoluten Fehler umzuschalten, so erhält man als 
interne Skalierungsstrategie 

Si(tj+)) := max j Si(tj)efi 7, | y,-(ij+i) \,ss j 

sf1 — "threshold"-Wert notfalls vom Benutzer zu wählen, 

möglichst skalierungsinvariant. 

^ ' ' 
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Vorschlag (falls Komponenten y, vergleichbar, zum Beispiel Chemie): 

sf1 := max {| J/i(0) |, epmach/TOL} 
»=1,...,n 

epmach : relative Maschinengenauigkeit 

Mit (1.20) gilt dann (unabhängig von s*h) in etwa: 

Cj+i 5; ei + TOL (1.21) 

eges < W • TOL (1.21') 

Interpretation von (1.20). Durch das Auftreten von /i findet eine Ausrich­
tung aller Komponenten auf die dominante Komponente statt: für diese wird 
möglichst der relative Fehler berechnet. (1.21) bedeutet zudem, daß lokale 
Genauigkeit an globale Genauigkeit angepaßt wird vermöge der Skalierung 
(1.20). 

In den meisten öffentlich verfügbaren (public domain) Integratoren ist die 
Skalierungsfrage unbefriedigend behandelt. Folgende Varianten sind in Ge­
brauch: 

S{(tj+i) '= max{s,-(tfj), \ y(tj+1) || srei,,} (1.22) 

Diese Version (in etwa) findet sich in nahezu allen steifen Integratoren. Bei 
BDF-Verfahren (LSODE, LSODI, DASSL, etc.) findet sich zusätzlich eine 
vom Benutzer vorzugebende, also externe Skalierung, die zu folgender kompo­
nentenweisen Abfrage führt: 

| Syt | 5: s „I ,,- TOL -f- s abs ,i . 
I r>rn/~vT Arn/~vr\ ( 1 . 2 3 ) 
(5 r e i : K.1UL, 5 abs : A 1 U L ) 

Bei nichtsteifen Integratoren wird im allgemeinen ein relatives Fehlerkonzept 
verwendet: 

5i\tj+l) := m x { | | y(*j+l) l>srei,t) (1-24) 

Auch hier realisieren die Mehrschrittverfahren im wesentlichen die externe 
Skalierung (1.22). Die in (1.20) vorgeschlagene interne Skalierung vermeidet 
Fehler durch den Benutzer und erhöht die Effizienz der Codes gerade in 
realistischen Anwendungsproblemen. Sie ist bisher nur in steifen Extrapola­
tionsintegratoren implementiert (Kapitel B.2.3). 
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Illustrationsbeispiele: 

1. Z H A B O T I N S K Y - B E L O U S O V - R E A K T I O N 

Die Zhabotinski-Belousov-Reaktion zweier sich abwechselnder chemi­
scher Prozesse führt auf das allgemeine kinetische Schema des OREG-
ONATORS ( F l E L D / N O Y E S ) (1974) [46]. 

BrO^ + Br-

HBrÖ2 + Br-

BrO^ -f HBrO-2 

2HBrÖ2 

Ce(IV) 

- • HBr02 

- • P 

—• 2HBrÖ2 + CeeIV) 

—» i 3 

-* J3r_ 

Dieses Schema wird durch folgendes Differentialgleichungssystem be­
schrieben: 

Vi 

2/2 

2/3 

2/4 

Dabei entsprechen 

= 

= 

sich 

cl2/l 2/2 - c3j/l2/3 

clS/lS/2 - c2 2/32/2 + c5r/5 

ci 2/i 2/2 - c2J/3J/2 + c32/l2/3 - -̂ C42/3 

c22/3i/2 + c4y3 

3 y l i / 3 5y5 

2/1 

2/2 

2/3 

2/4 

2/5 

und 

und 

und 

und 

und 

BrO^ 

Br~ 

HBr02 

P 

Ce{IV) . 

Dieses System besitzt eine oszillatorische Lösung und Übergänge von 
steifem zu nichtsteifem Verhalten in scharfen "Spitzen". Es stellt sich 
als besonders anfällig gegen ungeeignete Skalierungen heraus, so daß es 
zum herausforderndem Testbeispiel für Skalierungsstrategien wird. Um 
die Wirkung der Skalierung (1.20) zu verstehen, wurde zusätzlich zu der 
interessanten Lösungskomponente HB022 die zugehörige Skalierung 
Si(tj) (gepunktet ) und der gemäß (1.21) globale Fehler 

Sy(tj) = j • TOL • S{(tj) 

(gestrichelt ) eingezeichnet. 

(1.25) 
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Liegt der globale Fehler über der Komponente, so besitzen wir für die tj 
keine Information über diese Komponente, der qualitative Verlauf kann 
fehlerhaft sein (vergleiche Vergrößerung im Bild C.2). Andererseits 
ist die Differentialgleichung durch die Steifheit außerhalb der Flanken 
selbstkorrigierend, so daß die Skalierung mit negativem fi fällt, daß 
heißt der globale Fehler wieder aus der Komponente gedämpft wird, 
um so doch zu einem global richtigen Integrationsverlauf zu gelangen. 

Die folgenden Bilder stellen die Resultate für TOL=10~3 , 10 - 5 , 10"8 

untereinander vergleichsweise dar - mit Spreizung auf der anschließenden 
Seite. 

Bemerkung. In logarithmischer Skala läßt sich am Abstand des glo­
balen Fehlers zur Komponente der relative Fehler ablesen. 
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Ein Vergleich der Skalierungen fällt besonders eindrucksvoll aus, wenn 
man Aufwand und relativen Fehler des Gesamtverlaufs anhand der Pe­
riode vergleicht: 

Die neue Skalierung liefert eine Genauigkeit der Periode im Rahmen 
der vorgegebenen Toleranz bei linearem Anwachsen (in logarithmischer 
Skala!) des Aufwandes. Das relative Fehlerkonzept in der Skalierung 
führt anfänglich zu übergenauen Perioden, dann aber beim Übergang 
TOL — 10~4 zu TOL = 10~5 zu keiner Verbesserung, da durch die 
hohe Anzahl der Schritte ein Moment der Ungenauigkeit zu überwiegen 
beginnt (vergleiche(l.l')). Das Skalierungskonzept (1.22) stellt sich als 
absolut ungenau heraus bei vergleichbarem Aufwand zu neuen Skalierung. 

Fazit . Die Skalierung (1.20) erreicht höhere Genauigkeit, ist stark mit 
TOL verkoppelt und ist effizient. 

2. Nieren-Modell-Problem (SCOTT/WATTS [100] ) 

Dieses für bestimmte Anfangswerte extrem steife Beispiel macht die 
höhere Effizienz besonders deutlich. Hier führt das relative Fehlerkonzept 
(1.24) zu horrenden Rechenzeiten sowie zu einer drastischen Verschlech­
terung des globalen Fehlers (zu viele Schritte!). Das übliche Skalierungs­
konzept (1.22) für steife Integratoren bei mäßiger verlangter Genauig­
keit TOL liefert abgebrochene bzw. inkorrekte Läufe. Mit interner Ska­
lierung (1.20) dagegen wird das Problem für Toleranzen TOL < 10~4 

schnell und verläßlich gelöst (siehe Tabelle C.l) . 
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Aus Stabilitäts- und hierbei auch Effizienzgründen empfiehlt sich in 
diesem Beispiel die Benutzung von EULSIM gegenüber METAN 1 
(siehe Tabelle C.2). 

Tabelle C.l Aufwand (NFCN) mit Skalierung (1.20) 

TOL METAN 1 EULSIM 
i n—3 10 bricht ab 1459 
1 n—4 10 3185 2002 
1 n —5 10 3985 2837 

i0~6 5686 3701 

Tabelle C.2 Für Anfangswert j/5(0) = 0.990268835 (Lösung eines Randwertpro­
blems) ist die Differentialgleichung "nichtsteif". 

F-Aufrufe: 

METAN 1 

(1.22) 

METAN 1 

(1.20) 

EULSIM 

(1.22) 

EULSIM 

(1.20) 

y5(0) := 0.990268835 363 363 498 493 

1/5(0) := 0.99 1034 763 901 544 

1/5(0) := 0.9 2818 2106 918 834 
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2 Beurteilungskriterien für den Vergleich von 
Verfahren 

Für jedes einigermaßen ausgereifte Verfahren gibt es Einzelprobleme, für die 
es "optimal" läuft. 

Frage: Was heißt "optimal"? 

Ziel: Herausarbeitung von Problem-Klasse,, für die jeweils ein Verfahren 
brauchbar und effizient ist ("domain of applicability"). 

Integratoren sind zu vergleichen bezüglich: 

• Rechenzeit (computing time) 

• Speicherplatz (array storage) 

• Genauigkeit (accuracy, precision) 

• Verläßlichkeit (reliability) 

• Robustheit (robustness) 

• Output 

• Interpolationseigenschaft 

• Einfachheit 

1. Rechenze i t 

Bezeichnungen: 

NFEV 

OVHD 

TIME 

Anzahl an / — Auswerrungen (number /-evaluations) 

Overhead-Zeit für reinen Ablauf des Programmes 

Gesamtrechenzeit 

Zusätzlich bei steifen Integratoren 

NDEC : Anzahl LR-Zerlegungen (LU decompositions) 

NJAC : Anzahl Auswertungen der Jacobi-Matrix 

NSOL : Anzahl Vorwärts-/Rückwärtssubiterationen 

(number of solves) 

Im allgemeinen gilt: 

OVHD = A(TOL) - N 

NSOL ~ NFEV 
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Für nichtsteife Integratoren gilt: 

TIME = COSTF * NFEV 4- OVHD (2.2) 

Damit wird bei nichtsteifen Integratoren der Wert 

C:=COSTF/N (2.3) 

die unterscheidende Größe. Für steife Integratoren gilt: 

TIME =• COSTF * NFEV + COSTJ * NJAC 

+ NDEC * COSTLR + NSOL * COSTS (2.4) 

+ OVHD 

Kontrolle der verschiedenen Aufwandsanteile mit "interner Uhr" ermöglicht 
verfeinerte Anpassung an das zu lösende Problem. 

2. Speicherplatz 

Auch bei sehr großen Rechnern ist der aktuelle Arbeitsspeicher in der 
Regel nicht groß. Um häufiges Umspeichern (Zeitverlust) auf den Hin­
tergrundspeicher zu vermeiden, sollte daher der Integrator bei großen 
DG-Systemen die Struktur nutzen. Das heißt zum Beispiel bei steifen 
Gleichungen und dünn besetzten Jacobi-Matrizen: Einsatz von Sparse-
bzw. Bandsolvern. 

3. Genauigkeit 

Ausführliche Diskussion siehe Kapitel C.l. Vergleiche von Integratoren 
nur sinnvoll bei vergleichbarer Skalierung! 

4. Verläßlichkeit 

"A program may fail, but it must not lie" (B. PARLETT). 
Steuerung des Verfahrens bzgl. Schrittweite (und Ordnung) soll mög­
lichst sensitiv gegen lokale Änderungen von / sein. 

—» Einschritt verfahren : "neueste" /-Information 

Mehrschrittverfahren : "Geschichte" von / wesentlich 

benützt für Effizienz; 

häufig höheres TOL nötig aus 

Gründen der Verläßlichkeit. 

5. Robustheit 

Unempfindlichkeit auch bei kritischen Beispielen, abzufangen durch 
möglichst flexible Anpassung an Einzelprobleme. Dies verlangt im 
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wesentlichen: Flexibilität der Schrittweitensteuerung, zum Beispiel ef­
fektive Anpassung der Startschrittweite oder Reduktion der Schritt­
weite (und Ordnung) bei Unstetigkeitsstellen (eventuell höherer Ablei­
tungen). 

(1) Einschritt verfahren im allgemeinen robuster als Mehrschrittver­
fahren (Auswertung dividierter Differenzen numerisch manchmal 
empfindlich) 

(2) Extrapolations-Verfahren empfindlich gegen instabile Programmie­
rung von / . 

Bemerkung: Übergang zu einfacher Genauigkeit (etwa sechs De­

zimalziffern bei IBM) beeinträchtigt im allgemeinen die Effizienz von 

Mehrschritt verfahren, nicht jedoch von Einschrittverfahren. 

6. Output 

Meist graphische Ausgabe (Plot). 

stark nichtuniforme Gitter, 

besonders bei Extrapolation 

*—»• geringer Speicherbebarf 

(wichtig bei großen Systemen) 

c-> benötigt spezielle Interpolations­

routinen für Plot 

meist quasi-uniforme Gitter 

<—• hoher Speicherbedarf 

<-* Standard-Interpolationsroutinen 

können verwendet werden. 

Bemerkung: "zu viele" Zwischenpunkte würgen Codes ohne Inter­
polationsroutine ab. 

Einschrittverfahren : 

Mehrschrittverfahren : 
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7. Interpolationseigenschaft 

Adams-Verfahren: Nordsieck-Darstellung (3.25) gestattet globale Dar­
stellung der Lösung, die billig auszuwerten ist (—> LSODE) 

Runge-Kutta-Verfahren: D0PRI5 gestattet 0(/i5)-Darstellung (2.55), 
allgemeine RK unterschiedlich bezüglich Interpolation. 

Extrapolationsverfahren: DIFEXl - für niedrige Ordnung Interpo­
lation einfach ( S H A M P I N E / B A C A / B Ä U E R [102]), noch offene Ent­
wicklungsmöglichkeiten. 

Die Interpolationseigenschaft wird benötigt bei: 

• Anwendung von Standard-Plotroutinen 

• retardierten Differentialgleichungen: 

Beispiel: 

y' ~ f(y{t)iy(t~T)) 

T > 0 : Retardierung 

(Kreisläufe in chemischen Reaktoren, in biologischen Systemen) 

• Bestimmung von Umschaltpunkten durch implizite Bedingungs­
gleichungen (Schaltbedingungen): 

J\.y) = \ b{y){t)) : Schaltlunkiion (2.5) 
[ f2(y) für S(y) < o 

Beispiel: Zustandsbeschränkungen, Schaltpunkte bei Problemen 
der optimalen Steuerung (vgl. Kap. D.5.2). 

8. Einfachhei t 

Wichtig bei Einbau in kompliziertere Fragestellungen des Scientific 
Computing. 
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3 Vergleich nicht steifer Integratoren 

Folgende nichtsteife Integratoren werden verglichen: 

a) Extrapolationsmethoden 

EULEX explizites Euler-Verfahren mit 
/i-Extrapolation (Kapitel A.2.3) 

DIFEX1 explizite Mittelpunktsregel 
mit /^-Extrapolation (Kapitel A.2.3) 

ODEX explizite Mittelpunktsregel mit 
^-Extrapolation, Programm von 
H A I R E R / N 0 R S E T T / \ V A N N E R 1987 158] 

ODEXS ODEX mit derselben Skalierung 
wie DIFEX1 

b) Explizite Runge-Kutta-Methoden 

D0PRI5 Verfahren der Ordnung 5(4) nach 
Dormand-Prince, Programm von 
H A I R E R / N 0 R S E T T / W A N N E R 1987[58] 

DOPRI8 Verfahren der Ordnung 8(7) nach 
Dormand-Prince, Programm von 
HAIRER/N0RSETT/WANNER 1987[58] 

DOPRI8S D0PRI8 mit derselben Skalierung 
wie DIFEX1 

c) Mehrschrittmethoden 

EPISODE Adams-Methode, Programm von 
( H I N D M A R S H / B Y R N E 1977) [66] 

LSODE Adams-Methode, Programm von 
(HINDMARSH 198)) [64] 

Als Testset wurde die Beispielsammlung von HULL et. al. [67] genommen, 
angereichert um einige etwas schwierigere Beispiele. In diesem Testset ist die 
Größe C nach (2.3) "klein" bis "mittel" , die Dynamik im wesentlichen ziem­
lich "regulär". Skalierung (1.22) durchgängig verwendet, falls nicht anders 
aufgeführt, um Vergleiche zu gestatten. 

Alle Beispiele wurden mit den Toleranzen TOL=10 ,10 , . . . , lu gerech­
net und jeweils die Aufwandszahlen der einzelnen Beispiele addiert. 
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l a : Es ist deutlich der Effekt der Skalierung bei Übergang ODEX —*• ODEXS 
zu sehen. Ansonsten geringe Unterschiede. 

70000-Ai 

60000-

50000-

40000-

30000-

20000-

10000-

D D DOOEX 

10"13 10~12 10-1' 10-10 10-9 10-* 10-7 10-6 10-5 10~* 10-3 l0f>> ' ' 

l b : Im wesentlichen wie la) : Extrapolationsverfahren haben geringen 
Overhead. 

143 



! 

2a, 2 b , 2c : 

- Verfahren fixer Ordnung DOPRI5 nur für technische Genauigkeiten 
10~3 — 10 - verwenden, 

- wenig Funktionsauswertungen bei Mehrschrittverfahren: Vorteil bei 
komplizierten (= teuren) rechten Seiten, 

- deutlich ist der große Overhead bei Mehrschrittverfahren, insbesondere 
bei dem nicht-äquidistanten Verfahren EPISODE, 

- für hohe Genauigkeit DOPRI8 und DIFEX1 gleichwertig, 

- für technische Genauigkeit DOPRI5, DOPRI8 und DIFEX1 gleichwer­

t i g 

• Einschrittverfahren benötigen signifikant weniger Schritte als Mehrschrittver­
fahren, am wenigsten DIFEX1 (wichtig für graphischen Output bei 
großen Systemen). 
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3a, 3b : Für die Bilder 3 bis 5 wurde ein Randwertproblem aus der Arbeit 
von R U S S E L L / S H A M P I N E [98] in em Anfangswertproblem umgeschrieben: 

y" — y — ty' + te* - |£\(6 - 12t + 2f2 - 3t3) 

y{—1) = e-1 - 2 , y'{—1) = e"1 + 7 

Die Lösungskurve y(t) (Bild 3a) ist zweimal stetig difFerenzierbar, hat aber in 
der 3. Ableitung im Punkt Ö eine Sprungstelle. Um die Auswirkung auf die 
Schrittweitensteuerung zu sehen, wurde das Problem zweimal mit DIFEX1 
(Toleranz 10~8) gelöst und die Schrittweite H dargestellt (Bild 3b). 

- einmal mit "Hinwegintegrieren" über die Singularität ( E I N S ) , 

- einmal mit Zerlegung des Intervalls ( Z W E I ) 

Fazi t : Sind Singularitäten in den Ableitungen bekannt: Zerlegung des In­
tervalls. 
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4a, 4b : Hier ist der Effekt speziell bei den Extrapolationsverfahren zu sehen: 
beim "Hinwegintegrieren ist die interne Fehlerschätzung in 
EULEX wegen Ai-Entwicklung nicht mehr zuverlässig, im Gegensatz zur h -
Entwicklung bei DIFEX1. 

r 

0.2-t 

0.15-

0.1-

0.05-

0-

10_1 

• — • — • E U L E X 

O O QEULEX-2 

•—•—BDIFEX1 

f~] n PtPIFEXI —2 

10 - ' 2 10"'° 10~* 10"* 10 -* ]u~2 og( e r r o r ; 
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5a, 5b : 

Beim "Hinwegintegrieren" (Bild 5a) schlägt gewisse Robustheit des 
Verfahrens D0PRI8 mit fixer Ordnung zu Buche, es kann auf Un-
stetigkeiten in den Ableitungen nicht so empfindlich reagieren wie zum 
Beispiel das Extrapolationsverfahren DIFEX1. Bei unkritischen Un-
stetigkeiten wie hier von Vorteil. 

Auch das Mehrschrittverfahren besitzt ein gewisse Trägheit gegenüber 
Unstetigkeiten. 

0.254* 

0.2-

0.15-

0.1-

0.05-

0-

O O ODIFBO 

X X XD0PW8S 

i b ~ w Vo-11 Vo-10 \o-» ib-» Vo-7 Vo-« i'o-5 Vo-4 Vo-3 ib^2 8( e r r or 

0.25-4^ 
e 

0.2-

0.15-

0.1-

0.05-

0-

X X X DOPRI8S-2 

•ft ie it LSODE-2 

ib-M i0~' ' i0 -•10 10-* 10"* 10"4 

% 

1 o e f e r r o r •J ()-2 i o g ( °r) 
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6.: Die folgenden Differentialgleichungen beschreiben die Bahnkurve eines 
künstlichen Erdsatelliten (nach STIEFEL/BETTIS) [107]: 

1 / 

V'T. 

V3 

r2 

-

= 

= 

—— 4- k I -MlMl 
p3 

— I fc( 
r i 7 

*--

r5 

£/2 

y3 | A . / 5 j ^ | " i / ' i/3 \ 

y? + y| + yl , A; = 1.4-10 3 mit 

und den Anfangsbedingungen 

yi(o) = i 

1/4(0) = 2/3(0) = yi(0) = 0 

y2(o) = 3/3(0) = j ^ ^ 

Dieses Beispiel zeigt erneut die Unterschiede von Extrapolations-, Mehrschritt-
und Runge-Kutta-Verfahren: 

a) Auswertungen der rechten Seite 

b) Rechenzeit 

c) Integrationsschritte 

Fazit: 

- Mehrschritt verfahren braucht am wenigsten /-Aufrufe, 

- hoher Overhead des Mehrschrittverfahrens, 

- hohe Schrittzahl des Mehrschritt Verfahrens: hieraus ergibt sich die 
geringe erzielte Genauigkeit, 

- gewisse Vorteile in Rechenzeit und /-Aufrufen bei Verfahren hoher fixer 
Ordnung, 

- Charakteristiken für Extrapolations verfahren: 
Nahezu konstante Schrittzahl, sehr wichtig =4- resultieren hohe Genau­
igkeiten. Außerdem spart dies Speicherplatz für graphischen Output. 
Speicheraufwand bei TOL=10~3 um Faktor 5 und bei TOL=10~8 um 
den Faktor 21 kleiner in diesem Beispiel. 
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Auf der Basis der Erfahrung sind folgende Faustregeln gerechtfertigt: 

(I) Falls Dynamik des Problems "irregulär": 
Extrapolationsverfahren 
(aus Gründen von Robustheit und Verläßlichkeit) 

(II) Falls Dynamik des Problems eher "regulär" : C:=COSTF/N 

C "groß" : LSODE 

C "mittel" : DIFEX1, DOPRI8 

(III) Falls "dichter" Output gewünscht: 

hohe Genauigkeit : LSODE 
mittlere Genauigkeit : EULEX, D0PRI5 hohe Genauigkeit 

Bemerkung: "Expertensystem" muß Benutzerdialog mit obigem Entschei­
dungsbaum aufbauen, zusätzlich intern COSTF/N durch "interne Uhr" prüfen 
und Entscheidung des Benutzers eventuell korrigieren. 
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4 Vergleich steifer Integratoren 

Folgende steife Integratoren werden verglichen: 

a) Extrapolationsmethoden 

EULSIM semi-implizites Euler-Verfahren mit /i-Extrapolation 
(Kap. B.2.3) 

METAN1 semi-implizite Mittelpunktsregel mit /^-Extrapolation 
(Kap. B.2.3) 

b) Mehrschrittmethoden 

EPISODE BDF-Verfahren, Programm von HINDMARSH/BYRNE 1977 [66] 
LSODE BDF-Verfahren mit maximaler Ordnung 5, 

Programm vonHlNDMARSH 1981 [64] 
LSODE-3 LSODE mit auf 3 beschränkter Ordnung 

Als Testset wurde die Beispielsammlung vonHULL et. al. [67] ohne das 
Beispiel B5 gewählt. Zusätzlich die Van der Pol Gleichung : 

Vi = V2 

£V2 = (*- - Vi)y2 - Vi 
(4.La) 

mit e = 10 , den Anfangsbedingungen 

ya(O) = 1.693213222307211 

j/2(0) = -0.906925252881142 
(4.1.b) 

Integrationsende: 
ênd = 2(3 — ln 2) 

Rechenzeit, Funktionsauswertungen und Schrittzahl wurden jeweils für die 
Toleranzen TOL=1U , 10 , . . . , 10 über summiert. 
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l a 

20-

10-

Q Q QEULSIM 

X X XMETAN1 

• D •EPISODE 

A A ALSODE 

10"" 10-» 10"7 10-» 1'0"5 10"* 10-3 "j^-2 1 0 g ( t 0 1 ) 

Deutliche Tendenz der Mehrschrittverfahren zu weniger /-Aufrufen; 
man beachte, daß diese für große Beispiele dominieren, hier nur relativ 
klein. 

l b : 

Bei steifen Problemen in der Regel nur geringe Genauigkeit erforderlich, 
dort EULSIM von Vorteil. Bemerkung: Zwei Fail-Läufe von MSV 
einfach in der Statistik weggelassen. 
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l c : 

Wie im nichtsteifen Fall nahezu Konstanz der Schrittzahlen bei Ex­
trapolationsverfahren 

<—» a) hohe erzielbare Genauigkeit vgl. 1.1' 

b) geringer Speicherbedarf für graphischen Output 

großes Anwachsen der Schrittzahlen bei Mehrschrittverfahren 
«—• Tendenz: ungenauer als Extrapolationsverfahren 

155 



Id : 

80-f 

60-

40-

20-

a 10-» 

Q Q QEULSIM 

X X XMETAM1 

D D DEPISOOE 

A A ALSOOE 

-I—|—|-isooe-3 

io1« - 10-7 To1» io1»-
10-* 10-3 TO"2 l o « ( t o i ) 

Schränkt man die BDF-Verfahren grundsätzlich auf Ordnung 3 ein (Grund 
siehe Kap. B.3.2, Illustration siehe Beispiel B5, Fig. 2), so steigen die 
Rechenzeiten erheblich. 
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2 : 

& 

3-

Q-Q-QEULSIM 

• • QEPSODE 

~\ 1 f-LSODE-3 

"Ter» i'o-» Vcr7 l b - 6 Vcr5 Vo-* 15 Vo"2 10-< 1 0 g ( « r r 0 f ) 

Beispiel B5 aus HULL et. al [67] 

y[ = —lOj/i ~~ ßy2 > 2/1()) = 1 , 

2/2 = -~ßV\ ~ 10j / ; , 5 2/2(0) = l , 

J/3 = — 4 t / 3 ; , 2/3(0) = 1 , 

2/4 = ~2/4; " 2/4(0) = 1 , 

2/5 = — 0.51/5;, 2/s(0) = l , 

2/6 = -O . l^ / e ; , 2/6(0) = 1 , 

(4.2) 

0 = 100 , /end = 20 

benötigt die -<4(a)- Stabilität von 84°. Hier scheitern die BDF-Verfahren ho­
her Ordnung (vergleiche Tabelle 1 in B.3.2) 

Deshalb: 

- Für Vergleich auf Vergleichbarkeit der Stabilitätsgebiete bezüglich des 
Beispiels achten! 

- Da in Praxis die nötigen Stabilitätsgebiete kaum bekannt: BDF nur 
bis Ordnung 3: Nachteil (vergleiche Fig. Id) 

Bemerkung: große a für Chemie wichtig, falls Konvektiondominiert. 
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3 : Lösung y(t) und Ableitung u(t) = y'(t) der Van der Pol Gleichung 
(4.1) berechnet durch EULSIM mit Toleranz TOL=10" . Der Effekt der 
Schrittweitensteuerung ist deutlich sichtbar. 

150J , 

100-

50-

J 0-

- 5 0 -

1 
J J 0-

- 5 0 -

1 

- 1 0 0 -

- 1 5 0 -
0 1 2 3 4 55 l 
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4 : Aufwand zur Lösung der obigen Van der Pol Gleichung gegenüber dem 
globalen Fehler bei lokalen Toleranzen von TOL=10"2, 10~3, . . . , 10~8. 

10 » 10 7 •To-» Vo-5 Vo-« 

Q-Q-QEULSIM 

X-^-XMETANI 

D D DEPISOOE 

A A AISOOE 

io-3 io1* i1?-1 ! °s (e r r o r ) 

Extrapolationsverfahren: Tendenz genauer zu sein (siehe lc). 

EULSIM erzielt höchste Genauigkeiten. 

Overhead bei Mehrschrittverfahen. 

Weniger /-Aufrufe bei Mehrschrittverfahren. 
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r 
Fazit: Es ergeben sich keine einfachen Faustregeln. Für technisch rele­
vante Genauigkeiten sind semi-implizite Extrapolationsverfahren vorzuziehen 
- auch und gerade bei großen und kritischen Problemen. Wie bei nichtsteifen 
Problemen ergibt sich als Charakteristik der Extrapolationsverfahren: 
Nahezu konstante Schrittzahl, sehr wichtig =$• resultieren hohe Genauig­
keiten. Außerdem spart dies Speicherplatz für graphischen Output. Spei­
cheraufwand bei TOL=10~ um Faktor 7 und bei TOL=10~ um den Faktor 
24 kleiner für diesen Testset. 
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D. Mehrzielmethode zur Lösung von 
Randwertproblemen 
Randwertprobleme für gewöhnliche Differentialgleichungen lassen sich im 
Prinzip auf zwei Arten lösen: 

(A) durch Rückführung auf eine Kette von Anfangswertproblemen, 

(B) durch sogenannte globale Diskretisierung (etwa finite Differenzen oder 
Kollokation). 

Ein Überblick über eine Reihe von Lösungsmethoden findet sich in dem 
jüngst erschienenen Buch [2] von ASCHER/MATTHEIJ/RUSSELL. Im fol­
genden werden nur Methoden vom Typ (A) behandelt, da sie in natürlicher 
Weise in den Kontext der Kapitel A und B passen. 

1 Theoretische Grundlagen 

Betrachtet werden zunächst sogenannte Zweipunkt-Randwertprobleme: 

a) y'= f(y,i t&[a,b] 

b) r(y(a), y(b)) = 0 

Brauchbare Existenzsätze zur Lösung von Randwertproblemen gibt es nur 
bei Zusatzstruktur (Linearität, Elliptizität, . . . ) . Deshalb sei im folgenden 
stets Existenz einer Lösung y* vorausgesetzt. 

Satz 1 (Lokale Eindeutigkeit) ( W E I S S 1973 [112], D E U F L H A R D 1980 
[29])-
Sei y* eine Lösung des Randwertproblems (1.1). Sei W*(t,a) die Wronski-
Matrix der Variationsgleichung 

°y = fy{y \t))°y • 

Mit den Bezeechnungen 

A* := -^- t ' B* ' = ^~ 
oya y* ayi, y* 

E*(t) := A*W*(a,t) + B*W*(b,t) 

Sensitivitätsmatrix in t £ [a, b] 
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folgt dann: Falls 

E*(t) nichtsingulär für ein f 6 [a, 6] 

=£• E*(t) nichtsingulär für alle t £ [a, b] 

und y* ist lokal eindeutige Lösung von (1.1). 

Beweis : (I) Zur Verifikation zeigt man mit der Gruppeneigenschaft (1.18), 
Kapitel A.l.2. 

E*{t) = E*(a)W*(a,t), V<6 [a,b] . (1.2') 

Da W* nichtsingulär, folgt (1.2). Sei also o.B.d.A. E*(a) als nichtsingulär 
angenommen. 

(II) (Skizze:) Man konstruiert den zum Randwertproblem (1.1) gehörigen 
Operator: 

l r{y(a)5y(6)) 
r(y) 

Dann gilt für ein B CC1: 

T '. B —• B XIR 

T(y') = 0 

Es liegt eine lokal eindeutige Lösung sicher dann vor, wenn gilt (hinreichende 
Bedingung): 

T(y) injektiv in U{y*), 

oder äquivalent: 
Ty(y*)8y = Q =£• 6y = 0 

Berechnung mit Frechet-Ableitung: 

I 8v(t) " 8v(a) " I f,.(v*(s))8v(s)d* 
0 = Ty{y*)8y = l K ' K ' Js=a yK K " K ' 

\ A*6y(a) + B*8y(b) 

Explizit: 

8y(t) = 8y(a) + I _ fy(/,(s))8y(s)ds 

=» 6y{t) = W(t,a)6y(a) 

Da W* nichtsingulär (Eindeutigkeit bei Anfangswertproblemen!), folgt: 

8y{a) = 0 «£=>• 8y(t) = 0 , V* G [a,6] (*) 
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Für Sy(a) erhält man das lineare Gleichungssystem 

(A" + B*W*(b, a)) 6y(a) = 0 

Ü {a) 

Damit gilt: E*(a) nichtsingulär =>• <fy(a) = 0. Mit (*) ist der Beweis voll­
ständig. 

• 

Approximationen von Sensitivitätsmatrizen werden demnach bei der nu­
merischen Lösung von Randwertproblemen auftreten. Probleme wird man 
erwarten bei fastsingulärer Sensitivitätsmatrix. 

Beispiel : Künstliches Grenzschichtproblem (LENTINl/PEREYRA [81]): 

Scharparameter 

0.1 ( L 4 ) 

a) y" = — -. —— - y, r : Scharparameter 

0.i (L4) 

y/T + 0.01 

Nach Symmetrie in a) und b) erwartet man: 

y*(~ t) = -y*(t) 

=*• y*(0) = o 

Für r ^ 0.01 gilt dies auf verlangte Genauigkeit. Für r = 0.01 ergibt sich 
jedoch eine zusammenhängende Lösungsschar - siehe das Bild D.I. 

Die Lösungsschar wurde mit dem Anfangswertlöser DIFEX1 (vgl. Kap. 
A.2.3) ausgehend von den folgenden Anfangswerten berechnet: 

y(— 0.01) = —7.0710678119 

und nacheinander 

y'(—0.0l) = 140.0,100.0,60.0,0.0, -40.0 und - 80.0. 

B e m e r k u n g : Der Randwertlöser BVPSOL (siehe Kap. D.3.2) liefert mit 
den Randbedingungen 

y(0.0) = 0.0 , t/(0.01) - 7.0710678119 

die ungerade Lösung. Mit den Randbedingungen 

y(— 0.01) = —7.0710678119 , y(0.01) = -y(— 0.01) 

liefert BVPSOL, abhängig von der gewählten Anfangsnäherung, jedoch ir­
gendeine Lösung aus der Lösungsschar. 
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Bild D. l "Numerische Hysteresis" 

Begründung: Die Sensitivitätsmatrix hat die Gestalt: 

E(a) 
1 0 

, a(r) = -
0y(-\-0.l;T) 

dy'(-O.l) 

Für r = 0.Ol gilt: a = 0 (vgl. Aufgabe 37). 

(1.4.c) 

Sensitivität gegen Störung der Randbedingungen 

Eingabedaten : Komponenten von y{a) und y(6), zusammengefaßt: 

y(a,b) . 

Gestörte Randbedingungnn : r — 8r . 

Zugehörige Störung der Lösung sei 6yT . 

Störung der Eingabedaten: 8y{a,b) ( weggelassen). 

Einsetzen von (1.2') und (1.3): 

8r = Aöy(a) + B8y{b) = E(a)8y{a) 

8yr{t) = W(t,a)E(a)~ Sr = E(t)~ Hr 

Äquivalent zu: 

8yr()) = E{i) A 8y(a) -\- E(t~ B 8y{b) . 

(1.5) 

(1.5') 
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Übergang zu Norm (|| • W^) : 

Eingesetzt: 

||Äyr(*)|| < ||ü/(£)E A\\ • ||£y(a)|| + 

-f ||i?(£) - B\\ • \\öy(b)\\ 

Für || • ||oo gilt : ||o?/(a)(a < ||ö2/(a,b)|| 

||öt/(b)|| < ||ö?/(a,b)|| 

IIWII«. < [||£(*)-M|| + H^W^Il] 11̂ (0.6)11«, 

Kondiiionszahlen bezüglich 6r 

(M.ATTHEIJ 1982 [85,, D E U F L H A R D / B A D E R 1983 [<J5JJ 

Pa{t) :== ||-£(*)- A\\, Pb()) '•= \\B(t)~ B\\ 

p := max p(t) = nax[/)a(i) + pb(t)] 
te|a, ] fc[a, J 

a) | | ^ r ( O I | o o < P(*) | | ^ J / ( a , 6)IJoo 

b ) m r a^ . | P y r l l J l l o o < P | | ^ y ( a 5 " J | | o o 

(1.6) 

(1.7) 

Sensitivität gegen Störung der Differentialgleichungen 

Sei Sfs)) lokale Störung der rechten Seite der Differentialgleichung. Durch 
Lösung der Variationsgleichung erhält man die dadurch bedingte Störung der 
Lösung: 

Syf(t) = f E{i) l AW{a,s)6f(s)ds-

- j E(i) BW(b,s)8f(s)ds 

(Vergleiche (1.23) in Kapitel A.1.2.) 

Diese Formel definiert zugleich die Green'sche Funktion G{t, s) gemäß: 

(1.8) 

G(ts)-=i E^)lAWia^s) o.<s<t 
\ -E{t)-xBW{b,s) t<s<b 

Damit (1.8) äquivalent zu: 

<%//(*) = / G(t,s)Sf())ds 
Ja 

(1.9) 9) 

(1.8') 
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Konditionszahlen bezüglich Sf (KREISS 1972 [71], OSBORNE 1979 [89]): 

I • loo = max || • || 

a) l̂ y/|oo < «/ • |£/|oo 
wobei 

b) Kj:=\b — a\- max J|C^(<, -s)II 
s,te[a,b] 

Verfeinerung (DEÜFLHARD, BADER 1983 [35]): 
Man geht aus von (1.8) und der Gruppeneigenschaft für W: 

6yf(t) = G(t,t)~ / W(t, s)Sf(s)ds+ 
b 

+G(t,t) I W{t,s)8f{s)ds 

Interpretation nach Kapitel A.1.2. (1.23): 
a) Sya{t) := / 

Ja Ja 
W(t,s)Sf(s)ds 

Störung bei Integration von a —»• i(vorwärts) 

b) 6yi,(t6 :— I W(t,s)8f(s)ds 

Störung bei Integration von 6 —* i(rückwärts) 

Außerdem folgt aus (1.9): 

a) G(t,t~ -G(t,t)+ = I 

b) ||G(£,2)~|| + ||Cr(\,<)+"|| > 1 

Beweis: 

E(t) * {AW(a,t) - (-BW(b, t)) = I 
v" E(t) ' 

*-= II-* II II^V'J'J " H ' ) II < ||^(.t,tj \| + ||Cr(rtrJ || 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

Dies führt auf: 

») Ir2//vlll < Ä/Wmax{lr2M^)ll> t r^WII/ 
wobei 

b ) Rj(t) := \\G(t,t)-\\ + ||C?(M)+|| > 1 

(1-13) 
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Die Hoffnung wäre, mit dieser punktweisen Definition feiner abschätzen zu 
können. Für | • |oo erhält man 

a) l̂ 2//|oo < Kj n^axill̂ J/oCOll' 11^(^)11} 
t£[a,b] 

3 j [ l l t j r V t > v ll + l l ^ l ' i ' J II, «/ = ™[aibll'' '' II V ' / "J — 

, (1-13') 
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2 Schieß verfahren 

Die hier beschriebenen Methoden führen die Lösung des Randwertproblems 
zurück auf die Lösung einer Folge von Anfangswertproblemen. Dabei kann 
der vergleichsweise hohe Entwicklungsstand von Anfangswert-Lösern aus­
genutzt werden (vgl. Kap. A, B). 

2.1 Einfachschießen 

(single shooting) 

Man löst die Differentialgleichung 

y = fyy) > y(,a) '•— x (2.1) 

zu geschätzten Anfangswerten (soweit nicht bekannt). Sei y{t\x) die Lösung 
dieses Anfangswertproblems. 

Beispiel: "Artillerie-Problem" —*• Name 

y" = . . . , y(a) := ya , y(b) '.= yb zu erzielen 

x := y'(a) €IR1 unbekannter Anstellwinkel 

y 

y ( b / i ) 

y * 

* t 
b 

Bild D.2 Variation der Anfangssteigung bei Einfachschießen 

Im Beispiel ist x derart zu bestimmen, daß 

y(b\x) — T/6 — 0 (eine nichtlineare Gleichung) 

Allgemeine Bedingung: 
r(xyt/(fe|x)) = 0 
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Funktionalmatrix dieses im allgemeinen nichtlinearen Gleichungssystems am 
Lösungspunkt x* = 2/*{a) : 

% = ** + B*W*(b, )) = -E*(G) • (2.3) 

Falls für die Lösung y* des Randwertproblems die Bedingungen von Satz 1.1 
(lokale Eindeutigkeit) gelten, so hat auch das nichtlineare Gleichungssystem 
(2.2) eine lokal eindeutige Lösung x*. 

Newton-Verfahren für (2.2): 

Man benötigt eine Approximation der Jacobi-Matrix 

dr 

dx k - A + /W(b,a)\ _ . k = : Ek{a) (2.3') 

(I) semi-analytische Differentiation: 

A, B durch analytische Differentiation von r , W(b, a) durch numerische 
Lösung der Variationsgleichung: benötigt analytischen Ausdruck fyy)) • 

(II) externe numerische Differentiation: 

häufig in älteren Codes, etwas empfindlich. 

(III) interne numerische Differentiation: 

vgl. (2.11.b) - schneller, verläßlicher. 

Newton-Iteration: 

£J [a)£\x = —r{x ,y\o\x )) (2.4) 

Falls x nicht "hinreichend nahe" an x*: Dämpfungsstrategie oder/und Ho-
motopiemethode (vgl. DEUFLHARD [34]). 

Nachteile des Einfachschießens; 

(I) Es ist häufig unmöglich, die Trajektorie y{t; x) über das ganze Intervall 
zu berechnen. Grund: Bei nichtlinearer Differentialgleichung hängt 
die Position von Singularitäten ab von den Anfangswerten [bewegliche 
Singularitäten); falls also der Anfangswert "schlecht geschätzt" wird, 
ist y evtl. unbeschränkt in [a,b]. 

(II) S t a b i l i t ä t s p r o b l e m e : 
Auch bei gutkonditionierten Randwertproblemen kann das zugehörige 
Anfangswertproblem schlechtkonditioniert sein. 
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Beispiel: 

y" - X2y = 0 , y(a) = ya-, y{b) = yb 

Kondition (1.6) des Randwertproblems: p = X für A —»• oo 

(vgl. Aufgabe 36) 

Kondition (1.22), Kap. A.I.2., des Anfangswertproblems: 

o~(a,b) = max ||W*(<,a)|| ~ Ae a) für A ^*• oo 
<6[a,b] 

Zusammenfassung: Schießverfahren ist häufig äußerst empfindlich gegenüber 
der Wahl der Anfangswerte. 

Bemerkungen : 

1. In manchen Beispielen gilt 

o~rb,aa <C cr(a, 6) (2.5) 

Dann empfiehlt sich "Rückwärtsschießen". 

2. Für steife Differentialgleichungen ist "Vorwärtsschießen" klar ausge­
zeichnet, da <j(a,b) <C o~(b,a) (vgl. Kap. B.). 

3. Für asymptotische Differentialgleichungen (T —• oo) ist im allgemeinen 
"Rückwärtsschießen" ausgezeichnet (vgl. Kap. D.6.). 

4. Bei sogenannten Grenzschichtproblemen gilt häufig 

o~(b,a) ft* o~(a,6) >> 1 , 

also keine brauchbare Richtung zunächst (vgl. Kap. D.7.). 
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2.2 Mehrzielmethode für 2-Punkt-Randwertprobleme 

(Mehrfachschießen, multiple shooting method) 
( M O R R I S O N / R I L E Y / Z A N C A N A R O 1962 [86], H .B . K E L L E R 1968 [69], 

BULIRSCH 1971 [10], S T O E R / B U L I R S C H 1973 [108], D E U F L H A R D 1972-
76 [25,26,28] D E U F L H A R D / B A D E R 1983 [35]) 

Hierbei wird [a, b] unterteiltt 

A := {a = tx < t2 < ... < tm = b} , m > 2 

Man löst nun (m — 11 unabhängiig Anfangswertprobleme über den Teilin­
tervallen [<j,<j+i]. Als Anfangswert wählt man Schätzungen Xj GlRn für die 
unbekannten Werte y{tj). 

^1a 

Bild D.3 Prinzip der Mehrzielmethode 

Man erhält (m — 11 Teiltrajektorien. 

y(t\xj), t G [tj,tj+i] 

y(tj\xj) := Xj , Anfangswert 
(2.6) 

Neben den Randbedingungen müssen zusätzlich Verheftungsbedingungen gel­
ten. 

Verheftungsbedingungen: j = 1 , . . . , m — 1 

(=Stetigkeitsbedingungen) 

Fj(XJxXJ+I) := y(tj+i\xj) — x J + 1 = 0 (2.7.a) 

Randbedingungen: 
Fm{xi,xm) :— r(xljxm) = 0 (2.7.b) 

(2.7) heißt zyklisches (nichtlineares) Gleichungssystem - siehe Bild D.4: 
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Fm-r 

Bild D.4 Zyklisches Gleichungssystem 

Bemerkung: Aus technischen Gründen der Implementierung (und der Newton-
Iteration) empfiehlt es sich nicht, die Ersetzung xm = y(b\xm_i) vorzunehmen. 
Kurzschreibweise: 

/ *i \ / F1(^1 »^2) 

GlRnm , F(x) = 

\ Xm } \ Fm(xi,xm) ) 

Durch dieses Vorgehen lassen sich gewisse Nachteile des Schieß Verfahrens 
(single shooting) vermeiden. 

"Bewegliche Singularitäten" : sie lassen sich bei der Mehrzielmethode 
durch geeignete Knotenwahl abfangen. 

Beispiel : 

y" = Asin(Ay) 

y(0) = 0, y(l) = l 

Singularität bei Anfangswertproblemen: t^ == jln(8/ |j/o|) 

=£>• |^ol^Se - um rechten Rand 1 zu erreichen! (A = 5 : |t/o|<0.05) 
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Stab i l i t ä t sve rbesse rung : 

Kondition des Anfangswertproblems in [ij, ij+i] "-

Kondition für Mehrzielmethode: 

Beispiel : 

a& := max cr(tj,tj+i) 

- A y = 0 , y(a), y[o) vorgegeben 

/c(a,b) = e^ ^ 
b — a . 10f~~, 7~ 

Sei r,+i - tj = ""YQ- : °"A = y °A , ) 

äußerst wirkungsvolle Reduktion! 

(2-8) 

Allgemein gilt nach Definition 

\im a(t,t -\- h) = 1 

Die Knoten tj sind in etwa derart zu wählen, daß gilt: 

rr(*; -f i ) <? ö" (/r <^ 1 C\ 1 f)2) (2.9) 

Eine automatische Knotenwahl sollte unter anderem die Bedingung (2.9) 
erfüllen. 

Bemerkungen: 

(1) Für steife Differentialgleichungen gilt && « 1 

für nichtsteije Diilerentialgleichungen gilt cr& = e ' ' , 

wobei|A| = max \tj+i —tj\ , 

L : Lipschitz-Konstante von / . 

(2) Bei singulären Störungsproblemen ist L ~ — , 
e 

damit zu viele Knoten! 
(3) Integration immer in stabiler Richtung (bezüglich Anfangswerten): 

(a) Steife Differentialgleichung in positiver /-Richtung 

(b) Asymptotische Randwertprobleme in negativer /-Richtung 
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Newton-Verfahren für Mehrzielmethode 

Zu lösen ist das lineare mn- System: 

i"** i /k i»™ J{x )A = — F(xk) 
,kx xk~ x1 := x -f Ax .k 

Biockzeilenweise: 

GiAxi -Ax-2 = -Fx 

wobei 

Gm_iAa:m_i - Ax m = — -Fm_j 

AAx! + # A x m = —-Fm = - r 

Gj := W(tj+it^jy(((t|^) Wronski-Matrix 

(2.10) 

6V dr dr dr 

dxx dy{a) ' dxm &/(b) 

Berechnung der Matrizen: 

yl,I? durch numerische Differentiation, Berechnung von Gy. 

a) semi-analytisch 

numerische Lösung der Variationsgleichung 

Gj = fy{y)Gj , Gj{tj) = I 

(Lösung von n Anfangswertproblem!) 

b) interne numerische Differentiation ( B O C K ) [6] : 

* Ay 
in Lösung der Variationsgleichung 

(ebenfalls n Anfangs wertprob lern!) 

c) externe numerische Differentiation: 

in älteren Codes, etwas empfindlich. 

d) Rang-1-Approximationen nach BROYDEN 

Newton-Verfahren —> quasi-Newton-Verfahren 

fv 

(2.11) 

Bei "schlechten" Startdaten x°: Dämpfungsstrategie in Newton-Verfahren 
oder Homotopiemethoden (vgl. DEUFLHARD [26,27,28,34]). 
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3 Lösung der zyklischen linearen Gleichungs­
systeme 

Zu lösen ist das Blocksystem (2.10). Dabei möchte man die Struktur der 
Nullblöcke möglichst erhalten (Speicherplatz!). 

3.1 Block-Gauss-Elimination (= "Condensing") 

( S T O E R / B U L I R S C H 1973)[108] 

Illustration für m = 3: 

(1) GtAx\ — Ax2 = —Fi I G2 

(2) G2Ax2 — 3x3 = -F2 

(3) AAxi + BAx3 = - r 

G2 • (1) -> (1') 

(1') + (2) —> (2') 

J5(2') -> (2") 

(2") + (3) -* (3') 

G2GxAxx — G2Ax2 = 

G2GxAxi - Ax3 = 

BG2G\Ax\ - BAxz = 

(A + BG2G\) Axi = 

—G2Fi 

—{F2 - G2FX) 

-B{h~ - G3F1) 

-r — B(F2 - G2FX) 

G2 = W(ts,t2) = W(b, t2) 

G1 = W(t2,ti) = W(t22a) 

=> E == A + BW(b, £2)^(^25 a) 

für glatte Lösung y : E == A + BW(b, a) 

Formalisierung der Block-Elimination: 

Satz 1 ( D E U F L H A R D 1972) [25] 

Sei die Jacobi-Matrix der Mehrzielmethode 

J = 

und sei definiert 

Gx — I 

Gm-i — I 

A B 

{mn, mn) — Matrix 

E := A-f- BGm\i... Gi (n, n) - Matrix 

•*> 
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Dann gilt: 

mit 

a) det(J) = det(i?) 

b) LJR = S 

J-1 = RS~*L 

R 1 = 

L := 

I 

-GUI 

BGmii•.•G2l B I 

—I 

—I 0 

-Gm-i) I 

,S := 

E 

(3.1) 

Beweis : Zu a) det(S) := det(f?),det(L) = det(Ä) = 1, zu b) Nachrechnen. 

Interpretation 

E\x* = E*(a) vergleiche Satz 1.1 

Sensitivitätsmatrix 

(3.2) 

Falls Randwertproblem lokal eindeutig lösbar, so ist das Gleichungssystem 
(2.10) ebenfalls in Umgebung von x* eindeutig lösbar. 
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Zugehöriger Algorithmus: 

a) E := A + BGm~\m.. G1 

u := r + B [Fm_a + Gm-\Äm-2 + . . . + G>n-i . • • G2Fl] 

rekursive Berechnung 

b) EAii - -u 

lineares (n,n) — Gleichungssystem (33) 

(QR-Zerlegung mit Rangentscheidung) 

—> Bezeichnung "condensing" : (TV, N) —* *(, nn 

c ) Axj+i — GJAXJ + Fj ji = 1 , . . . , m - 1 

explizite Rekursion 

Spe icherp la tz : ~ m • n2 

3.2 Nachiteration bei Block-Gauss-Elimination 

(iterative refinement sweeps: D E Ü F L H A R D / B A D E R 1983 [35]) 

Anstelle der Korrekturen AXJ erhält man fehlerbehaftete Korrekturen 

Aötj = Af°-. Sei v = 0 1 Iterationsindex. Man berechnet mit gleicher 

Mantissenlänge die Residuen: 

a) dru := / r {r + AAx\ + BAöt^} 

b) dFf := / / {GjA)'j + JPj - AXJ+I ?• j = 1 , . . . , m - 1 

Gleichungssystem für Korrekturen könnte wiederum mit Algorithmus (3.3) 
gelöst werden. Standard-Nachiteration wäre: 

a) E bleibt wie bisher 

du» := dr" -f- B [dF^l_x + Gm-xdF^n_2 + • • • Gm-iG^d/*!) 

b) Edxj = -du" 

lineares (n, n)-Gleichungssystem 

mit vorhandener QR-Zerlegung von i? 

c) dx?+1 = Gjdx') + (//^ j = 1 , . . . , m 

(3.5) 

Axf := AXJ + d,Xj+1 i' = l , . 

</x) := fl(dxj) 
(3.6) 
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Eine detaillierte (elementweise) Rundungsfehleranalyse [35] zeigt, daß die 
Standard-Nachiteration konvergiert unter der Bedingung 

a) eo~(a, b)g{n,m) <C 1 

e : relative Maschinengenauigkeit 

b) g(n,m) := (m — l)(2n + m — 1) 

(3-7) 

«—> ungeeignet : <x(a, b) gehört zu Einfachschießen 

Abhilfe: "iterative refinement sweeps" 

Sei für ein e < eps (vorgeschriebene relative Genauigkeit) der Sweep-Index 

j„ definiert über die Beziehung 

a) || dij | |< e j = 1,... ,j„ 

Dann setzt man: 

b) dF?:=0 j = ly,..Jj-l 

(Maschinen-Null!) 

Wahl von e: Eine Nachiteration auf linearem n-System 

EAx\ - u = 0 

liefert 
e:=||dx?|| 

(3.8) 

(3.8.c) 

Dieser Wert ist zu vergleichen mit eps, der vom Benutzer verlangten relativen 
Genauigkeit. 

Falls j0 > 1 (also e<e< eps): unter der Bedingung 

£o~&g(n,m) < 1 , (3.9.a) 

wobei <7A aus (2.8), läßt sich zeigen: 

JH-1 > i" "f* 1 (3.9.b) 

Daraus folgt: 
i/ < m - 1 (3.9.c) 

Falls jo = 0 (e> eps): 

Umschaltung auf "globale" Lösung des hnearen Blocksystems (vgl. Kap.3.3). 
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Grenzen der Nachiteration (ASCHER)[2] erläutert am Beispiel: 

A := 
0 

, B:= 
0 

[ ^ 2 . 

Ai : (n — n,n) , B2 '. (n, n) 

rg (-^1) =n-n, rg (-B2) = « 

Falls dominanee Lösung (a —> b) exiistert, giltt 

rg {W{b,a)) = k < n . 

Damit folgt für E = A + 1?W(&, a): 

rg (E) = min(n,n — n -\- k) . 

Falls 
n > k = ^ rg (£) < n 

=^• e > eps = > jo := 0 . 

B e m e r k u n g : Nachiteration liefert zusätzliche Schätzungen: 

cond(J^) = n-A J n/epmach 
lAxxir 

— UlaXi 
||da:J+1|[ 

0"A = 

<—• TOL = eps<<TA 

P r o g r a m m : BVPSOL ( D E Ü F L H A R D / B A D E R 1983(35]) 

(3.10.a) 

(3.10.b) 
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3.3 Globale Lösung 

B e m e r k u n g : Für Spezialfälle läßt sich zeigen (MATTHEIJ [85]) 

cond(J) —> m • p für m ^> 1 (3-11) 

P r o g r a m m e : 

RWPM ( H E R M A N N / B E R N D T 1982 [61]) 

Gauss-Elimination mit Spaltenpivoting und einer Nachiteration ( S K E E L [ 1 0 4 ] ) 

<—> Speicherplatz ~ im • • 

BOUNDSCO ( O B E R L E 1987 [88]) 

Householder-Transformationen von rechts, keine Nachiteration 

<—• Speicherplatz ~ 5 • m • -nr 

BVPSOG ( D E U F L H A R D / K U N K E L 1985) 

Sparse-Elimination mit Programm MA28 (DUFF, Harwell) 

angewendet in Block-Variante 

•—* Speicherplatz 2 — 3 (abhängig von fill-in) 

Dieser Code wird angesprochen, falls BVPSOL seine eigenen 

Anwendungsgrenzen in einem Beispiel erkannt hat (j0 — 0 in (3.8)). 
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4 Varianten für allgemeinere Randwertpro­
bleme 

Die Mehrzielmethode gestattet einfache Anpassung an relativ allgemeine 
Randwertprobleme. 

4.1 Mehrpunkt Randwertprobleme 

Am Beispiel 3-Punkt-Randwertproblem vorgeführt: 

r(y(a) , y(r, , y(b)) = 0 T e]a,b[ (4.1.a) 

Zugehörige Sensitivitätsmatrix (vgl. Aufgabe 38): 

Eit) = j4rT ,O, t) -f- R-r W (T, t) -f" D W(o, tj 
_r (4.1.b) 

R-T = o / x" 

Sei T fest: man wählt r als Knoten der Mehrzielmethode. Dadurch wird nur 
die letzte Blockzelle der Jacobi-Matrix verändert zu 

[J4 ,0 , , . . . 0,RTI 0 , . . , ,0, B] (4.1.c) 

Übertragung auf mehr als eine innere Punkt-Bedingung trivial. Auflösung 
des linearen Systems für Newton-Korrektur entsprechend Kapitel 3. 

4.2 Parameterabhängige Randwertprobleme 

(ll/NGLAND 1976 [43]) 

In technischen Anwendungen tritt häufig folgender Problemtyp auf (z. B. 
nichtlineare Eigenwertprobleme oder Randwertprobleme mit "freiem" Ende): 

V = fiy'i)) P€lR9 , y €lRn (4.2.a) 

r(y(a),... ,y{o);p) = 0 r£ IK 9 (4.2.b) 

Die q "überzähligen" Randbedingungen dienen dazu, die q unbekannten Pa-
rameter p := (p1,... ,pq) zu bestimmen. Entsprechende Erweiterung der 
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Jacobi-Matrix (gegenüber 4.1.c): 

Gx - I 

J = 

Bezeichnung: 

Pi 

Gm-: —I Pm-i 

-"rn—1 **Tn -* n 

(mn + g , mn + 5) (4.2.c) 

Gj := w(£7+1,^)1 ( n J n ) i = 1,••.• ,Ti - 1 

(n + g,n) j' = l , . . . , m it,- := 
vy{tj) 

P, := ^(tj+i,tj)\ (ft??) i = l l , . . . m —l 

P  
C/T) 

{n + q,q) 

Berechnung der Gj,Rj wie gehabt. Berechnung der (n, g)-Matrizen PJ: 

(I) Semi-analytische Differentiation: 
P(t,)j) ist Lösung der verallgemeinerten Variationsgleichung zu speziellem 
Anfangswert: 

dr(t,)j) ^ (,,(+\~ „V „ \ P(i J U f (ti(i\v «V n\ 
1. — fy\y\l\xj)P)iP)r(.lilj) ~r /pVi'PlFi)i?J) "J 

P(tj,tj) = 0 

(II) Interne Differentiation (BOCK [6]) : fp — • -— . 

4.3 Parameterideniifizierung bei 
Differentialgleichungen 

( B O C K 1981, 1985 [6,7]) 

Inverses Problem: Zu vorgegebenen Meßpunkten 

(r,-, Z{) i = 1,..., fh, fh > n + q 

bestimme man eine Trajektorie y(t\p) derart, daß y Lösung von 

y = f{y'ip) , P £1° 
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und daß gilt: 

r-J2\\zi-y{Ti\p)\\l = m : f mm m ' , 
1=1 

• (4.4.b) 

Anpassung der Mehrzielmethode: 

man wählt Knoten {f l5 . . . , tm} C { r j , , . . , T ^ } mit im allgemeinen m <C rh. 

Beispiel: 

Unbekannte: xi,X2,X3,X44p 

tj — 

Bild D.5 Mehrzielmethode bei inversem Problem 

Mit der Bezeichnung: 

z\ — y(ri\xi,p) 

r(x1? ...,xm-p) := 
zfh-l yyTm—1 ^m-l,?) 

Zrh — ^ m 

erhält man ein Ausgleichsrandwertproblem: 
Verheftungsbedingungen: j'< = 1 , . . . ,m — 1 

rj{Xj,Xj+i;p) := y^ij+i|Xj,pJ £j+i = 0 

Randbedingungen: 

(4.5) 

| | r (x i , . . , a xm;p)||2 = min 

(4.6.a) 

(4.6.b) 

183 



Sei wieder definiert: 

Fx(x\,X2;p) 

F(x):= 
Fm-x{xm_i, xm; p) 

, x = 
•Em 

r(x\,...p)m]p) 
K P ) 

n-m+9 elFT 

Jacobi-Matrix hat die Gestalt (4.2.c), wobei nun die Blöcke R\,..., Rm, P„ 
jeweils fh y$> m Zeilen haben. 

Zur Lösung konstruiert man die spezielle Gauss-Newton-Iteration 

Ax := —J(- ) F(x ) (4.7) 

wobei J verallgemeinerte Inverse (vgl. DEUFLHARD 1972 [25]), für die 
gut: 

J~ JJ~ = J~ (äußere Inverse) 

<—> lokale Konvergenz, falls K(X*) < 11 

Zugehörige Block-Gauss-Elimination: 

Der Condensing-Algorithmus kann auf elementare Weise verallgemeinert wer­
den. Sei allgemein zu lösen: 

G2Ax2— Aa^-f P2AP— —F2 

Gm-.\Axm_1 - Axm + Pm-iAp=-jPm_1 

||i?iA!:i -f R2A22 + RmAxn + PmAp + r* j [2 = min . 

Rekursiv berechnet man: 

Pm := 

3 = 

h, := 

-* i := 
P := 

1 , . . . , m — 1 : 

Pj+i + Pj+iPj 

Rj + Rj+iGj 

P1,E := .Ri 

(4.8.a) 

(4.8.b) 

(4.9.a) 

u wie (3.3.a) 

H^Ax i -}- PAp -l-it||2 = min . 
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Dies ist äquivalent zu' 

/ Ar , \ ^ 

Moore-Penrose-Pseudoinverse 

( rXl \ =-[£,P]+u (4.9/b) 

Explizite Rekursion: 

Axj+x = GJAJJ + PjAp + Fj j'• = 1 , . . . , m - 1 . (4.9.c) 

Bemerkung: Refinement-Sweeps möglich. 

P r o g r a m m : PARFIT ( B O C K ) 
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4.4 Periodische Lösungen autonomer Differentialglei­
chungen 

(DEUFLHARD 1984 [31]) 

Idee: Im autonomen Fall hat man zusätzlich zu den üblichen Variablen 
(a??i,.. ,xm) noch die Variable T. Die Vielfachheit der Lösungen bezüglich 
Zeittranslation interessiert nicht: es reicht eine beliebige Lösung. 

y(t\x,T) , z := (x,T) GlRn+1 

y' = f(y, > y(o) = x 
r(x, y(T\x, T)) := y(T\x, T) - x = 0 . 

Einfachschießen: 

Trajektorie 

Anfangswertproblem 

Randbedingung 

Funktionalmatrix: 

r, = [ r i^r] = [£(0) , f(y(T))] . (4.10) 

Falls Randbedingung erfüllt: 

r2|2. = [-£"(0) , /(y*(0))] 

Es gilt (vgl. Kap. A.4, Aufgabe 5: E(0) = W(T, 0) - I): 

E(0)f(y(Q)) = 0 . (4.H) 

Falls E(Q) nur einen einfachen Eigenwert 0 hat und /(y(0)) ^ 0, dann gilt: 

rg[£(0) , f(y(0)}] = n . (4.12) 

Anstelle der Newton-Iteration benutzt man eine Gauss-Newton-Iteration: 

Azk := — (rz\zk)+r(z) (4.13.a) 

zk+i ._ zk + Azk . 

Die Beziehung (4.13.a) ist äquivalent zu: 

( Axk \ 
/\rpJ ( ArJfJ / E V U J ) / V X JJ r\X iVK1 \X I 1 )) 

(4.13.b) 

(4.1,3 .a) 

Dieses Iterationsverfahren konvergiert lokal quadratisch wie das gewöhnliche 
Newton-Verfahren. 
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Mehrzielmethode: Zeittransformation: 

r : = — [ [0,l] 

Knoten: 0 = TX < r2 < . . . < rm = 1 , Ar,- = Tj+i — Tj . 

Stetigkeitsbedingungen: 

Fj(xj,Xj+\;T) := 7/(TJ+I \XJ,7 ' ) - X J + I = 0 (4.14.a). 

Randbedingungen: 
r(xi,xm) := xm — xi = 0 (4.14.b) 

Man fixiert während der gesamten Iteration 

xm := xi 

Damit formal r = 0 gesichert. 

Bezeichnung: 

Gj wie bisher 

_ dF^ _ dy(Tj+1\xj,T) 

dT dT 
Es gilt wegen Autonomie der Differentialgleichung: 

y(Ti+i|xj>^) = xj + / /(y(*))^ f (4-15.a) 
Jt=o 

Daraus folgt: 

yj = Ar, • f(y(Tj+\))j,T)) (4.15.b) 

Man hat also analog zu (4.13) das folgende unterbestimmte Gleichungssystem 
zu lösen: 

a) GiAx\— Ax2 +<7i -AT = -Fi 

Gm_iAa;m_i — Axm -{-gm_!A.r = - i^n_i 

b) — Ax\ + Axm = 0 

(4.16) 

Bemerkung, b) nur für "iterative refinement sweeps". 

Programm: PERIOD (ÜEUFLHARD 1984 [31]) 
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5 Probleme der optimalen Steuerung 

(optimal control problems, BOLZA [8], BRYSON/Ho [9], 

BULIRSCH [10,11]) 

Anwendungen: 

Optimale Steuerung zeitabhängiger Prozesse (unter anderem Wirtschaftsmod­
elle, Raumfahrt, Sonnenhäuser, Optimierung chemischer Indudstrieprozesse) 
läßt sich darstellen als spezielles Randwertproblem für Differentialgleichun­
gen. 

5.1 Grundaufgabe der Variationsrechnung 

( J O H A N N BERNOULLI 1696 [5]) 

Zu minimieren sei ein Funktional 

TT 1 / X / , ' \ t-i /c 1 \ 

l[<p\ : = / j{t,<p,<p )dt (5.1 J 
Ja 

über einer vorgegebenen Klasse von Vergleichsfunktionen, etwa 

*> 6 K := {y G C {a,b) \ y{a) = ya,y(b) = yb} . (5.2) 

Im klassischen Variationsproblem gilt: 

K fffen 

Idee von LAGRANGE (1755): Sei ip0 die Lösung des Variationsproblems: 

IVPo\ 5: 1LVJ , <p e f • (5.3) 

Man betrachte die folgende 1-parametrige Einbettung: 

wobei gilt: 
Ve : |e| < E =* <p G üf (offen!) 

Bezeichnung: J{&) '.= I[fo •¥ sSip\ Dann ist notwendige Bedingung für ((.3), 
daß J(0) inneres Minimum bezüglich e ist. Es muß also gelten: 

a) « '̂(0) = 0 " 1 . Variation" 

b) J (0) > 0 2. Variation 

I 
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Satz 1 Falls eine Lösung ipo oes Variationsproblems (5.3) )xistiert, ssouß 
gelten: 

t-Po o € Ca, b] (5.5.a) 

Euler-Lagrang e-Gleichungen: 

fv — —ftpi = 0 (i. Variation) 

Legendre-Clebsch-Bedingung: 

0 < /yvl^'VoCvjVovv) V^€ [Ö,6] (£. Variation) 

Beweisskizze: Nur Herleitung von (5.5.b) skizziert hier: 

J'(e) 

+~Ö—(^>Vo + £o~<p' , </?o + +6(p')6<p' dt 
Oip' 

f > 

Partielle Integration des 2. Terms: 

Sa /*»(*, ¥>o,¥>b)V<ft 

= J<p'V'ilPOi<Po)°'P\a~ J ~nfv>'V'i<Po,(Po) ' 0(fdt 

Da <£>, y?o € Ä \ muß gelten: 

<fy>(a) = ß<p(fy = 0 

Daraus folgt: 

0 = J ( 0 ) - / [/(^(i^o,^) — -7:fv'(ti(Po,(Po)]ö(p(a)dt 

(5.5.b) 

(5.5.c) 

(5.6) 

Das Integral muß verschwinden für alle Sip derart, daß cp £ K. Mit dem 
sogenannten Fundamental-Lemma der Variationsrechnung zeigt man dann, 
daß [...] = 0 . Die Bedingung (5.5.a) wird ebenfalls damit gezeigt: sie ist 
wichtig, um cp" in Euler-Lagrange-Gleichungen definieren zu können: man 
erhält nämlich 

"jfJ'1 = Jv't ~r Jv'v'Po "1" W • ^o 

Auflösung nach cp ist also nur möglich, falls /^vC^JVOJVo) ^ 0 für alle 
t G [a,6j. Vorzeichen für Minimum (5.5.c). • 
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Erweiterung: 

(I) Falls mehrere Funktionen, etwa ipi,... ,<fk, irn Funktional vorkommen, 
so gilt die Euler-Lagrange-Gleichung für jede einzelne von ihnen: 

/ w - ^ = °; i = h-.-,k (5.5'.b) 

Entsprechend ist (5.5.b) zu ersetzen durch: 

fip'v' positiv-definite Matrix (5(5'.c) 

(II) Falls eine Randbedingung, etwa <p(b), nicht vorgeschrieben, so gilt in 
Beweis: 

8<p(b) behebig ((.7.a) 

Trotzdem muß (5.6) gelten, das heißt 

/v'(^» VO) fo)\t=b0 0 (5.7.b) 

natürliche Randbedingung (auch: Transversalitätsbedingung) 

Unabhängig von K erhält man also immer ein Randwertproblem. 

Allgemeineres Variationsproblem 

Anstelle von (5.1) hat man zu minimieren 

I[tp] := g(a,T,b,(p(a),ip(T~),(p(T+)),p(b))+ 

J\t,<p,ip )dt 

wobei gilt: 

a < T < b , a,T,b frei , <£>(T~) ^ <p(T ) möglich 

g enthält zusätzliche Bedingungen. 

Beispiel: Stufentrennung einer Trägerrakete 

Man geht ähnlich vor wie bisher und definiert 

J(s) = I[<p opt + zöf] ] o, := a opt -+- eSa , r : = . . . , b.b. 

Definition: 
H(t,ip,Kp) :=/j-\-ip ftpi (5-9) 
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Eine etwas umfangreichere Rechnung liefert (BULIRSCH 1971 [11]): 

J '(0) = 

+ 

+ 

+ 

+ 

öa 
Sa + 

ob 
Sb+ 

or 
dg 

dip(a) 

09 

ftp1 

L dt v 

6T+ 

8tp(a) -f-
ÖS , r -

— + v dip(b] 
Sip(b)-\- (5.10) 

"9 _ 

6tp(t)dt = 0 

a 6<P(r+)-\-

Ähnlich wie im einfacheren Spezialfall erhält man daraus natürliche Randbe­
dingungen, falls keine anderen Randbedingungen vorgeschrieben, etwa 

d (
9_. + f<p>\T~7ip(T~), f'(T~)) - 0 . (5.11) 

Falls mehrere Variable <fi,..., cpk vorllegen: 

#:=-/ + £ <̂ 4 (5.9') 
«=1 

Alle übrigen Terme werden komponentenweise definiert, etwa fvi., 
dg 

d(fii(a) 
, . . . . 

Beispiele: 
(1) a = 0, r kommt nicht vor, b = T freie Endzeit. Dann muß gelten: 

^(^>V3(-M > V (^/) = 0 

(2) Zweistufenrakete: 

a = 0 , r freier Trennungspunkt, T frei, <pp Masss eer Rakete. 

Zu minimieren: Treibstoffverbrauch f(0) — <p(T)-

Neb enb edingungen: 

h := vK7" ) ~~ f{T~) ~~ K\(}p{j~) ~ 2(a)) ~~ K2 = 0 

Stufenabtrennung 

<ß'(t) = -ß (ß> 0 : Schub) 

Man koppelt die Nebenbedingungen an mittels Lagrange-Multiplikatoren /, A, 
so daß man folgendes Variationsproblem erhält: Minimiere 

*vp\:= <(0) ~ --A-*) + • • l•(h(a),ip[T~),ip[< ))-f 

+ / iHtfif' + ß) + -^(v)]^ 
0 
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Im Vergleich mit (5.8) erhält man: 

g{}p\T~))ip{T ),<p(T)) := y?(00 — <p{T) + lh 

Unter anderem sind folgende Variationen frei: 6r , 6<P(T~), 6(p(r+), Scp(T) 

Nebenrechnung: fvi = X(t) , fy = 0 

H = -/ + ip'fvi = -ßX(t) - F((p) 

i . » 
d(p(r~) ' <9<£>(T ) 

og , og 

o<p[i"t~) o<p\i) 

Man erhält folgende Bedingung aus (5.10): 

—H(T~) -f- H{T+) = 0 8T ^^ 0 

- / ( l + ifi) + A(r-) = 0 8ip(r~) ^ 0 

/-A(r+) = 0 6y>(r+) ^ 0 

- 1 + A(T) = 0 ^(T) T̂  0 

(5.13) 

Elimination des Lagrange-Parameters /: 

A(T) - 1 = 0 

A(T~- — (1 -f- Ä I ) A ( T + = 0 

Man erhält also ein 3-Punkt-Randwertproblem, wobei r zu bestimmen ist. 

5.2 Steuerungsprobleme 

Sei u Steuervariable, u0(t) die gesuchte optimale Steuerung, wobei im allge­
meinen 

u £ C° stückweise , u : [a, b] ]>IR R 

Typisches Problem der optimalen Steuerung: 

Zu minimieren ist das Funktional über K 

I[u]:= $ (< ,T/(6) ) (5.14.a) 

(Mayer'sches Problem) 
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unter den Nebenbedingungen ( "dynamisches System"): 

y' = / (£ ,y ,u) y 6 Cx Zustandsvariable 

y: la, oj —> IK 

mit den Anfangsbedingungen 
y(a) = ya 

und den Endbedingungnn (hier separiert): 

r(o,y(ojj = 0 r :IR —HK ,p<n 

Bemerkung: Häufig treten noch sogenannte Zustandsbeschränkungi 

^0.14.DJ 

(5.14-c) 

(5.14.d) 

en auf in 
der Form 

Si(t,y(t)) < 0 Vi 6 [a,b] . 

Sie komplizieren die mathematische Behandlung außerordentlich; deswegen 
wurden sie hier weggelassen. 

Im allgemeinen wird u partitioniert in der Form 

u = [ , u t lK , u €üv , m + q = fc 
\ U2 I 

derart, aai> u nichtlmear, u linear auftritt: 

1\ 2 f(t, ?/) ti) = : g{t,yu ) ) + h(^, y, M 2 

Für u müssen Steuerbeschrankungen gelten, etwa: 

<*; < t<i < /?t' i — m + 1 , . . . , fc 

(5.15) 

(5.14.e) 

Zur Behandlung dieses Problems koppelt man die Differentialgleichung und 
die Randbedingungen an das Funktional: 

I[ii, t/,t/, AJ := <P(r, y{o)) -\- v r 

+ Ia u2?=i ̂ i[y'i ~ fiyt) Viu)]]dt 

Zugehörige Hamiltonfunktion: 

n 

H(tyy,X,u) := 2J A,/,(f, y,u) 

X(t) = (X(<)i,..., X(t)n) adjungierte Variable 

v = (i/x,..., up) Lagrange-Multiplikatoren 

(v'i = o) 

(5.16) 

(5.17) 
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Minimumprinzip von PONTRJAGIN (1959) [93] 

Sei v beliebige Steuerung unter den Nebenbedingungen (5.14.e), so muß gel­
ten: 

H(t,y,«o,A) = rmnH(tyy, u, A) (5.18) 

Aus der 1. Variation erhält man die sogenannten kanonischnn Gleichungen. 

Vi = H\{ = fi(tyy,u) i': = l , . . . , n (5.19.a) 

X'{ = -HVi = -J2 Aj-^-{t , y, u) i = l , . . . , n (5.19.b) 

Die Maximierung bezüglich u zerfällt in zwei Teile: 

(I) Bestimmung von u1: 

Hux =0 " 1 . Variation" 

Huiii positiv (semi-) definit "2. Variation" 
(5.19-c) 

In der Regel erhält man hieraus einen analytischen Ausdruck. 

u =• u (i,y,A) (5.19'.c) 

Einsetzen in (5.19.a,b). 

(II) Bestimmung von u : 
Die Partitionierung (5.15) führt auch zu einer Aufspaltung der Hamil-
tonfunktion: 

H(t,y,\,u (t,y)X),u ) = : H0(tyy,\) + 2_> <$»(£, 2/, ^)um+i (5.20) 

bang-bang-Steuerung 

Sei nun 
Si(ty y, A) ^ 0 , i = l,...,q (5.21.a) 

Dann folgt aus dem Minimumprinzip mit Steuerbeschränkung: 

/ am+i für Si > 0 

( / 9 für 9- < 0 

Die Funktionen Si heißen Schaltfunktionen. In Schaltpunkten T1 muß gelten: 

5,(7"', y(r ' ) , A(T*)) = 0 (5.21) 
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m+\ 

Bild D.6 bang-bang-Stetterung 

Bemerkung: 

Falls Si(t,y,\) = 0 —*• singulare Steuerungen 

2r-malige Differentiation liefert expliziten Ausdruck für um+t-

(singulare Steuerung der Ordnung r) 

Herleitung der Randbedingung für A,(6) analog zu Kapitel 5.1 liefert schließlich 
noch: 

K[b) = +($y,(6) + v ry,(&)) (5.22) 
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Formulierung von Steuerungsproblemen als Mehrpunkt-Randwert­
probleme (Multiplexing) 

Steuerungsprobleme ohne Zustandsbeschränkungen und ohne u2-Anteil liefern 
Randwertprobleme vom Standardtyp (eventuell mit Parametern). 

Zusammenfassung von Kapitel 5.2: 

Differentialgleichungen: 2n 

a) y'i = /i(y»u) i = i , , . . , n 

b) K = -£™=i^j§^j-(*>y>u) i = i , . . . , n 
(5.23) 

Randbedingung: 2n -f p 

a) 

b) 

c) 

y.(a) = Vi,a * = 1,,.., n 

Tj{t,y(b)) = 0 i = l , . . . , P 

Ai(e) = ^vi(6) + f rVf(fc) p Parameter : i / i , . . . , vv 

(5-24) 

Steuerung: u = (u1,*/2) 

a) u1 = u1(y,A) vergleiche (5.19'.c) 

b ) u2 : bang-bang 
(5.25) 

Schaltbedingungen: 

S{Tj,y(Tj), A(TJ)) = 0 j ' = l , . . . , m 1 

m. =? 
(5.26) 

<—> Die Lösung des Problems (5.23) - (5.26) )etzt Vorabkenntnis der Struktur 
der optimalen Steuerung voraus, speziell 

Anzahl der Schaltpunkte m3 

Vorzeichenstruktur der Schaltfunktionen 

! 

i 
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Multiplexing-Technik Man führt die Schaltpunkte als zusätzliche Pa­
rameter ein: 

T\ < <2 < . . . <Tm3 

und transformiert jedes Teilintervall auf konstante Intervall-Länge (ähnlich 
wie bei "freiem" Randwertproblem). Schematische Erläuterung: 

[a, T\] —• [0,1] : * 
t 1 1 

[ r , r , ] - . 11,2] :t := ^ — ^ + 1 
r2 T i (5.27) 

[rm, 6] —> [m, m + 1] : t := f+ m 

Differentiation: ?/(i) —• y(f), \(t) —» A(t), — • —= = . . . 

Dies hefert Vorfaktoren in rechter Seite der Differentialgleichung (5.23), welche 
damit zusäzhch von einem Parameter (Randintervalle) beziehungsweise von 
zwei Parametern (Zwischenintervalle) abhängen. Die Bestimmung der m3 

zusätzlichen Parameter TI, ... , r m , erfolgt durch die inneren Punktbedingun­
gen. 

S{3iy{j)i ^\J)) = 0 i = l , . . . j r ? l * (5.28) 

Damit ist die formale Rückführung auf parameterabhängiges Mehrpunkt-
Randwertproblem vollständig - vergleiche (4.2). Wegen der speziellen Struk­
tur von (5.28) sind Vereinfachungen der Speicherung möglich. 

Newton-Iteration benötigt Startwerte für die Tj, etwa aus Anfangstrajektorie 

mit Integrator, der mit Nullstellenlöser kombiniert ist: 

z. B.: LSODAR (root finder) (HiNDMARSH [63]) 

bisher keine gute Extrapolationsvariante (eventuell S H A M P I N E / B A C A / B A U E R 

[102]). 

Sollte sich die Schaltstruktur im Lauf der Iteration verändern: Neustart mit 
verändertem Multiplexing. 

B e m e r k u n g : Bei Zustandsbeschränkungen treten differenttelllalgebraische 
Gleichungen auf (wegen Lagrange-Ankopplung der Beschränkungen), i.a. 
vom Index 1 - vgl. Kap. B.4. 
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6 Asymptotische Randwertprobleme 

(DE I I O O G / W E I S S [23,24], LiENTINI [79], JLENTINI/xVELLER [oüj) 

P r o b l e m : 

a) y' = / ( t , y) , y GlRn 

b) ^*(j/(0)) = 0 , Randbedingung links (6.1) 

c) lim y(t) existiert; asymptotische Randbedingung 

Beispiele: 

• Symmetrieansätze für äußere Randwertprobleme elliptischer Differen­
tialgleichungen, etwa aus Elastizitätstheorie: 

Au = y(r) in fi = {x|||x|| > r 0} 

u{ro) = uo 

lim u(r) = 0 

• Selbstähnlichkeitsansätze bei partiellen Differentialgleichungen 

• Grenzschichtprobleme (vgl. Kap. D.7) 

• Eigenwertaufgaben der Quantenphysik 

6.1 Theoretische Vorbereitungen 

Zuerst skalarer Fall (n = 1) und linear in y: 

Voraussetzungen: 

a) y' — ta\y = tag(t) , <e [0,oo[ 

b) lim y(t) existiert 

a) a > —1 (Singulariiät 2. Arr) 

b) 3£A f 0 . 

(6.2) 

(6.3) 

Außerdem sei g stetig und limt_+0O^(*) existiere. Variation der Konstanten 
liefert als allgemeine Lösung von (6.2.a): 

a) y(t) = W(ti0)y(0) -j- / W(,,s)sag(s)ds , 
Jo 

wobei (6.4) 

b) W(t, s) = exp p -^Tj(t«+1 - sa+1) j 
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Lösung der homogenen Differentialgleichung ist. Elementare Abschätzungen 
zeigen, daß durch 

a) y(t) = (Nxg)(i) 

•{'/• 
I W(t, s)sag(s)ds für 3£A > 0 

W{t, s)sag(s)ds für 3£A < 0 

eine spezielle Lösung von (6.2.a,b) gegeben ist, für die 

b) lim y(t) = —<jf(oo)/A gilt. 

Für den Operator Hx gilt nun 

L e m m a 6.1 (DE H O O G / W E I S S [24]) 

H : C[0, oo] —> C[[, ooo ]st ttetig uud linear, wobee 

\\H || < C für A G G K C kompakt. 

Beweis: [24] aufwendig, aber elementar. 

Sei nun umgekehrt y Lösung von (6.2.a,b). 

5RA > 0 : (6.3) umgeschrieben lautet 
/ C O 

W(t, s)sQg(s)o 

+W(*,0) y{0) + y W(0,s)s g(s)ds 

=: (^ g)(t) + W(*,0)[...] 

Da lim(_>00(H
xg)(t) existiert und wegen 9£A > 0 

lim W(<,0) = oo , 

muß aus (6.7) folgen: [...] = 0 , das heißt 

i)ds 

(6.5 . 

(6(6. 

\p.7) 

(6.8) 

y = H g 

II. 9?A < 0 : (6.3) ergibt hier 

y(t) = W(t,Q)y(0) + (H g)(t) , 

da wegen 3ft\ < 0 

lim Wit, 0) = 0 , kann y(0) behebig gewählt werden. 

Zusammengefaßt ist damit bewiesen: 

Sa tz 1 ( D E H O O G / V V E I S S ) [24] 

Unter den Voraussetzungen ( 6.2) sind die Lösungen von (6 .1) genau: 

a) y{i) = (Hxg)(t) für 9£A > 0 . 

b) y(t) = W(t,0)£ + (Hxg)(t) für 3JA < 0 . 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

V * j 

199 

• 



Bemerkung: Der Fall A = 0 führt auf die allgemeine Lösung 

y(t) = y{v) + / s g[s)as ^o.13) 

lim y{i) existiert 
Hier muß für 

beispielsweise 
g[t) = O (r a ' I , t —• oo, e > 0 (.6.*'*) 

vorausgesetzt werden. 

Dieser Fall, der außerdem nicht "generisch" , das heißt invariant gegen be­
liebige Störungen ist, führt auf zusätzliche Voraussetzungen technischer Natur. 

*—• im folgenden fortgelassen. 

Zum n-dimensionalen Fall: Modellproblem: 

\ / .ta h/T j.a fu\ J. s- fn r 
a.) y — taMy = t g{t) , t € [U,oo[ 
b) Ry(Q) = p (6.2') 

c) lim y(t) existiert 
t—»oo 

Hierbei sei M eine reelle (n x n)-Matrix und R eine reelle (m x n)-Matrix. 
Voraussetzungen: 

a) a > - 1 / ,\ 

b) M hat keine Eigenwerte A mit ÜIA = 0 . 

Bezeichnung: 
C n IP+ /T\ TP— 

= iV © Ü , 
wobei hi^\hi ) der p-).(p_j-aimensionale invariante Teilraum bezüglich M ist, 
wo M nur Eigenwerte A mit üRA > 0 (3£A < 0) hat. jRf. und P_ seien die 
zugehörigen Projektoren. Die allgemeine Lösung von (6.2'.a) lautet: 

a) UV") = KK(C,U)J/(ÜJ + y(ij , 

wobei y(-) spezielle Lösung von (6.2'.a) und (6.15) 

b) v r ( t , ) j = e x p { M ( * T — 1^ ) / ( l + a )} 

Mit Jordan-Zerlegung o.a. sieht man, daß gilt 

Jim W(i,0)y(0) existiert •<==>+y(0) = = (6.16) 
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Nun ist y(t) mit lim y{t) existiert gesucht: Dies soll jetzt mittels des Dun-
fora sehen FunKtxonalKalKUis aus der skalaren Theone hergeleitet werden: Sei 
T (r +, l _) Weg m v.yL , a. ), der alle (cue mit *c > 0, Ji < 0) üiigenwerte von 
iw entnalt. Dann gut tur / : VL —> <l: 

(6.17) /( / r j — • / „ (A (A " 

Z7TZ Jr 
(Vergleiche Cauchy'sche Integralformel, "Residuensatz" für Operatoren.) 

Nun gilt: 

P± = _ L / (XI- M)~xdX 

Ansatz für y: 

(6-18) 

£Jtl L J i. 

mit (6.19) 

nd (6.2 . 

I (i\ 4-OC \ ~ ±a IJ\\I \ T H/f\ — 1 J\ 

b) lim^oo y\()) existiert für A G T. 

Funktionalkalkül und (6.2'.a): 

0 = -
2TÜ 

Dies erfüllt man mit 
y\\t) — t Ay\\t) = t g{t) , 

das heißt wegen (6.19.b) und (6.12): 

y\\})i = -H 9i[t) i = l , . . . , n 

kurz: 

y\\t) = H g(t) . 

Eingesetzt in (6.19.a) mit (6.5) ergibt: 

(6.20) 

(6.21) 

y = — / H"g(t)(\I-M)~'d) 
2iri 

« = h r , A 

1<2A 

= - /t°° 5-7 l_ exp( 

+ Ä 
+ (x ~T~ l 

jOr1) \ _ / „Qr+lW \ T J l / f \ ~ l 

r t jexp( s ){A1 - M) 
Ot ~r 1 

-

Funktionalkalkül: 

— . / e x p( +1)1)exp( sa+1)(\Z — M)"1 

2SK% Jv et -4- 1 & A- 1 a -+- l a l 

(0 = / Jo 
y{t) D TT//4 «"\ «<> ds-^ *J„ J E) TT//-* -^ „Of „ / Ä \ J„ 

/ ^ . ^ ( i , 5J5 g(s)as . 

5ag(5)ds 

(6.19') 

(6.22) 

Aus (6.19') folgt mit Lemma 6.1 und Einführung des Operators 

Hg\t) := y(t)-
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Lemma 6.2 

H : C[0, oo] —> C[0, oo] ist linear und stetig, wobei 

\\H\\ 5; Cx 

Zusammenfassend haben wir: 

y(t) genau dann Lösung von (6.2') a) und b) wenn 

y(t) = W(,, 0)£ + (Hg)(t) mit £ G E~ . 

Somit bleiben p_ Freiheitsgrade um (6.2'.c) zu erfüllen <—• 

m = p_ . 

(6.5') 

(*) 

(6.23) 

Bezeichnungen: 

V± : Cp± — • E Isomorphismen. 

Setzt man (*) in (6.2'c) ein: 

RV_£ = p - RHg0)) , wegen W(0,)) = I (6.24) 

legt £ eindeutig fest, wenn RV- invertierbar. Somit erhalten wir den 

Satz 2 (DE H O O G / W E I S S [23]) 

(6.2') hat unter den gemachten Voraussetzungen genau dann eine eindeutige 
reelle Losung für alle g G C[0, oo] und p GlRp~, wenn für ein T G [0, oo[ (und 
damit alle) 

RW(0,T)V- invertierbar. (6.25) 

Beweis : Es muß nur noch "reell" begründet werden. Dies folgt aus (6.18) 
und dem Residuensatz. W(0,T) propagiert den Startwert gegen den die 
bisherige Theorie invariant ist. • 

Bemerkung: RW(0, T)VL ist hier die Sensitivitätsmatrix E - vgl. Satz 
1.1. 

6.2 Approximation auf endlichem Intervall 
Idee: Ersetzung der asymptotischen Bedingung (6.2'c) 

lim y(t) existiert 
t—•oo 

durch eine Bedingung im Endlichen 

Rxy(T) = px für ein gewisses T (6.2'.c') 

und RT eine (p,|.,n)-Matrix (vgl. (6.23)). 
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Forderungen: Die Lösung von (6.2') a, b , c' sei XT-

1. XT —> y für T —•* oo 

in irgendeinem Sinn. 

2. Problem (6.2') a, b, c' soll "gute" Eigenschaften haben. 

Forderung 2 läßt sich im Sinne von Kapitel 6.1 sofort präzisieren. Die Sensi-
tivitätsmatrix Ex ZU (6.2) a, b, c' soll nichtsingulär sein. Nun gilt: 

rp 
t/T — 

= S 

R Jjr/n m. 0 
W[u, 1) + 

0 Rx 

RW(0,T) 

Rx 

RW0O, r)y_ RW(O, T)V+ 
RxV- RxV+ 

(6.26) 

S~ 

bei entsprechender Partitionierung und Basiswahl. 

Da nach (6.25) RW00, T)V_ invertierbar, ist Ex nicht-singulär, falls 

a) RTV- = 0 

b) RxV+ invertierbar. 

Dies führt sofort zur Wahl 
HT = vV r+ 

Für Forderung 1: Stabilität benötigt: 

Satz 3 (DE H O O G / W E I S S [23]) 

Bei der Wahl (6.28) gilt für hinreichend große T: 

\\XT\\[O,T] <• -ftr(||<7||[o,T] + \\p\\ + \\PT\\) 

Hierbei sei \\xx\\[O,T] = SUP I F 2 V ) I I • 
i > J 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

Beweis: 

Bezeichnungen: 

Zugehörige Lösung: 

9T\t) = 
g(t) 0 < t <T 

g{T) t >T 

zT()) = {HgT){i) 
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Nach Lemma 6.2 gilt: 

|pr|[[o,T] < lpT||[o,oo] < CI||^T||[O,OO] = Ci|lPllio.ri » 

also 

ll^rlfto.r] <Cri||<7||[o,T] (6.32) 

Die allgemeine Lösung für (6.2') a) im Intervall [0, T] läßt sich ansetzen als 

a) z(t) = X+(t)(+ -f X_(2-£_ + zx(t),0 <t<T 

mit 

b) X+(t) = W{t,T)V+ (6.33) 

c) X_()) = W(t,0)V-

Beachtet man Bild V+ = E+J so folgt mit einem von T unabhängigen C-i 

||X_||[0ln, ||^+||[o,r| < c 2 (6.34) 

und es gilt zusätzlich: 

a) lim X+(0) = 0 
' T?°?rT,\ 'S (.6.00) 

b) A + ( i ) = V+ 

Einsetzen von (6.33) in die Randbedingungen bei t — 0 und t = T liefert mit 
(6.35.b) und (6.28) 

a) ÄV_£_ + ÄX+(0)£+ = p — RZT(0) 

(6.36) 
b) £_(_ = PJ — V. P+ZfiT) 

Wegen Satz 6.2 ist RV- invertierbar, so daß eine eindeutige Lösung (£_,£+) 
von (6.36) existiert, und damit die eindeutige Lösung Xx des endlichen 
Randwertproblems. 

Für die Norm gilt nach (6.32), (6.34), (6.35.a) und (6.36) für große T: 

||^r||[o,T] = supt€[o,T] ||-X+(0(+ + X-(t-£- - zT(t)\\ 

< C2( | />T\ + C 3 { | Z T ( 0 ) | + |^x(T)|} + C4I/9I) + Ci||<7||[O,T] 

das heißt (6.29). • 

Damit Konvergenzsatz als Präzisierung von Forderung 1: 

Satz 4 ( D E H O O G / W E I S S ) [23] 
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Bezeichnung wie bisher. Wählt man als Randbedingung im Endlichen 

V- 1P+T)T) = —V+
1P+M lg(oc) 

(Projekiionsbedingung), 

so gilt: 

t& o' " \ 

lim \\XT - y\\[o,T] — 0 . ((.37) 

Beweis . 

u = xx — y ist Lösung des endlichen Randwertproblems 

a) u' - taMu = 0 

b) -Ru(O) = 0 (6.38) 

c) V+ P+u(T) — V̂ T P+ (—M~ g(oo) — y{T)) 

das heißt von (6.2') a, b, c' mit 

a) g = 0 

b) p = 0 (6.38') 

c) pT = V+XP+ (-M~1g(oo) - y(r)) . 

Stabilität (6.29) liefert: 

\\XT ~ y\\[o,T] 5; ^Hr + -f+llllyC^1) - (—M g\o))\ || . 

Nun gilt lim y(T) = —M~ 5(00), so daß die Behauptung folgt. • 
T—»00 

Bemerkung: 

Die Wahl von (6.2'c") ist in mehrfacher Hinsicht "optimal" : 

(1) Bei homogenen Problemen exponentielle Konvergenz 

(2) Besitzt M verschiedene Eigenwerte und ist a € H\o, dann liegt "best­
mögliche" Konvergenz vor (—> DE H O O G / W E I S S [23]) 

(3) K aus Satz 6.3 wird minimal, das heißt kleinstmögliche Kondition des 
Randwertproblems (6.2' a,b). 
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Allgemeiner nichtlinearer Fall 

Problem: / hinreichend gutartig: 

a) y' = taf{t, y) 0 < t < oo 

b) r(j/(0)) = 0 (6.2") 

c) lim<_tooy(i) existiert. 

Es muß eine Wurzel y(oo) von /(oo,y(oo)) = 0 geben. Stabilität muß jetzt 
gelten bezüglich Störungen Sy «-* also Übergang zuz Variarionsgleichung. DiD 
Rolle von M übernimmt 

M := fy(oo,y(oo)). 

Endliche Randbedingung hier 

V-xP+M~1f(T,x{T)) = 0. (6.39) 

Bemerkung: Für f(,, y) = g(t) + My ist dies 

V-1 P+M~l (g(T) + Mx{T)) = 0 , das heißt 

V?P+x(T) = —V+ P+M~ )(T) , 

wegen g(T) — • g(oo) auch hier Satz 6.4 richtig. 

6.3 Numerische Umsetzung und Preprocessing 

Hinweise zur numerischen L5sung des approximativen endlichen 
Problems 

Homogenisierung der einen Randbedingung: Erreichbar durch Transforma­
tion y —• y + M~1g(oo) , so daß 

lim y(t) = 0 . 
t-+oo 

Gründe: 

(1) ( B A D E R ) y' = ta(My + g(t)) — • 0 für t —• oo 
<—*• Auslöschung bei Diskretisierung, außer neue Randbedingung ist ho­
mogen 
<—» Auffauhung der rechten Seite 
<—> kleine Ordnungen und Schrittweiten 
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(2) In der Regel Fehler in P+, das heißt P+ 4- F in Projektionsbedingung: 

(P+ + F)x(T) = — (P+ -f F)M~ g{oo) 

wird gelöst: Nach Stabilität 

H^x — y\\r -—* ||PAf_ ^(oo)]! = Q, 

nur wenn homogenisiert. 

Inhärent instablle Anfangswertprobleme in Vorwärtsrichtung: 

<—> Rückwärtsintegration bei Mehrzielmethode 

<—* Bei Homogenisierung ist das Problem dann zusätzlich stabil 

und nicht-steif. 

Wahl von T : 

In der Regel: T aus Zusatzkenntnissen des Anwenders (Ingenieur, Wis­
senschaftler mit Einsicht in das Problem) oder durch Lösung einer Kette 
von Problemen mit Folge {T„}. 

Preprocessing: Berechnung von P+ für reelles M ( B O R N E M A N N 

1988) 

Rückgriff auf (6.18): 

P+ ~ 2ri Ir+
{XI ~ M M) xd\ 

• Ausnutzen der immanent reellen Struktur 

• Verbiege T+ auf imaginäre Achse —> reelle numerische Integration. 

1. Schritt: Nach der Cramer'schen Regel ist (Berechnung zum Beispiel 
mit REDUCE) 

(A7 M M) = 
A(A) 

-Pii(A) ••• -Pin(X) 

Pn\(\) ... -P„„(A) 
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wobei A(A) das charakteristische Polynom von M ist und P,j(A) reelles Poly­
nom in A vom Grad < n. Somit ist das Problem reduziert auf die Berechnung 
von 

1 2m Jr. 

AJ 

/r+ A(A) 

Diese otj müssen reell sein (Residuensatz). 

d\ , j = 0,...,n (6.41) 

2. Schr i t t : Verbiegen des Integrationsweges ergibt mit Residuensatz 

1 f~°° „ , . , . , . 1 r l) a ' = ÖW RAX)dX + «A;,« 
(«A> 

b ) i ? j ( A ) = 3t ,. j ji = 0 , , l , . . . , — l 
(6.42) 

3. Schritt: Umformung der unbeschränkten Integrationsgrenzen in beschränkte: 

_ 1 /" 
Otj ~ / 

ZlT Jo 

rl Rj{~zr) + Rj(^r) j l _ 
ax + —o_7i„_x 

(6.43) 

ec°°[o,i] !! 

wegen Voraussetzungen an die Eigenwerte von M. Einsetzen der ctj ergibt 
mit (6.18) P + , Streichung linear abhängiger Zeilen V^P^.. 

Beispiel zu r B e r e c h n u n g von P + 

a) y' — xrA(x)y 

0 

0 

0 

- 1 

mit b) A(x) = 

Plattengleichung 

1 0 

_rx-( r+1) 1 

0 

0 

Hier ist 

M = lim A(x) = 
3. OO 

R E D U C E liefert 

_ j 
(XI I M ) r 1 -

A« + 1 

—2rx (1+r) 

0 

0 

0 

1 

- 3 r x ~ ' 1 + r ) 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

- 1 0 0 0 

A3 A2 A 

- 1 A3 A2 

- A - 1 A 3 A2 

- A 2 - A - 1 A3 

1 

A 

(6.44) 

(6.45) 

(6.46) 
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Damit 

a) -Ro(A) = ——7 

b) J?i(A) = 0 

c) ./^(A) = — 

d) -Ra(A) = 0 

A2 (6.47) 

A4 + l 

Also 
1 r1 2x2 

2-K Jo (1 - *)4 + x* 

b) OL\ = 0 

c' a2 
A-*- x) _ i £_ r M w/ dx = —a 

2TT Jo (1 1 x- + x 
.r 

(6.48) 

d) « 3 = 5 

Man berechnet: 

Es ergibt sich: 

a.i = — \/2 = 0.353552 
4 

(6.49) 

P+ = 

1 
- Ö2 0 

1 
2 

1 

2 2 - 2 

2 -

-a2 
0 ao 1 

-

(6.50) 

^+ P+ (6.51) 

Wegen Rang (P+) = p+ = 2 können offensichtlich 1. und 3. Zeile gewählt 
werden: 

1/2 a2 0 —Ö2 

0 a 2 1/2 c*2 

das heißt, die zusätzlichen Randbedingungen lauten 

â  —iii(T) 4- Qii/ofr) ~ CXOVA(T) = 0 
<V 2^1*. J i T "2J/2V -t ; « 2 # 4 ^ ^ w 

b) a2y2(T) + i S f a ) ) + ot-2VA(T) = 0 . 
(6.52) 

Mit dem Wert a2 nach (6.49) sind dies die Beziehungen von LENTINI [79]. 

B e m e r k u n g : La. wird man die Integrale nicht analytisch auswerten können. 
Dies entspricht dem Satz von ABEL, daß die Eigenwerte i.a. nicht geschlossen­
analytisch berechenbar sind. Hier empfiehlt sich die numerische Auswertung 
der Ausdrücke (6.43), was schnell und aufgrund der Struktur der Integrale 
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stabil z.B. mit dem Code TRAPEX von DEUFLHARD/BAUER [36] geschieht. 
Dies ist der Bestimmung der Jordan-Form o.a. vorzuziehen. 
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7 Singulare Störungsprobleme 

(Grenzschic pro eme, o y ay p ) 

Anw dunge : Transist ren, e br ( u ~ y/e) 

Beispiel: 

a) ey" + f(t)y' + g{t)y = h(t) 

b) y ( - i ) = Vo., >/(+i) = yb 

Lösung für e —> 0 + : nichtgleichmäßige Konvergenz. 

Charakteristische Gleichung: 

-2 \ 2 r A 

a) / ( 0 < 0 für t e [a, r[ 

f(t) > 0 für t 6E]r, 6] 

Sei zusätzlich: 

b) g(t) <0 i 6 [a,o] 

Dann gilt für t G [Ö,T[: 

A 1 I 2 W = I [ J M ± J ' M W 1 ! _ £ S W 

(7.1) 

„2 \ 2 i rf±\ \ i „t-i\ n ti o ~A 

e A + /uJA + (jf̂ t) = U ^r.z.aj 

^ ^1,2(0 = i l r~ ± \ / " 7 eg(vJ . (7.2.b) 

Sei r e]a, 6[ definiert durch: 

/ ( r ) = 0 . (7.3) 

(7.3') 

sowie für \j(i)2 ^> e\g\i)|: 

^i(t) = -\f(t)l > 0 , X22(0 = 0 (7.4) 

Anfangswertproblem stabil in Rückwärtsrichtung ab < = r bis 2 = a. (steifes 
Anfangswertproblem!) 
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Ai,2(r) = ±-Je\g(t)\ = ±—=\g{i)\112 

£ v A / £ 

Anfangswertproblem inhärent instabil in Grenzschicht «-+ viele Gitterpunkte. 

Analog gilt für t G [r, b] und wieder \f(t)2 ^> £|^(t)\ : 

Ai(*) = 0 , ^(t) = — ({t)\ < 0 

Anfangswertproblem stabil in Vorwärtsrichtung ab t = r bis i = 6. 

(7.5) 

Y 

^ _ ~•*t 

Bild D.7 Stabilität der Anfangswertprobleme gemäß (7.4) und (7.5). 

<-• Multiplexing bezüglich T, falls nichtlineare Differentialgleichung, For­
mulierung als 3-Punkt-Randwertproblem 

• Differentialgleichung (7.1.a) 

• Randbedingung (7.1.b) 

• innere Punktbedingung (7.3) 
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Al te rna t ive : Parametrisierung durch Wendepunkt 

t/"(r) := 0 

Dann muß gelten: 

frT)y'(Tg +5 ,(r)2/(T) = M r) (7.6) 

ebenfalls brauchbar als innere Punktbedingung anstelle von (7.3). 

Wahl des Integrators: 

Man muß auf jeden Fall einen Integrator verwenden, der differentiell-algebraische 
Gleichungen mit Index= 1 verarbeiten kann! 
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8 Aufgaben 

36.) Betrachtet wird das Randwertproblem 

y"{t) — A y(t) = 0 , 

y(0) = 0 , j /(l) = l . 

Man berechne die Kondition p des Randwertproblems (vgl. (1.6)) und 
die Kondition 

<T(0,1) = max ||W^(<,0)||oo , W Wronskimatrix , 
[teo.i] 

des zugehörigen Anfangswertproblems in Abhängingkeit vom Parame­
ter A, für A ~^> 1. 

37.) Gegeben sei das Randwertproblem (künstliches Grenzschichtproblem) 

y'V) = - ( 4 V y ( ( ) ' 
,(0.1) - — y(— . .1) = , = , 

(r > 0 , Scharparameter) . 

Die zugehörige Sensitivitätsmatrix E* hat folgende Gestalt: 

E*{a) = 
1 0 i \ 9y(Q.l]r) 

, a[T) •=• — — - — . 
öy (— 0.l) 

Man berechne |O:(r) | und zeige insbesondere: 

Ö(T) = 0 für r = 0.01 . 

38.) Gegeben sei ein 3-Punkt-Randwertproblem der Form 

y — f{y) 
r(y(a),y(T),y(6)J = 0 . 

Sei y* eine Lösung. Man gebe eine hinreichende Bedingung dafür an, 
daß y* lokal eindeutig ist. 

Hinweis: Man gehe ähnlich vor wie bei Satz 1.1 (Kap. D) der Vor­
lesung. 
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39.) Man zeige, daß für die Lösung der Mehrzielgleichungen (2.10) gilt: 

L\Xj = —±Jj UJ 

mit 

Jbj := AU1 • . . . • O j _ - + r>( j m _G m -.. . Crj 

Uj := r + B ^ Gm-i •... • Gi+iFi - A^G^1 • ••• GjxFi , 
i=j /= i 

wobei gesetzt wird 

Gi-i -...- 67/+1 := ^ für I = j - l . 

40.) Gegeben sei das Funktional 

T 

J(z , i ,y ,z) := / (x + y +2 -2gz)dt 
t=o 

T : Endzeit (unbekannt) 

<7: Gravitationskonstante 

a) Man transformiere / auf die Form I(f, <p, 0 ) mittels Toroidkoor-
dinaten 

x = (R + r sin y>) cos 0 

y = (i? + r sin y?) sin 0 

z = — r cosy? 

0 < r < R R,r vorgegeben, fest. 

b) Man leite die zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen her. 

c) Die Berechnung der Ideallinie eines Bobs in einer 180°-Kurve im 
Eiskanal (= "Bayernkurve") führt auf das Problem 

unter den Nebenbedingungen 

V?(0) = y>{T) = 0 0 

0(0) = 0 , 0 ( T ) = TT, 0 (0) = UJ . 

Man formuliere das zugehörige Handwertproblem in Standardform 
(zur weiteren Behandlung mit einem Rand wertloser). 
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d) Man berechne durch analytische Behandlung die Ableitungen <£>>0), </?£0),.. 
der Ideallinie: wie viele Ableitungen verschwinden? 

4L) Gegeben sei die Thomas-Fermi-Differentialgleichung 

mit den Randbedingungen 

y(0) = l , y(25) = 0 

Nach Transformation (vgl. Aufgabe 1) 

s = t ' , w(s) = y(£) , u(s) = w((s/s 

erhält man die Differentialgleichungen 

w(s) = su, ü(s) = Aw ' 

mit den Randbedingungen 

tu(0) = 1 , io(5) = 0 . 

Man löse das so gegebene Randwertproblem mit der Routine BVPSOL. 

Als Startwerte verwende man z.B. 

w(si) = u(si) = 1 i = l , . . . , 20 
u ;(52l) = 0 , u(s2l) = 1 

bei äquidistanten Mehrziel-Knoten. 
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