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Vorwort

Das vorliegende Skriptum entstand aus einer Vorlesung, die ich im WS 87/88
an der Freien Universitat Berlin im Fachbereich Mathematik gehalten habe.
Mein urspriingliches Vorlesungsmanuskript wurde von Herrn F. Bornemann
in weiten Teilen tberarbeitet, reorganisiert und substantiell erganzt. Der
Inhalt stammt groBtenteils aus Originalarbeiten jiingeren Datums. Dariiber-
hinaus finden sich zahlreiche Teile, die aus meiner jahrelangen Beschiftigung
mit dem Thema entstanden aber unpubliziert geblieben sind.

Das Skriptum erhebt nicht den Anspruch, ein Lehrbuch zu sein. Es war
zunachst als Ausarbeitung fir meinen studentischen Horerkreis sowie als
internes Arbeitspapier fir das ZIB bestimmt. Die Kunde von der bloflen
Existenz eines solchen Skriptums hat jedoch zu einer derart regen Nach-
frage gefiihrt, dafl es hiermit als Technischer Report des ZIB einer breiteren
Offentlichkeit zuganglich gemacht werden soll.

In der vorliegenden Form richtet es sich in erster Linie an Mathematiker, es
sollte sich jedoch auch fir Naturwissenschaftler und Ingenieure eignen, die
sich einen Einblick in den theoretischen und algorithmischen Hintergrund der
von ihnen verwendeten wissenschaftlichen Software verschaffen wollen.

Fir viele anregende Diskussionen danke ich, neben Herrn Bornemann, beson-
ders Herrn M. Wulkow. Zahlreiche Testlaufe wurden von Herrn U. Pohle
mit Sorgfalt und Geduld ausgefiihrt. Mein ganz spezieller Dank gilt Frau
S. Wacker und Frau E. Kornig, die mit Akribie, Formgefiihl und Ausdauer
das vorliegende Manuskript in TEX geschrieben haben — mit Rat und Tat
begleitet von Herrn R. Roitzsch. Last not least, mochte ich den Herren
O. Paetsch und J. Langendorf fiir ihren Einsatz bei der Erstellung der Figu-
ren sowie der Einspielung der Graphiken in das TgX-Manuskript danken.

Peter Deuflhard



Inhalt

A Nichtsteife Anfangswertprobleme

1  Theoretische Grundlagen . . . . .. ... ... .......
1.1 Existenz und Eindeutigkeit . . . . . . ... ... ..
1.2 Sensitivitat . . . ... ... ... ... ... ...

1.3 Affin-Kovarianz . . ... ... ... .........
2 Einschrittverfahren . . . . ... .. .. ... ... .. ..

2.1 Konvergenz . ... ..................
2.2 Asymptotische Entwicklung des Diskretisierungsfehlers
2.3 Explizite Extrapolationsmethoden . . . . . . . . ..
2.4  Explizite Runge-Kutta-Methoden . . . . . ... ..

3  Mehrschrittverfahren . . . . . . ... ..o 0oL
3.1 Konvergenz . . .. ..................
3.2 Adams-Verfahren . ..................

4 Aufgaben ... ... ... .. ... L.

B Steife und differentiell — algebraische Anfangswertproble-
me

1 Theoretische Grundlagen . . . . .. ... ... .......
1.1 Asymptotische Stabilitat von Differentialgleichungen
1.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatze . . . . . . . . ..
2  Einschrittverfahren . . .. ... .. e e e e e e e e
2.1 Lineare Stabilitatstheorie. . . . .. .. ... .. ..
2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatze . . . . . . .. ..
2.3 Semi-implizite Extrapolationsverfahren . . . . . . .
24 Implizite und semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren
3  Mehrschrittverfahren . . . . . . .. ... L 0oL |
3.1 Lineare Stabilitatstheorie . . . . . . . ... ... ..
3.2 BDF - Verfahren . ... ... ... ... ......
4  Implizite Differentialgleichungen und differentiell-algebraische

Systeme . . . . .. .. ... e
4.1 Theoretische Grundlagen . . . . .. ... ... ...
4.2 Anpassung steifer Integratoren. . . . . . ... . ..

5 Aufgaben . .. ... ... .. ... .

00 b= =

10
13
14

21
27
39
40
45
51

62
62
62
67
73
73
85
88
97
103
103
107

110
110
115
118






C Implementierung und Vergleich numerischer Integratoren 126

1  Genauigkeit und Skalierung . ... ... ... ... .... 126
1.1 Lokale/globale Genauigkeit . . .. .. ... .. .. 126

1.2 Skalierung . . . .. ... ... L 0oL, 128
Beurteilungskriterien fiir den Vergleich von Verfahren . . . 138
Vergleich nichtsteifer Integratoren . . . . . . .. ... ... 142
Vergleich steifer Integratoren . . . . . . . . ... .. .. .. 153

D Mehrzielmethode zur Losung von Randwertproblemen 161
1  Theoretische Grundlagen . . . . ... ... ... ...... 161
2 SchieBverfahren . . . . ... ... ... ... 0oL 168
2.1 Einfachschieen . . . . . .. .. .. ... ... ... 168

2.2 Mehrzielmethode fir 2-Punkt-Randwertprobleme . 171

3  Losung der zyklischen linearen Gleichungssysteme . . . . . 175
3.1  Block-Gauss-Elimination (=“Condensing”) . . . . . 175

3.2 Nachiteration bei Block-Gauss-Elimination . . . . . 177

33 GlobaleLosung . . . ... ... ... ... ..... 180

4  Varianten fiir allgemeinere Randwertprobleme . . . . . .. 181
4.1 Mehrpunkt Randwertprobleme . . . . . . . . .. .. 181

4.2 Parameterabhangige Randwertprobleme . . . .. . 181

4.3 Parameteridentifizierung bei Differentialgleichungen 182
4.4 Periodische Losungen autonomer Differentialgleichungen 186

5  Probleme der optimalen Steuerung . . .. ... ... ... 188
5.1 Grundaufgabe der Variationsrechnung . .. .. .. 188
5.2 Steuerungsprobleme . . ... ... ..., 192
6  Asymptotische Randwertprobleme . . . . . . . ... .. .. 198
6.1 Theoretische Vorbereitungen . . . . . .. .. .. .. 198
6.2 Approximation auf endlichem Intervall . . . .. .. 202
6.3  Numerische Umsetzung und Preprocessing . . . . . 206
7  Singulare Storungsprobleme . . ... ... ... .. .... 211
8 Aufgaben . ..... . ... ... Lo o oo 214

Bibliographie 217



A. Nichtsteife Anfangswertprobleme

1 Theoretische Grundlagen

Gegeben ein System von n Differentialgleichungen (DG):

y' = f(y), ¥(0) =y (1.1)
Falls f = f(t,y) : fihre formal yp41 :=t, ¥’ =1, yn41(0) =0 ein.

Beispiele: Mechanik ~ (Mehrkorpersysteme, Robotik, Bahnberechnung
in der Himmelsmechanik)
Elektronik  (Entwurf u. Simulation von Schaltkreisen)
chem. Reaktionskinetik (n=100 - 1000)
parabol. PDG = Linienmethode (n = n, - n, - n,)
Populationsmodelle etc.

1.1 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 1.1 (PEANO 1890 [90])
Sei f : D —»IR", D CIR" sowie f € C°(D). Dann ezxistiert mindestens eine
Losung des Anfangswertproblems in D.

Beweis: Explizite Euler-Diskretisierung angewendet auf Anfangswertpro-
blem (1.1), gleichgradige Stetigkeit zeigen. Anwendung des Satzes von Arzela-
Ascoli. -

Beispiele: Fiur nur C° stochastische Differentialgleichungen (etwa Langevin-
Gleichung).

Satz 1.2 (Pi1cARD 1890, LINDELOF 1894 [92],Linde)
Voraussetzung wie Satz 1.1 sowie: f genige einer Lipschitz-Bedingung

I fy) —7(z) IS Lall y— =]l (1.2)

fir alle y,z € D, D hinreichend grofs.
Dann existiert durch jeden Punkt (to,y0) € D genau eine Losung des An-
fangswertproblems

¥ = f(¥), y(to) = %
d.h. D wird durch Trajektorien schlicht uberdeckt.


file:////KLiW
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Bild A.1 “Trajektorie”

Korollar: Zwei Losungen u(t), v(t), von (1.1), die in einem Punkt %,
iibereinstimmen, sind identisch. '

Beweis (Skizze): Umformung in Integralgleichung (Volterra 2. Art):
v =w+ [ fly@)at (1.3)
t=0

Konstruktion einer Fixpunkt-Iteration, der sogenannten Picard-Iteration:

¥H() = yot [Fly)at

(1) = v (1.4)
< y'(r) = vo+7-f(v)
< Funktionenfolge {y'}

Zur Kontraktion:

T

Iy ) =¥ || = 1| [ UE@) - fe e |
2 (*)
< [ f®) - S @) It




Hier ist offensichtlich die Einfihrung der Lipschitz-Konstanten L, zwingend.

IN

Li- [ 190 -y~ | at

< I /e,_ (t)dt

0

Majorante eingefiihrt:

T+ () -y’ | < eld)
1 0 (1.5)
=y -"@O | < ¢-1l f(yo) ll
Peano-Konstante eingefuhrt:
I fwo) | < Lo
1.6
AP~ @) | < Lo-t = ealt) 9
Ly O/e,-_l(t)dt — )
eo(r) = Lo-7
Induktion:
; tH—l 7

=> Cauchy-Konvergenz, ferner

lim |y =52 | < Jim Sige(t)

(Lt Lgt
= Lot lim - - —
0% oo Z‘% (] + 1)' L1

L (Ll e

i4+1 (th)j+1

L ——
— exp(L;t)

< Lot ¢ (Lyt)
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wobei definiert wird:

@ (s):= { (exp(s)l— /s : ig (1.8)

= Ay*(t):
() —vo | £ Lot (Lat) (1.9)
Existenz [ ]

Satz 1.3 (H. KNESER 1923 [70])
Sei f € C°[0,1]. Dann gilt: die Menge der Losungen y(t) des Anfangswert-
problems (1.1) bildet ein Kontinuum (abgeschlossen, zusammenhingend).

Beweis:  HARTMANN [59], S. 15f.

Beispiel: y' = 311;—1? , y(0)=1
nicht Lipschitz-stetig fiir y = 1 [und y = 0 ] Grenzlbsungen:

Ymax(t) =1, Ymin(t) = V1 — 12

0

Bild A.2 Kontinuum

beliebige Losungen zweigen von y = 1 ab:
(Translation der Kreisbogen wegen f(y) autonom)
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Ausnahmefalle:

(I) Singuldre Differentialgleichung, etwa (k # —1, i.a. k> 0) : [21]
)
v = k% +g(t,w), v'(0) =0, y(0) = vo (1.10)
g(t,y) beschrankt, Lipschitzstetig, erster Term nicht Lipschitzstetig.

Analytische Vorbehandlung:
Ubliche Transformation y’ = z fihrt auf System 1. Ordnung

2 = —k;-{-g(t,y) , 2(0)=0
y = z

Taylor-Entwicklung um ¢ = 0:

z(t) = 2(0) + ¢ - 2'(0) + O(t?)
Eingesetzt in (1.10):

()= —k-2'(0)+ O(t) + g(t,y) (1.10)

Hierbei muBl die Lipschitz-Bedingung auf Vergleichsfunktionen mit
y'(0) = 0 eingeschrankt werden.

Haufig vorkommender Problemtyp !
(Elastizitatstheorie, Fluidmechanik).

Beispiel: Transformation der Laplace-Gleichung im IR™:
k=n-1

Haufig tritt dieser Typ bei radialsymmetrischem Ansatz fir die Poisson-
Gleichung auf:

Ap=f,
transformiert sich dann auf

n —

1 1 ’
@'(r) + gl (r) = (r)
das heifit auf Gleichung vom Typ (1.10).

)



(II) Thomas-Fermi-Differentialgleichung

y'(t) = y:gt) , ¥(0)=yo, y(o0)=0.

Bei t = 0 nicht Lipschitz-stetig! Um Lipschitz-stetige Differentialglei-
chung zu erhalten, substituiere

y(t) = w(V)
t

8§ =

SN

dw =
Dann erhalten wir
. W 3 .
w=:+4sw7, w(0)=yo, w(oo)=0 (*)
Regulare Losung verlangt:
w(0)=0.

Wegen k = —1 (vergleiche (1.10)) liegt hier keine hebbare Singularitat
vor. Weitere Substitution des Singularitatentermes

u(s) := @
ergibt

w(s) = su

a(s) = 4w?

Die rechte Seite dieses Systems ist nun Lipschitz-stetig. Als Anfangswerte
erhalten wir

w(0) = yo
und

u(0) = lim w(s) = w(0)

s—0 S

nach der Regel von 'Hospital.

Hiermit haben wir den weiteren Freiheitsgrad zur Erfallung von w(oo) =
0 erhalten. Beachte, da§ w(0) in (*) zunachst beliebig ist. Thomas-
Fermi-Differentialgleichung ist asymptotisches Randwertproblem: die
fehlende Anfangsbedingung u(0) wird durch w(oo) = 0 bestimmt (ver-
gleiche Kapitel D.6).



Linearer Spezialfall:
=4y
Picard- Iteration liefert:

y'(t) = Z'j(At,)J Yo (1.11)

— 7!

Definition: Matrizen-Exponentielle (formale Darstellung)
y*(t) = lim y'(t) = exp(At) yo (1.12)
Vorsicht! exp(A + B) = exp(A) - exp(B) nur fir AB — BA=0

Aligemeiner nichtlinearer Fall
Studium der Konvergenz durch Majorante:

(@) —y" @) 1| < &) (1.13.2)
Aus (1.9)
| 9°(®) —y* (@) | < Lot o (Int)
Annahme: '
Lit < G
= (l1it) < C; (1.14)
19°(8) —y* () || < CaLot =: éo(?)
Induktion: ‘
5 (8) = CaLot - —S1— (1.13.b)
€k = U2l (k+ 1)' 1.
mindestens superlineare Konvergenz, falls C; < 1 .
Frage: Ist die Picard-Iteration brauchbar fiir numerische Losung von
Differentialgleichungen?
¥°(r) = %
y'(r) = yo+7-f(%)
— explizites Euler-Verfahren

(1) = o+ [Flvo+t flzo)at

nur fir spezielle f geschlossen darstellbar = numerische Quadratur.

= Diskretisierung der DG direkt, ohne Umweg tiber Picard-Iteration.



1.2 Sensitivitat

Fir jeden Algorithmus sind die Anfangswerte yo Eingabedaten.

Frage: Wie hangt die Lésung von Anderung der Anfangswerte ab?

Satz 1.4 (Spezialfall des sogenannten Fundamentallemmas)
Voraussetzungen des Ezistenz- und Eindeutigkeitssatzes 1.2.
Seien u(t) und v(t) Losungen der Differentialgleichungen

y' = f(y) zu den Anfangsbedingungen

u(0) =up, v(0)=vo, uoF# vo

Dann gilt:
| u(t) —v(t) || < || vo — vo || exp(Lat) (1.15)
das heifit die Losungen hangen stetig von den Anfangswerten ab.

Bemerkung: Fir partielle Differentialgleichungen nicht selbstverstandlich!

Beweis:
u(l) = uo+ _/O Fu(s)) ds
o(f) = vo+ _/0 F(o(s)) ds
—u() = v(t) = u—u+ / [F(w) - £(o)] ds
= ut) ~o(®) | < fuo—voll+ / I £w) = F0) || ds

¢
— < Jw=voll+ L [ |u(s) = o(s) | ds
—— e
=0 <m(s)
Definition: m(t) > |lu(t)—v(t)|| > 0



Damit gilt:

t

m(t) = m(0) + L, / m(s) ds

Differentiation:

m' = Lym ,m(0) :=| uo — vo ||
—m(t) = m(0) ezxp(Lyt)

Formel (1.15) liefert auch Differenzierbarkeit beziiglich Anfangswert yo .
Variation von v :

Yo — Yo+ byo
= y(t) — y(t)+6y(2)

Variationsgleichung:
8y’ = fu(y(t)) 8y, 6y(0) = yo (1.16)
Definition: Wronski-Matrix

W(t, to) := 2V (1.17)

(auch: Begleitmatrix, Ubertragungsmatrix,
englisch: companion matrix, propagation matrix)

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz ergeben sich die folgenden
Gruppeneigenschaften: '

a‘) W(t7 T)W(T) tO) = W(t7 tO)
b) W(t, 7)~t = W(r, ?) (1.18)
c) W, t)=1

Zugehorige Differentialgleichung:

dW (1, t,)

S = L((0) Wit to), Wto,to) = I (1.19)

Formale Losung der Variationsgleichung:
6y(t) = W(t, o) 6vo (1.20)
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Parameterabhdngigkeit:

f(y,p), p: q Parameter (py,... ,pq)
yp(t) : (n, ¢) — Matrizen

Zugehorige Variationsgleichung:

v = fu(y(2),P)yp + fo(y(t),p)

0 = Ao (1.21)
yp - ap
Definition: Kondition (beziiglich Storung éyo):
o(0,7) = max | W(t,0) | (1.2
—
<o g
max | 89(t) | < 5(0,7) | o | (1.22)
Vergleich mit (1.15) ergibt:
0(0,T) = exp (L1T) fiir nicht-steife Probleme
Storungen der rechten Seite:
f—f+éf=y—y+6y
t
§5(t) = / W(t,s) 6f(s) ds (1.23)

0

(Spezialfall des Satzes von ALEKSEJEW-GROBNER [52])

1.3 Affin-Kovarianz

Zu untersuchen ist das Transformationsverhalten von Differentialgleichung
(1.1) unter Affin-Transformation. Zu fordern ist grundsatzlich, daf die nu-
merischen Losungsmethoden das gleiche Transformationsverhalten wie das
analytische Problem aufweisen.

Sei B nichtsingulare (n,n)-Matrix mit B; = 0.

Affin-Transformation der Variablen liefert:

y—By=:y

(1.24.2)
§' = By' = Bf(y) = Bf(B™"y).

10



Somit lautet das transformierte Anfangswertproblem:
7 =f(§) ;% =By
mit f(g) := Bf(B~'9)
Sei i Losung von (1.24.b) und y diejenige von (1.1). Existenz & Eindeutigkeit
liefert:

(1.24.b)

y = By Kovarianzeigenschaft (1.24.c)

Affin-Kovarianz bei Naherungsverfahren: Sei 7 die zum Naherungsverfahren
gehorige (endlich-dimensionale) Projektion.
Dann muf gelten:

Yy, ist Naherung fir y < §, = By, ist Naherung fir j = By  (1.25)

Also kommutiert das Diagramm:

B
DG: Losung y : DG: Losung ¥
B-l
T .o
+ B - +
Naherung fir DG: N Naherung fir DG:
Losung vy, ;—_1 Losung 9,

Allgemeinste Form, welche diese Kovarianzeigenschaft hat:
”general linear methods”

(BUTCHER 1987) [16]. In etwas “gelichteter” Form, so daf} die spater behan-
delten Spezialfalle deutlich erkennbar sind,sei:

y; Naherung fiir y(j : k)
Aus yo,...,yk-1 berechne y; gema8:
Yk + ...+ ooyo = thjﬁj
J=0
;= f(u;)
Uj = YikYk + ... +7joyo+hzaﬁﬁi y J=0,...,s

=0
Die im weiteren behandelten Spezialfille ergeben sich wie folgt:

11



Spezialfall I : Runge-Kutta-Verfahren

k=1
@y = 1, Qo = -1
1 = 1, 70 = —1

Speziallfall IT : Mehrschrittverfahren

k = s
a; =0 3,7=0,...,s
= b;+ (Kronecker 6)

2
=
|

12




2 Einschrittverfahren

Explizites Euler-Verfahren (EULER 1768)[44]:

yeer = Yr + b flyk) k=0,1,..
Yo : geg. Anfangswert (2.1)
h : (gewahlte) Schrittweite

Anstelle der kontinuierlichen Losung erhalt man eine diskrete Losung uber
dem Gitter {t;} mit tx = k - h.

Bemerkung: Die Diskretisierung (2.1) ist alter als der Begriff der Diffe-
rentialgleichung. Zudem ist sie das wesentliche analytische Hilfsmittel zum
Existenzbeweis fir Differentialgleichungen (Satz 1.1).

Verallgemeinerung: Finschritt- Verfahren (ESV)

Yke1 = Yr — h®(Yx, Y41, h)

v (2.2)
® :  Inkrementfunktion

Idee: Geeignete Wahl von @ sollte zu Verfahren fiihren, die besser sind als
(2.1).

ezplizites ESV: ® hangt nicht von yxy, ab
implizites ESV: ® hangt von y,,, ab.

Implizite Einschrittverfahren fithren (fir n > 1) auf i.a. nichtlineare Glei-

chungssysteme. Bei nichisteifen Problemen werden diese mit Fixpunkt-Iteration,

die nur f-Auswertungen verlangt, gelost.

13



Beispiele:

a) & = f(y) expl. Euler

by ® = f(yr41) impl. Euler (2.3)
c) ® = J(f(vx)+ f(yr41)) impl. Trapezregel

d) & = f(3(yx+ ye+1)) impl. Mittelpunktsregel

Raffiniertere Wahl von @ :

Extrapolationsverfahren (Kapitel 2.3)

Runge-Kutta-Verfahren (Kapitel 2.4)
Fir Beweiszwecke wird i.a. @ explizit angenommen (Satz tiber implizite
Funktionen in Umgebung von y; formal angewandt).

2.1 Konvergenz

Das Einschrittverfahren (2.2) stellt eine Differenzengleichung 1. Ordnung
(DhG) dar.

Frage: Wie verhalt sich die Losung der DG zur Lésung der Differentialglei-
chung?

1. Forderung: Konsistenz

[DxG |*=3[DG (2.4)
Umformung von (2.2)
N R (22)

Forderung (2.4) eingesetzt:

Ye+1 — Y& /

? (v,4,0) = f(v) (impl.)

(2.4')
®(y,0) = f(y) (expl.)

14



2. Forderung: Konvergenz

Losung der DhGI A9 |L63ung der DGI (2.5)

Struktur des Grenzprozesses:

hl =1t
Yo Y1 i =: q(t, hy) = y(t)
. h2 = t/2 , |
Yo n Y2 y2 =: q(t, ha) = y(t)
hy-N=t: yv =: n(t,hn) = y(t)

Grenzibergang h — 0 derart, daB ¢t = Nh fest, also zugleich N — oo .

lim yy = y(t) (2.5)
Nh=t

Frage: Impliziert Konsistenz bereits Konvergenz?

Definition: Konsistenzordnung p > 0
y(t+h) —y(t) — h®(y(t), k) = O(R™*)
(Einsetzen von DG-Losung in Dy G)

(2.6)

Beispiele: .
(23.a,b) : p=1  (Taylor-Entwicklung um y(¢))
(23.c,d): p=2 (Taylor-Entwicklung um y(t + %))

Definition: “globaler” Diskretisierungsfehler
€t k) == yv — y(t) | (2.7)
Damit lautet Forderung (2.5):

. - "
lim ¢(t,h) = 0 (2.5")

Lemma 2.1 Sei p Konsistenzordnung fir Einschrittverfahren. Dann gilt:

e(h,h) = y1 —y(h) = O(R**?). (2-8)

15



Beweis: @ explizit angenommen (s.o.).

— y(k) —yo — h®(yo,h) = O(h?*1)(2.6)

— Y1 —% —h®(y,h) = 0 (2.2)
[
Satz 2.1 (“Konsistenz = Konvergenz”)
Set (2.2) ein FEinschrittverfahren mit
| e(h,k) || < C-A**, p>0. (2.8")
Dann gilt (mit ¢ nach (1.8)):
| (t, B) 1S C -t - p(Lit) - . (29)

Beweis: (Idee WANNER ~1970)
Man konstruiert sich N Anfangswertprobleme der folgenden Form:

y' = f), y(te) = vk, te=k-h
— Losung  y(¢;tk,yx) flr ¢t >

Zwischenschieben der y(¢;:) und Anwendung der Fundamentallemmas fir

Differentialgleichung - (1.15):

ly@ —-un 1< Jy@® —ytny) I+ -+ [y ivon,yv—) —yw ||

Fundamentallemma (Li=L)

Sy(t) —vi |l exp(L(t = t)) + -+ [ y(& tv-1,yn-1) —yn ||

Lemma 2.1 (N-1)k Lemma 2.1
< C-h** 1+ exp(Lh) + - - + exp(L(N —1)h)]
Lt) -1
— (. bt exp(Lt) —1
¢ exp(Lh) —1

= C - hP*1. Lt - o (Lt)/(Lho(LR))
Zusammenfassung:

P(:((Z‘;l)) (2.10)

¢ monoton wachsend, Lh > 0= ¢ > ¢(0) =1.
Ve(Inh) < 1= (29)

fy@) —yn || < C-t-h
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exakte Losung

(t)= y(t:to.yo)
(ttyn)
(tite.ye)
(

y{tita.ys)

]

o<

[Y(t;tn—l Jr-1)
V¥

Bild A.3 (WANNER: “Lady Windermere’s Facher”)

2.2 Asymptotische Entwicklung des Diskretisierungs-
fehlers

Nach (2.6) gilt:
y(t + k) —y(t) — hO(y(t), h) = O(R**)

Falls f hinreichend oft differenzierbar, so ist auch ® (Linearkombination
beziiglich f) hinreichend oft differenzierbar. Dann existiert eine asymptoti-
sche Entwicklung des “Konsistenzfehlers” der Form:

y(t+h) = y(t) ~ hOY(e), y(t+h), b) = dpya (VAP + dyyn(BP*? 4 .. (211)

Frage: Besitzt der globale Fehler ¢(t;h) ebenfalls eine asymptotische Ent-
wicklung der Form:

yn — y(t) = e(t)h® + eppi(t)RPH - 2

Der Beweis wurde zum ersten Mal von Gragg (1964) gefihrt. Im folgenden
wird der wesentlich einfachere Beweis nach Hairer (1984) dargestellt. Diese
Beweistechnik gestattet auch die analytische Durchdringung wesentlich kom-
plizierterer Fragestellungen (siehe Kapitel B.4).

Satz 2.2 (HAIRER 1984 [54])
Sei f € CP*1, & € CP*' und es gelte:
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y(t+ k) —y(t) — h®(y(t), h) = dpya(t) K7 + O(RFH?)

das heifit ® definiert ein Einschrittverfahren mit Konsistenzordnung p . Sei
e(t) Losung des linearen Anfangswertproblems:

¢ = f,(y(t)) e — dpua(t) , €(0) =0 (2.12)

Dann gilt: Das Finschrittverfahren definiert durch die (neue) Inkrement-
funktion

Q*(yl‘:v h) = (I)(yka h) - (e(tk + h) - e(tk))hp—l (2 13)
Ui = yk —e(tx)h?
besitzt die Ordnung (p+ 1), d. h. es gilt:
y(t +h) —y(t) — h®*(y(t), k) = O(K™?).

Hierbei ist {y;} die durch ®* erzeugte, {yi} die durch ® erzeugte Gitterfunk-
tion.

Beweis: Urspringliches Einschrittverfahren: ¢ := t;, yo gegeben:

Yet1 = Yk + AP (yx, h)

“neues” Einschrittverfahren: Ziel O(h?+?)

Yo = Yo, Yiyr = Y + h®* (i, k)
Sy = Yr—Yk, 60 =0.

Eingesetzt in “altes” Einschrittverfahren:

Yi+1 — SYrs1 = Yi — Syx + h®(yi — by, h)
Also muf} gelten:

h®*(yi, k) = h®(yx — 6yk, h) + Syrs1 — Sy (%)
Konsistenzfehler des “neuen” Einschrittverfahrens:
y(t + h) —y(t) — h®*(y(t), k) = y(t + k) — y(t) — Syr41 + Sys—

—h®(y(t) — Sy, k) + h®(y(t), k) — h®(y(t), h) = dpya (t)APH! (or)

0
+6yx — dyra + R a—y(y(t), )y + O(ll6yell*)| + O(RP+?)
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Um O(hP*?) zu erreichen, kann man setzen:
Syr = —e(t) - h?,e(0) = 0 (wegen: dyo = 0)
Dann gilt:

Syx — bysr = P - [—e(t + h)e(t)] = +€'()hPH! + O(hP*?)
O(l6uel”) = O(h*)
O,(y(t), k) = @u(y(t),0) + O(h)

Wegen Konsistenzbedingung (2.4):
2,(v(1),0) = f,(y(1))
Aufsammeln der h-Potenzen:
= 17 [dyya () + €(1) — Sy (y(8))e(t)] + O(R?H?) (+)
[.] = 0 und €(0) = 0 liefert (2.12). n

Mit dieser Vorbereitung ist asymptotische Entwicklung fiir Einschrittverfah-
ren zu beweisen.

Satz 2.3 (GRAGG 1964 [49])
Sei f € CP** k> 1,y Lisung des Anfangswertproblems

¥ = f(y),%(0) = yo.
Das durch ® definierte Einschrittverfahren erfille: ® € CPtF

®(y,0) = f(y) und
y(t+ h) - y(t) — h®(y(t),h) = dp+](t)hp+1 + -4+ dp+k(t)hp+k + O(hp+k+1)
dp+,' € Ck_i

Dann gilt (fir t=N-h) :
yn = Y(t) = ()" + - -+ + epra-1 (R 4+ By, R)RPTE (2.14)

wobei || E(t; k) || < M firh Eb [0, H) . Die Koeffizientenfunktionen e; sind
definiert durch lineare Anfangswertprobleme der Form:

& = fiy())ep —dpa(t), €(0) =0

€pt1 = fu@(@))epsr —-- ,  e1(0) =0 (2.15)
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Beweis: Satz 2.1 liefert fiir die Gitterfunktion y; mit Inkrementfunktion
¢* (Konsistenzordnung p + 1)

llyn — y(@)|| < Ctp(L t)h?+
das heiBt mit (2.13)
lom — ep(D)h — y(B)]] < Ct(LTE)h+
Somit erhalten wir
yn = y(t) = e(t)hF + Eppa (t:R)RPH
mit || By (:R)]] < C7 (2.16)

wobei e, (2.15) erfillt (vergleiche 2.12). Damit ist der Satz bewiesen fiir
k = 1. Fir k > 1 erhdlt man die Behauptung rekursiv, indem man gema8
Satz 2.2 zu ®* eine Inkrementfunktion ®**, dazu ¢*** und so weiter konstru-
iert. Aus Satz 2.1 erhalt man

k k k

e N N, ;——‘\—\
”y:’*.*_y(t)llsc**..*t(p([/ *...*t)hp-}-k .

Setzt man
k

* pptk-1

y;* e F =gy — ep(t)h” —_—.— ep+k—](t)

ein, erhalt man den Satz. |

Satz 2.4 (STETTER 1970 [105])
Falls gilt (symmetrisches Einschrittverfahren)

Q(yk,yyk-l-ly h) = ‘D(yk—}—l) Yk, _h‘) ’ (217)

so gilt in (2.14):
62m+1(t) =0

d.h. es existiert eine quadratische asymptotische Entwicklung.

Beweis: Man geht davon aus, daB eine asymptotische Entwicklung der
Form (2.14) existiert. Formal definiert man:

Po= 4l
" 2
.k
=y =n(h) = n(t—g;h)
. h
Ykpr =7t + hyR) = 7t + 3 k)
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h <= —h in Darstellung (2.2) fiir Einschrittverfahren:

. . ~ h ~ h
n(E =3 —h) = n(t+3-h) —h@(n(t+ 55 —h),n(t - 55 —h); —h)

h
~ih);h
3 M

g

. h )
®(n(t — X —h),n(t+

~ ~ ~ h A h
n(E+ 5% —h) = n(t -2 —h)+hd(y(i - X —h), n(t+ 5 —h); k)

n(t;:h) n(t+h;—F)

Eindeutigkeit des Einschrittverfahrens:
= 75(t; ) = n(t; —h) = quadratische Entwicklung |

2.3 Explizite Extrapolationsmethoden

Prinzip: (RICHARDSON 1910) [95]
Vorgehen wie bei ROMBERG-Quadratur (dort allerdings h2-Entwicklung).
Fir eine Diskretisierung gelte A7- Entwicklung (v = 1 oder v = 2) der Form
(2.14) mit p = 4. Wiederholung der Diskretisierung iiber Grundschritt [0, H]
mit sukzessive feinerer interner Schrittweite

h; := H/n; n; € F
liefert Approximationen

Yni = y(Hv h*) = y(H) .

Aufbau eines Ezrtrapolationstableaus (Aitken-Neville- Algorithmus)

I
N
Tn — Tn
N N

Ty, — T3 — T3

vermoge:

a‘) Th = y(H,h,) i:]_’2’...

Tik-1— Tic1 k-1

n; 7
() -
Ni—k41

Ty = Tiga+ (2.18)
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Aitken-Neville-Algorithmus liefert den Diskretisiei’ungsfehler:
e = || Te — y(H) | (2.19)

Bemerkung: Fir Implementierung glatte, skalierte Norm verwenden!
(vergleiche Kapitel C.1.2)

Fihrender Term:

ek = |l ex(H) || - (hicksr - - he)”
= it || €;(0) || -H (2.20)
Yk = (Mick4r ... 1)

Bemerkung:

er(0) =0 falls y(0,k) =y, Vh.

Ordnungs- und Schrittweitensteuerung (DEUFLHARD 1983)[30] :

Aufwand A; : bei expliziten Verfahren:
Anzah] f-Auswertungen bis inklusive Zeile 3.

“Subdiagonales” Fehlerkriterium:

Ex1k = || Teg1h — Tipr1541 || S € (2.21)

€ : vorgeschriebene relative Genauigkeit
Es gilt:
Er41,k = Ekp1k
Schrittweite fir Konvergenz in Position (k + 1, %):

1

€ FEFT

Hk = { - -H
Ek+1,k

Sicherheitsfaktor: € — pe, p = 1/4 (Pridiktor).
Optimale Spalte ¢ minimiert Aufwand pro Schrittweite (work per unit
step):

W, = Af';,“-H
. (2.22)
W, := k=ll’1}.l'l,}:ﬁn Wy

Weitere Details: DEUFLHARD [30]
(Shannon’sche Informationstheorie findet Verwendung)
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Explizites Euler-Verfahren (p = =1): h-Extrapolation.
Programm: EULEX (DEUFLHARD)

Harmonische Unterteilungsfolge:
Fu:=1{1,2,3,4,--:} n;=1 (2.23.a)

i“_ z 71::.-_1 - (2.23.b)
Symmetrische Einschrittverfahren (p=v=2)
e implizite Trapezregel (2.3.c)
e implizite Mittelpunktsregel (2.3.d)

Losung mit Fixpunkt-Iteration wiirde h%-Entwicklung storen!
(— steife Probleme)

Explizite Mittelpunktsregel (p = v = 2) : A% - Extrapolation

Symmetrische Diskretisierung:

T = f(w) (2:24.b)

Differentialgleichung 2. Ordnung: y, =7
Startschritt (GRAGG 1964 [49])

Yo gegeben:
i = Y +hf(yo)

‘expl. Euler-Startschritt

Frage: Stort unsymmetrischer Startschritt a.) evtl. h%- Entwicklung fiir sym-
metrische Diskretisierung?

Satz 2.5 (GRAGG 1964 [49])

Sei f € C**+? ynd Lipschitz-stetig mit Konstante L. Gegeben sei das
Diskretisierungsverfahren:

(2.24.a)

a) i = yo+h f(yo) ( Startschritt)
k= 1,.,1 (eF)
(2.25)
b) Yrr1 = Yr-1+2h f(ye),
¢c) St = 3ly-1+2y+yi4a] ( Schlufschritt)
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Seit = 1-h fest. Dann gibt es ein H > 0 derart, daf fir alle h = t/l,k =
1,2,... eine Entwicklung der folgenden Form ezistiert:

a) yi—y(t)=
N

=3 [ui(t) + (1) vi(8)] K%+ (2.26)

j=1

+En4(t, h) B2V

Die (uj,vj) sind Lésungen eines gestaffelten DG-Systems der Form
j=1.2,...N)

b) uj= f,u;+... inhomogene Terme

v; = —f,v;+... inhomogene Terme

mit Anfangsbedingungen der Form:

ui(0) = Fg;(0)#0
v;i(0) = —39;(0)#0

(g9 hier nicht genauer angegeben)
Das Restglied ist beschrinkt in [0,H]. Fir | = 2m ergibt sich speziell:

Il

a) S — y(t) = iwj(t)h” + WN+1(t§ h)h2N+2
mit (2.27)
b) wit) = w(t)+3y"()
wi(0) = ...=wn(0) = Wnii(0,k) = 0.

Bemerkung: Die Fehlerkomponenten v; heilen “schwach instabil”. Beispiel:

y(t) = et+e710% = et fir ¢ “grof”
= u;(t) ~ e7t firt “grof”
v;(1) ~ t1000t |
Beweis (Skizze):

(I) Man formuliert (nach STETTER 1970) [105] das Zweischrittverfahren als
symmetrisches Finschrittverfahren doppelter Dimension. Dann lassen
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sich die Satze 2.3 und 2.4 anwenden.

Bez.: h = 2h, & = Yo, 1= Yaenr — 5 f(&)
= (o =y — & f(v0) = o
to = yo ohnehin.
Ce1 =& = Yarez — Yok = 2k fyzs1)
= b f(G+5 f(&)

Cet1 —Ck = Yok43 — % f(€ks1) — Y2raa + % f (&)
= L&) = f(Ern) + 2f(&es)] =

= L{f(&)+ f(&r)]
Damit hat man das explizite Einschrittverfahren (k =0,1,---)

2 BT s 4 e b =
(2.28)

b) O o (6 + (G]G0 = w0

Diese DG geht fiir h — 0 iiber in die Differentialgleichung:

g = f(z), =(0)=uyo
2 = f(z), 2(0)=uyo

Eindeutigkeitssatz liefert:

z(t) = 2(t) = y()
Konsistenzbedingung ist also in (2.28) erfillt. Nach Satz 2.3 existiert
also eine h-Entwicklung der Form (2.14).

(II) (2.28.b) ist bereits symmetrisch Man versucht, fiir (2.28.a) ebenfalls
eine symmetrische Darstellung zu finden. Argument von f in a)
erweitert zu:

G AR+ G — G - ‘;L'f(fk) - ’Z‘f(fkﬂ) =
N . . (*)

0

= I(Ck + Ck-H) + (f(fk) f(€k+1))
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Damit ist Bedingung (2.17) erfillt (symmetrisches Einschrittverfah-
ren).
Nach Satz 2.4 existiert also eine h?-Entwicklung der Form:

N
(R —y(t) = 3 pi()AY + Prya(t )R

7 (2.29)
Cth) —y(t) = D gi()AY + Quya(t; R)R™F?
=1
Nach Satz 2.4 gilt Beschranktheit der Restglieder Pyyi, @ny1 sowie:
p;=f,(y(t)) ¢+... N\
inhomogene Terme
¢ = £,u(®) pi+... / (2:30)

pJ‘(O) =qJ'(O) :Ofﬁrj = 1,2,...,N.

_(III) Ricktransformation
h
h=3 v =& [ysn = G+ hF ()]

Fir yse4: beniitzt man die symmetrische Erweiterung (*):

Yok = %(Ck + Crg1) + 'g [F(&) = f(&r)] (%)

Einsetzen der quadratischen Entwicklungen (2.28) in die Ausdriicke fiir
yor und yor4y liefert Entwicklungen der Form:

N
yok —Y(tak) = D ei(tax)h” + Enja(t; B)RPNH?

i=1

N
Y2k41 — y(t2k+1) = Z!}j (t2k+1)h2] + Gni (t§ h)h2N+2

Ahnlich wie in (2.30) zeigt man:
= fis®@) gi+..., €(0)=0
9; = fly(®) ej+..., g;(0)#0

Die Entwicklungen fir gerade und ungerade Indizes unterscheiden sich
also, sind aber gekoppelt. Standardansatz fiir Entkopplung:

(ej —9;) (2.32)
Damit (2.26.b) gezeigt. [

€

.~

(2.31)

Lo~

BN | =

1
uj = 5(ej +95) v =
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Wegen €;(0) = 0, aber g¢;(0) # 0 ist | = 2m vorzuziehen. Damit Basis
fiir h%-Extrapolation, wobei [ = n; = 2m; zu wahlen ist.
Doppelt-harmonische Unterteilungsfolge:
a) F,g:=1{2,4,6,8,10,...} n;=2:
Al =ni+ 1
A=A +n;

(2.33)

b) mit SchluBschritt

Programme: DIFEX1 (DEUFLHARD) [32]
ODEX (WANNER, HAIRER)

Bemerkung:

Die explizite Mittelpunktsregel mit A%-Entwicklung heifit auch GBS-Verfahren
(GRAGG [49]), BULIRSCH/STOER [12]). Bulirsch und Stoer erkannten 1965
als erste die Wichtigkeit einer adaptiven Schrittweitensteuerung. Die von ih-
nen entwickelten algorithmischen Vorschlage (rationale Extrapolation, Trapez-
form des Tableaus, Folge 2Fp statt 2Fy, spezielle Schrittweitensteuerung)
sind inzwischen veraltet.

Zusammenfassung: Extrapolationsverfahren sind eine spezielle Technik,
aus einfachen Diskretisierungen niedriger Ordnung Diskretisierungen belie-
big hoher Ordnung zu erzeugen. Typisch ist die simultane Variation von
Ordnung und Schrittweite.

2.4 Explizite Runge-Kutta-Methoden
(RUNGE 1895, HEUN 1900, KuTTA 1901) [97), [62], [78]

1. Idee: Abgebrochene Taylorreihe fir y :

y(h) = yo+ hys+Ey"(0) + O(R3)

42 (2.34)
= o+ h f(y) + 5 f,(y0) f(%0) + O(h®)
Abbruch nach 3. Term:
h2
y1:=yo+h f(yo) + *Z-fy(yo)f(yo) (2.34')

Nach Konstruktion gilt:
1 —y(h)=0O(h?), d. h. p=2
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Nachteil: Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung verlangt sym-
bolische Behandlung von f fir jedes einzelne Anfangswertproblem.

2. Idee: Ansatz
Anstelle von (2.34’) wahlt man:

Y1 := Yo+ h [b1f(Yo) + b2 f(yo + a2 f(y0))] (2.35)
Beispiel: explizites Euler-Verfahren + 1 Extrapolation:

Ty = yo+hf(yo)
T = yo+%f(yo)+§f(yo+%f(yo))

a) T, = T21+§;—:%£ =
= 2Ty —Tn (2.36)
= Yo+ h f(yo+ 3 f(w))

b) by = 0,by=1,an=13

c) T — y(h)=O(h?)

Frage: Welchen Bedingungen miussen die Parameter by, by, a;; gentigen,
damit O(h®) erzielt wird?

Entwicklung nach h-Potenzen:
y1 = Yo+bihf(yo) + b2k [f(yo) + a2 b fy(y0)f(3o) + O(R?)]
= Yo+ h- (b +b2) f(yo) + h?baazfy(y0)f(vo) + O(h%)

(2.37)

Beobachtung: Entwicklung (2.34) und (2.37) enthalten die gleichen Terme
f(yo), fu(wo) f(%0)-
Koefhizientenvergleich (2.34)/(2.37) :

b) by -an = %
Sei Parameter 3 = b, eingefiihrt, so gilt:
1
by=1-08, an= 55 (2.38)
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Bemerkung: (2.36.b) erfiillt (2.38) = (2.36.c). Es verbleibt 1 Freiheits-
grad, um O(h®) zu erreichen:

v = v0 + (1= B)hf(yo) + Bhf(vo + %hf(yo)) (2.39)

RUNGE 1895:

B : vgl. (2.36.b)
HeunN 1900: 8 :

Verallgemeinerung: Nach einer ersten Idee von RUNGE schlug KuTTA
(1901)[78] folgendes Einschrittverfahren vor:

a) ki = hf(y)
ky = h f(yo+ ank)
ks = h f(yo+ as1k1 + as2ks)

(2.40)
k’ = h f(yo + a,]kl +...+ as,s—-lka—l)

b) ¥ = yo+ biki+boka + ...+ bk
i—1

C) c; = Za,‘j
I=1

Bei Stufenzahl s bestimmen die ﬂi;tll Parameter (a;;,b;) ein sogenanntes
explizites Runge-Kutta-Verfahren.

Schema (nach BUTCHER 1963) [14]

0
C2 | Any
azy a3z
Cs | 51 MR PP, |
bl b bs—] bs

Ziel: Bestimme die Parameter derart, daB moglichst hohe Ordnung p
erreicht wird.

Um O(hP*!) zu erzielen, bendtigt man Differentiationsformeln bis y(®)(0)

29



in Taylorreihe sowie h-Entwicklung von y; . Mit wachsendem p geht die
Ubersicht rasch verloren. Deshalb wurde von BUTCHER 1963 eine Graphen-
Methode entwickelt.

Bezeichnungen:
WY =F@G", v J=1,...,n (2.41)
komponentenweise Darstellung der DG

Fur RK-Ansatz:

k,‘ = h f(g,)
-1
a) g/ = w+hrd ai;if(g},-..,q7)
7=1
b) v = w+hY bif (g, 9]) (2.42)
=1
=1
C) Cc = Z ai;
i=1

Hochgestellter Index: Vektorkomponente. GroBe Indizes zur Vermeidung
von Verwechslung bei Differentiation. Korrespondenz (j, J), etc. Konstruk-
tionsprinzip von Runge-Kutta-Verfahren.

Differentiation von (2.41) und (2.42) — Abgleich der Koeflizienten.
Differentiation von (2.41):

a) ()Y = f(y)
b) () = fl@) )

< Diff. nach y¥
) (WO = fLfXfE+ ffEE

Einstein-Konvention: ¥ {ber doppelt auftretende Indizes.

(2.43)

Wegen Entwicklung um h =0 : y = yo als Argument - im folgenden
weggelassen. :
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Differentiation von (2.42) nach h : Koeffizient |s-o
a) 9 lh=o = W
i-1
b) (¢)® |h=o = D aiif lmw - =0
ot

= 3 a;f’ ()
Jy(2 ’ J K (2.44)
) () lr=o = ;aiijajkf +

]7

+ Y aiifi(vo)ain fX + - ... |h=o

i
= 2) aapfif* (vo)
ik

Definition: Elementare Differentiale

FI(t) = L ()5 ) -

Die genaue Abfolge der Indizes (hoch — tief) beschreibt man durch einen
(verwurzelten) indizierten Baumgraphen (rooted labelled tree).

Graph t;: tritt auf in:
(tn) o i y'
(t21) /k

4 J rK "
. / fo y
, J
(ta1) 1 k
\ / J K ¢L m
\ / 773 i
J
(t32) l N
‘\/k f}% fll,{ fL ym
i

Summation tber alle Knoten auer Wurzel (7).

Die Graphen t seien monoton indiziert: j < k <l < m <...
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o(t) : Ordnung des Graphen ¢ (=Anzahl der Knoten)

a(t) : Anzahl verschiedener monotoner Indizierungen eines Graphen t.

Beispiel:

1 m m

m \k 1 \k k \l
VARVARV

Satz 2.6 Fir die Losung der DG gilt:
(") Jeo= Y a(t)F (t)(yo) (2.45)

teT,

wober T, die Menge der Biume t mil o(t) = q.

Beweis: Die Darstellung tiber ¢-Graphen erfafit alle bei Differentiation
auftretenden Terme genau einmal. ]

Bei Differentiation von y;(k) nach & treten die gleichen elementaren Diffe-
rentiale auf, wobei Nachdifferentiation jeweils Z aj1j2 bringt.

j1,72...
Details hier weggelassen - siche HAIRER/N@RSETT/WANNER (58],
S. 143-151. Fur die Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ord-

nung ist Graphentechnik unerlalich (sonst zu viele Fehlerquellen!).

Satz 2.7 Fir die Losung y, des Runge-Kutta-Ansatzes (2.40) qilt:

()@ lh=o= D a(t)r(t) D 5;®;(1)F (¢)(3o) (2.46)
teTy J
wobei:
®;(t) == > apa...-...-a... Faktoren
kg, ~ ~
q--1
g-—-1
aji;i, :  (j1,72) aufeinanderfolg. Indizes int
) = e(t)-efts) ... - eltin)
ti,...,tjey : Baumgraphen, die durch sukzessive

Streichung aller Wurzeln entstehen
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Beispiel fir Berechnung von ~(¢):

ot)=9  o(t1)=2 o) =6  o(ts) =4

7(t)=9-2-6-4 =432

Zusammenfassung von Satz 2.7 und Satz 2.8 liefert die gewiinschten Bedin-
gungsgleichungen.

Satz 2.8 Eine Runge-Kutta-Methode (2.40) ist fir allgemeine f von der

Ordnung p genau dann, wenn gilt:

1
; b;j®;(t) = ) ot) <p (2.47)

Beweis: Falls alle elementaren Differentiale voneinander unabhangig sind

und tatsachlich auftreten, ist (2.47) notwendig und hinreichend. n

Bemerkung: oft) fallt beiderseits weg.
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q | ¢ graph ¥(¢) | a(s) F1(1)(») ®,(1)
0| O %) 1 1 y
1 T *J 1 1 fl 1
2 |1y yL 2 1 Ef;fx E“j
i K x
3 e, () 3 |1 Srastet 2aga
31 KL
\1/ { Lo T
132 >k 6 1 Efxfbf Eajkakl
j KL LI
4 |1y |m1 2 4 1 S famd "N | 2 oagaga
41 \}/ ) KM KLM L RO m
J K . L M
142 n k 8 3 E fKMfo s za T
43 ) n 12 1 2 f;fLKMf f bX A% %1%m
] ! aietel J KL M b
» kz. 24 1 2 fefufuf 2 Dk 1% bm
Jj KLM Elm
5 {451 p\%" 5 1 Ef;LquKfoMfP Eaﬂt“ﬂaima.b
i 10 6 Spl KL MeP | s
| RDH Fxupfrf " f7f %00
j M
155 LA W 15 4 [t PN
J
Isy ,p\,si 30 | 4 | Brgpsirasst | Zagaya,a,
3
M,P
te k)kpm 1 20 3 Ef,l(uf,‘_thfpf Z“p“u“jm“mp
J
L M, P
‘56 m Y 20 1 Ef;ffupf f f zaﬁaklakﬂlakp
R >4
1 72 40 3 iff,.f,’;f"fp E“p“u"b..“kp
i, A\ J KL  M_P
| s8 mép | 60 1 2iefifupef S 2a; 04,0,
1 J K L M P
1y |k ; J 120 1 2ixfifulp f E“ﬁ"u“h"mp

Tabelle A.1 Baumgraphen und elementare Differentiale bis Ordnung 5

g{l 2 3 4 5 6 7 8 9 10

card(T,) [1 21 2 4 9 20 48 115 286 719
Anzahl der

Bedingungen |1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

Tabelle A.2 Anzahl der Baumgraphen bis Ordnung 10

34



Fuhrender Fehlerterm:

J J hP+1 J
vi —y'(k) = mtegla(t)e(t)F (O)(yo)+
+O(R*?) (2.48)

wobel

e(t) = ()P b;®;(t) -1

Zur Konstruktion eines effektiven Runge-Kutta-Verfahrens wird man verblei-
bende freie Parameter derart einstellen, daB:

> a(t) | e(t) |= min (2.49)

t€Tp+1
Schrittweitensteuerung:

Sei y; Runge-Kutta-Resultat O(h?P*!)
1 Runge-Kutta-Resultat O(h?*?)

Sei angenommen, dafl §; die wesentlich genauere Losung ist:

19 —y(B) | < [l 91 —9(R) || (2.50)

Dann gilt:

E=lni—t [|=lyn—y(h) | (2.51)

Bemerkung: Fehlerschatzung nur fir “zweitbeste” Approximation
von y(h).

Sei ¢ vom Benutzer gewilinschte lokale relative Genauigkeit. Dann muf} gel-
ten:

E<e : (2.52)

Andererseits gilt:
E=C-nt! (2.53.a)

Fiir verniinftige Schrittweite A sollte gelten:
Ch?*! = p¢ (2.53.b)

Mit Sicherheitsfaktor p < 1 . Division liefert:

Eﬁh.(ﬁy’_};’_

-

€
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Zur Gewinnung von g; gibt es 2 typische Methoden:

Extrapolation:

y1(2R) N\
y2(h)  — §:(2h) mit (2.18.b)

Wb —y@R) = C2h- G0 b "
y1(2R) —y(2h) = C-(2h)PH

Subtraktion:
y2(h) — y1(2h) = 2C - BP*! - (1 — 27)

Auflosung nach C, Einsetzen in (*):

D28 = k) + () — (R~ 1) (2.54)
€ = || §1(2h) —ya(h) [|= O(R?*1)
Einbettung:

1 Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p
¥1 Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung (p + 1)

FEHLBERG (1964)[45] : Rechnung fortgesetzt mit y;
(Widerspruch zu Fehlerschitzformel!), vgl. (2.50)!
=> Programme RKF4(5), RKF7(8)

DORMAND/PRINCE (1980)[41}:

— DOPRI 5(4) : (2.49) erfillt fir ¢,
" s =6 Stufen
— DOPRI 8(7) : (2.49) nicht ganz erfillt.

(— HAIRER/N@RSETT/WANNER [58], S. 194/5)
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0

1 1

5 5

3 3 9

10 | 40 40 _

4 44 _56 32

5 a5 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 6561 2187 6561 729

L | sor 355 461z 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
35, s00 125 _2187 11
384 1113 192 6784 84

o | 35 o s00 125 _2187 11

Y1 | 384 1113 192 6784 84
5179 o 7571 393 _ 92097 187 1_

Y1 | 57600 16695 640 339200 2100 40

Tabelle A.3 Dormand-Prince 5(4) (DOPRI5)

“Fehlberg-Trick”:

h f(yl) = ka
(aai = bi, bs = 0)
= ¢ =

Interpolation: Fiur graphischen OQutput manchmal Lésung an Punkten
zwischen den von der Schrittweitensteuerung gewahlten verlangt:

y1(OR)

Daftur mochte man méglichst keine zusatzlichen f-Auswertungen, sondern
ki ..., ks bzw. ¢;,...,9, verwenden. Dazu konstruiert man interpolierende
Polynome — Hermite-Interpolation auf der Basis von y und y'.

Beispiele:
(I) Bei Schrittweitensteuerung mittels Extrapolation hat man:

Yos f (%o), ¥1, f(yl)a Y2

Zusatzliche Berechnung von f(y,) oder “Fehlberg-Trick” gestattet Her-
mite-Interpolation der Ordnung 5.
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(II) DOPRI 5 gestattet direkte Interpolation der Ordnung 4:

5:(0) = O(1+ 6(—1337/480 + 6(1039/360 + O(~1163/1152))))
b2(0O) 0
b3(©) = 1000%(1054/9275 + O(—4682/27825 + O(379/5565)))/3

bs(0) = —50?%(27/40 + ©(—9/5 + ©(83/96)))/2
bs(©) = 182250%(—3/250 + ©(22/375 + ©(—37/600)))/848
bs(©) = —220%(—3/10+ ©(29/30 + ©(—17/24)))/7
(2.55.a)
y(.’l:o + @h) = Yo + h }6: bj(@)kJ . (255b)

wobei die rechte Seite fiir © — 1 in § ubergeht.

Weitere Anwendungen der Interpolation:

- on-line Steuerung von Prozessen
- Differentialgleichungen mit retardiertem Argument

- Bestimmung von Schaltpunkten bei impliziten Umschaltbedingungen
oder Unstetigkeiten
(Beispiel: StoBdampfer, optimale Steuerung vgl. Kap. D.5.2)

Bemerkung: Winschenswert waren eingebettete Runge-Kutta- Verfahren
variabler Ordnung (z.B. Programm VOBET, von D. G. BETTIS, dort aber
falsche Koeffizienten!)
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3 Mehrschrittverfahren

Alternative zur Konstruktion von Verfahren hoherer Ordnung, am Beispiel

erlautert:
tn42

Yltnsa) — vlta) = [ Fu(2)) dt (3.1)
Simpson-Regel fir Integral angewendet:
h
Ynt2 ¥ =3 [f (yn+2) + 4 (Yn+1) + F(n)] (32)

Milne-Simpson-Verfahren (Implizites Zweischrittverfahren)
Allgemein: Lineares k-Schritt-Verfahren

Ynik + Ua¥ntko1 + oo+ GYn = R [Bef (Ynyk) + - + Bof(ya)]  (3.3)

n=0,1,2,...

o =1 o.B.d.A.

|ao |+ [Bo]| >0 o.B.dA.

Br=0: explizit

B #0: implizit (Losung z.B. mit Fixpunktiteration)

Eindeutige Losung von (3.3) verlangt Startwerte

Yo, Y15 - -y Yk—1

etwa erhalten aus Mehrschrittverfahren niedrigerer Schrittzahl (“Startrampe”).

Bezeichnung: Verschiebeoperator Ej

Epyi = yrsr, Enf(y(t)) = f(y(t + R)) (3.4)
Einfihrung in (3.3):

P(En)yn = ha(Er)f(yn) - (33)
wobel p, o charakteristische Polynome:
p(Q)=arC* +...4 a0, a(¢) =Bl +... 4+ B (3.5)
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Beispiele:

(1) Milne Simpson - vergleiche (3.2):
AO=C"=1, o(0) = 5[ +4¢ +1]

(2) explizite Mittelpunktsregel - vergleiche (2.24.b):

pQ)=¢ 1,00 =%

3.1 Konvergenz

(3.3) bzw. (3.3') ist DxG k-ter Ordnung.

Konsistenz. D),G = DG

Losung y(t) der DG eingesetzt in DG liefert Konsistenzordnung p > 0.
P(En)y(t) — ho(Ep)f(y(t)) =: O(h™) (3.6)

Taylor-Entwicklung:

y(t +mh) = y(t) + mh y'(t) + %(mh)2y”(t) +...
Rf(y(t+mh)) = hy'(t + mh) = h[y'(t) + mh y"(t) + .. ]

Einsetzen in (3.6):

P(En)y(t) — ho(En)y'(t) =
=: Coy(t) + Crhy'(t) + ...+ C,.h%D(t) + ...

wobei die Koeflizienten Cy, Ci,... gegeben sind durch:

(3.7.a)

Co = opg+ap1+...+a=p(1)
Cy = Iclcuc +...ta—(Br+...+ ) =p'(1) —0o(1) (3.7.b)
C, = Z;T[kqak+"'+a1]—(q—l)![kq—]ﬁk+"'+’8‘]

Konsistenzbedingung fiir p > 0 lautet also:

002012...20,,:0 (376)

Speziell muf} gelten:




Entwicklung (3.7) gilt unabhéngig von Losung y(t), also auch fiir die spezielle
Wahl

y(t)=y(t) =€
Setze t = 0 in (3.7.a) und bericksichtige
Ery(t) li=o= (")

Dann folgt unmittelbar:

pleh) — h o(ch) =

=Co4+Cih+...+Ch9+ ... (3.9)
Konsistenzbedingung fiir p > 0:
p(e®) — ha(e?) = O(KP*Y) R —0 (3.10)
Umformung:
¢ = e" h =In(,p(¢) — InCo(¢) = O((C — 1))
wegen p(1) =0 und In¢ = ¢ =1+ O((¢ — 1)) :
2 o= 01¢ -1 ¢ (3.10)

Formeln (3.10) und (3.10") fiir Beweiszwecke (HENRICI).

Aber (RUTISHAUSER 1952) [99]: konsistente Formeln auch hoher Ordnung
sind eventuell instab:l.

Lemma 3.1 (DAHLQUIST 1956) [19]
Seien (y,...,(c Wurzeln von p({) = 0. Notwendig fir Stabilitat des Mehr-
schrittverfahrens (3.8°) ist:

1G|<1 i=1,....,k ((1:=1 0.B.d.A) (3.11)

Falls | (; |=1: (; einfache Nullstelle (“Dahlquist’sches Wurzelkriterium”).

Beweis: Man betrachtet das Modellproblem
'=0, y(0)=1=y(t) =1 (3.12)
Zugehoriges Mehrschrittverfahren
p(En)yn =0
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Lineare DyG k-ter Ordnung hat Fundamentallésungen:

¢*,n¢",...,nmIC"
¢ : Wurzel von p

m : zugehorige Vielfachheit (m < k)
Eine Wurzel liegt fest wegen Konsistenzbedingung (3.8):

p(1)=0, (1:=1 o0B.dA (3.13.a)

Diese Wurzel reprasentiert die konstante Losung y,, = yo; sie muf} also einfach
sein, woraus mit (3.8) folgt:

a(l)=p(1)#0 (3.13.b)

Stabilitat heift: Nebenlosungen dirfen die Hauptlosung nicht “iberwuchern”.
Das liefert (3.11). |

Obwohl das Lemma 3.1 nur auf dem trivialen Modellproblem y’ = 0 aufbaut,
hat man mit der Wurzelbedingung die wesentliche zusatzliche Bedingung fiir
Konvergenz (h — 0) gefunden.

Satz 3.1 (“Konsistenz + Stabilitat <= Konvergenz”)

Stabilitit gemdafl (3.11) und Konsistenz der Ordnung p > 0 sind notwendig
und hinreichend fir Konvergenz der Ordnung p. Hierbei sind Approrima-
tionsfehler der Startwerte als O(hP) vorausgesetzt.

Beweis (Skizze): Zunachst Umformung des Mehrschrittverfahrens auf Ein-
schrittverfahren entsprechend hoherer Dimension:

Y, := (Ynskots---r¥n). n >0 (3.14.a)

Zur Vereinfachung sei nur 1 Differentialgleichung behandelt. Mehrschritt-
verfahren als System (o := 1):

Yntk = —[Cha¥Ynpk—1 + ...+ oyn] —

- h [ﬂkf(yn-i-k) +...+ ﬂof(yn)]

(%)

Definition einer Inkrementfunktion:

Q(yn+k—17 cee sy Yny h) = Q(Kn h)
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fir Br # 0 formal nur implizit moglich:

®(-,h) = Bif(—Ck—1Yntk-1—-.. — @oyn —h @(-, h))

(3.14.b)
+Bk-1 f(Yntr-1) + ...+ Bo f(yn)
Damit lautet (*):
Yntk = — [@k_1Yn4k-1+ ... + Q0Yn] — hD(:, h) S
Hinzu kommen noch Identitaten durch Verschiebung des Index:
[ Yntk ] % [ yn+.k—1 ]
Yy = yn-!:k—l 5 : ~Y,
: Ynt1
| Ynt+1 ] < | Yn ]
Matrix-Schreibweise:
[ -1 —Q—y ... —Q ]
A= ! ) 0 (3.14.¢)
L 10 |
Y41 = AY, + h®(Y,, k). (3.14')
Fir DG-Systeme:
A - A®I
® - (®I1)0

— Beweistechnik etwas komplizierter.

Die Eigenwerte von A sind die Wurzeln von p, da p charakteristisches Poly-
nom zu A (Frobenius-Matrix). Also gilt (5: Spektralradius)

p(A) <1 (311) (3.15)
Im allgemeinen folgt daraus die Existenz einer Matrixnorm || - ||. mit
| Alle<1+¢e, e> 0 beliebig.
Da jedoch die betragsgrofiten Eigenwerte von A einfach sind, gilt hier sogar:
A< 1 (3.15')
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Seien Y, 41, Zny1 definiert durch (3.14') aus Y, Z,. Sei L* Lipschitzkonstante
zu ®. Dann gilt mit (3.15'):

| Yosr = Znsa | < (L4 BLY) || Ya = Zo | (3.16)

Dies ist Basis fiir ein “diskretes Fundamentallemma”. Um die Beweistech-
nik (“Facher”) von Satz 2.1 anwenden zu konnen, bendtigt man noch den
“lokalen Diskretisierungsfehler”.

Sei

-~

Yii1:=AY () + hO(Y(t,),R)
Dann gilt (streng nur fiir p > 1):

| ¥ots = ¥ (tara) || < M (3.17)
Facher-Technik liefert (p > 1, L* : Lipschitzkonstante zu ®):
| Yo = ¥ (tn) II<Il Yo = Y (to) | exp(L7tm) + M Fotmp(L'tm)  (3.18)

Ye-1 — Y(tk-1)
Yo—Y(to)=|
y1 —y(h)
L 0 o
Approximationsfehler der Startwerte. |

Bemerkung:

(1) Bei Verwendung einer “Startrampe” durch Mehrschrittverfahren nie-
drigerer Ordnung gilt (Start: expl. Euler):

v —yh) = OR)  j=1,...,k—1 (3.19)
Damit O(h?) - Abschatzung in (3.18) gestort!
(2) Alternativen:

o Taylor-Entwicklung fiir Startwerte (ADAMsS [1])

o Einschrittverfahren von Ordnung p fur Startwerte (u.a. GEAR,
‘aber erst jingst wirklich realisiert)

Fir tatsachliche Konstruktion von Mehrschrittverfahren hat man nach (3.7)
(2k + 1) freie Parameter fiir impliziten Fall, 2k freie Parameter fir ezpliziten
Falll  Man erwartet also rein algebraisch eine Konsistenzordnung p = 2k
(impl.) bzw. p = 2k — 1 (expl.). Die Stabilititsbedingung (3.11) liefert
jedoch wesentliche Einschrankung.
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Satz 3.2 (“1.DAHLQUIST-SCHRANKE”, 1956 [19})
Fir die Ordnung p eines stabilen linearen k-Schritt-Verfahrens gilt:

a) p<k+2 firk gerade
b) p<k+1 firk ungerade (3.20)
¢) p<k fir e <0 (a4 =1)

Beweis hier weggelassen: i.w. funktionentheoretische Hilfsmittel, Reihen--
entwicklung (— HAIRER, N@RSETT, WANNER, (58], S. 332-335).

Bemerkung zu Stabilitat. Falls mehrere einfache Wurzeln von p auf Ein-
heitskreis, heit Mehrschrittverfahren schwach instabil.  So sind fir
p=k+2, k gerade, alle Wurzeln auf dem Einheitskreis (ohne Beweis).

«sp<k+1 falls stark stabil (3.21)

3.2 Adams-Verfahren

Falls B #0: p<k+1 nach (3.21)
2k +1 freie Parameter
Falls B, =0: p<k nach (3.20.c)

2k freie Parameter

Vorgehen in beiden Fallen: Man wird {iber k freie Parameter derart verfligen,
dafl das Wurzelkriterium (3.11) erfillt wird. Im Sinne der Stabilitat ist die
bestmogliche Wahl:

pe(€) :=¢F(¢ - 1) (3.22)

Zugehoriges Mehrschrittverfahren:
Yntk — Yntk=1 = B [B Yy + -+ Bo yn) (3.22)
die noch verbleibenden Parameter

(Br), Bi-1s---, Po

sind so zu bestimmen, dal p maximal wird. Statt formaler Losung der Glei-
chungen (3.7) liefert die “richtige Idee” die 3’s direkt:

45



Adams-Verfahren (ApAMs 1855, 1] BASHFORTH 1883, [4], MOULTON
1926, [87] ). Mit Blick auf (3.22) schreibt man die Differentialgleichung um
in eine (formale) Integralgleichung:

t

W) =sltnn)+ [ Fu)et (323)

t=tn
Approximationsidee:
f(y(t)) — p(t) Interpolations-Polynom (3.24)
Adams - Bashforth (AB): explizit
p(t) = Peca(t | tnety - - oy tnk)
Adams - Moulton (AM): implizit
p(t) == Pe(t | tny- -y tnok)
(Darstellungen fiir das Interpolationspolynom nach AITKEN).

Man definiert:

tn

pi=vat [ p(t)dt (3.25)

t=tn-1

Bezeichnung: f, := f(y,)-

(a) AB-Verfahren iber dquidistantem Gitter
Man geht etwa aus von Newton’schen dividierten Differenzen:

p(t) = Pt |tacr,.. stak) =
= f[tn—ll + f[tn—l,tn—2] . (t - tn_1) +...
.t f[tn_l, - ,tn—k] . (t — tn—l) et (t - tn—k+1)

t -1t
h
(t—tna) ... (E—tnks1)
(k= 1)RFT

Py = facr+ Vo

(3.26)
R e VARt A

wobei

V:i=I-F_; “Rickwartsdifferenzen”-Operator
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Bemerkung:

yq+1fj =V = Vi = V(I - E_n)f;

far Aus:vertung

Einsetzen in (3.25):

tn
t—1t,—
Yp — Yn_1 = / Pp_;(t)dt (subst:s:= 7 1)
t=tp_1
1
1)--- k—2
b [ [t Vg LEDCEE DGy g
N (k —1)!
Ausfithrung der s-Integration:
k-1
Yn = Yn-1+ h Z ’)ﬁ'vtfn—l
L , (3.27)
S / s(s+1)..,:'.(s+z—1)ds >0 (yo:=1)
2 i!
Umformung in Standardform (3.22'):
k
Yn 0= Yn-1+ R D Bk—jfa-; (3.27)

i=1

wobei: {Bix-;} berechenbar aus {7;} oder aus Lagrange-Darstellung
von Pk-l-

Diskretisierungsfehler ¢,, abgeschatzt tiber Interpolationsfehler beziiglich

f:

en = [l yn —y(ta) || (3.28)
Subtraktion von (3.25) und (3.23) liefert
o S et [ ISO) () | d (3.29)
| f(y(t)) = Peca(t) || < —A:T" (t=tao1) e (E—tak)
O 1 10 T

y*+(r)
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Einsetzen in (3.27):

tn

t~tn- t—tn__
€n S €n-1 ‘+ Mk . ( 1) k' ( k)dt
t=ip-1 '
t—1,_
Substitution: s := h" 1

f s(s+1)-...-(s+k—-1)

En g Eﬂ—l + Mk : hk+l / k' ds
=0 ' ,
Vgl. (3.27):: Yk
en < €no1 + Ve MphFH! (3.31)

das heift Konsistenzordnung ist p = k. “Startrampe”: k£ =1,2,...
Bei Wechsel von & ist Darstellung (3.27) vorzuziehen gegeniiber (3.27).

ABM-Verfahren iber dquidistantem Gitter
Die Approximation

p(t) := Pe(t [ tn,. .. s tnk)

liefert ein implizites Verfahren. Die Darstellung tiber diverse Differen-
zen eignet sich deshalb nicht. Stattdessen liefert Lagrange - Darstellung
von Pi das Analogon zu (3.27'):

k
Yn = Yn-1 + h- ﬁ:,kfn +h Zﬁ;.k-—jf"—j (332)
j=1

Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems durch Fizpunktiteration
moglich, da “nichtsteife” Differentialgleichung integriert werden sollen.
Man erhalt das sogenannte Prddiktor- Korrektor- Verfahren. Wahlt man
als Startwert den AB-Wert, so erhalt man das ABM- Verfahren:

k
a) Yo :=Yno1+h D Bri—jifa-;

i=1
P: predictor
k
b) Yt = g1 +RBLLSE AR Y Brksfui

i=1

(3.33)

C: corrector E: evaluate

Sei L die Lipschitzkonstante von f. Dann ist hinreichend fiir Konver-
genz der Iteration:

hB L<1 (3.34)

Diese Bedingung ist erfiillbar, falls 2 “hinreichend klein”. Falls keine
Konvergenz fir ¢ < 2, Schrittweitenreduktion.
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Varianten des ABM-Verfahrens:

(I) PECE-Verfahren:

y2, 2,42, f} berechnet
fa := f} im nachsten Schritt

(I) P(EC) * oder P(EC) * E
je nachdem, ob fi oder fi*! fiir nachsten

‘Schritt verwendet wird.

Schrittweiten- und Ordnungssteuerung (GEAR [48] 1971,

dhnlich KroGH [72] 1969)

Bei Anderung der Schrittweite benotigt man Zwischenwerte von f, die man
durch Interpolation mit p in natiirlicher Weise gewinnt. Man benotigt also
eine Darstellung, die fiir Schrittweitenanderung besonders geeignet ist. Dazu
geht man aus von Taylor-Darstellung von p (hier nur fiir Pradiktor vorgefithrt):

Pii(t) = Peca(ta-1) + Picy(ta-1) - (t —tasa) + ..

(8 —tpoq)*?

(k-1)
+Pk—-l (tﬂ—l) (k — 1)'

Einsetzen in (3.25):

tn

yg = Yn-1 +_ / Pk_l(t)dtz
t=in~1

= Ynor + [BPeca(ta-r) + .. + B PET ()]

Nordsieck - Darstellung: h—49-h 0<d< 1

yo(tn-—l + 19h) = Yn-1t ﬂan-l,] +...+ ﬂkan—l,k
P (3.35)
Qp_1i = %P('_)l(tn_l) “skalierte” Ableitung

Bemerkung:

(1) Auswertung mit Horner-Algorithmus

(2) Fir Korrektor erhalt man Polynom vom Grad (k + 1);
man hat dann noch a1 k41-

Vorschlag GEAR:
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Auch Ordnungsdnderung in Nordsieck-Darstellung
aber: nach Anderung von k ist das Polynom nur noch Schmiegpolynom in
- t = 1,1, es interpoliert nicht mehr dber {t,_,...,tn—k}.

Fir kombinierte Schrittweiten- und Ordnungssteueiung benutzt man die
Beziehungen:

A k = Anhk .
Vanh = app—8n1x = BphFH! (3.36)
Vzan,k = Cnhk+2

Aus diesen Beziehungen verschafft man sich Schrittweitenschatzungen

ACKY G ACT)

“alte” Ordnung : k+1
“neue” Ordnung : q € {k,k+ 1,k + 2} “Ordnungsfenster”
AlD) = max{}’l(k), R(k+1) ﬁ(k+2)}

Bemerkung: Aufwand gleich fir k,k+ 1,k + 2.

“Faustregeln”: Schrittweitendnderung nur, falls
(a) keine Konvergenz
> Reduktion

oder (b) (k + 1) Schritte lang Ordnung oder

Schrittweite konstant

Begiindung: Schrittweitenanderung erfordert hohen Aufwand.

Programme: GEAR-ABM (HINDMARSH, LLNL)[65]
DEABM (SHAMPINE, SANDIA) [101]
LSODE - nonstiff (HINDMARSH, LLNL)[64]

Adams-Verfahren tiber variablem Gitter:

e erfordert aufwendige Berechnung der Koeffizienten (trotz Tricks von
KRrOGH — Ubung)

e deshalb Anlehnung an aquidistanten Fall

e Stabilitat unubersichtlich

Programme: EPISODE (BYRNE/HINDMARSH){17]
VOAS (SEDGWICK), unausgereift
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4
1)

2.)

Aufgaben
Gegeben sei die Thomas-Fermi-Differentialgleichung:

3(t)

t5

] y(O) = Yo # 0 ’ y'(O) =29 (41)

y'(t) =2

Diese Form verletzt die Lipschitzbedingung und ist zudem nicht geeignet
als Eingabe zur numerischen Integration.

Man transformiere (1) in ein System 1. Ordnung, welches der Lip-
schitzbedingung genugt.

Hinweis: Man verwende die Substitutionen:

s=th, y(t) = u(s) , u(s) = 2

Man zeige, daB8 das lineare Differentialgleichungssystem:

. 1
y'(z) = ;(Ao + Az + Agz + ) y(x) (4.2)
Losungen der Form
y(z) = 2°(vo + iz + vz +--+)

besitzt, wobei die A; n x n-Matrizen und die v; n-Vektoren sind.

Dazu bestimme man zuerst p und v, dann rekursiv vy, vy, - --.

Welche Bedingung miissen die Eigenwerte der Matrix Ag erfillen, damit
die v; berechnet werden kénnen ?

Welche Transformation z = T'(t) wandelt (2) in ein System ohne Sin-
gularitat um ? '

Sei A eine konstante Matrix. Man berechne die Losung der DG

y'(t) = Ay(t) + g(t) , ¥(0) = yo

mit Picard-Iteration.

Hinweis: Man kann die Beziehung

/ot /03' f(51,2)9(52)dsydsy = /Ot (/,: f(s1, 32)d'sl) 9(s2)ds,

benutzen.
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4.a.) Gegeben sei die Differentialgleichnung y' = f(y) , y(0) = yo. Man
zeige, daf fir die Losung der adjungierten Variationsgleichung

w(t) = —fZ(y(1) u(t) , w(T) =2

gilt:
u(t) = WI(T,t)z

b.) Fir die parameterabhiangige Differentialgleichung

y = f(y,p), y(0) =w0, y(t) ER", p€ R?,

sei y(t; p) Losung. Die Abhangigkeit der Losung von p wird durch die
verallgemeinerte Variationsgleichung

%ﬁ = fu(y(t; p), P)P(t) + fo(y(t; p),p) , P(0) =0

beschrieben. Man leite fir P(t) = 2“;—9 die Beziehung

P(t) = [ Wit,5)(u(5i2), p)ds
her.

5.) Gegeben sei die autonome Differentialgleichung:

¥ =f(y), ¥(0) =y, f(yo) #0.

Man zeige: Die Existenz einer periodischen Losung ( mit zunachst
unbekannter Periode T' ) ist dquivalent zu:
Die Wronski-Matrix W(T,0) hat (mind.) einen Eigenwert 1.

6.a.) Man beweise den Satz: (Grobner/Alekseev)
Sei y Losung von y' = f(y), y(0) = yo , und z Losung der gestorten
DG
Z' = f(2) +¢(2) , 2(0) = o.

Weiter sei die stetig partielle Differenzierbarkeit von f bzgl. y voraus-
gesetzt. Dann gilt:

2(6) = y(0) + [ 9ti5,2()) o(=()ds

Dabei sei y(t; s,2(s)) die Losung von y’ = f(y) mit dem Anfangswert
y(s) = z(s).

b.) Man leite aus a.) die Beziehung (1.23) aus der Vorlesung fiir eine kleine
Storung 6 f her.
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7.) Man diskretisiere die DG 3’ = \/y , y(0) = 0, mit dem expliziten
Euler-Verfahren

yk+1=yk+hf(yk), k=0,1,2,...,

und mit dem impliziten Euler-Verfahren

Y41 :yk+hf(yk+1) ’ k"—‘0,1,2,...,

und fiihre in beiden Fallen fir festes ¢ den Ubergang h — 0 durch.
Was ergibt sich im Vergleich zur theoretischen Lésung ?

8.) Gegeben sei das implizite Einschrittverfahren :

(*) Yk+1 = Yk + RO(yx, Yrs1)
Die Inkrementfunktion @ geniige einer Lipschitzbedingung
| @(¢,2) — @ w) IS La |l 2w -

Man zeige : Die Bedingung | h |< L;" ist hinreichend fiir die eindeutige
Losung von ().

9.) Gegeben sei das Anfangswertproblem

y' = f(y), y(0) = 3, y(t) € R.

Formale Integration und Anwendung der Simpson-Regel fithrt auf die
Differenzengleichung

i = Yot + 5 (F(ner) + 45 () + S i)

a.) Man zeige : Fir f(y) = —y geniigt y, der 3-Term Rekursion:

' h 4 h
(R) (1+ §) Ynt1 + gh Yn — (1 — §) Yn—1 = 0.

b.) Man zeige: Der Ansatz y, = AM*, A€ R, A € R, in (R) fihrt

auf die Losungen '

M o= 1-h+0(h?)

A = —(1+ g) + O(R?).
Die allgemeine Losung von (R) lautet :

Yn = Al/\;‘ + A2A;, Al, A2 € R.
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c.) Fir kleine Schrittweiten h und ¢t = nh beweise man :
Y = AreH (1 4 O(h)) + (=1)" A, e3(1 + O(R)).

10.) Zur Integration eines Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

y” = f(y) ’ y(tO) =Yo,
y'(to) = 20,

sei das Diskretisierungsverfahren nach Stérmer vorgegeben:

h
o= yo+h[20+§fo],

(S) Y41 = 2yq—yq-1+h2fqa g=1,...,1-1,
- Y h
5 = Yi hy‘1+§f”
mit f, = f(yq)-

a.) Man zeige:
Die Diskretisierung (S) besitzt eine aquivalente symmetrische Formulierung (S’):

|

Zg4l — 2 1
_gﬂ}:___q = 'é‘(fq+l+fq)

Yg+1 — Yq

1 h
A = 5[29+1+zq-—_2-(f9+1—f9)]7qzoala"wl'—l'

b.) Mit welchem Differentialgleichungssystem ist (S’) konsistent ?

c.) Fir f € C*™+? beweise man fiir (S) die Existenz quadratischer asymptoti-
scher Entwicklungen der Form ~

N

u—yt) = Z ek(tl)h2k + Enqa1(t;; R)RZN2
k=1
N —
a—y'(t) = Y &) h™* + Enga(ti; ) B2V,
k=1

mit Eny1, Enyy gleichmiBig beschrankt in h, h € [0, H], H > 0.
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11.) Gegeben sei ein Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p mit der
Entwicklung

yn — Y(IN) = ()R + e, (B)RPH ...

Man iiberlege sich, welcher Aufwand an Funktionsaufrufen A, in Ab-
hangigkeit von der erreichten Ordnung ¢ in einem Extrapolationsver-
fahren notig ist. Zum Vergleich wahle man das explizite Euler- Verfahren,
das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung (RK4):

kl = f(yk) )
h
k2 f(yk + §kl) y
h
ks = flye+ 5"’2) ;
ks = f(ye+hks),
h
Y+l = Yk + g(kl + 2k + 2k3 + k4)

und das verbesserte Euler-Verfahren (p = 2):

h
Yerr = Ye + f(yr + 55 (0r))
mit jeweils den Schrittweitenfolgen :

Fyp = {1,2,3,4,...}, n; =1;
ng = {2,4,6,8,...},71.;:21'.

Welche Schlisse lassen sich hinsichtlich der Wahl des Einschrittver-

fahrens und der Schrittweitenfolge fiir ein Extrapolationsverfahren ziehen?

12.) Zur Losung von y' = f(y), y(0) = yo , sei die explizite Mittelpunkts-
regel ohne SchluBschritt gegeben:

1 = Yo+ hf(yo),
Yesr = Yr1+2hf(ye), k=1,2,...

a.) Man betrachte als Schluischritt das implizite Euler-Verfahren:
v =y +h f(y)

Man zeige, dal damit das gesamte Verfahren reversibel ist, das
heift:
Die Transformation (k, k) — (I -k, —h) laBt das Verfahren

unverandert.
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b.) Anstelle des impliziten Euler-Schrittes betrachte man die Fixpunkt-
Iteration:

vo= i,
yt o= a4 hf(y),i=0,1,...
Man zeige:

(1) y! hat eine h*-Entwicklung. Dazu iiberlege man sich den
Zusammenhang zwischen y} und dem SchluBschritt S; von
Gragg aus der Vorlesung.

(i1) y? und y} ;= yi-1 + h f(y}) baben keine A%-Entwicklung.

13.) Gegeben sei das Anfangswertproblem
y' = D(t)y +o(t), y(t), o(t) € B, y(0) =1y,
D(t) € R,

Man beweise, daB der lokale Fehler y(h) —y; eines auf dieses System
angewandten Runge-Kutta-Verfahrens genau dann von der Konsistenz-
Ordnung p ist, wenn:

_ 1
Yobid?t = -, ¢<p,
3 q

1
b lapt = +7r <
2 b end g+ 177 =P
1
b, T ag it ayt = +r+s<p,
‘g;:-,:{]J ik Ck Kl ¢ (q+‘r-j-s)(r+s)s’q >p
elc.

Hinweis: Man schreibe das Systerh in autonomer Form und untersuche
welche Baume ( und damit elementare Differentiale ) bei der Herleitung
der Bedingungsgleichungen wegfallen.

14.) a.) Zur Losung von Systemen nichtautonomer Differentialgleichungen

y' = f(t,y), y(te) = vo , y(t) € B"

soll ein Runge-Kutta-Verfahren RK4 (mit konstanter Schrittweite
h) implementiert werden.
Das Verfahren lautet :
i-1
kt' = f(t0+cih, y0+zaijkj) ’ 1= 17"') 4a

i=1

4
i = Yo+ bk

=1
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b.)

Dazu verwende man als Losung der Bedingungsgleichungen den
folgenden Koeffizientensatz (klassisches RK-Verfahren):

0 {0 a;;
3 |3 0
1o 1o
1 {0 0 1 0
/by 333

Mit diesen Werten schreibe man ein FORTRAN-Unterprogramm
RK4 (N, FCN, T, Y, TEND, M)

wobei:
N: Anzahl der DG’en 1. Ordnung
T: Anfangspunkt der Integration
Y: Anfangswerte y(to)
TEND: Endpunkt der Integration
M: Anzahl der Integrationsschritte

FCN(T,Y,DY):  Unterprogramm, das die rechte Seite der
DG (=: DY) an der Stelle T,Y(T) auswertet.

Mit diesem Programm integriere man die DG

" Y2Y3 0
v l=| —wnys |,ylto)=]1], k=051
Y3 —K*y1y2 1

(Eulersche Bewegungsgleichung fiir einen Kérper)

von tg =0 bis tgnp = 60 . Der absolute Fehler der numerischen
Losung an tgnp sollte kleiner als € = 107% sein.

Man erweitere das Programm RK4 aus Aufgabe a.) durch Imple-
mentierung einer Schrittweitensteuerung und einer lokalen Fehlerkon-
trolle. Dabei benutze man zur Schrittweitenschatzung die Extrap-
olationstechnik.

Als Aufrufliste dieses Unterprogramms RKX4 verwende man die
Standardliste:

RKX4 (N,FCN,T,Y,TEND,TOL, HMAX,H)

wobei (zusatzlich zu den Parametern in RK4) :

57




TOL : verlangte Genauigkeit der Lsung
HMAX : maximal zuldssige Schrittweite
H : Anfangsschrittweite (:=1073)
Mit diesem Verfahren integriere man wiederum die Eulersche Be-
wegungsgleichung mit der Genauigkeit ¢ = 107® und vergleiche

den Aufwand (Auswertungen der rechten Seite der DG) mit dem
Verfahren RK4.

15.) Ein Extrapolationsverfahren basiere auf der expliziten Mittelpunkts-
regel mit SchluBschritt und benutze die Schrittweitenfolge Foy = {2, 4,...}:

h
o= yo+;jf(yo),
2h
Yn41 = yn—1+';f(yn),n:11"',nh

1
y o= Z(y“‘ +2y+ypr), l=n;,

n, = 2:1,1=1,2,...

Mit Hilfe des Aitken-Neville-Schemas (2.18.b) 1a8t sich aus Ty; := y}
und Ty; := y? eine Naherung T5; fiir y(k) der Ordnung p = 4 berechnen
(Extrapolation).

a.) Man formuliere die Berechnung von T3, als ein aquivalentes 9-
stufiges Runge-Kutta-Verfahren der Form (2.42) aus der Vorlesung
und gebe die zugehorigen Koeflizienten a;;, b;, ¢; an.

b.) Um ohne weitere Funktionsaufrufe eine Naherung von y an einer
Stelle t+0h,0 € [0,1] beliebig, angeben zu koénnen, formuliert
man ein Runge-Kutta-Verfahren zu A* = 6k mit gleicher Stufen-
zahl s* =5 =9 von der Ordnung p = 3 mit

ar. =

1
i ai; ( = C: = —C,').

0

(1) Man gebe die Bedingungsgleichungen fiir die Koeffizienten
b, t=1,..., s*, dieses Verfahrens an.

(i1) Fir welche Wahl der b} sind die Bedingungsgleichungen fur
alle § €[0,1] erfullt ?
Hinweis: Man setze by = o, b3 = (, b5 =v—(, (o, (, v Para-
meter) und idberlege sich, welche b} zwingend verschwinden
miissen.

D -

16.) Gegeben sei ein k—Schritt-Verfahren der Form
(MSV) 0kttt -+ oY = h[Befarkt- -+ Boful , =0, 1,...,
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mit f; = f(y;)-

Man zeige: Zur rekursiven Auswertung von (MSV) geniigt die Spei-

cherung von s2,..., sk~ wobei

ko k-1 =

Sp T Spa + QkYntk — h,kan+k =0

k- k-2
spt = spi + Go1Ynik — BBk-1 fatk

1 ._ 0

Sp T Spa + A1Yn+k — hﬂlffﬂ'k
0 .

Sy = QoYn+k — h,BOfn+k

( Darstellung von Skeel )

17.) Sei A einereelle n xn-Matrix mit den Eigenwerten Ay,..., A,, und
p(A) := max | Ai | der Spektralradius von A.

Man zeige: Fiir alle ¢ > 0 existiert eine Vektornorm | - || , so
daB fir die zugehorige Matrixnorm gilt:

p(4) <Al < p(4) +¢
wobei eine Matrixnorm definiert ist durch :

| A [l= max A=l
lelio |z ||

18.) Gegeben sei die lineare DG k-ter Ordnung mit konstanten, reellen Ko-

effizienten o, 3 =1,...,k:

Ly :=y® + oqy* V... 4+ ary =0
Der Ansatz y(t) = e*' fiihrt auf das charakteristische Polynom

. k
pN) = M+ a1+ e =T = )),

=1

wobei A;, 7 =1,...,k, die Nullstellen von p seien.
Zur Losung betrachte man das Mehrschrittverfahren

Ly yq = Yok + ar(R)ygir-1 + ... + ar(h)y, = 0
auf einem aquidistanten Gitter {¢,} mit Schrittweite A und Koeffizien-

ten a;(h), y=1,...,k, die durch

k
W +a (R 4. Far(h) = H (w — w;(R))
=1
wj(h) = eA"h

?
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definiert seien.
N bezeichne den Nullraum eines Operators und N, seine Einschrankung
auf das Gitter mit Schrittweite h.

a.) Man zeige:

Nu(L) = Ni(Ly),Vh ¢ H,

Nh(L) - Nh(Lh)7VhEﬁah#0a
mit H:={heR"|(\j—A\)h=2mip; jl=1,... k
p=0,+1,42,...}.

b.) Man verifiziere die Aussage von a.) am Beispiel
Liyl=y"+ 4’y =0
19.) Gegeben sei das Adams-Bashforth-Verfahren tiber dquidistantem Gitter

in der Form

k-1
(*) Yn = Yn-1 + h Z Y A\ fn_l s t, = nh,

=0
wobet

V = I—-F_  (Rickwartsdiff.-Operator)

o /1s(s+1)-...-(s+i—1)
LA 2!

ds,1>0, v :=1,
t_tn—-l
h

a.) Man leite die in der Vorlesung verwendete vereinfachte Darstellung
(3.27) des Interpolationspolynoms Py_; her:

s =

t—t,1 (t—tno1) oo (t = taoksr)

+o VT

Pk—l = fn—1+v1fn—l'

R (k — 1)l hF-1

b.) Man berechne die Koeffizienten {fx-;} der Standardform

k
Yn = Yno1 + 1 Y Brkj fuei

i=1

‘aus den Koeffizienten {7;} der Riickwartsdifferenzen- Formulierung
(%).

c.) Mit Hilfe der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms
P,_; gebe man eine geschlossene Darstellung der Koeffizienten

{Brk~;} an.
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20.) Man untersuche das Adams-Moulton-Verfahren iiber 4quidistantem Git-
ter:

k
Yn = Yn-1 + h Z ﬁ;,k-—j fn—j ytn = nh.
o

Man zeige:

a.) Das AM-Verfahren besitzt die maximale Konsistenzordnung p =

k+1, also
€ = €q1 + 7I:+1 ‘Ml:+lhk+2 )

wobei {77} die Koeffizienten des AM-Verfahrens bei formaler Darstel-
lung iiber Riickwartsdifferenzen zu f, seien.

b.) Die Naherung

k
Yn = Yno1 FRBLFWR) +h Y Bisi Flyn-i)

=1

y?  Pradiktor des AB-Verfahrens,

des PECE-Verfahrens ist bereits von der Konsistenzordnung p =

k+1.

c.) Fir die Konvergenz der Fixpunktiteration

k
y:;+1 = Yn-1+ hﬁ]:,k f(y:y,) +h E ﬂ}:,k—j f(yn-_;) ’ 1= 07 1) Tt
7=1

ist hinreichend:

hBir L <1, L Lipschitzkonstante von f .
21.) Man konstruiere spezielle Graphen, fiir den Fall, daf f nur maximal

quadratische Terme enthalt. Tabelle fir Anzahl an Bedingungsgle-
ichungen in Abhangigkeit von p (Anwendung: chemische Kinetik).
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B. Steife und differentiell —
algebraische Anfangswertprobleme

1 Theoretische Grundlagen

Fir wichtige Klassen von Anfangswertproblemen ist die Charakterisierung
durch die Lipschitzkonstante L = Ly theoretisch unbefriedigend. Dies zwingt
zum Umdenken auch bei Diskretisierungsmethoden.

1.1 Asymptotische Stabilitat von Differentialgleichun-
gen
Beispiel:
a) ¥=My—g(®)+g(t)reR

y(0) := g(0) + &0
(1.1)

b) analytische Losung:
y(t) = g(t) + €0 exp (Xt)

Losung stabil/instabil gegen Storung &g - je nach Vorzeichen von A.

il

A< 0 stabil A >0 instabil

Bild B.1

ﬁbertra.gurig auf autonome Systeme:

v =f(v)
Sei y* ein kritischer Punkt der Differentialgleichung:

fy*)=0 (1.2)
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Taylorentwicklung der rechten Seite der Differentialgleichung um y*

\y; =f_{Q+fy(y*)(y—y')+--- (1.3)
(v—y*) 0

Das qualitative Verhalten der Losungen in der Umgebung eines kritischen
Punktes wird also beschrieben durch die zugehorige Variationsgleichung (vgl.
Kap. A. (1.16)). Dabei ist f,(y*) eine konstante Matrix, da y* Losung von
{

(1.2). .

Satz 1.1 (Liapunov 1892 [82])
Gegeben sei ein lineares homogenes DG-System

e =Ace, e(to) = eo(#0)
mit konstanter Matriz A. Fir die Figenwerte von A gelte:
R{EW(A)} <0 (1.4)

Dann ezistieren (beschrinkte) Konstante a > 0, g < 0 derart, dafs

le(t) I| £ a exp(pt).

) oy (1.5)
Ljapunov-Stabilitdt

Beweis: Orthogonaltransformation von A auf Normalform von Schur

UAAU=8 <= A=USU? UFU=I=UU"

Al * *
Ay Tt
S = 2 komplex
o |
- An -l

Transformation des DG-Systems: & := UHe

€=USU N ee=6=56

€ ll=Il & |2 (*)
Explizit: 67 := (6,,...,6,)
6; Al * 61
8 A
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Rekursive Losung moglich:

bn = 6,(0)e*t = 6,(0)e¥*) cos(Im(A)t) +4 ...

| 62(2) | < | 64(0) | X"

Eingesetzt in vorletzte Zeile:
8,1 = An—16p_1 + ... Inhomogenitat = §,_,(¢)

Allgemeine Losung liefert:

6,‘ t) = $7 t eAjt
(t) J=Zl pi;(t) .
Polynome in t

Abschatzung:
16:(1) | < 30 1 pi(t) | X9
J=t
Sei definiert:
v = max R(};)
]
v < 0 wegen (1.4).

Damit gilt:
[6:&) 1< e 3o 1ps(®) ]
i=t
unbeschrankt
Abschatzung: Jp: v <p <0

Ja; >0: |tet] < a;e*
= Ja;>0: [&()] < e
2>3a>0: [[6t)]] £ ae*

Mit () gilt dann (1.5).
Speziell folgt aus (1.5) fir p < 0:

e(t) —0 firt — oo

asymptotische Stabilitat
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tatt

Bild B.2

Bemerkungen:
(1) Als sogenannte Ljapunov-Funktionen definiert man
P(t) =| e(t) |I°,
wobei || - || eine geeignet gewahlte Norm ist.

(2) Invielen Stabilitatsuntersuchungen werden skalare Differentialgleichun-
gen zugrundegelegt - dann gilt (1.6).

(3) Falls A — A(2), so gilt Satz 1.1 nicht mehr!

Gegenbeispiel:
1] ) 0 |
y = A®)y, y(0)= .
—1+% cos?t 1——%co§tsint
Alt) =
—1—-3sint cost —1+ %sinzt

Fir die Eigenwerte A, zeigt man:
R(A2) = —:11- < 0 fir alle ¢

Analytische Losung:

—cost
y(t) = 6( o8 )e”/2 unbeschrankt

sint
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Kontraktivitat. Fir nichtlineare Differentialgleichungen erweist sich die
folgende Klassifikation als niitzlich:

Fir eine Differentialgleichung mit rechter Seite fexistiere ein spezielles Skalar-
produkt < ;- >, derart, da8 gilt:

<f(u)-f(v),u—v>< g <u—v,u—v> (1.9)

& heifit auch (globale) einseitige Lipschitzkonstante.

Definition:

i < 0 : Differentialgleichung ist global kontraktiv (1.10)

Satz 1.2 Sei || - || durch < -,- > induzierte Norm. Es gelte die Vorausset-
zung (1.9). Dann folgt:

Il u(t) = v(e) I<]l u(o) — v(o) || €. (1.11)

Beweis: Man definiert:
m(t) = |lut) — o) ’=< u(t) —v(®), u(t) — v(t) >
= m'(t) 2 < d(t) —v'(t),u(t) —v(t) >=
= 2< f(u)— f(v),u~v>
(1.9) = < 2i<u-—v,u—v>=2am(t).

Differentialungleichung:

= m(t) < m(0)e2‘7‘=;>(1.11)

Offensichtlich ist Satz 1.2 eine Variante des Fundamentallemmas
(Kapitel A.1.2, Satz 1.4), die jedoch zugleich die Stabilitit widerspiegelt.

Beispiel: Streng parabolische Systeme: Raumdiskretisierung des streng el-
liptischen Teils fiihrt auf kontraktive Systeme von gewShnlichen Differential-
gleichungen.

Linearer Spezialfall: f(y) = Ay
<r,Az>< p<zz>=plz|? (1.12)

Sei A := f,(yo) bei allgemein nichtlinearem Problem. Dann heiit x(A) auch
( lokale) einseitige Lipschitzkonstante.
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Definition:

Differentialgleichung lokal kontraktivin U(y,)

1.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Numerische Methoden verwenden lokale (punktweise) Informationen von f.
Stabilitat erfordert zusatzliche Information f,(-). Differentialgleichungen, zu
deren Beschreibung f,(-) wichtig ist, heiBen “steife” Differentialgleichungen.

Idee: (DEUFLHARD 1987) [33]

(a) Nichtsteife Integration:
nur f-Information

!
Picard-Iteration (Funktionenfolge {y'})

!

theoretische Charakterisierung mit L

1
Existenz + Eindeutigkeit (nichtsteife Differentialgleichung)

1
Diskretisierungsmethoden, die nur f auswerten

(b) Steife Integration:

Information (f, f,(v,))

!
Newton-Iteration (Funktionenfolge {y'})

!

theoretische Charakterisierung tiber x4 + ..., ohne L,

{
Existenz + Eindeutigkeit (steife Differentialgleichung)

!

Diskretisierungsmethoden, die (f, f,(y,)) auswerten
Newton-Iteration:

P - A [y Od =g+ [E@) - vl (114)

=0 =0

Satz 1.3 (DEUFLHARD 1987) [35]
Sei f € CY(D),D CIR". Fir A:= f,(y,) gelte die einseitige Lipschitzbedin-
gung (1.12). In der durch < -,- > induziertenIR"-Norm gelte ferner:

I f(wo) Il < Lo (1.15.a)
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| fu(w) = fu(@) | £ Loflu—v|| Yu,we D (1.15.b)
Falls D hinreichend grof, so gilt Erxistenz und Eindeutigkeit der Lésung

y(t) fir t € [o,7] mit
7 unbeschrankt, falls p7 < —1 (1.16.a)

T < 7Y(u7), falls u7 > —1 (1.16.b)

wobel

7 1= (2L,L,)Y? und

U(s) = { (1 —: $)s zi g,s > -1 (1.16.c)

Beweis: (hier nicht ausgefihrt). Affininvariante Form des Satzes von
NEWTON-KANTOROVITCH (DEUFLHARD/HEINDL 1979 [39]). Angewendet
auf Iteration (1.14).

Verbesserung vom Satz 1.3 ohne Rickgriff auf (1.14):

Satz 1.3’ (W. WALTER 1987) (findet sich in [33]: Private Mitteilung.)
Voraussetzungen wie Satz 1.3. Dann ezistiert eine eindeutige Losung in [o, 7]
mil

T unbeschrankt, falls pu7 < —1 (1.17.a)
T < 7U(uF), falls p7> —1 (1.17.b)
wobei
L (7 - 2arctan (———2), ~1<s<1
—— (7 — 2arctan (———=), —1<s
1—s? V1—s?
U(s):=1¢ 2, s=1 (1.17.¢)
. —
_._1__- ln ﬁ__s___}. s s> 1
st—1 s—vVs?—-1

Beweis: Sei Lg > 0 0.B.d.A. Sei definiert:
p* = (y(t) — 90, 9(t) — o) =l y(t) — . |I? (1.18)
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Idee: Abschitzung des Intervalls, in dem p beschrankt — y(t) beschrankt,
sowie y(t) eindeutig, da L, beschrankt.

Differentiation:

00’ = 5() = ((0) v, BV (118)

y'(t)

Charakterisierung von f:

1) = Fo) + Ay —w0) + [ o+ s(y—w), —Ally—w)ds (119)

In (1.18"):
e’ = (y(t) = %, F(30)) + (¥(t) — w0, A(y() — o))+
+ (¥(t) = ¥or [FI() = 30)ds)
< Lot ue+ 0[N Fulua+sly—u) - Al ds
< Lo'g+}lf@2+% ¢’
Sei p > 0 fiir ¢t > 0 (p(0) = 0); abdividiert.

L
o' < Lo+pe+ 7292 (1.20)

Differentialungleichung. Zugehérige majorisierende Differentialgleichung:
L ,
o' = Lo+ po+ 7202 =: g(c), o(0) = 0. (1.21)

Fir o monoton wachsend, also g(o) > 0, gilt:

e(t) < o(?)
Umformung von g¢:

9(0) = Lo(1 — (p7)? + (p7 + La70)?)

) .
0'1’2 = -l-,l-;; [—[I’T’i \/(/17_')2 - 1]

Es gilt: g(0) = Lo > 0. Zu prifen ist also, ob positives o 5 auftreten kann.

Wurzeln von g:
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Falle:

(1) | p7 |=> 1 : 01,2 beide reell

1 - -
u<0:0'1,2=E | o7 | £ /| o7 2 -1

<|u7)
Damit gilt fir ¢t € [0, 00]:
o(t) < oy, falls u7 < -1 (%)
— (1.17.a)
9
L.
\\\// a
Bild B.3
T
v
o t
Bild B.4
1 =
D) |p7|=21: p>0: 01,2=L—1_—_[-— | u7 | £4/(7)2 = 1] <0
2
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™

N4

o, a, T

Bild B.5

(III) —1 < p7 < 1: 01,2 konj. komplex
< o > 0 eventuell unbeschrankt.
Es bleibt zu priifen, in welchem Intervall [0, 7] o beschrankt ist.

Separation der Variablen in (1.21) liefert:
/dt=7-= Ao (1.22)

Analytische Quadratur (Formelsammlung) fiir (II), (III) liefert (1.17.b,c).
|

Der Beweis zu Satz 1.3 ist konstruktiv wahrend der Beweis zu Satz 1.3’ nicht
konstruktiv ist.

Frage: Eignet sich Newton-Iteration (1.14) zur Konstruktion von Verfahren?

Linearer Spezialfall: f = Ay

y(r)=v.
y(r) - Ay (t)dt =

= v+ [If°(0) - Av(@)Jdt = v,

0
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Zugehoriges Anfangswertproblem:
@) =Ay", y'(0) = wo

y'(r) = exp(AT)y, (1.23)

liefert bereits in diesem Fall nur formale Losung, keine brauchbare Lésungs-
methode.

Bemerkung:
1. Analoge Theorie méglich, falls A — f,(y,) # 0.

2. Newton-Iteration fir Diskretisierungsverfahren geeignet (vgl. Kap. 2 und
3).
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2 Einschrittverfahren

Zu untersuchen ist das Stabilititsverhalten der DG fur h # 0 im Vergleich
zum Stabilitatsverhalten der zugrundeliegenden Differentialgleichung.
Sei B nichtsingulire (n,n)-Matrix, § := By. Mit Affin-Kovarianz
(Kap. A.1.3) folgt sofort: B

fy=Bf,B™ (2.1)
Beliebige Ahnlichkeitstransformation 1aBt Eigenwerte von f,(y) invariant.

Diese Eigenwerte charakterisieren also die Stabilitdt auch bei linearen Dis-
kretisierungsmethoden (vergleiche Kapitel A.1.3, (1.25)).

Vorgehen. Zunachst Untersuchung des linearen Spezialfalls, anschlieBend
Erweiterung analog (Kap. B.1.2).

2.1 Lineare Stabilitatstheorie

Sei f = Ay gewahlt, A, = 0. Falls A diagonalisierbar, so existiert eine
nichtsinguldre Matrix B derart, daf§

B AB'=A=diag(\1-..,)\) (2.2)

Wegen Kovarianzeigenschaft gentgt also die Betrachtung der linearen Dis-
kretisierungen fiir die skalare Testgleichung (DAHLQUIST[20] 1963) :

Y =dy, y(0)=yo:=1, A el (2.3)
Analytische Losung:
y(t) = eM (2.4.a)
Stabilitat:
RA)<0:y(t) =0 fir ¢t - 00 (2.4.b)

Reduktion auf Gitter mit Schrittweite A > 0; sei z:= Ah € € :
y(h) = €*y,, 2 € C (2.5)

Komplexe Charakterisierung des Stabilitatsverhaltens der Differentialglei-
chungslésung:

a) R(z) <0: |y(h)|=]e|<1
b) R(z)=0: |y(h) =] =1 (26)
c) R(z)>0: |yh)|=]le|>1
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Wesentliche Singularitat in z = oo:

a) R(2)<0, z—o00: y(h)—0
b) R(z)=0, z—00: |y(h) |=1 (2.7)
c) R(2)<0, z—00: y(h) > oo

Untersuchung von Einschrittverfahren fiir skalare Testgleichung:
Beispiele:

(I) expliziter Euler: y; =yo+h-Ayo=1+2
z — 00 : y; — oo unabhangig von R(z) - vgl. (2.7.c)

1
(IT) impliziter Euler : yy =yo+ k- Ayy = i

z — 00 : y; — 0 unabhangig von R(2) - vgl. (2.7.a)
o e h z z
(IIT) implizite Trapezregel: y; = yo + 3 My +vo) = (l + -2-—) / (1 — 5)
z—o00 :|ly]=1 wvgl (2.7.b)
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Qualitatives Verhalten von y; fir reelles A:

() yx={(1+2)F monoton wachsend mit k:

A

(1) ye=(1-2)"*
0 <z<1: monoton wachsend

z=1: Singularitat !

4

Y

1 <z < 2: anwachsend oszillatorisch

i

[
r
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z > 2: beschrankt oszillatorisch

_ 2tz
Iy = (5—)

z < 2: monoton wachsend

z=2: Singularitat
z > 2 : anwachsend oszillatorisch

() —1<2z<0: monoton fallend

4

N
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z=~=1: y=0 k>0

—2 < z < —1: beschrankt oszillatorisch
A

N Aa
v \Y

z < —2: anwachsend oszillatorisch

e
v

(1) z < 0: monoton fallend

L

7



(I1l) -2 < z < 0: monoton fallend

!

b

z < —2: beschrankt oszillatorisch

0 s=oo |
(I) =0
(m ye = (-1 | ‘
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Ubertragung auf allgemeines Einschrittverfahren: Ezplizite Einschrittverfah-
ren der Stufe s fithren auf Polynome der Ordnung s:

y1 = Ps(2) 9o (2.8)
Implizite Einschrittverfahren fihren auf rationale Funktionen:
Bi(z)
= R(z)y, R(z) = ——= 2.9
v =Ry R(z) =505 (2.9)

Vergleich mit (2.5) zeigt: R(z) ist (komplexe) Approximation fir exp(z).
Konsistenzordnung p (z — 0 entspricht A — 0):

R(z) — e = O(2*') = R(0) =1 (2.10)
p=1+m: (I, m) - Padé - Approximationen (< Padé - Tafel)

Zur Modellierung des Stabilitatsverhaltens diskreter Losungen definiert man
mit Blick auf (2.6):

Definition: Stabilitatsgebiet
G:={2€C| |R(z)| < 1} (2.11)
Fir die analytische Losung gilt nach (2.6):
Gana =0 :={z € C|R(z) £ 0} (2.6")

Wiinschenswert ware G = €~ fiir Diskretisierungsmethoden. Das wiirde

bedeuten:
|R(z) |=1 fir R(2)=0 (*)

Wegen () fiir z = oo mufl dann gelten:

F.(2)

Q-(2)
P,,Q, : Polynome vom Grad r

R(z)

Aus (*) folgt dann:

1 = [RG)P = R(z) R(2) = R(z) R(2)
R(z)=0:2=—2

Das liefert:
Pr(z) P (—2) = @:(2) @r(—2) (%)
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Wegen R(0) =1 gilt: P.(0) = Q,(0). Bei Einschrankungen auf Padé Appro-

ximationen (also fir p = 2r) fihrt (%) zu:
P.(z) = Q.(z) = R(z) =1 trivial

oder zu diagonalen Padé- Approximationen:

P (=z) = Q:(2) (2.12)
Beispiel:

z z

P1(2)=1+§, Q1(2)=1—§=P1(‘Z)
implizite Trapezregel
< oszillatorisches Verhalten und R(oc0) = (—1)",r =1 hier.

Um zumindest fallende analytische Losungen durch betragsmaflig fallende
diskrete Losungen darzustellen, konnte man fiir Einschrittverfahren fordern:

GoC (2.13)
A-Stabilitat (DAHLQUIST 1963)[20]

Da R(z) meromorphe Funktion ist, 1a8t sich die wesentliche Singularitat von
exp(z) in z = oo nicht modellieren. Man kann sich bestenfalls fiir einen der
drei Fille von (2.7) entscheiden. (2.13) impliziert

|R(c0)| < 1.
Das gestattet die Modellierung von (2.7.a) durch die verscharfte Forderung:
" R(c0)=0 (2.14)

Ein A-stabiles ESV, fir das zusatzlich (2.14) gilt, heift:

L-stabil

Bemerkung: A-Stabilitdt und L-Stabilitdt fihren dazu, dal wachsende
analytische Losungen durch betragsmaBig fallende diskrete Losungen dar-
gestellt werden, falls 2z € G\C"#0. Falls G “zu groB” spricht man von
Superstabilitat.

Ziel: moglichst gute Modellierung der imaginaren Achse.
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Beispiele fiir Stabilitatsgebiete:

(1) expliziter Euler: R(z) =1+ z

ol )

R(o0) =0

(II) impliziter Euler: R(z) = (1 —2)*!

7
0
////.

R(oo) = 0 L-stabil, superstabil

RE9=0
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(ITI) implizite Trapezregel: R(z) = i i Z ;

7
Z

R(o0) = -1
A-stabil, aber nicht L-stabil
(Maximumprinzip: |R(z)| =1 fir R(z) =0
|R(z)]<1=>G=0")

7

Eine Abschwachung der A-Stabilitdt ist die sogennante:
A(a)-Stabilitat (WIDLUND[113] 1967)

Dazu definiert man:

G(a) := {z € (] |arg(2) — 7| < a}

W-\“Mﬂﬂ-»-"w‘ L TR RN SR T S O TRy ¥ A SO o At beeere, AR AN 1 I S B OR P
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a maximal derart, daf gilt:
Gle) € @G (2.15)

Offensichtlich ist a = _12_r_ aquivalent zu A-Stabilitat

Bemerkung: Falls Ak € G(a) fir einh > 0=> Ah € G(a) YA >0

Die f]bertra,gung von skalarer Testgleichung auf lineare autonome Systeme
leistet der folgende Satz.

Satz 1 (HAIRER, BADER, LuBICcH 1982) [53] — J. v. NEUMANN (1951)
[110]
Sei R(z) rationale Funktion und analytisch in

G(w) = {z € € |R(z) < 4}, wER.

Sei A (n,n)-Matriz und sei fir ein inneres Produkt (-,-) vorausgesetzt:

R(z,Az) < p(z,2) = pliz|? (1.12))
dann gilt:
¢r(p) := max |R(z)| =sup|R(p+1it)|. (2.16.a)
z€G(p) teR
Sei || - || zugehorige Matriznorm, so gilt:
I B(A) || < orln). (2.16.b)

Beweis: (LUBICH)
a) R(z) analytisch in G: Maximumprinzip liefert:

vr(n) = max |R(2)]

b) o0.B.d.A. (-, ) euklidisches Produkt. A habe komplexe Eigenwerte A, ..., A,.
Zerlegung von A: ' .

A=A +iA,
A = (A+A%)/2, Ay =(A— A")/(2)

A; und A; sind hermitesch, also diagonalisierbar durch unitare Trans-
formation. Diagonalisierung von A;:

U A\U* =: Dy = diag(z1,...,2.)
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Dann liefert (1.12'): R 2z, < p i=1,...,n
Auflerdem:

| R(UAU*) ||z = | U R(A)U™ ||z = || B(A) ||
= A; = D; 0.B.d.A,

Sei H, := U A;U*, ebenfalls hermitesch und || R(D;y+: H,) |j2=: g(z1, ..., 2,)-
Die so definierte Funktion ¢ ist harmonisch beziiglich jedes komplexen Ar-
guments zj,..., z, und analytisch in (G(¢))". Maximumprinzip fir jedes z
liefert:

zfgg(’f‘)g(zl, ciey Zn) = z;é%aé)((u)g(zl’ cevy Zp) (*)
Das heifit:
|| R(Dy +iH,) || < || R(eI +iHy) || (+')

Diagonalisierung von Hj:

VH,V* =: D, = diag(wy, ..., w,)
| R(pI +iH) | = (| VR(pd +iH)V* || = || RV (pI +iHy) V*) |2 =
| R(el +:D5) ||2
plI + 1D, ist Diagonalmatrix. Fir Diagonalmatrizen gilt (2.16.b) trivial. m

In der Bezeichnung von Satz 2.1 schreibt sich A-Stabilitdt also:

a) ¢gr(0)=1 (.R(O).= 1) (2.17)
b) R(z) analytisch inC ~

Fir (I,m)-Padé Approximationen schrankt (2.17) ein auf:

I<m< 142 (2.18)
(“Ehle’sche Vermutung”, bewiesen von WANNER, HAIRER,
N@RSETT 1978)[111]

Bemerkung: m < [+2: Poleind ~

Folgerung: Einschrittverfahren, die das Stabilitatsverhalten von Differen-
tialgleichungen moglichst gut widerspiegeln, missen notwendigerweise #m-
plizit sein. Damit ist fir nichtlineares f die Losung eines nichtlinearen Glei-
chungssystems verbunden. Fiur lineares f = Ay entsteht ein lineares Glei-
chungssystem:

y1 = R(hA) yo (2.19)

Es wird i.a. direkt gelost unter Ausnutzung der Struktur von R.
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Beispiele:
(I) impliziter Euler: R(z) = (1 — 2)~!

(I-hA) y3=y9 , p <1

1+2
(IT) implizite Trapezregel: R(z) = . g
T2
h
(I - "2"A) wy = yo
Y1 = 2w; — Yo

z z
N.R.: (1 - g) (11 +30) = (1 + 5) Yo + (1 - 5) Yo = 2¥o-

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Fiir nichtlineares f ist nichtlineares Gleichungssystem zu l6sen. Lésung mit
Fixpunkt-Iteration, also ohne f,-Information, wiirde einschranken auf

hL, < C,C = 0O(1),

also auf Intervall fiir nichtsteife Integration.

Folgerung (LINIGER, WILLOUGHBY 1970) [84]:
Steife Integration verlangt Losung der auftretenden Gleichungssysteme mit
Iterationsverfahren vom Newton-Typ, also unter Verwendung von f,-Infor-
mation. :

Frage: Fiir welche h > 0 existiert eine eindeutige diskrete Losung des gegebe-
nen Einschrittverfahrens?

Zunachst Implizite Euler-Diskretisierung behandelt:

¥1= Yo+ hf(y1) (2.20)
Vereinfachtes Newton-Verfahren (z: = 0,1,...):

(I —hA) Ay; = —(vi — %0 — hf(¥}))

; s . (2.21)
y) =y, A:=fy(y), yit' =yl + Ayj

Satz 2 (DEUFLHARD 1987 [33])
Seien die Groflen L,,p, Ly, T definiert wie in Satz 1.3 (Kapitel B.1.2), dem
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Ezistenz- und Eindeutigkeitssatz fir die Losung der Differentialgleichung.
Dann ezistiert eine eindeutige Losung yi(h) von (2.20) fiir hefo, 7] mit

a) T unbeschrinkt, falls u7 < —1
) 7 < TYig(pT), falls p7 > —1
wobet Vg definiert durch :

c) WYig(s):=1/(1+s)

Ferner konvergiert die vereinfachte NEWTON-Iteration (2.21) unter der Be-
dingung (2.22).

(2.22)

Beweis: Satz von NEWTON-KANTOROVITCH in affininvarianter Form
(DEUFLHARD/HEINDL 1979)[39] angewendet auf Iteration (2.21): man be-
notigt Groflen a(h),w(h) gemaB:

a) 1857 1< afh)

) (2.23)
b) || (I —RA) T (Fy(u, k) — Fy(v, ) | < w(k) | u—v
wobei
F(y) == y—vo—h f(y)
Definition von u gemafB (1.12) und Spezifikation der Norm:
I P=<e >
Dann gilt:
0 -1 hLo
I Ay li=ll (T = hA) "R f(yo) | < 1= i o(h) (2.24.2)
unter der Voraussetzung, daB8 ph < 1. Sei || - || zugehdrige Matrixnorm:
| Bz |
B || := max
I B j:= max Tz
Sei z Lésung von:
(I — hA)z = (Fy(u, h) — Fy(v,h))z
Dann gilt:
Il z(h) |l /
w(h) = max u-—v *
() =mgx L S ()

Rechte Seite:
(Fy(u, h) = Fy(v, h))z = (=R fy(u)) = (=Rfy(v))z = A(fy(v) = fu(u))z
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Definition von L, in spezieller Norm eingefuhrt:

20 IS T2 el v, fir b <1
Beziehung (x) zeigt:
hL,
= .24b
o(h) i= T2 (224)
Kantorovitch-Bedingung lautet:
a(h)o(h) < 3 (2.25)
Einsetzen liefert:
h?LoL, 1
— 02
(1—ph)* — 2
Definition von 7 eingefiihrt:
2
( h ) < 7
1—puh) —
Fir ph < 1 aquivalent zu: "
p— <7 (2.25)

Far p7 > —1 gilt

h < 7(1—ph) (daph<l)
R < 7/(1+ p7)
Ist u7 < —1, so folgt aus
(I+p7)h < 7

unbeschrankt. Beachte, daB uh < 1 unter der Bedingung (2.22.b) automa-
tisch erfullt ist. ‘ u

Bemerkung: Alternative Beweistechnik wie in Satz 1.3’ liefert hier keine
Verbesserung.

Nichtlineare Stabilitatstheorie fir allgemeine Diskretisierungsverfahren ist
noch im FluB. Im folgenden wird nur lineare Stabilitatstheorie verwendet.
Dies fihrt zu folgenden Auswahlkriterien:

(I) R(oo) = 0 (bei Einschrittverfahren),

(II) gute Modellierung der imaginiren Achse.
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Bild B.8 Vergleich ¥ (Satz 1.3), ¥(Satz 1.3'), ¥ 5 (Satz 2.2)

2.3 Semi-implizite Extrapolationsverfahren

Zur Auswahl stehen zunichst implizite Einschrittverfahren mit Extrapola-
tion:

(I) implizite Trapezregel:
Kap. A.2.2 — h2-Extrapolation.

(II) implizite FEuler-Diskretisierung
Kap. A.2.2 — h-Extrapolation.

Zu (I):
g 1+42/2
Be)=1—p

| R(éy) [= 1, R(co) = —1
A-Stabilitat

DAHLQUIST (1963)[20]:

h?-Extrapolation mit n, = 1, zerstort bereits A-Stabilitdt:

— R(o0)=5/3 !

STETTER (1973) [106]:

n; = 2'*1 vorgeschlagen
— | R(eo) | = 1
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Bemerkung: Gleiche Resultate fir implizite Mittelpunktsregel, da gleiche
lineare Stabilitatstheorie

Zu (II):
R(z) = (1= 2)"
| R(iy) |< 1 ,R(c0) =0
L-Stabilitat

DEUFLHARD (1985)[32]:

h-Extrapolation mit Fy (vgl. Kap. A.2.3)

Lineare Stabilitatstheorie (f = Ay, z = AH) erzeugt ein Extrapolations-
tableau von rationalen Funktionen:

R]](Z)
Rzl(Z) RQQ(Z) ‘ (226)
R31(2) R32(Z) R33(Z)
Es gilt:
) .
R (z) ~ gy ey fir z — oo
1
Ra(z) = (1~ 3)" ~
1 ¢ z (2.27)
-\
z
1 1
R;(c0) =0 ' (2.27)
|
Zu 16sen:
Yer1 =Yk — b f(yesr) =0 k=01 ... (2.28)
Vereinfachte Newton-Iteration:
(I-h A)Ay;; = _(y;;+1 —yr—h f(y;;+1))
Ui = Vit AV - (2:29)
— Yk41
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im(z)
oo

) . = Re(z)

o8

Bild B.T7 Stabilitatsgebiete fiir implizite bzw. semi-implizite Euler-Diskretisierung

mit h-Extrapolation (2 := A H)

(DEUFLHARD 1985) [32]:

Idee:
nur 1 Iteration in (2.29)

Damit erhalt man die sogenannte semi-implizite Euler-Diskretisierung:

(I-hA)Ay: = b f(w) (2.30)

Yet1 = Yk + Ay

Lineare Stabilitatstheorie identisch mit der fir implizite Euler-Diskretisierung
es gilt (2.26), (2.27) und Bild B.6 (Stabilitatsgebiete).

Interpretation:
(I — hA)yr11 — ui
= —A

h
y' — Ay = f(y) -

h—0:
Ordnungs- und Schrittweitenssteurung wie in Kapitel A. 2 3, wobei jedoch
Aufwand A; abzuandern ist:

Ay = Cr+Crr+n1- (Csust + Cy)
A; = A1+ Crr+ni Copst + (ni — 1)Cf

(2.32)

Cy: Auswertung Jacobi-Matrix A = f,(y)
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Crr: LR-Zerlegung von (I — h;A) = LR
Csubst: Vorwarts- /Riickwartssubstitution bei Gauss-Elimination
C: Auswertung von rechter Seite f.

Programm: EULSIM (DEUFLHARD)

Frage: Existiert semi-implizites h®-Extrapolationsverfahren?

Semi-implizite Mittelpunktsregel (BADER/DEUFLHARD 1983)(3]
In Analogie zu Kap. A.2.3 (2.24.b) symmetrische Diskretisierung von
y' — Ay = f(y) gewahlt:
(I —hA)yrr — (I + hA)yx—
2h

Wie im expliziten Fall erhalt man notwendigerweise ein Zweischrittverfahren.

= f(yr) — Ay (2.33.b)

Startschritt: semi-impliziter Euler

I —hA)y, —
( h) =2 = f(yo) ~ A wo (2.33.2)
Schlupfschritt (BADER):
1 A
N — §(y1+1 +yi-1) = 4 (2.33.¢)

Lineare Stabilitatstheorie:

(f =Xy, z:=Ah, l:=2m)

Man erhalt:
1 14+ 2\™1
a) Yom41 = 1= ( )

z\1—=2
L1+ 2\"
b)  ym = (1 — Z) (2.34)
O G = 1 (1 +z)""1
Yam = (1-2)2\1-=2
Asymptotisches Verhalten fiir z — oo:
—~1)m
a)  Yoms1 — ( z) —0
b)  yom — ()™ (2.34')
. —1 m-—1
C) Yom — (_'zlz'_ -0
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Im Unterschied zum Gragg’schen Schluischritt (fiir die ezplizite Mittelpunkts-
regel) ist der Bader’sche Schlufischritt (fir die semi-implizite Mittelpunkts-
regel) von zentraler Bedeutung!

Zusatzliche Forderung (z := R(2)):
e€>0 — fam >0 (2.35)
Das fithrt zu der Spezifikation:

m—1=2j (2.35')

Einsetzen liefert die Unterteilungsfolge:

F = {2,6,10,14,22,...} (2.35")

Zusitzlich —— <a= -3 vorgeschrieben (ohne Begriindung).
ni41

Wegen (2.34'.c) gilt fir das gesamte Extrapolationstableau:

R;k(z) ~ zlz. (2.36)

und somit speziell:

Rix(00) =0 (2.36')

Re(z)

Bild B.8 Stabilitatsgebiete (z := AH) fir semi-implizite Mittelpunktsregel mit
h2-Extrapolation : Ordnung k = 2m
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Stabilitatseigenschaften im Extrapolationstableau:

x A-Stabilitat
0 A(a)-Stabilitit mit a > 86°

Lo T T T T B
o O O MK K
[~ N
oo O

[~ ]
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Satz 3 (BADER/DEUFLHARD 1983) (3]

Die semi-implizite Mittelpunktsregel (2.83.b) mit semi-implizitem Euler-Start-
schritt (2.33.a) besitzt eine asymptotische Entwicklung der Form

(Ih =t ,I — hA nichtsingulir):

' N
Y — y(t) = Z [u,-(t) + (—-l)lvj(t)] h2j + EN+] (t, h)h2N+2 (237&)

3=l

fiir f € C*N*2, Dabei geniigen die Koeffizientenfunktionen u;,v; dem Diffe-
rentialgleichungssystem:

foly) -u; + ... (inhomogene Terme)
(2A - f,(v))v; + ... (inhomogene Terme)

S, -~

U

(2.37.b)

~

v

Il

.

Bemerkung: Fir A = f,(yo) ist v; nicht mehr “schwach instabil” =
y(8) ~ v;(8)-

Beweis: Wie im Fall der expliziten Mittelpunktsregel (vgl. Kap. A.2,
Satz 2.5) zunachst Umformung in symmetrisches Einschrittverfahren dop-

pelter Dimension.

Bez.: h:=2h & :=yux = & = Yo
y' = f(y) = Ay + f(y)
o (= Yoksr — 2[Avzar + F(6)] = o = yo(2.41.a)

Ykt — Yk-1 = BA(es1 + veo1) + 20 F (vk) (2.33".b)

(Umindizierung: gerader/ungerader Indez)

Ekgr — €k = Yoke2 — Y2 = (*)
= h[3A(yaks2 + y2r) + F(y2es1)] = RFA(Ek+1 + &) + F(y2r41)] (2.34.D)

Ch1 — Ck = Yok43 — g[Ay2k+3 + f(fkﬂ)] — Yok4+1 + g[Ayzkﬂ + f(fk)] (%%)

€41

- _ g N - - —
= h[EA(yzes1) + F (yaes2)) + §[A(Y2k 1) + (&) — f(&sn)]  (2.33.b)
= %[ZA Yors1 + F(&) + F(&rsr)]
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Definition von (s kombiniert mit (**):

2Gk + (Chr — Ck) = (41 + G = 2{312k+1 - %Ay2k+l - "—%f(fk)}Jr

+E2 Ayaesn + (&) + F(Ers1)] = 29241 + 2[F () — F(&)]

Damit symmetrische Darstellung fir ygxy:

Yaktr = %(Ck+1 +G) - g[f(ﬁkﬂ) — f(&)] (2.38)
In (*):
fﬁf-lzz_gi = %A(ékﬂ + &) + fyzke1) (2.39.2)
In (**):
G2 g opra+ 5 (76 + T(er) (2:39.)

Das Einschrittverfahren (2.39) ist konsistent mit dem Differentialgleichungs-
system (¢ — z(t),{ — 2(1)):

' = Az + f(2) 2(0)=wo
2= Az + f(z) 2(0) =yo

Also besitzt (2.39) eine asymptotische k-Entwicklung. Dariiberhinaus ist das
Einschrittverfahren (2.39) + (2.38) symmetrisch gegen Transformation:

(ks Eks1s Gy Gy R) <= (Ersr, &ky Crrs Gy —h)

Also existiert h%- Entwicklung.

(2.40)

Riucktransformation:

Yo =&, Yk =... (2.38)
liefert zwei getrennte hz—Entwicklungen (analog zum Beweis von Satz 2.5,
Kap. A). N

Der Bader’sche SchluBschritt (2.33.c) ist symmetrisch

. 1
Yam = §(y2m+l + Yom-1)

und hat damit eine asymptotische Entwicklung der Form:

N
Gam — Y(tam) = Y _gi()R*” + Enpa(t, R)RPVH! (2.41.a)

=1

Hier gilt jedoch 1.a.:
g;(0)#0 fir A#0 (2.41.b)
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Beweis:

Jo—y0o = 3(i(k)+y(=h) -y =
3[(m1(h) = y0) + (12(—h) —wo)] =
= H(I—RhA)hf(yo) + (I + hA) 7 (—=h)f(y0)] # 0 fiir A#£0
. |

Zur Restgliedabschatzung fir beide Diskretisierungen (2.30) und (2.33):

(1) Natarlich gilt Abschatzung iiber Lipschitzkonstante L, die jedoch fur
steife Probleme nicht sachgerecht ist, da hL; < C = O(1) zu ein-
schrankend.

(2) Ersetzt man das Fundamentallemma Satz 1.4 (Kapitel A.1.2)

() = v(®) <]l w(0) — v (0) || ™
durch das Fundamentallemma Satz 1.2 (Kapitel B.1.1)
II'u(®) = (&) <)l w(0) —v(0) || &
mit globaler Kontraktivitatskonstante ﬁ-z—O, so 1aBt sich die “Facher-

technik” im Beweis zu Satz 2.1 (Kap. A.2.1) direkt tibertragen. Meist
1aBt sich jedoch keine bessere Konstante als z = L; abschatzen.

(3) Wiinschenswert wire Abschitzung mit der Charaktisierung p, 7 - fehlt
jedoch (eventuell nicht méglich, sicher schwieriger).

Programmierung der Diskretisierung (2.33) erfolgt iiber das kompakte Schema
(Ak = yrp1 — Us, L € Fo):

Bo = (I —hA)™ h f(yo)

(2.42.a)
i = Yo + A0
k = 1, ey l - 1 .

Ap = Apoy+2(I = hA) YA fye) — Dik—i) (2.42.b)
Ykt1 = Yr+ Dg |

A — I — hA -1 h - A .
A= (T RA) (A Sy — Arca] (2.42.c)

no= n+

Vermeidet Auswertung von f (Gefahr der Ausléschung!). Ordnungs- und
Schrittweitensteuerung wie in Kapitel A.2.3, wobei Aufwand abzuindern
gemaB:

A = Ci+Crr+ (n 4 1){(Coust + Cy)

(2.43)
Ai = Ai1+ CLr+ Caubst + i Coubst + C)

96

Sk o s e




(— “interne Uhr” oder Approximation)

Programm METAN1 (BADER/DEUFLHARD (3])

Numerische Schatzung der lokalen Kontraktionskonstante p

(DEUFLHARD 1987) Beide Diskretisierungen in EULSIM und METANT1 be-

ginnen mit einem semi-impliziten Euler-Schritt
Ao(h) = (I—hA) " hf(y) , A= fy(yo)-
Man hat mindestens fir i = 1,2: |
di :=|| Ao(ki) || (] - || skalierte Norm) (2.44)
(2-24.a) liefert
d; < h;Lo/(1 — ph;) , falls ph; < 1. (2.45)

Definiere

a) Ky = d,'/d,'_.l falls d,'_l ;é 0
b) K, = h,‘/h,’_l = n;_.l/n.' <1

Nimmt man die Schrittweitenreduzierung als verniinftig an, mu8 fir die Kor-
rekturen gelten:

(2.46)

d; <d;_,, dh. k; <1 .

Nimmt man in (2.45) Gleichheit an und dividiert fiir 7,7 — 1, so gilt etwa:

R —.1 — #hiy
Ki = K; s
1- ﬂh,/k,
i 1 - [lh,‘
Auflosen nach ph; liefert
E' — K
h; = = L= [u]:h; 2.
By 1= r []ih: (2.47)

Aufgrund der Korrekturen (2.44) erfolgt die Schatzung in Richtung der Tra-
jektorien — angemessen fiir steife Probleme.

2.4 Implizite und semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren

In Kapitel A.2.4 wurden ezplizite Runge-Kutta-Methoden vorgestellt. Ein-
setzen der skalaren Testgleichung in die allgemeine Form (2.32) fuhrt auf
Polynome P,(z) fir explizite Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s. Wegen
P,(00) = oo eignen sich solche Verfahren nicht fir steife Probleme.
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Idee: (BUTCHER 1964)[15]: ,
Erweiterung des Ansatzes zu impliziten Runge-Kutta-Methoden (IRK):

kv = hf(yo+ ) aijk;)

j=1
: (2.48.a)
ka = hf(yo + Za,,-kj)
, =
hi=vYo+b ky+...+b,k, (2.48.b)
C,' = Za,-,- (2.48.0)
j=1
Schema:
G | an vee Qi
c{ A
C | ay ... a, T
b ... b,

Fir die k;,...,k, hat man ein i.a. nichtlineares Gleichungssystem der Di-
mension s - n zu losen. Mit der Bezeichnung;:

kv=h f(g:)
erhalt man: s
9i = yo+h) a; f(g;
° fg (0} (2.48'.2)
t = 1,..., s

Die Graphenmethode von BUTCHER ist direkt erweiterbar: einzige Anderung
ist die Erweiterung simtlicher Summen:

=1 s
2 — 2
1=1 1=1

Herleitung der Bedingungsgleichungen damit prinzipiell klar.
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Lineare Stabilitdtstheorie: Skalare Testgleichung eingesetzt in (2.48".a)

(91 1 )1
P =i |wtz-A
9s 1 gs
Bezeichnung: ¢7 := (g1,...,9s), kT = (ku,..
el = (1,...,1) €R’
— g = eyptzAg

I,—zA)g=eyo , k=2zg
Sei I, — zA nichtsingular, so gilt:
y1=yo+ b7k =[1+2"(1, — zA) €] wo
— Stabilitatsfunktion:

1
R(2) =1+ bT(;I, —A)te
<~ natirliche Forderung:
A nichtsingular

Dann gilt:
R,(c0) =1-bT A le

(2.49)

"k-’)

(2.49")

(2.50)

(2.50")

(*)

(2.51)

Dieser Ausdruck sollte also fiir effizientes IRK-Verfahren verschwinden.

Beispiel: ﬁbertragung des “Fehlberg-Tricks” auf IRK

a,;=b; 7=1,...,s

Damit gilt:
c, = 1
i = g =yo+hY bif(g;)
=1
Umformung:
T = eTA
ef = (0,...,0,1)
In (2.50):

R (o)=1—-efAAVe=1—-¢€Te=0
T
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Bemerkung:

1. (2.51.a) ist ohnehin sinnvollste Erweiterung von ERK — IRK (nach Struk-
tur des Ansatzes).

2. Gleiche Stabilitatseigenschaft fir jeden internen Zwischenschritt: hierzu
ersetzt man lediglich y; — g; sowiee, — ¢€;, 1 =1,...,s.

Zugehoriges s - n-Gleichungssystem:

( 91— Yo — hzalj f(g;)

=1
G(g1y -+, gs h):=¢ =0
gs — Yo — hzasj f(gj)
\ Jj=1

h=0:9i2y0 i:l’__. ,S
Jacobi-Matrix: J = Qg
dg

G = (Gl, e ,G,)T ,A == fy(yo)

%;

oqi

wobel:

I91=yo= 8 In — k- ay fy(gc) |yx=yo
= &; I, — hay fy,(yo)
N —r

A

Die Matrix oG ist also (s, s)-Blockmatrix bestehend aus (n,n)-Blocken:

dg

[ I, — hauA, —hapA, —hay, A
—hGZIA In - ha22A :

J= : o : (2.52.2)
: —haa—l,sA

] —has A .. ... —ha; 1A , I, — has A |

Fir h = 0 : J = I nichtsingular

— Ldsung y1(h) = g¢,(h) lokal eindeutig fortsetzbar von ¢,(0) = yo aus
(Homotopie).

Vereinfachtes Newton-Verfahren ware:

JAGF = -G(g%) | (2.52.b)
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Vereinfachungen von IRK:

DIRK: diagonal-implizite RK

a; =0 far 1 <y (2.53.a)
* | *
0
* | * *
* ... %

— Auflosung des Gleichungssystems (2.52) erfordert nur Zerlegung von
s Matrizen der Form:

In - ha,-,' A= L,’Ri

) 1 (2.53.b)
—ha: A <€ ———
o (= hasA) S e
a; >0 notwendig (2.53.c)
SDIRK: singly diagonally implicit Runge-Kutta
ai; =7 i=1,...,5
zusatzlich zu (2.53). (2.54)

< nur noch 1 (n,n) — Matrix-Zerlegung :

I—yhA=LR
_ Py(z)
B =Ty

SIRK: singly implicit Runge-Kutta
(BURRAGE/BUTCHER/CHIPMAN(1979)[13]— Programm STRIDE)
Hierbei hat A den s-fachen Eigenwert

Semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren.

Nur ein lineares Gleichungssystem zu 16sen, keine Newton-Iteration.
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Rosenbrock-Verfahren

(ROSENBROCK, WANNER) Ansatz (2.47) erweitert durch Hinzunahme von
fy(%o0) in Ordnungsbedingungen.

Nachteil: bei grofien Beispielen liefert Riickwartsanalyse der auftretenden
linearen Gleichungssystemen eine Stérung von f,(yo)-
— Storung der Ordnungsbedingungen.

(Vergleiche KAPs/RENTROP[68]: 1979 GRKAT, R(c0) # 0)
Es entstehen mehr Bedingungsgleichungen als bei IRK.

W-Methoden

(WOLFBRANDT, WANNER)
Hierbei gentigt A = f,(yo) bei Auflésung linearer Gleichungssysteme

— Erweiterung der Butcher-Graphen:
<+ noch mehr Bedingungsgleichungen

Bisher wurden sowohl Rosenbrock- als auch W-Methoden nur bis Ordnung
4-5 konstruiert. Die einzigen W-Methoden hoherer Ordnung sind bisher die
semi-impliziten Extrapolationsverfahren (Kapitel B.2.3).
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3 Mehrschrittverfahren

Lineares k-Schritt-Verfahren, (vergleiche Kapitel A.3.3),

a)  p(En)yn = ho(Ew)f(yn)

k k (31)
b) p(C):zakC +'-'+00, U(C):=ﬂkc ++ﬁo
3.1 Lineare Stabilitatstheorie
Einsetzen der skalaren Testgleichung in (3.1) liefert (z := (h € € ):
(ax — Br2) Yntk + ...+ (00 — Poz)yn =0 (3.2)

Ansatz y,, = (" liefert charakteristische Gleichung:

p(() —zo(¢) =0 (3.3)

Seien (;(z) die Wurzeln dieser Gleichung.

Beschranktheit der Losungen von (3.1) unabhangig von Startwerten
Yo, - - -, Ye—1 verlangt Wurzelkriterium fir ¢;(z), vergleiche (3.11), Lemma
3.1, Kapitel A.3.1 (dort nur fir (;(0) verlangt).

Stabilitatsgebiet:

G = {ze C[|G(z)[< L,i=1,...,k

¢;(2) einfach, falls | {;(z) |= 1} (3.4)
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Damit lautet Lemma 3.1, Kap. A.3.1:

0edG

3.5
(Dahlquist’sches Wurzelkriterium) (3:5)
Parametrisierung von 9G:
(=1 —(=¢*
liefert die sogenannte Wurzelortskurve
= _ pe*)
''={z€C lz_o(e“f’)’ ¢ € [0,27]} (3.6)
I' bertcksichtigt nicht mogliche mehrfache Wurzeln (;, also gilt nur:
aGcCcr (3.7)
A-Stabilitat:
¢ " C@ (3.8)

Beispiele: explizite Mittelpunktsregel

Yn+2 = Yn = 2hC Y41 = 22 Yny1
= p(()=C-1,00) =2

charakteristische Gleichung:

(?-1-22(=0
— G =z4+V1+2% G=2—V1+2?

Waurzelortskurve I':

p(e?) e¥e—1 1, - ..
T o(ev) T 26w E(e"’—e ) = isin(y)

— I'={z2eC |2z =17, 7¢e[~1,+1]}

mehrfache Wurzeln:
=G 1+2=0<2=4i
Stabilitatsgebiet:
G=0G={z€C |z=14ir,7€]-1,+1[}

oG cT
keine A-Stabilitat
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Satz 1 (“2. Dahlquist-Schranke”, DAHLQUIST 1963 )
A-Stabilitat fir lineare k-Schritt-Verfahren der Form (3.1) impliziert notwendig:

a) Br #0 (implizites Mehrschrittverfahren)

(3.9)
b) Konsistenzordnung p < 2

Sei ap := 1 ohne Beschrankung der Allgemeinheit. Unter den A-stabilen
Verfahren mit p = 2 hat gewifl die implizite Trapezregel die betragskleinste
(normierte) Fehlerkonstante:

C; = Gofoll) = 3
Beweis: Der urspriingliche Dahlquist’sche Beweis von 1962 ist lang und
kompliziert. Verbesserung durch Theorie der “Ordnungssterne” von WAN-
NER/HAIRER/N@RSETT (1978) [111]. Hier wird der kurze elementare Bewelis
von GRIGORIEFF (1977) [50] dargestellt.
Man betrachtet die komplexe Funktion:

o) 1¢+1 X
9(¢) := 20 21 (3.10.a)

Entwicklung von p um ¢ = 1 ergibt
p(¢) = p(1) + P — 1) + O((C = 1)%),
so daB man mit Konsistenzbedingung (3.8), Kapitel A.3:
(1) =0, p(1)=oa(l)

erhalt: A :
p(¢) = o(1)(¢ = 1)+ O((¢ - 1)), also

(e 1> ..
00 = (s~ s +OC-DfR AL
=0 —-1)

Nach (3.3) gilt fiir |{| > 1 und

p({) = 20(¢) =0, daB

z ¢ G, insbesondere

Rz > 0, da wir A-Stabilitat voraussetzen.

105



Damit ist % = %8

analytisch in |(| > 1 (o, p teilerfremd!), so daB

7 o g ;
?Rp(o >0 inf{|>1.

Weiter gilt wegen:

se(“l)— P14

(-1) KP+1-2%C°
%(%):0 fir|(|=1, (#1. (*x)

Sei nun € > 0 gegeben. Wegen (*) gibt es eine §-Umgebung & von 1 mit

9Ol <efir |¢|>1, ¢CeU.

Ferner ist —-;—-g——i—% in {¢ € Q||¢| < 2} NU gleichmaBig stetig, so daB es ein

1<d,<1+¢€ mit

1¢—1 -
%(—5 g—;—l)z—éfurKl:ﬂe und<¢u

gibt (vergleiche (**)).
Insgesamt folgt
Ry(C) > —e fir |(] = 9.

Aus dem Maximumsprinzip (hier fiir Minimum!!) angewendet auf {|¢| > 9.}
und € | 0 folgt
Rg({) >0fir |{|>1. (3.10.b)

Sei nun p > 2, Entwicklung (3.10’), Kapitel A.3 herangezogen ergibt

f{%} — 0(¢) = Cy{¢ — 1P + O((¢ — 1) ,

das heifit

B = g+ Zyln(c— 1P +0(C- 1P, (=1

= (-1 +5E-1P+GHOE P +O(C 1)), (=1,
C;
mitCc=| o) ?=2 (3.11)
0 p>2
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Man rechnet sofort nach, dafl damit

a(¢) 1 1 1 2
T8 = -G rOK-DFoC-1
e+l ——L—lfur(—tl also
2¢ -1 ¢-1 ’ |
9(Q) = —(F+ONC-1)+O((—-1)*) fiir { ~ 1.

Somit erhalten wir aus (3.10.b) , wenn wir { =1+, & > 0 setzen:

Tl-z-+C 0, das heifit

<
1
c < -%.

Nach (3.11) scheidet daher p > 2 aus, und wir erhalten

C'2<1

T R

Fir p = 2 und C} = —5 folgt aus der Entwicklung von g(({), daB g({) bei
1 eine mehrfache Nullstelle hat. Wie man sich leicht tiberzeugt, ist dies mit
(3.10.b) nur fiir ¢ = 0 mdglich. Aus der Teilerfremdheit von p,o und a; =1

folgt daher
p = (-1
o = 3(¢{+1),

das heifit die implizite Trapezregel.

3.2 BDF - Verfahren
(CurTISS/HIRSCHFELDER 1951 [18], GEAR 1971 [48))

Einschrittverfahren: Wichtiger als A-Stabilitdt ist R(co) = 0

fIbertragung dieser Forderung auf Mehrschrittverfahren:
(i(0)=0,7=1, ...,k
Anwendung auf Mehrschrittverfahren:

(o — ,Bkz)(k + (k-1 — Br12)E 1+ 4 (a0 — Boz) =0

Abdividieren:
k, O%-1~ P17 4, ap — Poz
44— +...4+——— =0
¢ ar — Pz ¢ +ak—ﬂkz
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Forderung:

z—r00 : (k=0
= fry = ... = Po=0 (3.13)
zugehoriges Mehrschrittverfahren:
QYnsk + -+ Yo = ABk f(Ynik) (3.13)

BDF-Verfahren (Backward Differentiation Formula)

Approximationsidee:

t t
p(t) = Pult|tosr,---5tn)
Differentialgleichung ist damit zu ersetzen durch:
P (task) = f(ptasr)) (3.15)

Darstellung von Py durch Rickwértsdifferenzen (analog zu Adams-Verfahren,
vergleiche Kapitel A.3.2).

BDF iiber aquidistantem Gitter

Man erhilt ein Mehrschrittverfahren vom Typ (3.13').
Fir k£ > 6: Stablilitdtsbedingung (Wurzelkriterium fir (;(0)) verletzt!

(3.13") verlangt die L3sung von:
F(y) ==y = kB f(y) — P(Yntk-1, -~ ¥a) =0 (3.16)

wobel a; :=1 0.B.d.A.
Y = Yntk

Newton-ahnliche Iteration:

Fy=1-p6hf,(y)—1—-pBhA

A= f,(y)
y":‘ = y' = (I - BehA) F(y') (3.17)
S Y= Yk

Konvergenz dieser Iteration gesichert, falls Approximation A “hinreichend
gut” und h “hinreichend klein”. Algorithmische Uberprifung durch Uber-
wachung der Kontraktion. Man beachte:

1

| (I-BhA)| < [

(3.18)
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wobei:

(u, Au) < wluu) = pflu P
Tatsachlich liefert (3.15) B¢ > 0, d.h. Iterationsmatrix regular fir g < 0.
Startwert fiir (3.17):

yO = Pa,lt(tﬂ'i'k)
(Stabilitatsprobleme fiir k > 2)

Schrittweiten- und Ordnungssteuerung ahnlich wie bei ABM (Kapitel A.3.2)
beschrieben (meist Nordsieckform + “Faustformeln”). Regeneration von A
an Kontraktionsverhalten gekoppelt.

Lineare Stabilitatseigenschaften: A-Stabilitat fir k = 1,2
(k = 1: impliziter Euler)
A(a)-Stabilitdt:
Tab. k| 3 4 5 6
al~86° ~76° ~50° ~16°

Programme: LSODE (HiINDMARSH, LLNL)
DASSL (PEtzoLp, LLNL)

Bemerkung: Semi-implizite Variante (nur 1 — 2 Iterationen) versucht von
KROGH/STEWART (1981) [75]- noch nicht ausgereift.

BDF tiber variablem Gitter

Man geht zuriick auf Darstellung (3.15) und dividierte Differenzen.
Programm EPISODE (BYRNE/HINDMARSH) :

Anlehnung an aquidistanten Fall soweit moglich |

— verlaBilicher, aber langsamer als LSODE.

Stabilitatstheorie GRIGORIEFF (1983)[51]: Schrittweitenvariation asym-
ptotisch (fir n — o) erlaubt fir:

w< fn
hn+1

k| 2 3 4 )
Tab. w| 0 0.84 098 0.997
124 113 1.02 1.003

<Q

Fir endliche n sind starkere Variationen zulassig (Bock/EICH 1987).
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4 Implizite Differentialgleichungen und
differentiell-algebraische Systeme

4.1 Theoretische Grundlagen
Die allgemeinste Form impliziter Differentialgleichungen ware
F(y,y',t) =0 , yo gegeben.

Hierbei konnte, wie bisher, die explizite t-Abhangigkeit als wegtransformiert
angenommen werden (Autonomisierung). In den Anwendungen tritt jedoch
fast ausnahmslos die quastlineare Form impliziter Differentialgleichungen auf:

B(t,y) ¥' = f(t,y) (4.1)
Autonome Variante:
B(y)y' = f(y), Yo gegeben. (4.1)
Anwendungen:
Verfahrenstechnik (Entwurf von chemischen Anlagen)
Mehrkorperdynamik (StraBie/Fahrwerk, Schiene/Zug)

diskretisierte partielle DG (bewegte raumliche Gitter bzw.
bewegte Finite Elemente)

Linearer Spezialfall
Sei zunachst betrachtet:

By' — Ay = f(t) , yo gegeben. (4.2)

Falls B regular, ist (4.2) aquivalent zu einem expliziten DG-System. Es exi-
stieren jedoch auch Losungen fiir B singular. Zur Untersuchung dieses Falls
transformiert man auf die Form:

B — Az = f(t) : (4.3)

wobet deﬁniert:

B = PBQ, A:= PAQ

f = Pf, y=0Qz

fir nichtsinguldre Matrizen P, Q).
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Bemerkung: Algorithmus zur Konstruktion von P, @, B, A: AB-Algorith-
mus von (KUBLANOVSKAIJA [76], (Leningrad)).

Nach KRONECKER (1890) [77] existieren Matrizen P,Q derart, daB (4.2)

zerfallt in Subsysteme der folgenden Form mit der Bezeichnung: 27 :=

(21,- -2 20), FOT = (A, ful®))-

a) 0-z = fi(t) i=1,...,m0
b) Ztzipn = f.(t) t=neg+1,...,ny—1
C) Z:u+l = fﬂ1+l(t)

Zigntz o= fin(t) i=n+1,...,n—1

(4.3

t

Zny fn2+l(t)

d) Zig + 2% fi(®) t=ny+1,...,n3—1
Zng = fna(t)

€) Zrea +J7red = frea(?)

i

J: Jordankastchen, zeq : reduzierter Vektor.

Jedes Subsystem kann mehrfach, auch mit verschiedener Dimension, auftre-
ten.

Beweis: GANTMACHER [47], Matrizentheorie, (II) Kapitel 12: Singulare
Matrizenbiischel (singular matrix pencils). n

Das Gesamtsystem ( 4.3’) heifit

Kronecker’sche Normalform
(Kronecker canonical form = KCF)
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Untersuchung der Subsysteme:

(4.3a) : fi(t)=0, i=1,...,n (4.4.a)
notwendig und hinreichend fiir Widerspruchsfreiheit

<+ 71,...,2pn, beliebige Funktionen

(4.3'.b) : stets l6sbares System: z,, beliebige Funktion

3 Zyi—1,+ -+ Zng41 durch Quadratur

(4.3'.c) : bedingt losbares System:
Zny = frat1(?)

Znp—1 = fnz (t) n2+l(t)

Zpi41 = fn1+2(t) - fn1+3(t) +..
H(=1)ramm=1 flraom =ty

Widerspruchsfreiheit verlangt:
Frott = Faa® + Frs@® £+ (1) f2 @) =0 (a4b)

(4.3'.d): stets l6sbares System:

Zns = f-ns(t)
Zpz-1 = f_ns-—l—— _:I,3(t)

bt = Jrii(t) = Fropa(®) £ .. (1)t flmemma=1) ()

(4.3".¢): Standardsystem

Zrea = exXp(—Jt)z req (0) + /exp(—J(t —~ 5)) frea (5)ds

Zusammenfassung fiir System (4.2):

1. Ezistenz von Losungen verlangt Bedingungen (4.4), die wiederum von
Transformationsmatrizen P,Q abhangen

2. Eindeutigkeit der Losung verlangt, bei gegebenem 2z = Q 1y, :
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ng=20
ny =0
falls n, >0 : zo konsistent mit
rechter Seite f + (4.4.5)
falls n3 >0 : 2o konsistent mit
rechter Seite f
Falls (4.4.b) erfiillt ist, geniigt Betrachtung des Falles (4.3'.d) und (4.3".e).

Fir numerische Behandlung von Systemen (4.2) mufl also nach Transforma-

tion gelten: ;
u' + Cu = f(t) (4.5.a)

Ev' +v=g(t) (4.5.b)

z = (u,v) partitioniert ,v €IR”

-

E = _ h (&/, v) — Matrix

E hat die Eigenschaft:
E¥=0, E1#0

} (4.5.¢)
v : Nilpotenz, Index
Explizite Form von (4.5.b):
v = gi(t)
vz = gat) — vy = ga(t) — 4i(2)
: (4.5".b)

v = g(t)—v_, =
= 9&) =g () £ ...+ (=1 ()

Bei numerischer Integration gibt man die rechte Seite g(t) sowie v(0) vor.
Fiir v > 1: Uberpriifung der Konsistenz der Anfangswerte

v2(0),...,v,(0) verlangt innerhalb der numerischen Integration die
numerische Differentiation der rechten Seite g - was bekanntlich schlecht-
konditioniert ist!
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Fazit: Numerische Integration von allgemeinen impliziten Differentialglei-
chungssystemen vom Typ (4.5) nur fiir » = 0,1 gut konditioniert.

Bemerkung: Erweiterung auf v > 1 im linearen Fall moglich, falls héhere
Ableitungen von g(t) explizit angegeben.

Matrizenbiischel:
{E — AL} regular fir A #0 (4.6)
Ricktransformation mit P, Q:

{B — AA} regular fir A #0 (4.6")

Interpretation von v: v-malige Differentiation der rechten Seite liefert
gewohnliches implizites Differentialgleichungs-System (mit Index 0).

Allgemeiner nichtlinearer Fall (RHEINBOLDT 1985) [94]
Betrachtet wird der separierte Spezialfall:

a) B(y)y = g(y)

by F(y) = 0 s

F:DCR* -R™

B : (m,,n) — Matrix
g:D—R™

F,B,g € C"(D),r>2.

Die Abbildung F = 0 definiert eine Mannigfaltigkeit M, so daB (4.7.b)
aquivalent zu

m; <n<m+m,

yeEM (4.7".b)
Richtungsfeld auf M durch Differentiation:

Fy(y)v(y) =0
v(y) € T,M (Tangentialbiindel) (%)
Fy : (mZ, TL) — Matrix -

Zusammenfassung von (4.7.a) und (*):

B(y) { , | 9(y)
[wa)]”‘[ 0 ] )
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Dies ist ein (im allgemeinen tiberbestimmtes) DG-System. Eindeutigkeitsbe-
dingung:
B
T = T
€ F, g

Definition: Falls (4.9) automatisch erfillt, ist (4.7) algebraisch vollstan-
dig. Falls (4.9) zusatzlich fir Eindeutigkeit gefordert, ist (4.7) algebraisch
unvollstindig, das heifit zu den algebraischen Bedingungen (4.7.b) missen
weitere algebraische Bedingungen aus (4.9) hinzugenommen werden. Fiir v =
1 gilt (4.9) nach Definition automatisch, das heifit algebraisch unvollstindig
ist aquivalent zu v > 1.

B,g

= n 49
F.0 (4.9)

Bemerkung: Verallgemeinerung der Beobachtung aus (4.5'.b). Der Pro-
zeB der algebraischen Vervollstandigung lauft gegebenenfalls iiber mehrere
Stufen (fir v > 2).

Ubertragung auf den allgemeinen Fall (4.1') (DEUFLHARD, NOWAK 1987)[40]:
{B(y) — Mfy(y) — T'(y,y")]} regulér fiir A # 0

I'(y,y")6y = (By(v)6y)y’ (4.10)
%, 9B;
tk = ; J(y I‘

4.2 Anpassung steifer Integratoren
Anpassung von BDF-Verfahren

(GEAR 1971 , [48], PETZOLD 1981, [91]).
Die Mehrschrittverfahren vom BDF-Typ eignen sich sogar fiir den allge-
meinen tmpliziten DG-Typ:

F(t,y,y)=0 (4.11)
Riickgriff auf BDF-Darstellung (Kap. B.3.2) liefert:
F(tasks Ynt P/ tnsr)) = 0
p(t) = Pr(titnsk,---»ta)
Das Iterationsverfahren (3.17) fir F = 0 nach (3.16) wird lediglich erweitert:
— Newton-ahnliches Verfahren fiir (4.11).

(4.12)

Programme: LSODI (HINDMARSH [64]), DASSL (PETZOLD [91])
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Anpassung von semi-impliziten Extrapolationsverfahren

Eine genaue Analyse der Verfahren zeigt, da sich im weiteren nur die semi-
implizite Euler-Diskretisierung zur Erweiterung auf den Fall v = 1 eignet.
Die Diskretisierung von (4.1’) fihrt auf:

virs = e+ h(Bus) - hA)” F(u)

(4.13)
A = fy(y0) — T'(y0,%5)

Bemerkung:

1. A= -é%(f(y) - By)y)|

2. Falls y] nicht gegeben:

Yo

anfangs Ag := f,(yo) , spater y’ durch Extrapolation

{yz ~ Y11 }
aus § ===, l = ny,n,,... gewonnen.
Spezialfall:
L— =

a‘) y = f(y, Z)a y(O) Yo (414)

b) ez = g¢g(y,2), 2(0)=2
e — 0% liefert differentiell-algebraisches System.
Fir den Fall v = 1 muB g, nichtsinguldr gelten.

Beweis: 1-mal differenzieren (e = 0).

gzz' = —gy(yvz)f(y’ Z)

Satz 1 (DEUFLHARD, HAIRER, ZUGCK 1987) [38]
Seien f,g € CN*Y(D) in (4.14). Anwendung der semi-impliziten Euler-Dis-
kretisierung (4.18) auf System (4.14) mit € = 0. Man erhdlt die gestirte
asymptotische Entwicklung (t, =t =nh) .
@) Ya—y(ta) = bi(t)h+ (bs(t) + BIR" + ...
+ (bn(t) + BY)Y + B(n, B)ANH!

(4.15)
b) z—z(tn) = (a®)+v)h+...
oo+ (en(t) + AN)RNHL 4 C(n, R)RNH
wobet gilt:
o) Br=0, fr=0, =0, 1,=0, n20
b) 42=0, v¥=0, n>1 (4.16)
c) Bt=0, v=0, n>j—2undj>4
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Beweis: [38] |

Die Funktionen b;(t),c;(t) reprasentieren glatte Fehleranteile, die bei
h-Extrapolation verschwinden. Die Funktionen B ,+J reprasentieren nicht-
glatte Fehleranteile, die bei Extrapolation nur mit Vorfaktoren multipliziert
werden, ohne zu verschwinden.

Folgerung:

Falls n, =1 : Ordnungsbeschrinkung
kmax =4
Falls 71 =2 : kpax =05 .

Programm: LIMEX (DEUFLHARD, NOWAK 1985 [40])

Bemerkung: keine Verbesserung durch implizite Euler-Diskretisierung!

Anpassung von IRK-Verfahren
Beschrankung wie in Kapitel B.2.4 auf Verfahren vom Typ (2.58):

Anwendung auf System (4.14) (DEUFLHARD, HAIRER, ZUGCK) [38):

a) Y}zyo+hza;jf(Yj,Zj), 1=1,...,s

=
b) ¢(¥;,Z) =0, i=1,...,s
) w=Y,, =12,

(4.17)

Anwendung auf allgemeines System (4.1’) (HAIRER 1988) [57):

a) Y.--——yo+hZa,jUj, 1=1,...,s

=1

b) B(Y;) Ui = f(Y3)
Da A1 existiert (vergleiche Kapitel 2.4), ist Elimination von U; mittels a)

moglich. Zur Losung der nichtlinearen Gleichung b) erforderliches Newton-

Verfahren erfordert Vorsicht. Programm: RADAU5 (HAIRER) [57]
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5 Aufgaben

' 21.) (Stabilitat des Fliehkraftreglers bei Dampfmaschinen, nach Wyschne-
gradski 1877/78)

. .. . . : Fliehkran-
Nebenstehend skizziert ist das mechani- ;cgm'n

sche System Maschine-Regler einer Dampf-
maschine. Der Fliehkraftregler steuert in
Abhingigkeit von der Drehzahl der Maschine
die Dampfzufuhr.

Die Dynamik dieses Systems wird mathema-
tisch beschrieben durch das DG-System

o =9
¥ = (9zcosso~9)sinw—%¢
w = (kcosp—F)/J

wobei die Massen m, der Winkel ¢ und die
Winkelgeschwindigkeiten 6, w gemaf Skizze

zu interpretieren sind.
Ferner seien die folgenden Konstanten gegeben:

: Erdbeschleunigung
: Reibungskoeffizient
: positiver Proportionalitatsfaktor

: aufere Belastung

oo ot

: Trigheitsmoment des Schwungrades

‘Da Regler und Maschine iiber ein Zahnrad verbunden sind, gilt zusatzlich:

0 = nw
n Ubersetzungsverhaltnis des Zahnrades

Der mechanisché Regler soll den ”Gleichlauf” w = o des Schwun-
grades sichern (d.h. Drosselung der Dampfzufuhr, falls w > wo, sowie
Erhohung der Dampfzufuhr, falls w < wp).

Im Gleichlaufpunkt sei demnach

(*) p=wpo, =0, w=uwp
a.) Man bestimme ¢p , wp.
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b.) Mit den Bezeichnungen

bp:=p—po, b :=9p—1thy, bw:=w—wp

leite man die zugehorige Variationsgleichung her.

c.) Man zeige:
Die Gleichgewichtslosung (*) ist stabil (im Sinne von Ljapunov)
genau dann, wenn gilt:

bJ 2F

— > ——

m Wwo
Hinweis: Seien A;, Az, A3 Nullstellen des Polynoms

p(A) =2 +ad? 4+ b +ec,
so gilt nach Routh-Hurwitz
a>0,5>0,¢c>0,ab>ce R(N)<0,:=1,2,3.

(Nicht zu beweisen.)

22.) Man integriere mit dem Verfahren RKX4 aus Aufgabe 14 die Differen-
tialgleichung

y'(t) = A(y(t) —9(t)) +4'(t) , ¥(0) = & + 9(0) , € [0,5],

fir g¢(t) = t*+1 und alle Kombinationen von ¢, = 0, 1, 10, 100,
und A = —100, -50, —10, —1, 1, 10, und gebe jeweils die Anzahl der
Funktionsaufrufe an. Fir € wahle man einen dem verwendeten Rechner
und dem eigenen Programm angepaiten Wert (e = 107 — 107%).

23) Gegeben sei eine n x n-Matrix A, die fiir ein gegebenes Skalarprodukt
< -,» > der folgenden Ungleichung gentige:

<z,Az> < p<z,z> = yplz|?,VzeR",
mit |- P =<-,->.
Man zeige: Fir ph <1 gilt in der zugehorigen Matrixnorm:
1
I-RhA) | <
) 1 I=h) < =,

14 ph

b) I (1= ha) (I + hA) | < T

falls zusatzlich ph > 0.
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24)

25)

26.)

Man zeige: Auch fir eine nicht-diagonalisierbare Matrix A 1afit sich
das DG-System: A
y' = Ay, A constant,

so transformieren, daB zur Stabilititsuntersuchung die Betrachtung der
skalaren Testgleichung '

y,=/\y’ y(0)=y07 AEC’
genugt.

Sei A eine normale n x n-Matrix , d.h. es gilt A¥A = AA¥ und seien
A1, Az, -+, An die Eigenwerte von A. Fur den Wertebereich

¥ Az

iz

o) = {1 = #0)

von A zeige man:
a) G(A) ist die konvexe Hille der Eigenwerte, also:
G(A) = {/‘ lp=Y mh, m20,) 7 = 1}
=1 i=1
b) Fir reelles A und alle z € R" gilt:
T Az < 7 Tz ,
mit z = max{R(y) | y € G(A) }.
Gegeben sei fiir u(z,t) € R die partielle DG:

Ou(z,t) O%u(z,t)
= z >
51 et €0,7],t>0,0>0,

mit den Randbedingungen:

u(z,0) = ¢(z), 2 €[0,7], ¢(0) =¢(r) =0, (¢ gegeben) ,
u(0,t) = u(m,t)=0,t2>0.
Fir festes N ersetze man auf dem Gitter {jAz | Az = L, j =
0,...,N} in der rechten Seite der Differentialgleichung die Ableitung

beziiglich z durch einen symmetrischen Differenzenquotienten und zeige,
daB das resultierende DG-System fir

U(t) := (Uy(2), ..., Una ()T

kontraktiv ist. :
Dabei ist U;(t) eine Naherung fir u(jAz,t), j=1,...,N—1.
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27.) a.) Man beweise die A-Stabilitat der impliziten Trapezregel:

Yk+1 = Yk + g— (f(yx) + fyr1)), E=10,1,...

b.) Die impl. Trapezregel besitzt eine h?-Entwicklung. Man ex-
trapoliere einmal mit n;, = 1, n; = 2, und zeige, dafl fir 7o,
die A-Stabilitidt verlorengeht.

c.) Man extrapoliere mit n; = 2, n, = 4 und zeige, dal bei Anwen-

dung auf die skalare Testgleichung gilt:

zl_i_{&) I T22(Z) |= 1 y R 1= Ah.

28.) Gegeben sei fir y(t) € R die DG zweiter Ordnung:

y'(0)+ 1 y(®) = f(y()) , ¥(0) = w0 , ¥'(0) = 2,
mit g > 0, p konstant.

a.) Man untersuche das qualitative Verhalten von y(¢) fur || f,(y) ||«

W

In welcher GroBenordnung wiirde eine von einem numerischen In-
tegrator vorgeschlagene Schrittweite liegen ?

b.) Zur Vorbereitung fiir die numerische Behandlung sei definiert :

sin{pt)
t) = ,
9() u
1 pt+7T/2 I
y(t) = = d =—
90 = g [, vdr, T==

Man zeige:

() 9(8) = wo cos(ut) + 209(t) + [ F(u(s)) gt —s)ds

L t4+T/2 p
i) 50) = r [ Sw(s) cos?(5(t—s))ds
(iii) Unter der Voraussetzung:

0)

p—o0 u?

=

gilt:
lim §(t) = a.

p—r00
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29.) Das skalare Modellproblem

y' = Ay —9()+41), y(0) = 9(0),

hat fir R(A) < 0 die asymptotische Losung y(t) = ¢(¢)
(vgl. Kap B.1).

a.) Der Ansatz

E(—h A) y(z +h)—y(®) _ Ft, () = f(t,y(®)—Ay(t), A= f,(v0),

zur Losung einer DG y' = f(¢,y(t)) , y(0) = yo, stellt ein Ver-
fahren vom Typ des semi-impliziten Euler-Verfahrens dar, wobei
aus Konsistenzgrinden gelten muSf:

dE
E(0)=1, —| =A.
dh h=0
Sei g(t) := go , 9o € R. Fiir welche Wahl von E(h A) ist bei
Anwendung des Verfahrens (mit A := )) auf das Modellproblem
y(t) = ¢(t) stationare Losung auch der entstehenden Differenzen-
gleichung ?

b.) Man fihre die analoge Rechnung fir den Ansatz

E(=h A)y(t+h) — E(h A)y(t — b)

oh = f(tay(t))

durch, wobei jetzt g(t) := go + 91t , 9o, 1 € R.
Schrankt ein Startschritt gemaf Teil a.) die Wahl von g(t) wieder
auf g(t) = go ein ?

30.) Untersuchung der Stabilitat des semi-impliziten Euler-Verfahrens und
der semi-impliziten Mittelpunktsregel:

a.) Das semi-implizite Euler-Verfahren lautet:
v =9+ (I —hA) T hf(y), k=0, 1,...
Man wende das Verfahren auf die Testgleichung
¥=XAy,y(0) =13,

an und setze: z:=Ah, z9:=Ah, R(z) <0.
(i) Man zeige die A-Stabilitat des Verfahrens fiir z = z,.
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(i1) Fur zp # z berechne man den Rand 0G des Stabilitatsgebietes
G(z) ={2 € C || R(z,20) |< 1}

b.) Man wende die semi-implizite Mittelpunktsregel (ohne Start- und
SchluB-schritt)

Yisr = (I = h A7 (I + h A) yx—a + 2k f(yi)]

auf die skalare Testgleichung an und setze z, zo wie in a.).

(i) Man zeige die A-Stabilitat des Verfahrens fir z = 2.

(ii) Fir z # z leite man mit dem Ansatz y; = ¢* die zugehorige
charakteristische Gleichung her. Seien (i(z, zp) und (3(z, 20)
die Wurzeln dieser Gleichung. Man gebe den Rand 0G des
Stabilitatsgebietes

G(20) ={2€C || Glz20) <1, i=1,2}
an und untersuche die Spezialfalle:

a) zg reell, zg — oo.
B) zo nahert sich der imaginaren Achse.

31.) Anwendung der semi-impliziten Mittelpunktsregel mit Start- und SchluBschritt
auf die skalare Testgleichung

y'=Xy,y(0)=1,
liefert fir die erste Spalte eines Extrapolationstableaus: (z := A k)

. 1 1+z/n, %L—l | _
Rz,x(z)— Ty (1_2/'“) , = 2,6, 10, 14, 22,.

I = 1,2,...
Man berechne R(z) := Rj(2) und weise hierfiir die A-Stabilitat nach.

Hinweis: Fir R(z) = P, @ Polynome, gilt:

Q( ) ’
E(iy)=|QUy) I’ = | P(iy) f20,y€ R = | R(iy) |[<1,ye R
( E(iy) heiBt Ehle-Polynom.)
32.) a.) Man zeige, daB sich fiir das i.a. nicht-aquidistante Gitter
{te, ta + b7, taa}, hi=top —t,, v €]0,1],
das folgende BDF2-Verfahren ergibt:

1 v—1)2 y—-1, .
n ————Yn n = h f(Yps1) -
Yotr + Sy T Ty = 5T f(Yn+1)
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b.) Das zusammengesetzte Verfahren TR-BDF2 bestehe aus einem
Schritt mit der impliziten Trapezregel von ¢, nach ¢, + hy und
einem anschlieBenden Schritt nach ¢, ;; mit dem in a.) hergeleite-
ten Verfahren.

Man berechne den fiihrenden Fehlerterm dieses Verfahrens und
optimiere ihn bzgl. ~.

c.) Bei beiden Schritten von TR-BDF2 ist ein nichtlineares Gleichungs-
system der Form Frg(yn4,) = 0 bzw. Fepra(yny1) = 0 zu
losen. Frgr und Fgpr, ergeben sich aus den Verfahren.

Man berechne die Jacobi-Matrix von Frg und Fepre bzgl. yuiqy
bzw. y,41 und uberlege sich, fur welches 7 €]0,1[ die Jacobi-
Matrizen die gleiche Gestalt haben (unter der Voraussetzung

fo(Yntry) = fy(Ynt1))-

33.) Bei Problemen der Parameteridentifizierung in DG-Systemen ergibt
sich die Aufgabe, zusatzlich zur Integration einer parameterabhangigen
DG :
y'(t;p) = fy(t;p),p), y(0;p) =90, pE R, t€[0,T],

auch den Wert von y,(T;p) := Qg%z). ‘zu bestimmen. Dabei gibt es
zwei Moglichkeiten:

a.) Man lost (numerisch) die zugehorige Variationsgleichung

vyt p) = fu(y(t; p), p) y,(t; P)+ F(y(t;0), P) » ¥,(0,p) =0, t € 0,77,
und erhalt damit eine Naherung fir y,(T'; p).
b.) Man berechnet numerisch Naherungen 7(p) und 7(p + Ap) fiir
y(T;p) und y(T;p + Ap) und bildet den Differenzquotienten
n(p+ Ap) —n(p)
Ap )

Man iiberlege sich Vorgehensweise, sowie Vor- und Nachteile bei beiden
Moglichkeiten anhand des semi-impliziten Euler-Verfahrens (EULSIM).
Dabei beachte man die Aspekte: Implementierung, Speicherplatz, Fehler-
kontrolle.

34.) Folgende Gleichungen beschreiben ein Pendel:
(y1, y2 : Abstand vom Drehpunkt, ys : Federspannung )

o= Y
yé = Ys
Y3 = —NYs
y,; = —yys+1
2 2
Wty = 1

124




Man zeige, dal man gemaB (4.9) der Vorlesung die Bedingungen

nys+y2ys = 0,
vatyity—ys = 0,

hinzufiigen mufl, damit man ein algebraisch vollstandiges System erhalt.

Man gebe den Index v des ursplnglichen und des vervollstandigten
Systems an.

Zur Bestimmung des Index und zur Untersuchung der Konsistenz der
Anfangswerte wird im Programm LIMEX ein sogenannter Indezmoni-

tor benutzt.
Sei y1(h) — yo = Ao(h) der Startschritt des modifizierten semi-
impliziten Eulerverfahrens angewandt auf ein System der Form

Ey' = f(y), y(0) = yo, (E (vxv) —Matrix wie in der Vorlesung (1.5.c).)

Man zeige:
Fiar hj4<bhj, 7=0,1,..., gilt:

| Ao(his) Il . (Rina)®
| Do(k;) |l ——( h; ) ’

wobei:
p=1: v=1, yo konsistent

p=0: v=1, yo nicht konsistent, oder
v =2, yo konsistent
p<0: v2>2

Warum sind fiir eine solche Abfrage Extrapolationsverfahren besonders
gut geeignet? ‘
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C. Implementierung und Vergleich
numerischer Integratoren

1 Genauigkeit und Skalierung

1.1 Lokale/globale Genauigkeit

TOL: lokal verlangte Genauigkeit (local error tolerance)

ERR: global erzielte Genauigkeit (global error)

Zusammenhang ERR/TOL: Seien [0, 7] Integrationsintervall und
0=1 <...<tm=T die vom Integrator automatisch gewahlten Zwischen-
punkte. Sei §y; in t; entstandener lokaler absoluter Diskretisierungsfehler
und sei §y(t;) der gesamte Fehler im Punkt ¢;. Dieser Fehler wird sich mit-
tels der Propagationsmatrizen fortpflanzen:

t) t;+1

}W(tj+1rtj)6Y(tj)

‘5')’j+1

Linearisierte Naherung;:
8y(tir1) = 6yjn + W(tinn, 1) 6y(4) (1.1)

Rekursiv erhalt man mit 8y, = 0 und der Gruppeneigenschaft (1.18.a)
(vergleiche Kapitel A.1.2).

oy(T) = iW(T, t;)0y; (1.1

i=1
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Ist || - || gerade diejenige Norm, fiir die die lokale Fehlerabfrage durchgefuhrt
wird, dann gilt:

Il6y; | < TOL , || 6y(T) || = ERR (1.2)
In (1.1') eingesetzt:
ERR < TOL Y | W(T, t;) || (1.3)
i=1 ————’ '

problemabhangiger Verstarkungsfaktor

Genauere Untersuchung an einem Modellproblem:

Annahmen: - globale Lipschitz-Konstante L = L, tiber [0,T]
liefert vernunftige Beschreibung
- aquidistantes Gitter tij=17-h
- fixe Ordnung p.

Nach (1.15 — 1.17), Kapitel A.1.2 gilt:

| W(T, t;) || < exp (L(T —t;)), somit

m Lmh -
YIWTL) | < Soebini) Lo
j=1 =1 - 1
_Te(LT) _
= Fo(n SmeT), da p(Lh) 2 1.
Somit:
ERR < mTOL @(LT) (1.4)

Man beachte, daB m von TOL abhangt und daher keine Linearitat zwischen
ERR und TOL vorzuliegen braucht.

Wegen der fixen Ordnung gilt:

TOL = C,h7+!
N 0)?
Cp

Setzt man dies mit m = T'/h in (1.4) ein, erhalt man

ERR = C,h*T o(LT). (1.4")
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Die Rundungsfehler fihren auf den zusatzlichen Fehler

— T
ERR =, -m -eps = 7"6}1:3
eps relative Maschinengenauigkeit, 1.5
(1.5)

v, abhingig von Arithmetik und Verfahren)
Jetzt soll h so optimiert werden, da8
ERR g = ERR + ERR = min!

Da ERR g fir A — 0 und h — oo unbeschrankt wachst, erhalt man das
Minimum aus

d
O = —ERR ges = ph?'C,Tp(LT) — 7 eps T/h?, also

dh
Yeps
P\ pCh o(LT) (1.6-2)

ERR,, = 2+

1
veps T/ h opt (1.6.b)

Fir ERRpin = min muB Ao, = max gelten. Bei tatsachlicher Integration
bedeutet das:

p variabel, so dafl h lokal maximal.

Fazit: Bestmogliche globale Genauigkeit erzielbar, falls p variabel und mog-
lichst wenige Schritte. Das ergibt einen Konstruktionsvorteil fiir Extrapola-
tionsverfahren - vergleiche Kapitel 3. und 4..

1.2 Skalierung

Affinkovarianz der Diskretisierung (vergleiche Kapitel A.1.3) wird im all-
gemeinen durch Schrittweitensteuerung global zerstort, da hierbei Normen
eingehen. Integrationsverlauf sollte aber zumindestens von der Skalierung
der Differentialgleichung unabhdingig sein.

< Zusatzliche Vorsorge fiir Skalierungsinvarianz : Man geht tiber zu intern
skalierten Groflen
Y; — y,-/.S; , 8;>0. (17)

Invarianzforderung;:

i i >0
¥ — oYy« (18)

= 8 — oS
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Die lokale Fehlerabfrage muf jetzt skaliert durchgefithrt werden. Dabei hangt
die Genauigkeit und Effizienz stark von der internen Skalierung ab. Sie sollte
deshalb moglichst optimal gewahlt werden:

Bezeichnung:
Dj = dlag (Sl(tj), ey Sn(tj)). (19)

Aus (1.1) wird in skalierter Form:
Di}6y(ti41) = Dia8yian + DWW (ti4at5) D; D7 6y ;) (1.17).

Mit den Bezeichnungen:

8y(t;) = Dj'éy(t;)
5:&]' = DJ_I(Sy]
1 65(8) Il := € j=1...,m
| DiaW (t;41,t;)D; || =: &(ti+1,t;) | (in Anlehnung an (Kap. A.1.2))
und der lokalen Fehlerabfrage
I 69; [|< TOL )
(1.10)
erhalt man
Da D;IW(t]-_i_l, t;)D; die Rolle der Propagationsmatrix ibernimmt, ist:
tqu.ilgtj DJ'_-:IW(tj-f-17 t]') Dj =17 (112)

zu fordern, d.h. mit A; :=t;4, — ¢t;

o silts) )
Jim, (14 Oh) = 1, (1.13)

das heiflt die s; sind stetig zu definieren,

() € C° i=1,...,n. (1.13)

Bemerkung: Haufig falsch in Software, z.B. fir s, < 1:
falls |y|< smin @ s=1.
Als nachstes ist 5(tj4+1, t;) abzuschitzen. Nach Satz 1.2, Kapitel B.1.1 gilt
| W(tis, t5) [ls < e, (1.14)
wobei || - ||, die skalierte Norm ist, beziiglich derer u berechnet wird.
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Bemerkung: Die Definition (1.14) verlangt ein y, das zum Teilintervall
[t;, tj+1] gehort. In der algorithmischen Realisierung wird man auf die
Schitztechnik p — [p] gemaB Kapitel B.2.3, (2.47) zuriickgreifen — mangels
besserer Alternativen.

Weitere Abschatzung:

(tirnnt;) < | DiaDs || || D W (tja, £5)D; ||
“ Dj+1DJ' " ” W( i+ b “s (1_15)
< || DL Dj || e

Il

Fir jede monotone Norm gilt:

| D;LD; || = max—--2= silts) (s > 0O, (1.16)
si(tj41)
somit
. - Si (tJ) phj
€+1 < max ————e*"e; + TOL. (1.17)
i si(tjq)

Ist D; gegeben, so enstehen bei der Wahl von Dj;; zwei gegenlaufige Inter-
essen. Einerseits mochte man keine Verstarkung des globalen Fehlers ¢;, das
heifit

a(tis, t5) < 1, (1.18)

Dies fuhrt auf:
si(tin)) 2 si(t;) - e (1.18)

Andererseits mochte man nicht genauer als bei rein relativem Fehlerkonzept
rechnen. Dies fithrt auf:

si(ti+1) 2| yi(tie) | (1.19)

Nimmt man noch eine Umgebung der Null von diesem Konzept aus, um
aus Aufwandsgrinden auf absoluten Fehler umzuschalten, so erhilt man als
interne Skalierungsstrategie

si(tipr) = max{ si(t;)e*™, | gilti) |, st}

'h = “threshold”-Wert notfalls vom Benutzer zu wahlen,

(1.20)

moghchst skalierungsinvariant.

130




Vorschlag (falls Komponenten y; vergleichbar, zum Beispiel Chemie):

1

sth = _max {1 4:(0) |, epmach/TOL}
i=1,...,n
epmach : relative Maschinengenauigkeit

Mit (1.20) gilt dann (unabhingig von s*) in etwa:

€41 .S €; + TOL (]..21) i

€ges < m-TOL (1.21%)

Interpretation von (1.20). Durch das Auftreten von p findet eine Ausrich-
tung aller Komponenten auf die dominante Komponente statt: fir diese wird
moglichst der relative Fehler berechnet. (1.21) bedeutet zudem, daB lokale
Genauigkeit an globale Genauigkeit angepafBit wird vermoge der Skalierung

(1.20).

In den meisten offentlich verfiigbaren (public domain) Integratoren ist die
Skalierungsfrage unbefriedigend behandelt. Folgende Varianten sind in Ge-
brauch:

si(tj+1) = max {s;(¢;), | y(tj+1) |, sret i} (1.22)
Diese Version (in etwa) findet sich in nahezu allen steifen Integratoren. Bei
BDF-Verfahren (LSODE, LSODI, DASSL, etc.) findet sich zuséatzlich eine

vom Benutzer vorzugebende, also ezterne Skalierung, die zu folgender kompo-
nentenweisen Abfrage fiihrt:

|6yt I < S rel ,i TOL+3abs,i

(1.23)
(sra : RTOL, saps : ATOL)

Bei nichtsteifen Integratoren wird im allgemeinen ein relatives Fehlerkonzept

verwendet:

Si(tj-H) = max{| y(tj+1) I,Srel ,i} (1-24)

Auch hier realisieren die Mehrschrittverfahren im wesentlichen die externe
Skalierung (1.22). Die in (1.20) vorgeschlagene interne Skalierung vermeidet
Fehler durch den Benutzer und erhoht die Effizienz der Codes gerade in
realistischen Anwendungsproblemen. Sie ist bisher nur in steifen Extrapola-
tionsintegratoren implementiert (Kapitel B.2.3).
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Illustrationsbeispiele:

1. ZHABOTINSKY—-BELOUSOV-REAKTION

Die Zhabotinski~Belousov-Reaktion zweier sich abwechselnder chemi-
scher Prozesse fuhrt auf das allgemeine kinetische Schema des OREG-
ONATORS (FIELD/NOYES) (1974) [46].

BrO3 + Br~ — HBrO,
HBrOy+ Br~ — P
BrO; + HBrO, — 2HBr0O;+ Ce(IV)

2H BTOz — P
Ce(1V) — Br~
Dieses Schema wird durch folgendes Differentialgleichungssystem be- L
schrieben: ;
Y1 = —ay1yz — C3Y1y3 *
Yy = —C1ih1Y2 — C2YsYz + CsYs
Yy = C1y1yz — Ca¥syz + Cay1ys — 2¢ay3
Ye = CY3y2 + cay3
Ys = CalyYs — Cs¥s

Dabei entsprechen sich

y1 und BrO3
y2 und Br~

y3 und HBrO,
ys und P

ys und Ce(IV).

Dieses System besitzt eine oszillatorische Losung und Ubergange von
steifem zu nichtsteifem Verhalten in scharfen “Spitzen”. Es stellt sich
als besonders anfallig gegen ungeeignete Skalierungen heraus, so dafl es )
zum herausforderndem Testbeispiel fir Skalierungsstrategien wird. Um !
die Wirkung der Skalierung (1.20) zu verstehen, wurde zusatzlich zu der
interessanten Losungskomponente H BrO, die zugehorige Skalierung
si(t;) (gepunktet.....) und der gemaf (1.21) globale Fehler

(5y(tj) = j -TOL - S,‘(tj) (125)

(gestrichelt, ----- ) eingezeichnet.
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Liegt der globale Fehler iber der Komponente, so besitzen wir fir die ¢;
keine Information tiiber diese Komponente, der qualitative Verlauf kann
fehlerhaft sein (vergleiche Vergroflerung im Bild C.2). Andererseits
ist die Differentialgleichung durch die Steifheit aulerhalb der Flanken
selbstkorrigierend, so da die Skalierung mit negativem g fallt, dafl
heiBt der globale Fehler wieder aus der Komponente gedimpft wird,
um so doch zu einem global richtigen Integrationsverlauf zu gelangen.

Die folgenden Bilder stellen die Resultate fir TOL=10"3, 10~°, 1078
untereinander vergleichsweise dar — mit Spreizung auf der anschlieBenden
Seite.

Bemerkung. In logarithmischer Skala 148t sich am Abstand des glo-
balen Fehlers zur Komponente der relative Fehler ablesen.
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Ein Vergleich der Skalierungen fallt besonders eindrucksvoll aus, wenn
man Aufwand und relativen Fehler des Gesamtverlaufs anhand der Pe-
riode vergleicht:

0.54 By = g LTy
QOO
HYX e
<0.44
=]
e
m
~0.34
=
wn
=
20.24
(=]
-
el
-3
20.11
0+
10 10+ 10+ 10~8 10-¢ 10~
FBEHLER DER PERIODE

Die neue Skalierung liefert eine Genauigkeit der Periode im Rahmen
der vorgegebenen Toleranz bei linearem Anwachsen (in logarithmischer
Skala!) des Aufwandes. Das relative Fehlerkonzept in der Skalierung
fihrt anfanglich zu Gbergenauen Perioden, dann aber beim Ubergang
TOL = 10™* zu TOL = 107° zu keiner Verbesserung, da durch die
hohe Anzahl der Schritte ein Moment der Ungenauigkeit zu iberwiegen
beginnt (vergleiche(1.1’)). Das Skalierungskonzept (1.22) stellt sich als
absolut ungenau heraus bei vergleichbarem Aufwand zu neuen Skalierung.

Fazit. Die Skalierung (1.20) erreicht hohere Genauigkeit, ist stark mit
TOL verkoppelt und ist effizient.

. Nieren-Modell-Problem (ScoTT/WATTS [100] )

Dieses fir bestimmte Anfangswerte extrem steife Beispiel macht die
hohere Effizienz besonders deutlich. Hier fuhrt das relative Fehlerkonzept
(1.24) zu horrenden Rechenzeiten sowie zu einer drastischen Verschlech-
terung des globalen Fehlers (zu viele Schritte!). Das iibliche Skalierungs-
konzept (1.22) fiir steife Integratoren bei mafBliger verlangter Genauig-
keit TOL liefert abgebrochene bzw. inkorrekte Laufe. Mit interner Ska-
lierung (1.20) dagegen wird das Problem fir Toleranzen TOL < 107*
schnell und verla8lich gelost (siehe Tabelle C.1).
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Aus Stabilitats- und hierbei auch Effizienzgriinden empfiehlt sich in
diesemn Beispiel die Benutzung von EULSIM gegeniber METAN 1
(siche Tabelle C.2).

Tabelle C.1 Aufwand (NFCN) mit Skalierung (1.20)

TOL | METAN 1 EULSIM
10=3 | bricht ab 1459

10-* | 3185 2002
105 | 3985 2837
10~ | 5686 3701

Tabelle C.2 Fiir Anfangswert ys5(0) = 0.990268835 (Losung eines Randwertpro-
blems) ist die Differentialgleichung “nichtsteif”.

F-Aufrufe:

METAN 1 METAN1 EULSIM EULSIM

(1.22) (120)  (1.22)  (1.20)
y5(0) = 0.990268835 363 363 498 493
y5(0) = 0.99 1034 763 901 544

ys(0) := 0.9 2818 2106 918 834
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2

Beurteilungskriterien fiir den Vergleich von
Verfahren

Fir jedes cinigermaBen ausgereifte Verfahren gibt es Einzelprobleme, fiir die
es “optimal” lauft.
Frage: Was heifit “optimal”?

Ziel:

Herausarbeitung von Problem-Klassen, fur die jeweils ein Verfahren

brauchbar und effizient ist (“domain of applicability”).

Integratoren sind zu vergleichen beziiglich:

Rechenzeit (computing time)
Speicherplatz (array storage)
Genauigkeit (accuracy, precision)

VerlaBlichkeit (reliability)
Robustheit (robustness)
Output

Interpolationseigenschaft

Einfachheit

Rechenzeit

Bezeichnungen:

NFEV : Anzahl an f — Auswertungen (number f-evaluations)
OVHD : Overhead-Zeit fir reinen Ablauf des Programmes
TIME : Gesamtrechenzeit

Zusatzlich bei steifen Integratoren

NDEC : Anzahl LR-Zerlegungen (LU decompositions)
NJAC : Anzahl Auswertungen der Jacobi-Matrix
NSOL : Anzahl Vorwarts-/Riickwartssubiterationen

(number of solves)
Im allgemeinen gilt:

OVHD = A(TOL) -N

(2.1)
NSOL ~ NFEV
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5.

Fir nichisteife Integratoren gilt:
TIME = COSTF * NFEV 4+ OVHD (2.2)
Damit wird bei nichtsteifen Integratoren der Wert
C:=COSTF/N (2.3)
die unterscheidende Grole. Fiir steife Integratoren gilt:

TIME = COSTF % NFEV + COSTJ * NJAC
+ NDEC * COSTLR + NSOL * COSTS (2.4)
+ OVHD

Kontrolle der verschiedenen Aufwandsanteile mit “interner Uhr” ermoglicht
verfeinerte Anpassung an das zu 16sende Problem.

Speicherplatz

Auch bei sehr groBlen Rechnern ist der aktuelle Arbeitsspeicher in der
Regel nicht groB. Um haufiges Umspeichern (Zeitverlust) auf den Hin-
tergrundspeicher zu vermeiden, sollte daher der Integrator bei grofen
DG-Systemen die Struktur nutzen. Das heift zum Beispiel bei steifen
Gleichungen und diinn besetzten Jacobi-Matrizen: Einsatz von Sparse-
bzw. Bandsolvern.

Genauigkeit

Ausfihrliche Diskussion siehe Kapitel C.1. Vergleiche von Integratoren
nur sinnvoll bei vergleichbarer Skalierung!

Verlagllichkeit
“A program may fail, but it must not Lie” (B. PARLETT).

Steuerung des Verfahrens bzgl. Schrittweite (und Ordnung) soll mog-
lichst sensitiv gegen lokale Anderungen von f sein.

— Einschrittverfahren : “neueste” f-Information
Mehrschrittverfahren :  “Geschichte” von f wesentlich
beniuitzt fur Effizienz;
haufig hoheres TOL notig aus
Griinden der VerlaBlichkeit.

Robustheit

Unempfindlichkeit auch bei kritischen Beispielen, abzufangen durch
moglichst flexible Anpassung an Einzelprobleme. Dies verlangt im
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wesentlichen: Flexibilitat der Schrittweitensteuerung, zum Beispiel ef-
fektive Anpassung der Startschrittweite oder Reduktion der Schritt-
weite (und Ordnung) bei Unstetigkeitsstellen (eventuell hdherer Ablei-
tungen).

(1) Einschrittverfahren im allgemeinen robuster als Mehrschrittver-
fahren (Auswertung dividierter Differenzen numerisch manchmal
empfindlich)

(2) Extrapolations-Verfahren empfindlich gegen instabile Programmie-
rung von f.

Bemerkung: Ubergang zu cinfacher Genauigkeit (etwa sechs De-
zimalziffern bei IBM) beeintrachtigt im allgemeinen die Effizienz von
Mehrschrittverfahren, nicht jedoch von Einschrittverfahren.

Output
Meist graphische Ausgabe (Plot).
Einschrittverfahren :  stark nichtuniforme Gitter,
besonders bei Extrapolation
< geringer Speicherbedarf
(wichtig bei grofen Systemen)
< benotigt spezielle Interpolations-

routinen far Plot

Mehrschrittverfahren : meist quasi-uniforme Gitter

< hoher Speicherbedarf
— Standard-Interpolationsroutinen

konnen verwendet werden.

Bemerkung: “zu viele” Zwischenpunkte wiirgen Codes ohne Inter-
polationsroutine ab.
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Interpolationseigenschaft

Adams-Verfahren: Nordsieck-Darstellung (3.25) gestattet globale Dar-
stellung der Losung, die billig auszuwerten ist (— LSODE)

Runge-Kutta-Verfahren: DOPRI5 gestattet O(h%)-Darstellung (2.55),
allgemeine RK unterschiedlich beziglich Interpolation.

Extrapolationsverfahren: DIFEXI - fir niedrige Ordnung Interpo-
lation einfach (SHAMPINE/BACA /BAUER [102]), noch offene Ent-
wicklungsmoglichkeiten.

Die Interpolationseigenschaft wird benotigt bei:

e Anwendung von Standard-Plotroutinen
¢ retardierten Differentialgleichungen:

Beispiel:
y = flu@®)y(t-7)
> 0: Retardierung

I

(Kreislaufe in chemischen Reaktoren, in biologischen Systemen)

¢ Bestimmung von Umschaltpunkten durch implizite Bedingungs-
gleichungen (Schaltbedingungen):

_l A (y) fiir S(y) <0 : altfunktion
fy) —{ f2(u) fir S(z) <0 S(y)®)) : Schaltfunktion (2.5)

Beispiel: Zustandsbeschrankungen, Schaltpunkte bei Problemen
der optimalen Steuerung (vgl. Kap. D.5.2).

Einfachheit

Wichtig bei Einbau in kompliziertere Fragestellungen des Scientific
Computing.
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3 Vergleich nichtsteifer Integratoren

Folgende nichtsteife Integratoren werden verglichen:

a) Extrapolationsmethoden

b)

Als Testset wurde die Beispielsammlung von HULL et. al. [67] genommen,
angereichert um einige etwas schwierigere Beispiele. In diesem Testset ist die
GroBe C nach (2.3) “klein” bis “mittel” , die Dynamik im wesentlichen ziem-
lich “regular”. Skalierung (1.22) durchgangig verwendet, falls nicht anders

EULEX

DIFEX1

ODEX

ODEXS

explizites Euler-Verfahren mit
h-Extrapolation (Kapitel A.2.3)
explizite Mittelpunktsregel

mit A2-Extrapolation (Kapitel A.2.3)
explizite Mittelpunktsregel mit
h2-Extrapolation, Programm von
HAIRER/N@RSETT/WANNER 1987 [58]
ODEX mit derselben Skalierung

wie DIFEX1

Explizite Runge-Kutta-Methoden

DOPRI5

DOPRIS

DOPRI8S

Verfahren der Ordnung 5(4) nach
Dormand-Prince, Programm von
HAIRER/N@GRSETT/WANNER 1987[58]
Verfahren der Ordnung 8(7) nach
Dormand-Prince, Programm von
HAIRER/N@RSETT/WANNER 1987[58]
DOPRIS8 mit derselben Skalierung

wie DIFEX1

Mehrschrittmethoden

EPISODE  Adams-Methode, Programm von

LSODE

(HINDMARSH/BYRNE 1977) [66]
Adams-Methode, Programm von
(HINDMARSH 1981) [64)

aufgefithrt, um Vergleiche zu gestatten.

Alle Beispiele wurden mit den Toleranzen TOL=10"3,107%, ..., 10712 gerech-
net und jeweils die Aufwandszahlen der einzelnen Beispiele addiert.
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file:///Vanner

1la: Esist deutlich der Effekt der Skalierung bei Ubergang ODEX — ODEXS

zu sehen. Ansonsten geringe Unterschiede.

G3-83-FJooex

XXX DIFEXT

700004
=
(-]
60000-=
5
500004 =
-
40000 =
<o
300004 ©
=
=
20000+
10000~
(o
10-13 102 10-"' 10-'° 10-°

10 107 10-% 10-5 Log(tol)

1b : Im wesentlichen wie la) :

Overhead.

Extrapolationsverfahren haben geringen

254

time

20

154

10-13 10-12 10-%1 10~ 10-°

10 107 {0 105 10+ 1o losltol)
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2a, 2b, 2c:

- Verfahren fixer Ordnung DOPRI5 nur fiir technische Genauigkeiten
10~3 — 1073 verwenden,

- wenig Funktionsauswertungen bei Mehrschrittverfahren: Vorteil bei
komplizierten (= teuren) rechten Seiten,

- deutlich ist der grofile Overhead bei Mehrschrittverfahren, insbesondere
bei dem nicht-dquidistanten Verfahren EPISODE,

- fiir hohe Genauigkeit DOPRI8 und DIFEX1 gleichwertig,
- fur technische Genauigkeit DOPRI5, DOPRIS und DIFEX1 gleichwer-
tig,
o Einschrittverfahren benotigen signifikant weniger Schritte als Mehrschrittver-

fahren, am wenigsten DIFEX1 (wichtig fir graphischen Output bei
groflen Systemen).
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3a, 3b : Fiir die Bilder 3 bis 5 wurde ein Randwertproblem aus der Arbeit
von RUSSELL/SHAMPINE [98] in ein Anfangswertproblem umgeschrieben:

"=y —ty +tet — |t|(6 — 12t + 2t* — 3¢3)
y(-1)=e1-2, y(-1)=e1+7
lma=1
Die Losungskurve y(t) (Bild 3a) ist zweimal stetig differenzierbar, hat aber in
der 3. Ableitung im Punkt 0 eine Sprungstelle. Um die Auswirkung auf die
Schrittweitensteuerung zu sehen, wurde das Problem zweimal mit DIFEX1
(Toleranz 10~8) gelost und die Schrittweite H dargestellt (Bild 3b).
- einmal mit “Hinwegintegrieren” uber die Singularitat (EINS),
- einmal mit Zerlegung des Intervalls (ZWEI)

Fazit: Sind Singularititen in den Ableitungen bekannt: Zerlegung des In-
tervalls.
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4a, 4b : Hier ist der Effekt speziell bei den Extrapolationsverfahren zu sehen:
beim  “Hinwegintegrieren” ist die interne Fehlerschatzung in
EULEX wegen h-Entwicklung nicht mehr zuverlassig, im Gegensatz zur h*-
Entwicklung bei DIFEX1.

0.24 ®—0—® FULEX
E G-6-CEuE-2
- B8 DIFEX1
0.154 (- Elorex1-2
0.14
0.05+4
0- i
10-14 10-12 10-10 10-2 10-¢ 10—+ 162 loglerror)
10004
=
o
800+ s
s
6004~
=
o
400 =
=
200+
04
1014 10-12 1o-10 10 10-8 10—+ 152 loglerror)
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5a, 5b :

- Beim “Hinwegintegrieren” (Bild 5a) schlagt gewisse Robustheit des
Verfahrens DOPRI8 mit fixer Ordnung zu Buche, es kann auf Un-
stetigkeiten in den Ableitungen nicht so empfindlich reagieren wie zum
Beispiel das Extrapolationsverfahren DIFEX1. Bei unkritischen Un-
stetigkeiten wie hier von Vorteil.

- Auch das Mehrschrittverfahren besitzt ein gewisse Tragheit gegeniber

Unstetigkeiten.
0.254 G-O-Oorex1
~E X—3¢>{ DOPRIBS
- -4 LSODE
0.2 |
;
0.15- 1
0.14
|
0.054 ‘
o
10~ 10-1 10-© 10 10® 107 7108 70-5 10-¢ 10-5 102 loglerror)

0.254 GCO-EOorFexi-2
f -3¢ DOPRIBS—2

0.2+ B Fe-de-KLS0DE-2
0,15+
0.1
0.051
0+

10—+ 10-12 10-10 10-8 10-¢ 10—+ 16-2 loglerror)
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6.: Die folgenden Differentialgleichungen beschreiben die Bahnkurve eines
kiinstlichen Erdsatelliten (nach STIEFEL/BETTIS) [107]:

_ % 5913 0
wo= = +k s
B Y2 59293 2
y; = g Rl e e
Y3 5ysys _ 3ys
o= Behd =
mit 2 = v +yi+yl, k=14-10"
und den Anfangsbedingungen

y2(0) = s(0) = »(0) =
%0) = %) = }v2

Dieses Beispiel zelgt erneut die Unterschiede von Extrapolations-, Mehrschritt-
und Runge-Kutta-Verfahren:

a) Auswertungen der rechten Seite
b) Rechenzeit

c) Integrationsschritte
Fazit:

- Mehrschrittverfahren braucht am wenigsten f-Aufrufe,
- hoher Overhead des Mehrschrittverfahrens,

- hohe Schrittzahl des Mehrschrittverfahrens: hieraus ergibt sich die
geringe erzielte Genauigkeit,

- gewisse Vorteile in Rechenzeit und f-Aufrufen bei Verfahren hoher fixer
Ordnung,

- Charakteristiken fiir Extrapolationsverfahren:
Nahezu konstante Schrittzahl, sehr wichtig == resultieren hohe Genau-

igkeiten. AuBerdem spart dies Speicherplatz fiir graphischen Output.
Speicheraufwand bei TOL=10"2 um Faktor 5 und bei TOL=10"% um
den Faktor 21 kleiner in diesem Beispiel.
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8004 =
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4004 “\’\\‘
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&
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0.5-
0
10-12 10-10 10-8 “10-® 10—+ 10-2 g log(error)
8004 _
o
@
60045
-
g
4004 =
200-
o H— ¥ 3¢ 3¢ (VAL
102 10— fo-® 0% 1o+ 102 7> loglerror)
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Auf der Basis der Erfahrung sind folgende Faustregeln gerechtfertigt:

(I) Falls Dynamik des Problems “irregular”:
Extrapolationsverfahren
(aus Grinden von Robustheit und Verlallichkeit)

(II) Falls Dynamik des Problems eher “regular” : C:=COSTF/N

C “grof” : LSODE
C “mittel” : DIFEX1, DOPRI8

(III) Falls “dichter” Output gewiinscht:

hohe Genauigkeit : LSODE
mittlere Genauigkeit : EULEX, DOPRI5 hohe Genauigkeit

Bemerkung: “Expertensystem” muf Benutzerdialog mit obigem Entschei-
dungsbaum aufbauen, zusatzlich intern COSTF/N durch “interne Uhr” prifen

und Entscheidung des Benutzers eventuell korrigieren.
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4 Vergleich steifer Integratoren

Folgende steife Integratoren werden verglichen:

a) Extrapolationsmethoden

EULSIM semi-implizites Euler-Verfahren mit h-Extrapolation
(Kap. B.2.3)

METAN1 semi-implizite Mittelpunktsregel mit h%-Extrapolation
(Kap. B.2.3)

b) Mehrschrittmethoden

EPISODE  BDF-Verfahren, Programm von HINDMARSH/BYRNE 1977 [66]
LSODE BDF-Verfahren mit maximaler Ordnung 5,

Programm von HINDMARSH 1981 [64]
LSODE-3 LSODE mit auf 3 beschrankter Ordnung

Als Testset wurde die Beispielsammlung vonHULL et. al. [67] ohne das
Beispiel B5 gewahlt. Zusatzlich die Van der Pol Gleichung :

i = ¥ (1.1.2)
ey; = (I-wviya—m
mit € = 1072, den Anfangsbedingungen
0) = 1.693213222307211
0(0) (4.1b)

y2(0) = —0.906925252881142

Integrationsende:
tenda = 2(3 —1n2)

Rechenzeit, Funktionsauswertungen und Schrittzahl wurden jeweils fiir die
Toleranzen TOL=10"2, 1073, ..., 1078 diber summiert.
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301\ M
& S METAN
ot F-EHeprsooe
A-AALSoDE
20
104
0o 1o 1o 7o  10% 10 10 1o losltol)

- Deutliche Tendenz der Mehrschrittverfahren zu weniger f-Aufrufen;
man beachte, dafl diese fiir groBe Beispiele dominieren, hier nur relativ
klein.

300004
=
o
5
20000 >
=
o
=
1000042
O o= o= 107 fo*  10s 10+ 105 16z log(tol)
1b:

- Bei steifen Problemen in der Regel nur geringe Genauigkeit erforderlich,
dort EULSIM von Vorteil. Bemerkung: Zwei Fail-Laufe von MSV
einfach in der Statistik weggelassen.
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1c:

120004
2.
90003
=
g
6000 =
30004
355 To® 107 Tor  10°  To+ 10 2 logltol)

- Wie im nichtsteifen Fall nahezu Konstanz der Schrittzahlen bei Ex-
trapolationsverfahren

<+ a) hohe erzielbare Genauigkeit vgl. 1.1’

b) geringer Speicherbedarf fir graphischen Output

- groBes Anwachsen der Schrittzahlen bei Mehrschrittverfahren
< Tendenz: ungenauer als Extrapolationsverfahren
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1d :

804,
|1 2O METANY
- O-E3-EJePisone
60 A-B-Ausove
+—+—+-Lsope-3
40-
20
o :qu:.-
10 1o 107  fos 1o 1o+ 105 162 l°os(tel)

Schrankt man die BDF-Verfahren grundsatzlich auf Ordnung 3 ein (Grund
siche Kap. B.3.2, Illustration siehe Beispiel B5, Fig. 2), so steigen die
Rechenzeiten erheblich.




C-EOmsM

124

18 P METANY

pos EHEHE2erIsone

9 L-A-Pusooe
“+——tsooe-3

61

3

6= 0% 107 70 705 10+ 105 102 g !oglerrer)

Beispiel B5 aus HULL et. al [67]

¥y = 10y — By, 5(0)=1,

¥y = =Py —10ys, %(0)=1,

y;é, = —dys;, w(0)=1, (4.9)
¥y = —¥s5, ya(0)=1,

ys = —0.5ys5, ys5(0) =1,

¥y = —0.1ye;, y6(0) =1,

B =100, teq =20

benétigt die A(a)- Stabilitat von 84°. Hier scheitern die BDF-Verfahren ho-
her Ordnung (vergleiche Tabelle 1 in B.3.2)

Deshalb:

- Fir Vergleich auf Vergleichbarkeit der Stabilitatsgebiete beziglich des
Beispiels achten!

- Da in Praxis die nétigen Stabilitatsgebiete kaum bekannt: BDF nur
bis Ordnung 3: Nachteil (vergleiche Fig. 1d)

Bemerkung: grofie a fir Chemie wichtig, falls Konvektiondominiert.
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3 : Losung y(t) und Ableitung u(t) = y’(t) der Van der Pol Gleichung

(4.1) berechnet durch EULSIM mit Toleranz TOL=10"%. Der Effekt der
Schrittweitensteuerung ist deutlich sichtbar.

u
1504

100+

~50- ;

—1004

~150-
0 1 2 3 4 5
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4 : Aufwand zur Losung der obigen Van der Pol Gleichung gegeniiber dem
globalen Fehler bei lokalen Toleranzen von TOL=10"%, 1073, ..., 1072

' G-HE-OEusM

354,
<1 I METAN T
3 ': (}-E—E JEPISODE
L-Ae-ALSODE

2.5+

2..
1.54

1_
0.54

O T— T T —— T T— 7> loglerror)

10-8 107 10~ 105 10~ 10-3 10-2 16— 108

>

60004

5000+

40004

" 3000

function evaluations

20004

1000-

10-® 107 10-¢ 10-3 10—+ 10-3 10-2 10 log(error)

Extrapolationsverfahren: Tendenz genauer zu sein (siehe 1c).
EULSIM erzielt hochste Genauigkeiten.

Overhead bei Mehrschrittverfahen.

- Weniger f-Aufrufe bei Mehrschrittverfahren.

'
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Fazit: Es ergeben sich keine einfachen Faustregeln. Fir technisch rele-
vante Genauigkeiten sind semi-implizite Extrapolationsverfahren vorzuziehen
— auch und gerade bei groBen und kritischen Problemen. Wie bei nichtsteifen
Problemen ergibt sich als Charakteristik der Extrapolationsverfahren:
Nahezu konstante Schrittzahl, sehr wichtig = resultieren hohe Genauig-
keiten. AuBlerdem spart dies Speicherplatz fiir graphischen OQutput. Spei-
cheraufwand bei TOL=10"3 um Faktor 7 und bei TOL=10"% um den Faktor
24 kleiner fir diesen Testset.
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D. Mehrzielmethode zur Losung von
Randwertproblemen

Randwertprobleme fiir gewdhnliche Differentialgleichungen lassen sich im
Prinzip auf zwei Arten losen:

(A) durch Rickfiihrung auf eine Kette von Anfangswertproblemen,

(B) durch sogenannte globale Diskretisierung (etwa finite Differenzen oder

Kollokation).

Ein Uberblick iiber eine Reihe von Lésungsmethoden findet sich in dem
jlingst erschienenen Buch [2] von ASCHER/MATTHEILI/RUSSELL. Im fol-
genden werden nur Methoden vom Typ (A) behandelt, da sie in natirlicher
Weise in den Kontext der Kapitel A und B passen.

1 Theoretische Grundlagen

Betrachtet werden zunachst sogenannte Zweipunkt-Randwertprobleme:

a’) yl = f(y)v te [a) b]
b) r(y(a), y(b)) =0

Brauchbare Existenzsidtze zur Lésung von Randwertproblemen gibt es nur
bei Zusatzstruktur (Linearitat, Elliptizitat, ...). Deshalb sei im folgenden
stets Ezistenz einer Losung y* vorausgesetzt.

(1.1)

Satz 1 (Lokale Eindeutigkeit) (WEIss 1973 [112], DEUFLHARD 1980

[29]).
Sei y* eine Losung des Randwertproblems (1.1). Sei W*(t,a) die Wronski-
Matriz der Variationsgleichung

6y' = fu(y"(1))8y .
Mit den Bezeichnungen

ar ar
A*Y = — * = —
Ay, v’ B Ay lv*

E*(t) = A*W*(a,t)+ B*W*(b,t)

Sensitivitdtsmatriz in t € [a, b
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folgt dann: Falls

E*(t) nichtsingular fir ein t € [a, b]
= E*(t) nichtsinguldr fir alle t € [a, b]

(1.2)

und y* ist lokal eindeutige Losung von (1.1).

Beweis: (I) Zur Verifikation zeigt man mit der Gruppeneigenschaft (1.18),
Kapitel A.1.2.
E*(t) = E*(a)W*(a,t), Vit€la,b] . (1.2")

Da W* nichtsingular, folgt (1.2). Sei also 0.B.d.A. E*(a) als nichtsingular
angenommen.

(IT) (Skizze:) Man konstruiert den zum Randwertproblem (1.1) gehérigen
Operator:

r(y(a), y(b))

Dann gilt fiir ein B C C:

T(y) := { y(t) —vla) - /,=,, f(y(s))ds , t €a,b]

T:-B - BxR"
Ty*) = 0

Es liegt eine lokal eindeutige Losung sicher dann vor, wenn gilt (hinreichende
Bedingung):
T(y) injektiv in U(y*),

oder aquivalent:
T,(y" )y =0=>6y=0

Berechnung mit Frechét-Ableitung:

y(t) — 6y(a) - [ £ ()y(s)ds

0="Ty,(y")éy = {
A*by(a) + B*6y(b)

Explizit:

t
5u(t) = 8y(@) + [ f(v())6y(s)ds L3)
= §y(t) = W*(¢,a)by(a)
Da W* nichtsingular (Eindeutigkeit bei Anfangswertproblemen!), folgt:

Sy(a) =0 <= y(t) =0, Vt € [a,b (%)
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Fir éy(a) erhdlt man das lineare Gleichungssystem

(4" + B'W*(b,a)) Sy(a) = 0
E:Za)

Damit gilt: E*(a) nichtsingular = dy(a) = 0. Mit () ist der Beweis voll-
standig.
]

Approximationen von Sensitivitatsmatrizen werden demnach bei der nu-
merischen Losung von Randwertproblemen auftreten. Probleme wird man
erwarten bei fastsinguldrer Sensitivitatsmatrix.

Beispiel: Kinstliches Grenzschichtproblem (LENTINI/PEREYRA [81]):
a)y’ = ——31-—2-2- -y, T: Scharparameter
b 0.1 = — —0_1 e ._—.—-—
) 5(01) = ~y(~0.1) = Sz
Nach Symmetrie in a) und b) erwartet man:
¥ (=t) = —y°(9)
= y'(0)=0

Fir 7 # 0.01 gilt dies auf verlangte Genauigkeit. Fir 7 = 0.01 ergibt sich
jedoch eine zusammenhangende Ldsungsschar — siehe das Bild D.1.

Die Losungsschar wurde mit dem Anfangswertloser DIFEX1 (vgl. Kap.
A.2.3) ausgehend von den folgenden Anfangswerten berechnet:

y(—0.01) = —7.0710678119
und nacheinander
y'(—0.01) = 140.0,100.0,60.0,0.0, —40.0 und — 80.0.

Bemerkung: Der Randwertloser BVPSOL (siehe Kap. D.3.2) liefert mit
den Randbedingungen _
y(0.0) = 0.0, (0.01) = 7.0710678119
die ungerade Losung. Mit den Randbedingungen
y(—0.01) = —7.0710678119 , y(0.01) = —y(—0.01)

liefert BVPSOL, abhingig von der gewahlten Anfangsnaherung, jedoch ir-

gendeine Losung aus der Losungsschar.
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DIFEX1

104

— BYPSOL

Bild D.1 “Numerische Hysteresis”

Begriindung: Die Sensitivitatsmatrix hat die Gestalt:

_fro olr =3y(+0.1;r) .
E(a) = {* a(r)] , or) 3y’ (—0.1) (1.4.c)

Fir 7 = 0.01 gilt: a = 0 (vgl. Aufgabe 37).

Sensitivitit gegen Storung der Randbedingungen
Fingabedaten : Komponenten von y(a) und y(b), zusammengefafit:
y(a,b) .

Gestérte Randbedingungen : v — ér .
Zugehorige Stérung der Losung sei by, .
Storung der Eingabedaten: éy(a,b) (* weggelassen).

Einsetzen von (1.2°) und (1.3):
or = Aby(a) + Bby(b) = E(a)dy(a)
6y, (t) = W(t,a)E(a) 'ér = E(t)"'ér (1.5)
Aquivalent zu:

6y.(t) = E(t)™ A by(a) + E(t)™ B 6y(8) (15
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Ubergang zu Norm (|| - [|eo) :

6y < IE@)T Al - l16y(a)ll+
+ 1B Bl - 6y (D)
Fir |- o gilt = [[by(a)]| < [|6y(a, )|
163 (B)1| < l16y(a,b)]|

Eingesetzt:
I8yl < [NE@) Al + IE®) ™ BII] 16y(a, b)]lco

Konditionszahlen beztglich ér
(MATTHEL) 1982 [85], DEUFLHARD /BADER 1983 [35])

pa(t) = [IE()A]l, po(t) = E@®)B| (16)
p o= tem[gg)bc]p(t)E trg[g'{f][pa(t)+pb(t)] '
a) 189-(llec < p(2) 116y(a,8)|oo an
b) max [lbg (Dl < 7 [16y(a,B)]lec '

Sensitivitat gegen Storung der Differentialgleichungen

Sei 8 f(s) lokale Stérung der rechten Seite der Differentialgleichung. Durch
Losung der Variationsgleichung erhalt man die dadurch bedingte Stérung der
Losung:

Sys(t) = [ltE(t)‘lAW(a,s)éf(s)ds—

5 (1.8)
- / E(t)'BW (b, 5)8f(s)ds
t
(Vergleiche (1.23) in Kapitel A.1.2.)
Diese Formel definiert zugleich die Green’sche Funktion G(t,s) gemaB:
E(t)"'AW <s<t
G(t,s) == (1)7'A (a,5) asss (1.9)
—E(@)"'BW(b,s) t<s<b
Damit (1.8) dquivalent zu:
b
6ys(t) = [ G(t,5)8f(s)ds (1.8)

165




Konditionszahlen beziiglich é f (KREISS 1972 [71], OSBORNE 1979 [89]):

o = max 1|
a) 169sloo < K5~ |60
wobeil (1.10)

b) kKy:=|b—al- max ||G(t )|l

Verfeinerung (DEUFLHARD, BADER 1983 [35]):
Man geht aus von (1.8) und der Gruppeneigenschaft fir W:

Sys() = G(t,)- / W (t,s)81(s)ds+
+G(t, byt / W(t,s)87(s)ds

Interpretation nach Kapitel A.1.2. (1.23):

2) fut) = | ‘Wit )6 f(s)ds

Storung bei Integration von a — ¢(vorwirts)

(1.11)
b) bys(t) : / W(t,s)6f(s)ds
Storung bei Integration von b — t(riickwarts)
Auflerdem folgt aus (1.9):
- + —
a) G(t,t)” —G(t,1) I (1.12)
b) IGEH7I+IGE )T 21
Beweis:
E(t)~! (AW(a,t) — (=BW(b,t)) = I
E()
1= I =G - GEO)F S NGE D)™+ IGE D]
n

Dies fithrt auf:

a)  [I6ys (Al < &y () max{]|éya(t)l]; ||5yb(t)||}
wobei (1.13)

b) &(t) = IGE )T +IGE DT 21
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Die Hoffnung ware, mit dieser punktweisen Definition feiner abschatzen zu
kénnen. Fir |- |, erhdlt man

3) 18ske < Ry max (18 IEw(O)

b) &= max[IIG(t )|+ IG(t 1) ] 21

(1.13)
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2 Schief3verfahren

Die hier beschriebenen Methoden fithren die Losung des Randwertproblems
zurtick auf die Losung einer Folge von Anfangswertproblemen. Dabei kann
der vergleichsweise hohe Entwicklungsstand von Anfangswert-Losern aus-

genutzt werden (vgl. Kap. A, B).

2.1 Einfachschieflen

(single shooting‘)
Man l6st die Differentialgleichung

v =f@), ya) =z (2.1)

zu geschatzten Anfangswerten (soweit nicht bekannt). Sei y(¢|z) die Losung
dieses Anfangswertproblems.

Beispiel: “Artillerie-Problem” — Name
y'=..., y(a):=y,, y(b):=y, zu erzielen
z := y'(a) €IR' unbekannter Anstellwinkel 9

y(b/x)

Bild D.2 Variation der Anfangssteigung bei Einfachschiefien
Im Beispiel ist = derart zu bestimmen, da8

y(b|z) — y» = 0 (eine nichtlineare Gleichung) *

Allgemeine Bedingung:
r(z,y(0l)) = 0 (2.2
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Funktionalmatrix dieses im allgemeinen nichtlinearen Gleichungssystems am
Losungspunkt z* = y*(a) :
ar * * * 1k
=—|..= A"+ B'W"(b,a) = E*(a) . (2.3)
dz =
Falls fur die Losung y* des Randwertproblems die Bedingungen von Satz 1.1
(lokale Eindeutigkeit) gelten, so hat auch das nichtlineare Gleichungssystem
(2.2) eine lokal eindeutige Losung z*.

Newton-Verfahren fiir (2.2):
Man benétigt eine Approximation der Jacobi-Matrix

or

Jz

—_ ; .k o Qr
= A+ BW(b, “)L=y(t|z~r- E*(a) (2.3)
(I) semi-analytische Differentiation:

A, B durch analytische Differentiation von r , W(b,a) durch numerische
Losung der Variationsgleichung: bendtigt analytischen Ausdruck f,(y) .

(I1) ezterne numerische Differentiation:
hiufig in alteren Codes, etwas empfindlich.
(III) interne numerische Differentiation:
vgl. (2.11.b) - schneller, verlafilicher.
Newton-Iteration:

E*(a)Az* = —r(zF, y(b]zF)) (2.4)

Falls z° nicht “hinreichend nahe” an z*: Dampfungsstrategie oder/und Ho-
motopiemethode (vgl. DEUFLHARD [34]).

Nachteile des Einfachschieflens:

(I) Es ist haufig unmoglich, die Trajektorie y(¢; z) tiber das ganze Intervall
zu berechnen. Grund: Bei nichtlinearer Differentialgleichung hangt
die Position von Singularitaten ab von den Anfangswerten (bewegliche
Singularitdten); falls also der Anfangswert “schlecht geschatzt” wird,
ist y evtl. unbeschrankt in [a, b].

(II) Stabilitatsprobleme:
Auch bei gutkonditionierten Randwertproblemen kann das zugehérige
Anfangswertproblem schlechtkonditioniert sein.
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Beispiel:

y' =Ny =0, y(a) =ya, y(b) = v
Kondition (1.6) des Randwertproblems: p = X fir A — oo
(vgl. Aufgabe 36)

Kondition (1.22), Kap. A.1.2., des Anfangswertproblems:

o(a,) = max [W*(t,0)[| ~ A**~) fir X — oo

Zusammenfassung: Schiefiverfahren ist haufig auflerst empfindlich gegeniiber
der Wahl der Anfangswerte.

Bemerkungen :

1. In manchen Beispielen gilt
o(b,a) < o(a,b) (2.5)

Dann empfiehlt sich “Riickwartsschieflen”.

2. Fir steife Differentialgleichungen ist “Vorwartsschiefen” klar ausge-
zeichnet, da o(a,b) < o(b,a) (vgl. Kap. B.).

3. Fir asymptotische Differentialgleichungen (T' — o0) ist im allgemeinen
“RiickwartsschieBen” ausgezeichnet (vgl. Kap. D.6.).

4. Bei sogenannten Grenzschichtproblemen gilt haufig
o(b,a) =~ o(a,b) > 1,

also keine brauchbare Richtung zunachst (vgl. Kap. D.7.).
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2.2 Mehrzielmethode fiir 2-Punkt-Randwertprobleme

(Mehrfachschiefien, multiple shooting method)

(MORRISON /RILEY /ZANCANARO 1962 [86], H.B. KELLER 1968 [69],
BULIRSCH 1971 [10], STOER/BULIRSCH 1973 [108], DEUFLHARD 1972-
76 [25,26,28] DEUFLHARD/BADER 1983 [35])

Hierbei wird [a, b] unterteilt:
A:Z{a=t1<t2<...<tm=b}, m > 2

Man 16st nun (m — 1) unabhingige Anfangswertprobleme iber den Teilin-
tervallen (¢;,%;441]. Als Anfangswert wahlt man Schitzungen z; €IR" fiir die
unbekannten Werte y(t;).

e

Z T2

3
>

t,=a tz t3 b:t4

Bild D.3 Prinzip der Mehrzielmethode

Man erhilt (m — 1) Teiltrajektorien.

y(tlxi)7 te [tjvtj+1]

2.6
y(t;|z;) ==z;, Anfangswert (26)

Neben den Randbedingungen missen zusatzlich Verheftungsbedingungen gel-
ten.

Verheftungsbedingungen: j=1,...,m —1
(=Stetigkeitsbedingungen)
Fi(zj,zin) = y(tinle;) — 241 =0 (2.7.a)

Randbedingungen:
Fo(z1,2m) == r(z1,2,) =0 (2.7.b)

(2.7) heiBt zyklisches (nichtlineares) Gleichungssystem - siehe Bild D.4:
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Bild D.4 Zyklisches Gleichungssystem L

Bemerkung: Aus technischen Griinden der Implementierung (und der Newton-
Iteration) empfiehlt es sich nicht, die Ersetzung z,,, = y(b|z,,—1) vorzunehmen.
Kurzschreibweise:
Z Fy(z1,22)
T = : elR™™ | F(z) =
T F, ($1 s xm)

Durch dieses Vorgehen lassen sich gewisse Nachteile des SchieBverfahrens
(single shooting) vermeiden.

“Bewegliche Singularitaten” : sie lassen sich bei der Mehrzielmethode
durch geeignete Knotenwahl abfangen.

Beispiel:

y" = Asin(Ay)

¥(0) =0, y(1)=1

Singularitat bei Anfangswertproblemen: ¢ = 3 1n(8/|yg])

= |yh|<8e~* um rechten Rand 1 zu erreichen! (A =5 : |y5|<0.05)
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Stabilitatsverbesserung:

Kondition des Anfangswertproblems in [t;,1;41]:

o(t;;ti41)
Kondition fiir Mehrzielmethode:
op = It?eag(o'(tj,tj_*.l) (28) .

Beispiel:

y" — Ay =0, y(a), y(b) vorgegeben
k(a,b) = -2

b—
Sei tj+1 ——tj = —1b—a‘ oA = 1\0/0'(61, b)

auBerst wirkungsvolle Reduktion!
Allgemein gilt nach Definition
b_rg)a(t,t +h)=1
Die Knoten t; sind in etwa derart zu wahlen, daf§ gilt:
U(tj,tj_H) <g (6=10- 102) (2.9)

Eine automatische Knotenwahl sollte unter anderem die Bedingung (2.9)
erfullen.

Bemerkungen:

(1) Fir steife Differentialgleichungen gilt o5 ~ 1
fiir nichtsteife Differentialgleichungen gilt oo = 21
wobei|A| = max [t41 — t5]
L : Lipschitz-Konstante von f.
(2) Bei singuliren Storungsproblemen ist L ~ é ,
damit zu viele Knoten!
(3) Integration immer in stabiler Richtung (beziiglich Anfangswerten):
(a) Steife Differentialgleichung in positiver ¢-Richtung
(b) Asymptotische Randwertprobleme in negativer ¢-Richtung
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Newton-Verfahren fiir Mehrzielmethode

Zu 16sen ist das lineare mn-System:

J(z®¥)AzF = —F(z%)
k1 = gk Agh
Blockzeilenweise:
GlAfEl —'Al'z = —F1
(2.10)
Gm—lem—l - A:17m = —Lm-
AAz, +BAz,, =—F,, = -r
wobel
Gj = W(tj11,t)ly(t1e;) Wronski-Matrix
_or _ Or B___Br__ar
0z, Oy(a)’ T Oz Oy(b)
Berechnung der Matrizen:
A, B durch numerische Differentiation, Berechnung von G;:
a) semi-analytisch
numerische Losung der Variationsgleichung
G; = fily)G;, Gi(tj)=1 (2.11)

(Losung von n Anfangswertproblem!)

b) interne numerische Differentiation (BOCK) [6] :
Af

fy — Ay

in Losung der Variationsgleichung

(ebenfalls n Anfangswertproblem!)

c) externe numerische Differentiation:

in alteren Codes, etwas empfindlich.
d) Rang-1-Approzimationen nach BROYDEN

Newton-Verfahren — quasi-Newton-Verfahren

Bei “schlechten” Startdaten z°: Dampfungsstrategie in Newton-Verfahren
oder Homotopiemethoden (vgl. DEUFLHARD {26,27,28,34]).
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3 Losung der zyklischen linearen Gleichungs-
systeme

Zu losen ist das Blocksystem (2.10). Dabei mochte man die Struktur der
Nullblécke moglichst erhalten (Speicherplatz!).

3.1 Block-Gauss—Elimination (=*“Condensing”)
(STOER/BULIRSCH 1973)[108]

Illustration fur m = 3:

(1) G1Az, ~Az, = —-F | G
(2) GAzy — Azz = —F
(3) AAz; + BAzz = —r
Gz -(1) — (1) G,G1 Az, — GaAz, -G Fy
1) 4+@) = (@) :  CGlGilri Az, =  —(F—GoR)
B(2") - (2") : BG.G1Azy — BAzz; = —B(f2 — GoFy)

(2")+(3) = (3)

(A + BGQG]) AIEI
=K

Gy = W(ta, t) = W(b,t3)
G, = W(t,, ty) = W(tz,a)
= E = A+ BW(b,t;)W(t2,a)
fir glatte Losung y : £ = A+ BW (b, a)

Formalisierung der Block-Elimination:

Satz 1 (DEUFLHARD 1972) [25]
Set die Jacobi-Matriz der Mehrzielmethode

und set definiert

EI:A+BGm_1...Gl

(G, -1

Gp-1—1
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Dann gilt:
a) det(J) = det(E)
b) LIR = S (3.1)
J1 = RS™L

mat } )
BG,_,...G;, B I
~1
L=

10 |

[ 1 [ E ]
Rl -Gy, I S I

i “Gm—l) I IJ

Beweis: Zu a) det(S) := det(E),det(L) = det(R) = 1, zu b) Nachrechnen.
]

Interpretation
E|;» = E*(a) vergleiche Satz 1.1 (3.2)
Sensitivitatsmatrix

Falls Randwertproblem lokal eindeutig l6sbar, so st das Gleichungssystem
(2.10) ebenfalls in Umgebung von z* eindeutig 15sbar.
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Zugehoriger Algorithmus:

a) E:=A+BG,1...Gy
u:=r+B[Fm_1 +Gm_1F _2+...+Gm-1...G2F1]

rekursive Berechnung
b) EAI} = —Uu
lineares (n,n) — Gleichungssystem (3.3)
(QR-Zerlegung mit Rangentscheidung)
— Bezeichnung “condensing” : (N, N) — (n,n)
C) A$j+1=GjAzj+F}' j:l,...,m——l
explizite Rekursion

Speicherplatz: ~ m-n?

3.2 Nachiteration bei Block-Gauss-Elimination

(iterative refinement sweeps: DEUFLHARD /BADER 1983 [35])
Anstelle der Korrekturen Az; erhalt man fehlerbehaftete Korrekturen

A%; = Az). Sei v = 0,1,... Iterationsindex. Man berechnet mit gleicher
Mantissenlange die Residuen:

a) dr¥:= fl{r+ AAZ} + BAZ}, (3.4
3.4
b) dFY = fI{G;A%S + F; — Ajp} j=1,...,m—1

Gleichungssystem fiir Korrekturen kénnte wiederum mit Algorithmus (3.3)
gelost werden. Standard-Nachiteration ware:

a) FE bleibt wie bisher
du’ :=dr* + B[dF%_; + GnoydF2_y + ... Gy GodFY |

b) FEdzy = —du”

. . (3.5)
lineares (n,n)-Gleichungssystem
mit vorhandener QR-Zerlegung von
c) dziy, =Gidri+dFY j=1,...,m
A = AR+ di, j=1,...,m 5)
dz¥% = fl(dz¥)
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Eine detaillierte (elementweise) Rundungsfehleranalyse [35] zeigt, daff die
Standard-Nachiteration konvergiert unter der Bedingung

a) eo(a,b)g(n,m) K1
€ : relative Maschinengenauigkeit (3.7)
b) g(n,m):=(m-1)2n+m—1)

< ungeeignet : o(a,b) gehort zu EinfachschieBen

Abhilfe: “iterative refinement sweeps”
Sei fiir ein € < eps (vorgeschriebene relative Genauigkeit) der Sweep-Index

J, definiert iber die Beziehung

a) |d#|<e j=1,...,5

Dann setzt man:

. . (3.8)
b) dFy:=0 j=1,...,5,~1
(Maschinen-Null!)
Wahl von &: Eine Nachiteration auf linearem n-System
EA.’E] —u=0
liefert
g :=| dz || (3.8.c)

Dieser Wert ist zu vergleichen mit eps, der vom Benutzer verlangten relativen
Genauigkeit.
Falls jo > 1 (also €<&< eps): unter der Bedingung

eoag(n,m) <1, (3.9.a)
wobei o, aus (2.8), lafit sich zeigen:

i1 20 +1 (3.9.b)

Daraus folgt:
v<m-1 (3.9.c)

Falls 30 =0 (52 eps):
Umschaltung auf “globale” Losung des linearen Blocksystems (vgl. Kap.3.3).
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Grenzen der Nachiteration (ASCHER)[2] erlautert am Beispiel:

Al g0
0 B,

Ay :(n—n,n), By:(n,n)
ig(A)=n—-n, 1g(B)=n

A:=

Falls dominante Lésung (a — b) existiert, gilt:
rg (W(ba))=k<n.
Damit folgt fir E = A + BW(b, a):
rg (E) = min(n,n —n + k) .

Falls
n>k = 1g(E)<n
= &> eps=jo:=0.

Bemerkung: Nachiteration liefert zusatzliche Schatzungen:

. J1dz3]|
cond(E) = ———/epmach 3.10.a)
)= 118z, (
N |45, 1]
7a = N Tdg| (3.10.b)

— TOL = eps/oa
Programm: BVPSOL (DEUFLHARD/BADER 1983[35])
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3.3 Globale Losung

Bemerkung: Fiir Spezialfdlle 148t sich zeigen (MATTHEI [85])
cond(J) — m-pfirm > 1 (3.11)

Programme:
RWPM (HERMANN/BERNDT 1982 [61])
Gauss-Elimination mit Spaltenpivoting und einer Nachiteration (SKEEL[104])
< Speicherplatz ~ 3m - n?
BOUNDSCO (OBERLE 1987 [88])
Householder-Transformationen von rechts, keine Nachiteration
< Speicherplatz ~ 5 -m - n?
BVPSOG (DEUFLHARD /KUNKEL 1985)
Sparse-Elimination mit Programm MA28 (DUFF, Harwell)
angewendet 1in Block-Variante
< Speicherplatz ~ s-m -n?, s~ 2 — 3 (abhangig von fill-in)
Dieser Code wird angesprochen, falls BVPSOL seine eigenen

Anwendungsgrenzen in einem Beispiel erkannt hat (jo = 0 in (3.8)).
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4 Varianten fiir allgemeinere Randwertpro-
bleme

Die Mehrzielmethode gestattet einfache Anpassung an relativ allgemeine
Randwertprobleme.

4.1 Mehrpunkt Randwertprobleme
Am Beispiel 3-Punkt-Randwertproblem vorgefihrt:

r(y(a), ¥(r), y(6) =0 7 €la,b] (4.1.a)

Zugehorige Sensitivitatsmatrix (vgl. Aufgabe 38):

E(t) = AW (a,t) + R, W(r,t) + BW(b, 1)
R - _or (4.1.b)
T By(r)

Sei 7 fest: man wahlt 7 als Knoten der Mehrzielmethode. Dadurch wird nur
die letzte Blockzeile der Jacobi-Matrix verandert zu

[4,0,...,0,R.,0,...,0, B (4.1.c)

I"Jbertragung auf mehr als eine innere Punkt-Bedingung trivial. Auflésung
des linearen Systems fir Newton-Korrektur entsprechend Kapitel 3.

4.2 Parameterabhangige Randwertprobleme

(ENGLAND 1976 [43])

In technischen Anwendungen tritt hiaufig folgendér Problemtyp auf (z. B.
nichtlineare Eigenwertprobleme oder Randwertprobleme mit “freiem” Ende):

y'=f(y;p) peR?, yelR” (4.2.a)
r(y(a),...,y(b);p) =0 r €R™* (4.2.b)

Die g “uberzahligen” Randbedingungen dienen dazu, die ¢ unbekannten Pa-
rameter p7 := (py,...,p,) zu bestimmen. Entsprechende Erweiterung der
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Jacobi-Matrix (gegentiber 4.1.c):

G -1 - . I
J=| . - . . . . (mn+gq, mn+q) (4.2.c)

Gn-1 —1 Pny

| Ry Rn1 Rn P |

Bezeichnung:

G; = W(tj+l,tj)|y(t|xj,p) (n,n) j=1,...,m—1
or

R, = —— n+qn) 3=1,...,m

] ay(tj) ( q ) J

P; = P(t,-ﬂ,t,-)[y(tlw) (n,q) j=1,...,m—1
or

Pm = 5 ’
99| (n+g,9)

Berechnung der G;, R; wie gehabt. Berechnung der (n, ¢)-Matrizen P;:

(1) Semi-analytische Differentiation:

P(t,t;) ist Losung der verallgemeinerten Variationsgleichung zu speziellem
Anfangswert:

dPEitt, t) _ fy(y(tlz;,p); ) P(t,t;) + fo(y(tlz;,p); P) (4.3.2)
P(tjt;) =0 (4.3.b)
(II) Interne Differentiation (BOCK [6]) : f, — i_ﬁ )

4.3 Parameteridentifizierung bei
Differentialgleichungen

(Bock 1981, 1985 [6,7])

Inverses Problem: Zu vorgegebenen MeBipunkten
(1i,2) 1=1,...,m,m>n+gq
bestimme man eine Trajektorie y(t|p) derart, daB y Losung von

¥ = f(y;p), p €R? (4.4.2)
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und daf gilt:

=1

Anpassung der Mehrzielmethode:
man wahlt Knoten {t1,...,tn} C {n,...,7s} mit im allgemeinen m < m.

Beispiel:

Mit der Bezeichnung:

T

LS s = s(mpIf = min

Unbekannte: z;,z2,z3,24,p

3
$

T,,T,
11 12

T(Z1y ooy T3 P) 1=

.
z1 — y(m |3’/'1,P)>

Ti0
L1
1 i 1

t3 b:t4

Bild D.5 Mehrzielmethode bei inversem Problem

Zm-1 — y(Tm—l zm—lap)

2 — Tm

erhélt man ein Ausgleichsrandwertproblem:
Verheftungsbedingungen: j =1,...,m ~1

Randbedingungen:

Fi(z;,254159) = y(tinlzs,p) — 2j41 =0

”7‘(.’1,’1,. .- ,xm;P)Hz = min .
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Sei wieder definiert:

Fi(z1,22; p) T
Fz)=|" L o= elR™ ™4
Fm—-l(xm~l,xm;p) ZTm
| r(z1,-- 5 Tmip) p

Jacobi-Matrix hat die Gestalt (4.2.c), wobei nun die Blocke Ry, ..., Ry, Pn
jeweils m > m Zeilen haben.

Zur Losung konstruiert man die spezielle Gauss-Newton-Iteration

Az* = —J(z*)" F(z*) (4.7)
wobei J~ verallgemeinerte Inverse (vgl. DEUFLHARD 1972 [25]), fir die
el J=JJ™ =J" (duflere Inverse)
— lokale Konvergenz, falls x(z*) < 1.

Zugehorige Block-Gauss-Elimination:

Der Condensing-Algorithmus kann auf elementare Weise verallgemeinert wer-
den. Sei allgemein zu 16sen:

GIAIE]—— A$2+ PlAp="—F1
GAzy—A P,Ap=—F.
202 A%t 2EPETR 489
Gm-10%pm_y — Az + P 1 Ap=—F, 4
“RlAZlil + RzA.’L‘g + RmA.'Em + PmAp + T||2 = min . (48b)
Rekursiv berechnet man:
Pm = P, Rm = R,
7 = 1,....m-—1:
PJ = Pj-{-l + Rj_HPj (4.9.&)
P; = Rj+R;jnG,
= P := P,E:=k,
u wie (3.3.a)
||EAzy + PAp + u||; = min . (4.9.b)
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file:////RiAx
file:////EAxi

Dies ist aquivalent zu:

Azy _ y
( Ap ) i

Moore-Penrose-Pseudoinverse

Explizite Rekursion:

A(L‘j.;.]:GjA:Ej-!—PjAp-{-F} j=1,....m—1.

Bemerkung: Refinement-Sweeps moglich.

Programm: PARFIT (Bock)
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4.4 Periodische Losungen autonomer Differentialglei-
chungen

(DEUFLHARD 1984 [31])

Idee: Im autonomen Fall hat man zusitzlich zu den ublichen Variablen
(z1,-..,Z,) noch die Variable T. Die Vielfachheit der Losungen beziiglich
Zeittranslation interessiert nicht: es reicht eine beliebige Losung.

Einfachschieflen:
Trajektorie : y(tz,T), z:=(z,T) €R™!
Anfangswertproblem : y' = f(y), y(0) ==
Randbedingung : r(z,y(Tle, T)) :=y(Tlz,T) —z=0.
Funktionalmatrix:

rs = [re,rr] = [E(0) , f(y(T))]. (4.10)
Falls Randbedingung erfullt:
ralee = [E*(0) , f(y7(0))]
Es gilt (vgl. Kap. A.4, Aufgabe 5: E(0) = W(T,0) — I):

E(0)/(y(0))=0. (4.11)
Falls E(0) nur einen einfachen Eigenwert 0 hat und f(y(0)) # 0, dann gilt:
rg [E(0), f(y(0)]=mn. (4.12)

Anstelle der Newton-Iteration benutzt man eine Gauss-Newton-Iteration:
AzF = —(r | ) tr(2) (4.13.a)
=R L ALK (4.13.b)

Die Beziehung (4.13.a) ist dquivalent zu:

( i;k ) = ~[EX(0), f")Fr(a®, y(T* ", T%)) (4.13".2)

Dieses Iterationsverfahren konvergiert lokal quadratisch wie das gewohnliche
Newton-Verfahren.
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Mehrzielmethode: Zeittransformation:

t
== €10,1
T TE[ ]

Knoten: 0 =71 < <...<7Tm =1, AT =7Tj41 —7; .

Stetigkeitsbedingungen:
Fi(zj,z5413T) = y(rjafe;, T) = 541 =0 (4.14.a).
Randbedingungen:
r(21,ZTm) 1= Tm — 21 =0 (4.14.b)
Man fixiert wiahrend der gesamten Iteration
Ty = T

Damit formal » =0 gesichert.
Bezeichnung:
- G; wie bisher
g; = 25 _ Oy(minlzi, T)
7T arT or

Es gilt wegen Autonomie der Differentialgleichung:

TA7;
y(rislz; T) = o5 + /t:o Fly(2))dt (4.15.a)
Daraus folgt:
9i = At - f(y(rinlz;, T)) (4.15.b)

Man hat also analog zu (4.13) das folgende unterbestimmte Gleichungssystem
zu losen: '

a) GlA.’L'l— A.’Bg +g1 AT = ——Fl
Gm—lAzm-—l - Aa:m +gm—lAT = —Lm
b) —A$1 -+- Azm = 0
(4.16)

Bemerkung. b) nur fir “iterative refinement sweeps”.
Programm: PERIOD (DEUFLHARD 1984 [31])
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5 Probleme der optimalen Steuerung

(optimal control problems, BorzaA [8], BRYysoN/Ho [9],
BULIRSCH [10,11])
Anwendungen:

Optimale Steuerung zeitabhangiger Prozesse (unter anderem Wirtschaftsmod-
elle, Raumfahrt, Sonnenhauser, Optimierung chemischer Indudstrieprozesse)
1aBt sich darstellen als spezielles Randwertproblem fir Differentialgleichun-
gen.

5.1 Grundaufgabe der Variationsrechnung

(JOHANN BERNOULLI 1696 [5])

Zu minimieren sei ein Funktional

lel == [ f(t0.9/)de (5.1)

uber einer vorgegebenén Klasse von Vergleichsfunktionen, etwa
¢ e K= {y € C'[a,b] | y(a) = yu, ¥(5) = s} . (5:2)
Im klassischen Variationsproblem gilt:
K offen

Idee von LAGRANGE (1755): Sei ¢, die Losung des Variationsproblems:

Ilpo] < Ip], p€ K. (5.3)
Man betrachte die folgende 1-parametrige Einbettung:

@ = pa + €bp

wobei gilt: _
Ve : |e] <& = ¢ € K(offen!)

Bezeichnung: J(¢) := I{py + €b¢] Dann ist notwendige Bedingung fir (5.3),
daB J(0) inneres Minimum beziglich ¢ ist. Es mu8) also gelten:

a) J(0)=0 “1. Variation”

(5.4)
b) J"(0)>0 “9. Variation”
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Satz 1 Falls eine Losung o des Variationsproblems (5.3) ezistiert, so muf
gelten:

wo € C*a, b) (5.5.a)
Euler-Lagmnge—G’leichungen:
fo— Edzf‘pl =0 (1. Variation) (5.5.b)
Legendre-Clebsch-Bedingung:
0 < forr(t,0(t), p(t)) Vt € [a,b] (2. Variation) (5.5.c)

Beweisskizze: Nur Herleitung von (5.5.b) skizziert hier:

br g ,
J'(e) = /a [5£(t,s00+65¢, @o +€d¢") S+

0 )
+5¢{7(t’¢° +edo’, ¢p+ €5<p')5cp’] dt

b
J'(0) /a [f.(t, 00, 00)80 + f(t, 00, 0h)6|dt

Partielle Integration des 2. Terms:

o Soltpo gh)bpdi=
= folt, 00,9080l — /a =t 0o, 00) - Sipdt

Da ¢,¢0 € K, muBl gelten:

ip(a) = bp(b) = 0

Daraus folgt:

b d .
0=J0) = [Uoltspo,65) = ZFoltipo,dboela)it  (56)

Das Integral mul verschwinden fiir alle 6 derart, da ¢ € K. Mit dem
sogenannten Fundamental-Lemma der Variationsrechnung zeigt man dann,
daB [...] = 0 . Die Bedingung (5.5.a) wird ebenfalls damit gezeigt: sie ist
wichtig, um ¢” in Euler-Lagrange-Gleichungen definieren zu konnen: man
erhalt namlich

Efw’ = for + f<p’<p‘P(,) + ftp’w’ : ‘Pg

Auflésung nach ¢” ist also nur moglich, falls fui (2,00, 05) # 0 fir alle
t € [a,b]. Vorzeichen fir Minimum (5.5.c). u
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Erweiterung:

(I) Falls mehrere Funktionen, etwa ¢y, ..., @k, im Funktional vorkommen,
so gilt die Euler-Lagrange-Gleichung fiir jede einzelne von ihnen:

f%.—%f(,,;:o; i=1,...k (5.5.b)

Entsprechend ist (5.5.b) zu ersetzen durch:
foror positiv—definite Matrix (5.5'.c)
(II) Falls eine Randbedingung, etwa ¢(b), nicht vorgeschrieben, so gilt in

Beweis:

d¢(b) beliebig (5.7.a)
Trotzdem muB (5.6) gelten, das heifit

forltspo, 0)lemy= 0 (5.7.b)

natirliche Randbedingung (auch: Transversalititsbedingung)

Unabhangig von K erhalt man also immer ein Randwertproblem.

Allgemeineres Variationsproblem

Anstelle von (5.1) hat man zu minimieren

I[p] := g(a,7,b,0(a), o(77), (%), p(b))+

b , (5.8)

+/a f(t e, )dt

wobei gilt:
a<1<b, a,7,birei, p(r7) # p(7*) moglich
g enthilt zusatzliche Bedingungen.
Beispiel: Stufentrennung einer Tragerrakete
Man geht ahnlich vor wie bisher und definiert
J(E)=Ipopt +66p], a:=aon +€ba, T7:=...,b...

Definition:

H(t7 ') (PI) = -f + ‘P,f(P' (59)
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Eine etwas umfangreichere Rechnung liefert (BULIRSCH 1971 [11)):

P e e
+ gﬁ H~ +H+] 6T+
* 62( ) f+] bp(a) + [(’)a(b) +f<;]b5go(b)+ (5.10)
% T __ag _ £t . '
i LB (r )+f be(r)+ [ do(7t) fw’] dp(tH)+

+ [ 5 - 50 bet0ae =0

Ahnlich wie im einfacheren Spezialfall erhalt man daraus natirliche Randbe-
dingungen, falls keine anderen Randbedingungen vorgeschrieben, etwa

dg
— +f:(r",<p’r',go"r">:0. 5.11
Falls mehrere Variable ¢, ..., ¢, vorliegen:
k
H:=~f+3_¢if, (5.9)
i=1
_0Og

Alle iibrigen Terme werden komponentenweise definiert, etwa f, B ( 3
s\a

Beispiele:

(1) @ =0, 7 kommt nicht vor, b = T freie Endzeit. Dann muf§ gelten:
H(T,o(T), ¢'(T))=0

(2) Zweistufenrakete:

a =0, 7 freier Trennungspunkt, T frei, ¢: Masse der Rakete.

Zu minimieren: Treibstoffverbrauch ¢(0) — (7).

Nebenbedingungen:
ho= (%) —(17) = Ki(p(77) — ¢(a)) = K> = 0
Stufenabtrennung
¢'(t) = B (8 >0: Schub)

?

Man koppelt die Nebenbedingungen an mittels Lagrange-Multiplikatoren 7, A
so dal man folgendes Variationsproblem erhalt: Minimiere :

Ilg) == @(0) —(T) +1- h{p(a),(t7), (1)) +

t /OT (¢ + B) + F(e))dt (5.12)
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Im Vergleich mit (5.8) erhalt man:

9(e(m7),0(m%), o(T)) := ¢(0) — o(T') + Ik
fle, A ¢") = Me' + B) + F(p)

Unter anderem sind folgende Variationen frei: 67, dp(77), dp(rt), d¢(T)

Nebenrechnung: f = A(t), fu=0
H = —f+¢'fp = —pA(1) — F(ep)

Jg Oh
=, m——=-I, (1+ K
e R o R
9 _; 99 _
Op(r+) 7 Bp(T)
Man erhalt folgende Bedingung aus (5.10):
—H(r )+ H(r*) = 0 6t #£0
1+ K)+M") = 0 bp(t7) #0 (5.13)
I-\7%) = 0 sp(tt) # 0 ‘
-1+ XMT) = 0 Sp(TY #0

Elimination des Lagrange-Parameters [:
AT)-1=0
M) =+ K)A(rH) =0

Man erhalt also ein 3-Punkt-Randwertproblem, wobei 7 zu bestimmen ist.

5.2 Steuerungsprobleme

Sei u Steuervariable, ug(t) die gesuchte optimale Steuerung, wobei im allge-
meinen
u € C° stiickweise , u : [a,b] —IR¥ .

Typisches Problem der optimalen Steuerung:

Zu minimieren ist das Funktional iiber K
Iu] := ®(t,y(b)) (5.14.a)

(Mayer’sches Problem)
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unter den Nebenbedingungen ( “dynamisches System”):

y' = f(t,y,u) y € C"' Zustandsvariable

(5.14.b)
y:la, b = R"
mit den Anfangsbedingungen
y(a) = ya (5.14.¢)
und den Endbedingungen (hier separiert):
r(by(®))=0 r:R"* R’ p<n (5.14.d)

Bemerkung: Haufig treten noch sogenannte Zustandsbeschrankungen auf in

der Form
si(t,y(t) <0 Vi€ la,b].

Sie komplizieren die mathematische Behandlung auflerordentlich; deswegen
wurden sie hier weggelassen.

Im allgemeinen wird u partitioniert in der Form
ul
u= , o wlelR™, v?elR', m+g=k
u

derart, daB u! nichtlinear, u? linear auftritt:
flt,y,u) =2 g(t,y,u?) + ALy, u'Ju® . (5.15)
Fir «? miissen Steuerbeschrinkungen gelten, etwa:

<y <f t=m+1,...,k

5.14.
O, ﬁi E‘R ( e)

Zur Behandlung dieses Problems koppelt man die Differentialgleichung und
die Randbedingungen an das Funktional:

j[u,y,y’, A = ot y(d) + vr

(o) (519
+ fa [Zi.—.l ’\i[yi - fi(ty Y, U)H dt
Zugehorige Hamiltonfunktion:
H(t,y, \u) =Y Nfilt,y,u) (5.17)
i=1
A(t) = (Mt)1,.--,A(t)s) adjungierte Variable
v=_(r1,...,1p) Lagrange-Multiplikatoren
(vi=0)
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Minimumprinzip von PONTRJAGIN (1959) [93]

Sei v beliebige Steuerung unter den Nebenbedingungen (5.14.¢), so muf gel-
ten:

H(t,y,up,A) = rrhinH(t,y,v,)\) (5.18)
Aus der 1. Variation erhalt man die sogenannten kanonischen Gleichungen.
yi=H,, = filt,y,u) 1=1,...,n (5.19.a)
! z af] .
N=—H, ==Y N=2(tyu) i=1,...,n (5.19.b)
) i=1 ay’

Die Maximierung beziiglich u zerfallt in zwei Teile:

(I) Bestimmung von u:

Hi.=0 “l. Variation”
. ) i o (5.19.¢)
H,1,1 positiv (semi-) definit “2. Variation”
In der Regel erhalt man hieraus einen analytischen Ausdruck.
ul = ul(t,y, \) (5.19'.c)

Einsetzen in (5.19.a,b).
(II) Bestimmung von u?: »
Die Partitionierung (5.15) fihrt auch zu einer Aufspaltung der Hamil-

tonfunktion:

q9
H(t,y, A, u'(t,y,A),u?) =t Ho(t,y,A) + D _ Si(t, 4, Numsi  (5.20)

i=1
bang-bang-Steuerung
Sei nun
Si(t,y,\) £0, i=1,...,q (5.21.a)
Dann folgt aus dem Minimumprinzip mit Steuerbeschrankung:
m+i fi [ 0
Upgs = tr 5i > (5.21.b)
ﬂnﬂ.; fir S; <0

Die Funktionen S; heifilen Schaltfunktionen. In Schaltpunkten 7° muB gelten:
Si(r,y(r'), A(r)) = 0 (5.21)
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m+i
S.>0 S.>0
ﬂ 1 L
mii
% i <
T, Te Ts b ot
a o
™ S, <0 S.<0
L] 4
|
Bild D.6 bang-bang-Steuerung 4’
Bemerkung:

Falls S;(t,y,A) =0 — singuldre Steuerungen
2r-malige Differentiation liefert expliziten Ausdruck fir w4

(singulare Steuerung der Ordnung r)

Herleitung der Randbedingung fiir A;(b) analog zu Kapitel 5.1 liefert schliefilich
noch:

)\g(b) = +(®y,‘(b) + VTryi(b)) (5.22)
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Formulierung von Steuerungsproblemen als Mehrpunkt-Randwert-
probleme (Multiplexing)

Steuerungsprobleme ohne Zustandsbeschrankungen und ohne u?-Anteil liefern
Randwertprobleme vom Standardtyp (eventuell mit Parametern).

Zusammenfassung von Kapitel 5.2:

Differentialgleichungen: 2n

. :
L= fily, =1,...,
a) yi=fily,u) o i n (5.23)
b) A=-TiaA5k(ty,u) 1=1,...,n
Randbedingung: 2n +p
a)  yi(a) =yia 1=1,...,n
b) r;(t,y(b)) =0 j=1...,p (5.24)
c)  Ai(b) = ®y,4)+ vy p Parameter :vq,...,1,
Steuerung: u = (u',u?)
a) u'= ul(y,\) vergleiche (5.19°.c) (5.25)
b) w?: bang-bang
Schaltbedingungen:
S(Tj,y(Tj)aA(Tj)) =0 .7 =1,...,m, (526)

my =7

< Die Losung des Problems (5.23) — (5.26) setzt Vorabkenntnis der Struktur
der optimalen Steuerung voraus, speziell

Anzahl der Schaltpunkte m,

Vorzeichenstruktur der Schaltfunktionen
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Multiplexing-Technik  Man fihrt die Schaltpunkte als zusatzliche Pa-

rameter ein:
TI<Te<...< Ty,

und transformiert jedes Teilintervall auf konstante Intervall-Lange (ahnlich
wie bei “freiem” Randwertproblem). Schematische Erlauterung:

- t—1
l[a,n] = [0,1] :t :=
[
[r1,72) = [1,2] :t = L +1
T -7 (5.27)
(sl = [y 1] = = km
- M =
T m,m R
. - _ - d d
Differentiation: y(t) — g(f), () — A(?), y 7R A

Dies liefert Vorfaktoren in rechter Seite der Differentialgleichung (5.23), welche
damit zusazlich von einem Parameter (Randintervalle) beziehungsweise von
zwei Parametern (Zwischenintervalle) abhiangen. Die Bestimmung der m,
zusatzlichen Parameter 71,...,7,, erfolgt durch die inneren Punktbedingun-
gen. .

5(5,50),2G) =0 j=1,...,m, (5.28)
Damit ist die formale Rickfihrung auf parameterabhiangiges Mehrpunkt-
Randwertproblem vollstindig — vergleiche (4.2). Wegen der speziellen Struk-
tur von (5.28) sind Vereinfachungen der Speicherung moglich.
Newton-Iteration benotigt Startwerte fiir die 7;, etwa aus Anfangstrajektorie
mit Integrator, der mit Nullstellenloser kombiniert ist:
z. B.: LSODAR (root finder) (HINDMARSH [63])
bisher keine gute Extrapolationsvariante (eventuell SHAMPINE/BACA /BAUER
[102]).
Sollte sich die Schaltstruktur im Lauf der Iteration verandern: Neustart mit
verandertem Multiplexing.

Bemerkung: Bei Zustandsbeschrankungen treten differentiell-algebraische
Gleichungen auf (wegen Lagrange-Ankopplung der Beschrankungen), i.a.
vom Index 1 - vgl. Kap. B.4.
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6 Asymptotische Randwertprobleme

(pE HooG /WEIss [23,24], LENTINI [79], LENTINI/KELLER [80])

Problem:
a) y'=f(ty), yeR®
b) r(y(0)) =0, Randbedingung links (6.1)
c) tlir(r)lo y(t) existiert; asymptotische Randbedingung
Beispiele:

e Symmetrieansitze fiir uere Randwertprobleme elliptischer Differen-
tialgleichungen, etwa aus Elastizitatstheorie:

Au = ¢(r) in Q= (o]l > ro}
U(To) = Up
lim u(r) = 0

r=+00

o Selbstahnlichkeitsansatze bei partiellen Differentialgleichungen
e Grenzschichtprobleme (vgl. Kap. D.7)
e Eigenwertaufgaben der Quantenphysik

6.1 Theoretische Vorbereitungen
Zuerst skalarer Fall (n = 1) und linear in y:

a) y —t*dy=1t%g(t), te€[0,00]

6.2
b) tl_lglo y(t) existiert (6:2)

Voraussetzungen:

a) a> -1 (Singularitat 2. Art) (6.3)
b) RA#0. '

Auflerdem sei g stetig und lims .o g(t) existiere. Variation der Konstanten
liefert als allgemeine Losung von (6.2.a):

2) y(t) = W) + [ W(t,9)s"g(s)ds
wobei (6.4)

b) W(ts) = exp{ (>t - s"“)}

a+1
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Losung der homogenen Differentialgleichung ist. Elementare Abschatzungen

zeigen, dafl durch
a) §(t)=(H*)(t) =1
. / W (t,s)s®g(s)ds fiir A < 0
0
eine spezielle Losung von (6.2.a,b) gegeben ist, fir die
b)  Jim 3(t) = —g(o0)/ A gilt.

Fiir den Operator H* gilt nun

Lemma 6.1 (DE HooG/WEIss [24])
H* : C[0, 00] — C[0, 00] ist stetig und linear, wobei
|H|| < C fiir A € K C € kompakt.

Beweis: [24] aufwendig, aber elementar.

Sei nun umgekehrt y Losung von (6.2.a,b).
R > 0 : (6.3) umgeschrieben lautet

w(t) = - [ W(ts)sg(s)ds
W0 [0 + [ W(0,5)579(s)ds]
= (Hg)(t)+W(t,0)..]
Da lim,_,,(H*g)(t) existiert und wegen R\ > 0
tlirg W(t,0) = ,
muf aus (6.7) folgen: [...] =0, das heifit
y = H'g
II. RA < 0 : (6.3) ergibt hier
y(t) = W(t,004(0) + (H9)(1)
da wegen R\ < 0
111.12, W(t,0) =0, kann y(0) beliebig gewahlt werden.
Zusammengefaft ist damit bewiesen:

Satz 1 (DE HooG/WEIss) [24]

- /oo W(t,s)sg(s)ds fir RA > 0
t

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

Unter den Voraussetzungen ( 6.2) sind die Lésungen von ( 6.1) genau:

a) y(t)=(H*g)() fir RA>0.
b)) y(t) = W(L,0)¢+ (Hg)(t) firRA<O0.
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Bemerkung: Der Fall A = 0 fithrt auf die allgemeine Losung

t
y(t) =y(0) + [ s7g(s)ds (6.13)
Hier muf far
t1_1*12) y(t) existiert

beispielsweise
g(t) = O (7+149) ¢t 00, £ >0 (6.14)

vorausgesetzt werden.

Dieser Fall, der auBerdem nicht “generisch” , das heifit invariant gegen be-
liebige Storungen ist, flihrt auf zusatzliche Voraussetzungen technischer Natur.

— im folgenden fortgelassen.

Zum n-dimensionalen Fall: Modellproblem:

a) y' —t*My=1tg(t), t€|0,o00]
b) Ry(0)=p (6.2")
c) tlirglo y(t) existiert
Hierbei sei M eine reelle (n x n)-Matrix und R eine reelle (m x n)-Matrix.
Voraussetzungen:

a) a>-1

6.3’
b) M hat keine Eigenwerte A mit A =0. (6:5)

Bezeichnung:
("=Et@E",

wobei E*(E™) der p4(p-)-dimensionale invariante Teilraum beziiglich M ist,
wo M nur Eigenwerte A mit A > 0 (RA < 0) hat. P; und P- seien die

zugehorigen Projektoren. Die allgemeine Losung von (6.2°.a) lautet:

a) y(t) =W(,0y(0)+3(),
wobei 3(-) spezielle Lésung von (6.2’.a) und (6.15)
b) W(t,s) =exp{M@E"*t* -s*)/(1+a)}

Mit Jordan-Zerlegung o.3. sieht man, daf} gilt

Jlim W(t,0)y(0) existiert <= P,y(0) =0 (6.16)
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Nun ist g(¢) mit tlim 7(t) existiert gesucht: Dies soll jetzt mittels des Dun-
— 00

ford’schen Funktionalkalkils aus der skalaren Theorie hergeleitet werden: Sei

I(T,,T_) Weg in €(€*, "), der alle (die mit ® > 0, R < 0) Eigenwerte von

M enthalt. Dann gilt far f: € - C:

F(M) = 5 [ SN = M)

(6.17)

(Vergleiche Cauchy’sche Integralformel, “Residuensatz” fiir Operatoren.)

Nun gilt:
1
Pi=— [ (M -M)1d\,

2t | S
Ansatz fir §:

N .
2) 9= 5= [ BT - M) )
mit
b) limy_,. §a(t) existiert fir A € T,
Funktionalkalkil und (6.2’.a):

0= 5 [[@H(0) 1), — 179(2)) (M — M)

Dies erfallt man mit
Fr(t) =M (t) = t%9(1)
das heifit wegen (6.19.b) und (6.12):

a(t); = Hgi(t) i=1,...,n

kurz:
ga(t) = Hg(t) .
Eingesetzt in (6.19.a) mit (6.5) ergibt:

.1 _
i =5 /P H g(t)(\ — M)™d)

o | 1 «
- [ﬁ [, exp(z ) exp(~

a+1 a+1

t __1__/ A an
+f0 [27"7, _exp(a+lt )exp(—

a+

Fupktionalkalkil:
t o)
7(t) :/ P_W(t,s)s%g(s)ds —/ P,W(t,s)s%g(s)ds .
0 t

Aus (6.19°) folgt mit Lemma 6.1 und Einfithrung des Operators

Hy(t) = 5(2).
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Lemma 6.2
H : C[0,00] — C[0, 0] ist linear und stetig, wobei
H|| < Cy (6.5")

Zusammenfassend haben wir:
y(t) genau dann Losung von (6.2’) a) und b) wenn

y(t) = W(t,0)¢ + (Hyg)(t) mit § € E” . (*)
Somit bleiben p_ Freiheitsgrade um (6.2’.c) zu erfiillen «—
m=p_. (6.23)
Bezeichnungen:

Vi : €°* — E* Isomorphismen.
Setzt man (*) in (6.2'c) ein:
RV_¢ =p— RHg(0), wegen W(0,0) =1 (6.24)
legt € eindeutig fest, wenn RV_ invertierbar. Somit erhalten wir den

Satz 2 (DE HooGc/WEIss [23])

(6.2°) hat unter den gemachten Voraussetzungen genau dann eine eindeutige
reelle Losung fir alle g € C[0, o0] und p €IR?-, wenn fir ein T € [0, co[ (und
damit alle)

RW (0, T)V_ invertierbar . (6.25)

Beweis: Es muB nur noch “reell” begriindet werden. Dies folgt aus (6.18)
und dem Residuensatz. W(0,T) propagiert den Startwert gegen den die
bisherige Theorie invariant ist. ]

Bemerkung: RW(0,T)V_ ist hier die Sensitivitatsmatrix E — vgl. Satz
1.1.

6.2 Approximation auf endlichem Intervall
Idee: Ersetzung der asymptotischen Bedingung (6.2°c)
tllvlg y(t) existiert
durch eine Bedingung im Endlichen
Rry(T) = pr fir ein gewisses T (6.2'.c')
und Rr eine (py,n)-Matrix (vgl. (6.23)).
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Forderungen: Die Losung von (6.2’) a, b, ¢’ sei 7.

. zg—yfurT — o0
in irgendeinem Sinn.
2. Problem (6.2°) a, b, ¢’ soll “gute” Eigenschaften haben.

Forderung 2 138t sich im Sinne von Kapitel 6.1 sofort prazisieren. Die Sensi-
tivitatsmatrix E7 zu (6.2) a, b, ¢’ soll nichtsingular sein. Nun gilt:

R 0
b =["]woms[ ¢

RW(0,T)
Rr
_s [ RW(0,T)V. RW(0,T)V,

RrV._ RV,

(6.26)

~

bei entsprechender Partitionierung und Basiswahl.
Da nach (6.25) RW(0,T)V_ invertierbar, ist E7 nicht-singular, falls

a) RrV_=0

) ) (6.27)
b) RrV, invertierbar.

Dies fihrt sofort zur Wahl
RT = V_;_IP+ (628)

Fuar Forderung 1: Stabilitat benétigt:

Satz 3 (DE Hoog/WEIss [23])
Bei der Wahl (6.28) gilt fir hinreichend grofe T:

lzzllon < K(llglioay + llell + llez]l) (6.29)

Hierbei sei ||zl = sup [lzr(t)] -
t€o,T]

Beweis:

Bezeichnungen:

gr(t) = { ot) 0st<T (6.30)

oT) t>T

Zugehorige Losung:
zr(t) = (Hgr)(t) (6.31)
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Nach Lemma 6.2 gilt:

lzrllo) < lz7llio.00) < ChllgTlo00) = Cill9llfo1 5

also
2z llom < Cillgllom (6.32)

Die allgemeine Losung fir (6.2°) a) im Intervall [0, T] 148t sich ansetzen als

8)  2(t) = Xo(O)r + X_(8)- +20(t),0 St < T

mit
b) X.() = WE,T)V, (6.33)
o) X_(t)=W(t,0)V.
£y € €%

Beachtet man Bild V} = FE,, so folgt mit einem von 7" unabhangigen C,:
IX-llom, 1X+ oy < Co (6.34)

und es gilt zusatzlich:
a) Tlim X+(0)=0
b) Xu(T) =V,

Einsetzen von (6.33) in die Randbedingungen bei ¢ = 0 und ¢ = T liefert mit
(6.35.b) und (6.28)

(6.35)

a) RV_{_+RX,(0){4 =p— Rer(0)
b) £ = pr — Vi Pyzp(T)
Wegen Satz 6.2 ist RV_ invertierbar, so daB eine eindeutige Losung (£_,¢,)

von (6.36) existiert, und damit die eindeutige Losung X7 des endlichen
Randwertproblems.

Fir die Norm gilt nach (6.32), (6.34), (6.35.a) und (6.36) fiir groBe 7"

(6.36)

lzzllom = supierom 1 X4 (£)Es + X-(£)E- — 22 (D)]]
< Ca(lorl + Ca{lzr(0)] + |2r(T)[} + Calel) + Cillgllom

das heifit (6.29). "

Damit Konvergenzsatz als Prazisierung von Forderung 1:

Satz 4 (DE HooG/WEIss) [23]
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Bezeichnung wie bisher. Wahlt man als Randbedingung itm Endlichen

V_’__IP.*_.'E(T) = '—V_‘-_-IP_}.M-.Ig(OO)

(6.2/(:”)
(Projektionsbedingung),
so gilt:
Aim flzr —yllom = 0. (6.37)
Bewelis.

u = z7 — y ist Losung des endlichen Randwertproblems

a) o —t"Mu =0
b) Ru(0) =0 (6.38)
c) Vi'Pyu(T) = VP (—M7g(00) — y(T))

das heifit von (6.2’) a, b, ¢’ mit

a) ¢g=0
b) p=0 (6.38)
c) pr=V'P(-M"g(c0) —y(T)) .

Stabilitat (6.29) liefert:
lez ~ yllom < KV Pellly(T) — (—Mg(c0)) || -

Nun gilt Tlim y(T) = —M~1g(0), so daB die Behauptung folgt. n

Bemerkung:

Die Wahl von (6.2°c”) ist in mehrfacher Hinsicht “optimal” :

(1) Bei homogenen Problemen exponentielle Konvergenz

(2) Besitzt M verschiedene Eigenwerte und ist o € Ny, dann liegt “best-
mogliche” Konvergenz vor (— DE HooG /WEIss [23])

(3) K aus Satz 6.3 wird minimal, das heifit kleinstmogliche Kondition des
Randwertproblems (6.2’ a,b).
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Allgemeiner nichtlinearer Fall
Problem: f hinreichend gutartig:
a) y=t*f(t,y) 0<t<oo
b) r(y(0)) =0 (6.2")

c) limy,. y(t) existiert.

Es muB eine Wurzel y(oco) von f(oo,y(0o)) = 0 geben. Stabilitit muf jetzt
gelten beziiglich Stérungen éy < also Ubergang zur Variationsgleichung. Die
Rolle von M ibernimmt

M := f,(o0,y(00)).
Endliche Randbedingung hier

VIR, M7 (T, 2(T)) = 0. (6.39)

Bemerkung: Fir f(t,y) = g(t) + My ist dies
V1P MY (g(T) + Mz(T)) = 0, das heift

VPa(T) = -V P M7 g(T)
wegen g(T) — g(oo) auch hier Satz 6.4 richtig.

6.3 Numerische Umsetzung und Preprocessing

Hinweise zur numerischen Losung des approximativen endlichen
Problems

Homogenisierung der einen Randbedingung: Erreichbar durch Transforma-
tion y — y + M~1g(00) , so daB
lim y(t) = 0.

t—oo

Grinde:

(1) (BADER) y =t*(My+g(t)) — 0firt — oo
< Ausloschung bei Diskretisierung, aufler neue Randbedingung ist ho-
mogen
< Aufrauhung der rechten Seite
< kleine Ordnungen und Schrittweiten
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(2) In der Regel Fehler in P4, das heifit P, + F in Projektionsbedingung:
(Py + F)z(T) = —(Py + F)M ™" g(o0)
wi.rd gelost: Nach Stabilitat
lzz = yllr = [IFM " g(c0)|| =0,
nur wenn homogenisiert.

Inhdrent instabile Anfangswertprobleme in Vorwdrtsrichtung:

—  Rickwartsintegration bei Mehrzielmethode
<«  Bei Homogenisierung ist das Problem dann zusatzlich stabil

und nicht-steif.

Wahl von T

In der Regel: T aus Zusatzkenntnissen des Anwenders (Ingenieur, Wis-
senschaftler mit Einsicht in das Problem) oder durch Losung einer Kette
von Problemen mit Folge {7, }.

Preprocessing: Berechnung von P, fiir reelles M (BORNEMANN
1988)

Rickgriff auf (6.18):

1 -1
P, = ——/F+(/\I—M) d

27

Idee:

e Ausnutzen der immanent reellen Struktur

e Verbiege I'; auf imaginare Achse — reelle numerische Integration.

1. Schritt: Nach der Cramer’schen Regel ist (Berechnung zum Beispiel
mit REDUCE)

. Pu()) ... P\
(AI—M)":-—(-/—G : : ,  (6.40)
Pu(A) ... P(X)
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wobei A(A) das charakteristische Polynom von M ist und P;;(A) reelles Poly-
nom in A vom Grad < n. Somit ist das Problem reduziert auf die Berechnung

von .
1 N

Diese a; mussen reell sein (Residuensatz).

d\, j=0,...,n—1. (6.41)

2. Schritt: Verbiegen des Integrationsweges ergibt mit Residuensatz
1 e 1
a) &= A _ BiA)dA+ 56

S

(6.42)

7=01,...,n -1

3. Schritt: Umformung der unbeschrankten Integrationsgrenzen in beschrankte:

1 1 R;(55E) + Ri(5) 1
a; = '—-2—;'/0 72 ] d(E + §5j,n—-l (643)
ec=oa) !

wegen Voraussetzungen an die Eigenwerte von M. Einsetzen der «; ergibt
mit (6.18) P, Streichung linear abhangiger Zeilen V' P,.

Beispiel zur Berechnung von P,

a) y' =a"A(z)y Plattengleichung

0 1 0 0
. 0 —prg-(r+) 1 0 6.44
mit b) A(z) = i (6.44)
0 —2rg—(t7) 1
-1 0 0 ——37';1;'"(1+7)
Hier ist
0 1 00
0 010
M = lim A(z) = (6.45)
Tmroo 0 0 01
-1 000
REDUCE liefert
A2 N2 )1
1 -1 2 Az )
M -M)1'= 6.46
( ) M+ —x -1 28 X (6.46)
A2 ) -1 A3
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Damit

1
a) RN =3y
b) Ri(A)=0
) BQ)=-7
Also _— 02 ]
SR (= e
b) o] = 0 48
_+1/1 20 —af . _ (6.48)
) = ardo Q—z)t4zt
d 1
) a3z = -2- .
Man berechnet: )
oy = Z\/i = (.353552 (6.49)
Es ergibt sich: )
- -
- oy 0 —o
2 1
(09 - Q2 0
Py = 2 (6.50)
0 ap = (04)]
2
—a; 0 « l
2 2 5 ] ,

Wegen Rang (P,) = p; = 2 konnen offensichtlich 1. und 3. Zeile gewahlt
werden:

1/2 0 -
VilP, = /2 e 2 (6.51)
0 (6] 1/2 (07
das heifit, die zusatzlichen Randbedingungen lauten
1
a)  zy(T) + agya(T) — azys(T) = 0
2 (6.52)

b)  ay(T) + %?/3(71) + ays(T) = 0.

Mit dem Wert a5 nach (6.49) sind dies die Beziehungen von LENTINI [79].

Bemerkung: La. wird man die Integrale nicht analytisch auswerten konnen.

Dies entspricht dem Satz von ABEL, da8 die Eigenwerte i.a. nicht geschlossen-
analytisch berechenbar sind. Hier empfiehlt sich die numerische Auswertung
der Ausdriicke (6.43), was schnell und aufgrund der Struktur der Integrale
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stabil z.B. mit dem Code TRAPEX von DEUFLHARD /BAUER [36] geschieht.
Dies ist der Bestimmung der Jordan-Form o.3. vorzuziehen.
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7 Singulare Storungsprobleme

(Grenzschichtprobleme, boundary layer problems)

Anwendungen: Transistoren, Membranen (Grenzschichtdicke ~ |/z)

Beispiel:
a) ey"+ f(t)y' +g(t)y = h(?) (1.1)
b) y(-1)=va, y(+1) =
Losung fir € — 0*: nichtgleichmaBige Konvergenz.
Charakteristische Gleichung:
EXN 4+ f(tr+g(t) =0 (7.2.a)
1 t 2(t
5 a(t) = oL 4 2O oy (7.2.b)
€ 2 4 :
Sei 7 €]a,b[ definiert durch:
f(r)=0. (7.3)
a) f(t) <0 far ¢t € [a, 7]
-y
| ft) >0 fir ¢ €], 8 (13)
Sei zusatzlich:
b) g(t) <0.t¢€lad
Dann gilt fir ¢ € [a,7[:
_Lr@l , Jirer
Ara(t) = g[ 5 T\ eq(?)]
sowie fur [f(2)|? > €l|g(?)]:
| 1
MO = TF@1> 0, M) =0 (7.4)

Anfangswertproblem stabil in Riickwartsrichtung ab ¢ = 7 bis ¢ = a. (steifes
Anfangswertproblem!)
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Ma(r) = £2/lg(d)] = % vrmun”’

Anfangswertproblem inharent instabil in Grenzschicht — viele Gitterpunkte.
Analog gilt fiir ¢t € [r,b] und wieder |f(t)[> > €lg(?)] :

MO 20, M) =~ S <0 (7.5)

Anfangswertproblem stabil in Vorwartsrichtung ab ¢ = 7 bis £ = b.

Bild D.7 Stabilitit der Anfangswertprobleme gemif (7.4) und (7.5).

< Multiplexing beziglich 7, falls nichtlineare Differentialgleichung, For-
mulierung als 3-Punkt-Randwertproblem

e Differentialgleichung (7.1.a)
e Randbedingung (7.1.b)
e innere Punktbedingung (7.3)
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Alternative: Parametrisierung durch Wendepunkt
y'(r):=0

Dann muB} gelten:
() () + g(r)y(7) = h(7) (7.6)

ebenfalls brauchbar als innere Punktbedingung anstelle von (7.3).

Wahl des Integrators:

Man mu$ auf jeden Fall einen Integrator verwenden, der differentiell-algebraische
Gleichungen mit Index= 1 verarbeiten kann!
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8 Aufgaben

36.) Betrachtet wird das Randwertproblem

y'(t) - Ay(t) = 0,
y(0)=0 , y(1)=1.

Man berechne die Kondition p des Randwertproblems (vgl. (1.6)) und
die Kondition

0(0,1) = max IW(t,0)]lo , W Wronskimatrix ,

des zugehorigen Anfangswertproblems in Abhangingkeit vom Parame-
ter A, fir A > 1.

37.) Gegeben sei das Randwertproblem (kiinstliches Grenzschichtproblem)

V0 =~ YO

0.1
y(0.1) = —y(-0.1)= T

(r > 0, Scharparameter) .

Die zugehorige Sensitivitatsmatrix E* hat folgende Gestalt:

E*(a):[1 0 ] | o(r) = BOLT)

* a('r) - 6}/’("01) )
Man berechne |a(7)| und zeige insbesondere:

a(t) =0 fir r = 0.01 .
38.) Gegeben sei ein 3-Punkt-Randwertproblem der Form

¥ = f(y)
r(y(a),y(r),y(b)) =0.

Sei y* eine Losung. Man gebe eine hinreichende Bedingung dafur an,
dal y* lokal eindeutig ist.

Hinweis: Man gehe dhnlich vor wie bei Satz 1.1 (Kap. D) der Vor-
lesung.
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39.) Man zeige, da8 fiir die Losung der Mehrzielgleichungen (2.10) gilt:

A:z;]-:—-E_;‘lu]'
mit
E] = AG;I'...’Gj__ll‘!’BGm—l""'Gj
m—1 J
u; — T+BZGm—1""'G1+1E"AZG;1""'GI_1.FI,
=; =1

wobei gesetzt wird

Gj_l’...‘G1+1 =Ifurl=]—l

40.) Gegeben sei das Funktional

T
I(z,4,5,2) = / (82 +9° + 2° —2g2) dt

t=0
T : Endzeit (unbekannt)

g : Gravitationskonstante

a) Man transformiere I auf die Form I(y,, ©) mittels Toroidkoor-
dinaten
z=(R+r sinp)cos®

y=(R+r siny)sin®
Z = —T cosg

0<r< R R,r vorgegeben, fest.

b) Man leite die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen her.

c) Die Berechnung der Ideallinie eines Bobs in einer 180°-Kurve im
Eiskanal (= “Bayernkurve”) fiihrt auf das Problem

I(¢,$,0) = min.
unter den Nebenbedingungen

©(0) =¢(T) =0,
0(0)=0, (M) =7, O(0)=w.

Man formuliere das zugehorige Randwertproblem in Standardform
(zur weiteren Behandlung mit einem Randwertloser).
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d) Man berechne durch analytische Behandlung die Ableitungen ¢(0), $(0),. ..

der Ideallinie: wie viele Ableitungen verschwinden?

41.) Gegeben sei die Thomas-Fermi-Differentialgleichung

iy YO
y'() = =5

mit den Randbedingungen

y(0)=1, y(25)=0
Nach Transformation (vgl. Aufgabe 1)

s= /7 w(s) = y(t), uls) = w(s)/s
erhalt man die Differentialgleichungen
w(s) = su, u(s) = 4w’/?

mit den Randbedingungen

w(0)=1, w(5)=0.

Man lose das so gegebene Randwertproblem mit der Routine BVPSOL.

Als Startwerte verwende man z.B.

w(s;)) = u(s)=1 1=1,...,20

w(sn) = 0, u(s21) =1

bei aquidistanten Mehrziel-Knoten.
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