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Abstract

A new approach for the discretisation of hyperbolic conservation laws via a finite
element method is developed and analysed. Appropriate forms of the Euler’s equa-
tion of gas dynamic are considered to employ the algorithm in a reasonable way for
this system of nonlinear equations. Both mathematical and physical stability results
are obtained. A main part of the paper is devoted to the convergence proof with en-
ergy methods under strong regularity of the solution of a scalar nonlinear conservation
law. Some hints on the implementation and numerical results for the calculation of
transonic gasflow through a Laval nozzle are given. The necessary amount of numer-
ical work is compared to an established finite difference method and the efficiency of
the algorithm is shown. A survey on recent literature about finite element methods
for hyperbolic problem is included.
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Einleitung

Die Berechnung der transsonischen Gasstrémung durch eine Laval-Diise stellt ein schwieri-
ges, praxisrelevantes Problem dar. Die Aufgabe, eine solche Stromung zu berechnen, wurde
von der Abteilung fiir Plasmaphysik der Firma Siemens gestellt. Dort werden solche Stro-
mungen in Hochleistungsschaltern untersucht. Das Offnen der Kontakte in dieseh Schaltern
verursacht einen Lichtbogen, der den Schalter zerstoren kann. Durch eine Druckdifferenz in
zwei Behaltern wird Schwefelhexafluorid mit Hilfe einer Laval-Diise auf Uberschallge-
schwindigkeit beschleunigt, um den Lichtbogen zu 16schen. Da die Laval-Diise in den Schal-
ter eingebaut ist, dndert sich wihrend des Schaltvorganges die Gestalt des Losungsgebietes.
Deshalb ist die Zielsetzung dieser Arbeit, ein Verfahren zur numerischen Berechnung einer
transsonischen Diisenstrémung auf unregelmafigen Gebieten zu entwickeln und zu analysie-
ren.

Die instationére, reibungsfreie und kompressible Stromung eines Fluids wird durch die Eu-

ler-Gleichungen der Gasdynamik beschrieben, die durch

%u+divf(u) =0

gegeben sind. Dabei ist u ein Vektor, der im R3 fiinf Komponenten hat. Der Vektor u
enthélt die physikalischen Groflen Dichte, Impuls und Energie. Die Euler-Gleichungen der
Gasdynamik gehoren zur Klasse der hyperbolischen Erhaltungsgleichungen. Diese Glei-
chungen sind schon seit langem, insbesondere auch wegen ihrer Bedeutung in den Inge-
nieurwissenschaften Gegenstand intensiver mathematischer Forschung. Das durch diese
Gleichungen modellierte Strémungsfeld enthalt im allgemeinen Uber- und Unterschallgebie-
te, die durch Schocks oder Kontaktunstetigkeiten getrennt sind. Entsprechend entwickeln
die nichtlinearen Euler-Gleichungen aus beliebig reguliren Anfangsdaten unstetige Losun-

gen. Wegen der komplexen Struktur dieser Losungen werden sie vorwiegend mit numerisch-



schen Verfahren bestimmt. Dabei finden in neuerer Zeit hauptsichlich solche Methoden
Verwendung, die es ermoglichen, die Losung iiber einen méglichst grofien
Geschwindigkeitsbereich zu berechnen. Die numerische Behandlung hyperbolischer
Probleme ist durch die Anwendung von Differenzenverfahren geprigt. Einen Uberblick
tiber die Grundlagen und die hauptsichlich verwendeten Algorithmen geben die Lehrbiicher
/ 1/ bis [ 4/. Da diese Verfahren schon lingere Zeit entwickelt und erprobt werden, sind
sie schon so robust, daf sie fiir den industriellen Einsatz verwendet werden kénnen.

Ein Nachteil der Differenzenverfahren ist, daf sie auf kartesischen Gittern formuliert sind.
Will man diese Verfahren auf Gebieten mit gekrimmten Rindern verwenden, so muf das
kartesische Gitter im "Rechenraum" auf den "physikalischen Raum" abgebildet werden.
Dies kann bei der Diskretisierung von kompliziert geformten zwei- und dreidimensionalen
Gebieten Schwierigkeiten bereiten. Deshalb bieten sich Verfahren an, die auch auf unstruk-
turierten Gittern durchfiihrbar sind. Solche ungleichmaBigen Zerlegungen kdnnen effizienter
erzeugt werden. Diese Flexibilitit bietet auch die Moglichkeit, moderne adaptive Verfahren
zur Auflésung von Unstetigkeiten und starken Gradienten in der Losung zu verwenden.

Ein solches Verfahren, das auch auf unstrukturierten Netzen durchfithrbar ist, ist die Me-
thode der finiten Elemente, die im folgenden mit FEM bezeichnet wird. Nachdem sich die-
ses Verfahren im Bereich der elliptischen und parabolischen Differentialgleichungen eta-
bliert hatte, began man, es auch auf Strémungsmechanische Probleme anzuwenden. Zu-
nichst wurde és zur Berechnung von Potentialstromungen herangezogen, da diese sich wie
viele Probleme der Strukturmechanik durch elliptische Gleichungen beschreiben lassen. Als
nichstes wurden verschiedene Konzepte untersucht, das FEM-Verfahren fiir die Behand-
lung hyperbolischer Probleme zu nutzen. Die wichtigsten Varianten sind wohl das
Taylor-Galerkin-Verfahren von Donea /67/, das dem Lax-Wendroff-Verfahren im
FEM-Kontext entspricht, das darauf aufbauende "flux-corrected-tranport"-Verfahren von

Lohner /70/ und die Stromliniendiffusionsmethode von Hughes und Brooks /36/. Dieses



zuletzt erwihnte Verfahren wurde als Dampfungsstrategie entwickelt, um die bei einer zen-
tralen Diskretisierung nicht selbstadjungierter Operatoren typischen Oszillationen der Ap-
proximierenden zu unterdriicken ohne die Konsistenzordnung zu beeintrichtigen. Es wurde
zunichst fiir stationdre skalare hyperbolische Probleme formuliert und von Johnson /29/
auf instationdre Gleichungen iibertragen. Johnson und seine Mitarbeiter, /29/ bis /33/ ,
haben die von ihnen gewiahlte Formulierung der Stromliniendiffusionsmethode analysiert.
Eine numerische Verifikation dieses Verfahrens an "harten" Problemen der Stromungsme-
chanik steht noch aus. Alle diese Verfahren sind allerdings noch im Entwicklungsstadium
und haben deshalb noch nicht diese Verbreitung und die Ausgereiftheit wie die Differenzen-
verfahren. Ein entscheidender Vorteil der FEM ist aber, dafl sie einen systematischen Zu-
gang sowohl zur Konstruktion als auch zur Analyse numerischer Verfahren fiir hyperboli-
sche Gleichungen ermdglicht. Bei der Herleitung von Differenzenverfahren geht man meist
von eindimensionalen skalaren Erhaltungsgleichungen aus und formuliert hierfiir unter der
Annahme einer glatten Losung ein numerisches Verfahren. Die Ubertragung der Losungs-
strategie auf Systeme und mehrdimensionale Probleme geschieht dann ad hoc. Fiir viele
Differenzenverfahren, wie z.B. bei der Methode der angendherten Faktorisierung /72/ ist es
bis jetzt noch unklar, wie sie im R? zu formulieren ist. Die FEM-Algorithmen gehen immer
von der schwachen Formulierung des Problems aus. Damit ist es moglich, sie direkt fiir
Systeme in mehreren Raumdimensionen zu formulieren. Die Analyse der so gewonnenen
Algorithmen kann deshalb auch fiir solche Losungen durchgefiihrt werden, die die zu
erwartende geringe Regularitat besitzen.

Die FEM kann auch dazu dienen, bereits bestehende Differenzenverfahren unter schwicher-
en Voraussetzungen an die LoOsung zu analysieren. So lassen sich z. B. die
"fluxdimiter"-Verfahren als Petrov-Galerkin-Verfahren interpretieren und konnen so mit
den in dieser Arbeit verwendeten Mitteln untersucht werden. Es gibt mehrere Moglichkei-

ten, die Stromliniendiffusionsmethode auf instationdre Probleme zu ibertragen. Da das Ziel



die Berechnung einer Diisenstrémung mit den am Lehrstuhl vorhandenen Mitteln war, wur-
de das Verfahren auf eine andere Art zur Diskretisierung der Euler-Gleichungen verwandt,
als es von Johnson /30/ vorgeschlagen wird. Wegen der anwendungsorientierten Ausrich-
tung folgt das hier entwickelte Verfahren dem im ingenieurwissenschaftlichen Bereich ibli-
chen und auch von Hughes /36/, /41/ verwendeten Vorgehen, die Orts- und Zeitdiskretisie-
rung getrennt durchzufithren. Dieser Zugang ist auch sehr viel weniger aufwendig, als das
von Johnson vorgeschlagene Galerkin-Verfahren, das in der Zeit unstetige Ansatzfunktio-
nen benutzt.

Ein Nachteil der FEM ist der im Vergleich zu Differenzenverfahren héhere Programmier-
und Speicheraufwand, da zur Charakterisierung eines unstrukturierten Gitters mehr Gro-
Ben erforderlich sind, als bei regelmi8igen Netzen. Die Netzverwaltung, die Auswertung der
Kubaturformeln und die kompliziertere Struktur der entstehenden Gleichungssysteme be-
dingen einen hoheren Speicherplatzbedarf und langere Rechenzeiten.

Zur Berechnung transsonischer Stromungen, wie sie hier durchgefiihrt werden, bieten sich
implizite Verfahren an. Bei diesen Verfahren ist die Beschrinkung der Zeitschrittweite
nicht so restriktiv wie bei expliziten Verfahren. Stellt sich eine stationdre Losung ein, so
kann das Zeitschrittverfahren als eine Variante des Newton-Raphson-Verfahrens zur Line-
arisierung der Euler-Gleichungen interpretiert werden. In diesem Fall ist es dann mdglich,
die stationdre Losung nach weniger Zeitschritten als mit einem expliziten Zeitschrittverfah-
ren zu erhalten. Ein implizites Verfahren verlangt zur Durchfithrung eines Zeitschrittes die
Invertierung eines grofien linearen Gleichungssystems. Auf kartesischen Gittern wurden fiir
Differenzenverfahren effiziente "splitting"-Algorithmen oder ADI-Verfahren entwickelt. Sie
nutzen die regelmiBige Struktur der block-pentadiagonalen Gleichungssysteme aus, die auf
unstrukturierten Gittern nicht mehr vorhanden ist. Deshalb ist ein Hauptziel dieser Arbeit,
den Losungsalgorithmus fiir die Euler-Gleichungen so zu formulieren, da8 die entstehenden

linearen Gleichungssysteme iterativ losbar sind.



Die vorliegende Arbeit ist in die folgenden Abschnitte gegliedert:

Im ersten Kapitel werden die Euler-Gleichungen der Gasdynamik und ihre verschiedenen
Formulierungen besprochen, wobei besonders auf die symmetrische Form dieses hyperboli-
schen Systems eingegangen wird. Es werden die Bedingungen angegeben, unter welchen das
System der Euler-Gleichungen symmetrisierbar ist. Nach der Beschreibung des hier be-
trachteten gasdynamischen Anfangs- Randwertproblems, der Stromung eines idealen Gases
durch eine Laval-Diise, wird untersucht, in wie weit die zur Symmetrisierung notwendigen
Annahmen hierfiir erfiillt sind. Mit Hilfe der Theorie von Kreiss /62/ , die Aussagen iiber
die Wohlgestelltheit von Anfangs- Randwertproblemen bei hyperbolischen Systemen
macht, werden dann die Randbedingungen, die in diesem Fall an das System der

Euler-Gleichungen zu stellen sind diskutiert.

Das zweite Kapitel enthdlt die Beschreibung der in dieser Arbeit entwickelten Variante der
Stromliniendiffusionsmethode und deren Analyse. An Hand einer linearen Modellgleichung,
der Advektionsgleichung, werden die prinzipiellen Schwierigkeiten bei der Standarddiskreti-
sierung nicht selbstadjungierter Differentialoperatoren aufgezeigt. Die klassischen Stabili-
sierungsmethoden sind mit Konvergenz- oder Konsistenzordnungsverlust verbunden. Es
zeigt sich, daB das hier verwendete FEM-Verfahren konsistent ist, und seine Konvergenz
nur eine halbe Ordnung schlechter ist als die der Bestapproximation. Unter einer zusétzli-
chen Vorzeichenbedingung an die Koeffizienten der Advektionsgleichung ergibt sich, da8
der Diskretisierungsfehler hochstens linear in der Zeit wéchst.

Als nichstes wird das Verfahren auf die eindimensionale Burger-Gleichung angewandt. Im
Fall einer glatten Losung kdnnen die gleichen Aussagen, wie fiir das lineare Modellproblem
bewiesen werden. Die Annahme einer glatten Losung ist im allgemeinen natiirlich unrealis-
tisch. Es wird gezeigt, daBl ohne diese Voraussetzung das Verfahren immer noch gegen eine
schwache Losung der Burger-Gleichung konvergiert, die die Entropiebedingung erfiillt. Bei

den Beweisen wird die von DiPerna und Tartar eingefiihrte Methode der "kompensierten



schwache Losung der Burger-Gleichung konvergiert, die die Entropiebedingung erfiillt. Bei
den Beweisen wird die von DiPerna und Tartar eingefiihrte Methode der "kompensierten

Kompaktheit" verwendet.

Im dritten Kapitel wird das Stromliniendiffusionsverfahren fiir das System der
Euler-Gleichungen formuliert. Dabei wird deutlich, da man auf die Symmetrisierung des
hyperbolischen Systems nicht verzichten kann. Nur in dieser Form 148t sich das Verfahren
so auf das System der Euler-Gleichungen anwenden, daf eine physikalische Interpretation

der entstehenden Gleichungen moglich ist.

Das vierte Kapitel enthdlt die Beschreibung der Implementierung des entwickelten
FEM-Verfahrens. Dabei wurde aus den schon oben aufgefithrten Griinden der numerischen
Effizienz groBte Bedeutung beigemessen. Allerdings wurden dabei nur solche Aspekte
berﬁcksiéhtigt, die die Durchfithrung des Verfahrens betreffen. Maschinenabhingige
Optimierungsmoglichkeiten wie z.B. die Vektorisierbarkeit des Codes blieben aufler
Betracht. Die bei der Durchfiihrung eines FEM-Verfahrens immer auftretenden Aufgaben
der Netzverwaltung, der Bestimmung der Zeigerstruktur und der Auswertung der

Ansatzfunktionen wurden mit Hilfe des Programmpakets SAFE2 /76/ gelost.

Im fiinften Kapitel wird die praktische Realisierbarkeit der Stromliniendiffusionsmethode
gezeigt. Die numerische Dissipation des Verfahrens wird am "rotating cone" Problem
veranschaulicht. Dabei handelt es sich um eine zweidimensionale Advektionsgleichung,
deren Lésung in einem abgeschlossenen Gebiet bleibt. Dadurch kann sie iiber lingere
Zeitintervalle berechnet werden, ohne das Wechselwirkungen mit dem Rand des
Losungsgebietes auftreten. Zu diesem Problem gibt es viele Referenzen, die den Vergleich

des FEM-Verfahrens mit Differenzenverfahren ermoglichen.




Die Berechnung der transsonischen Gasstrdmung wurde an einer Laval-Diise mit einem Ein-
und Ausstrombereich durchgefiihrt. Die Diisenkontur war durch eine Parabel gegeben. An
dieser Konfiguration wurden verschiedene Randbedingungen erprobt und die Resultate mit
der quasieindimensionalen Naberung verglichen. In einem durch die Stabilitdt und die
Durchfithrbarkeit des Verfahrens begrenzten Bereich wurden die Parameter der
Stromliniendiffusionsmethode variiert. Samtliche Berechnungen wurden auf einem
SIEMENS-PC MX-2 mit einem Speicherausbau von 3 MB durchgefithrt. Wegen dieser
beschrinkten Computerkapazitit wurden die zweidimensionalen FEuler-Gleichungen
berechnet. Das Verfahren ist aber ohne wesentliche Anderungen auch fiir dreidimensionale

Stromungen verwendbar.

AbschlieBend wird eine zusammenfassende Bewertung der Resultate und ein Ausblick auf
zukiinftige Anwendungs- und Entwicklungsmoglichkeiten der verwendeten Methode gege-

ben.

Das angefiigte Literaturverzeichnis enthilt mehr Literaturstellen als in der Arbeit verwen-
det wurden. Es soll dem interessierten Leser einen Uberblick iiber FEM-Verfahren bei hy-

perbolischen Problemen bieten.



1. Die Euler-Gleichungen der Gasdynamik

In diesem Kapitel werden die Euler-Gleichungen der Gasdynamik formuliert und insbeson-
dere die verschiedenen Darstellungsformen dieses Systems von Erhaltungsgleichungen dis-
kutiert. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung dieser Gleichungen sei auf die umfangreiche Lehr-
buchliteratur verwiesen. Darunter insbesondere auf Chorin, Marsden /18/ und Courant,
Friedrichs /19/, die mehr mathematisch orientiert sind und fiir eine ingenieurwissenschaft-
liche Darstellung auf Zierep /16/ .

Im ersten Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen eines Fluids angegeben und als
nichstes die notwendigen thermodynamischen Hilfsmittel bereitgestellt. Dann wird die in
vielen Aspekten noch offene Frage diskutiert, fiir welche der physikalisch sinnvollen An-
fangs- und Randbedingungen sich eine beschrinkte Losung der Euler-Gleichungen einstellt.
Wie in der Arbeit von Schochet /77/ gezeigt wird, ist die Frage nach der Wohlgestelltheit
des Problems und der Existenz von Losungen eng verbunden mit der Frage, ob man das
System der Euler-Gleichungen als symmetrisches hyperbolisches System schreiben kann. Im
Fall eines symmetrischen hyperbolischen Systems kann man, wie es auch in dieser Arbeit
zur Analyse der Randbedingungen getan wird, die von Friedrichs /61/ entwickelten Hilfs-
mittel benutzen. Es wird gezeigt, da diese Symmetrisierung unter bestimmten Bedingun-
gen an die Losung moglich ist. Als letztes werden die Euler-Gleichungen "quasieindimensio-
nal" formuliert, d.h. man betrachtet eine zweidimensionale Gasstrémung in einem achsen-
symmetrischen Gebiet, wie es z.B. ein Rohr oder eine Laval-Diise ist. Aus dieser Formulie-
rung konnen dann leichter Schliisse iiber das Verhalten der Unstetigkeiten, die in diesem
Fall durch den Wechsel von Uberschall- zu Unterschallstrémung gegeben sind, gezogen wer-
den.

Diese Ergebnisse und die der folgenden Abschnitte werden auf das hier gestellte gasdyna-

mische Problem einer Innenraumstromung angewendet.




Dabei sollen wie iiblich gewisse Einflu~ und AusfluBgréfien und die physikalischen Eigen-

schaften der festen Wande Fl und I‘2 vorgegeben sein.

1.1 Die Bewegungseleichungen

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen wird vorausgesetzt, da

a.) die Masse des Fluids erhalten bleibt,

b.) das zweite Newtonsche Gesetz, F =m - a , gilt und

c.) die Energie im System erhalten bleibt. |
Auflerdem soll die Kontinuumshypothese erfiillt sein, d.h. fiir jeden Ortspunkt x € 0 C lR2
soll zu jedem Zeitpunkt t €R 4 eine Massendichte p(x,t) definiert sein. Ist u(x,t) das
Geschwindigkeitsfeld des Fluids dann bedeutet die Forderung der Massenerhaltung, da8 fiir

alle geniigend glatten Teilgebiete D von Q gilt

a%fD p(x,t) dx = -faD p(x,t) u(x,t) - nds .

Dabei ist n die duBere Normale an den Rand JdD von D. Mit dem GauBschen Integral-

satz folgt
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(1.1.1) fD %Ep(x,t) + div(pu) dx =0 .

Da dies fiir alle glatten Teilgebiete D gilt, erhilt man daraus die differentielle Form der

Massenerhaltungsgleichung

(11.2) 9 p(x,t) + div(pu) = 0 .
piese Gleichung wird auch oft als Kontinuitdtsgleichung bezeichnet. Werden diese Glei-
chungen im klassischen Sinne verstanden, so setzt die Form (1.1.1) weniger Regularitit von
g und p vofaus als (1.1.2). Deshalb geht man bei der Diskussion des Verhaltens dieser
Grofen an Unstetigkeiten, z. B. bei der Ableitung der Rankine-Hugoniot-Gleichungen von
der Formulierung (1.1.1) aus.

Die Formulierung der Impulsgleichung soll hier fiir ein ideales Fluid angegeben wer-
den. Ein ideales Fluid hat die Eigenschaft, daB fiir jeden Bewegungszustand des Fluids eine

Druckfunktion p(x,t) existiert, mit der sich die Oberflichenkraft schreiben 148t als

F= f@ﬂ p(x,t) ds,

wobei ds das Einheitsoberflichenelement ist. Damit ist insbesondere keine tangentiale
Kraftiibertragung méglich. Dies schliefit eine Haftung des Fluids an festen Wanden oder
Reibungskrifte durch viskose Effekte aus. (Diese Kréifte werden in den Navier-Stokes-Glei-
chungen beriicksichtigt.) Mit dieser Voraussetzung lautet die Impulsgleichung

(1.1.3) p(ut+u~Vu)=—Vp+pb,
wobei b die Volumenkraft pro Einheitsmasse ist. Die verkiirzende Schreibweise u t soll

hier und im weiteren die Ableitung nach der tiefgestellten Groe bedeuten. Sie wird neben
der ausfithrlichen Schreibweise % benutzt. Mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (1.1.2)

kann man (1.1.3) auch schreiben als

(1.1.4) (pu) ptu div(pu) + p(u-V)u=-Vp+pb .
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Die integrale Form der Impulserhaltung ist

(1.1.5) gfpoudx = —faD(pn+pu(u-n)) ds + pob dx .

Bei der Beschreibung des gestellten gasdynamischen Problems, der Gasstromung durch eine
Laval-Diise, werden die Volumenkrifte, wie z.B. die Gravitation vernachlissigt.
Die Gesamtenergiedichte 1aBt sich als Summe der inneren Energiedichte und der kinetischen

Energiedichte schreiben,

.1 2
(1.1.6) e=i+g5|ul”,

wobei | . | die euklidische Vektornorm ist. Mit dem Postulat, daB dem Fluid nur durch
Oberflachenkrifte Energie zugefiihrt werden soll, lautet die differentielle Form der Energie-

gleichung

(1.L.7) (pe) | + V- (pew) = -V-(pu) ,

da auch kein Wiarmeiibergang an 90 betrachtet werden soll. Die integrale Form dieser

Gleichung ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik,

d
(1.1.8) e dx + eu-nds + pu-nds=0 .
S & S o S o

1.2 Thermodynamische Begriffe

Die hier zusammengestellten Begriffe der Thermodynamik sind hauptsichlich den Biichern
von Anderson /17/, Zierep /16/ und Courant, Friedrichs /19/ entnommen, auf die wieder
fir eine ausfiihrlichere Herleitung verwiesen wird. Es werden nur die thermodynamischen
Geschichtspunkte aufgefiihrt, die fir die spitere Symmetrisierung des Systems relevant

sind.
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Ein thermodynamischer Zustand eines Fluids ist beschrieben durch

den Druck p

die Dichte p ,

die Temperatur T |,

das spezifische Volumen 7 ,das durch pr =1 definiert ist,

die spezifische Entropie S |,

die spez: ﬁsché Energie e und

die innere Energie oder spezifische Enthalpie i .
Von diesen Parametern sind nur zwei unabhdngig. Im weiteren werden alle Parameter als
Funktionen von 7 und S aufgefafit. Unter der schon oben gemachten Annahme, daf dem
Fluid nur Energie durch Temperaturerhbhung oder durch Druckerhéhung zugefiithrt werden
kann, gilt fiir eine infinitesimale Energieinderung
(1.2.1) de = TdS - pdr .
Ist bekannt, wie die Energie e von 7 und S abh&ngt, so kann man mit (1.2.1) p und T
bestimmen :
(1.2.2) p=-e umd T=e_,
oder allgemein
(1.2.3) p = (p,S) = g(7,5) .
Diese Gleichung nennt man Zustandsgleichung des Fluids.
Aus physikalischen Griinden fordert man, dafl bei konstanter Entropie der Druck bei Volu-
menverkleinerung steigt, also
(1.2.4) f’p(p,S) > 0 oder g,T(T,S) < 0,
auBer in dem Fall p =0 fiir den man f’p = 0 fordert. Wegen (1.2.4) kann man jetzt eine

positive Grofle ¢ , die Schallgeschwindigkeit definieren durch

(1.2.5) 2= gﬁ p=1,(p9) -

Unter der Annahme, daB das Fluid ein ideales Gas ist, lautet die Zustandsgleichung

(1.2.6) pr=RT ,
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wobei R die universelle Gaskonstante ist.

Gilt auBerdem

(1.2.7) e=c,T

so bezeichnet man das Gas als polytrop. Dabei heifit ¢ v spezifische Wirmekapazitit bei
konstantem Volumen. Man kann zeigen, dafl die Forderung (1.2.7) dazu dquivalent ist, da8
die Zustandsgleichung die Form

(1.2.8) p=Ap?

hat; siehe z.B. Courant, Friedrichs /19/ pp. 8-10. Die Konstante + heifit Adiabatenkon-
stante. Der Koeffizient A hangt {iber die Formel

A= (7-1) (exp(S - Sy) - exp(c,))

von der Entropie S ab, wobei Sp eine beliebige Bezugsentropie ist. Lost man (1.2.6) nach

T auf und setzt das Ergebnis in (1.2.7) ein, so erhéilt man fiir die Energie

_ prT
(1.2.9) e=5"_q -
Dabei wurde die Beziehung
__R
¢ = 7y—1

ausgenutzt.
Um den thermodynamischen Zustand eines Fluids als Funktion von p und 7 auszudriick-
en, bendtigt man noch eine Bestimmungsgleichung fiir die Entropie. Aus Gleichung (1.2.8)

erhilt man

- v
(1.2.10) §- S, = c, log( ;71’%1 ).

Im weiteren wird S‘0 zu null gesetzt und die Entropie dimensionslos gemacht,

S
S:i=2
v

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik lautet mit diesen Voraussetzungen

(1.2.11) a%fD pSdx=0
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siehe z.B. Zierep /15/ p. 8 ff. Da (1.2.11) fiir alle glatten Teilgebiete D gelten soll, ergibt

sich wie oben die differentielle Form zu

(1.2.12) (pS)’t +u-Y(pS)=0
oder unter Verwgndung der Kontinuititsgleichung
(1.2.13) Sy+u-V5=0.

In der Thermodynamik wird (1.2.11) verwendet, um zuldssige thermodynamische Prozesse

zu kennzeichnen. Fir sie soll gelten, daf

d
(1.2.14) pSdx > 0
&
beziehungsweise
(1.2.15) (bS)  +u-V(pS) 2 0

gilt. Das ist das physikalische Analogon zur Entropiebedingung (2.6.8). Unter der Annah-
me, daB die Zustandsinderungen adiabatisch verlaufen, sind sie reversibel. Daraus wurde
dann gefolgert, daB die substantielle Ableitung von S , d. h. (1.2.13) verschwindet. Dies
bedeutet, dafl die Entropie entlang Stromlinien konstant ist. Senkrecht zu den Stromlinien
kann sie sich aber &ndern. Damit verlduft die Strdmung isentropisch. Treten Schocks in der
Stromung auf, so sind diese mit EntropieerhGhung verbunden, und es gilt nur noch die Re-

lation (1.2.15).

Fiir das System der Euler-Gleichungen gibt es eine Vielzahl von Darstellungsmdg-
lichkeiten, je nachdem, welche Variablen benutzt werden. Hier soll von den sogenannten
"konservativen Variablen" ausgegangen werden. Die Integrale dieser Groflen bleiben wegen

dem Massen-, Impuls-, und Energieerhaltungssatz unverdndert. Sie lauten im R?

uT = (p, pU, pv, E) = (ul’ uza u37 u4) ’

d.h. der Vektor U besteht aus der Dichte , der Impulsdichte und der Gesamtenergiedich-

te. Dabei sind u und v die x- beziehungsweise die y - Komponente des Geschwindigkeits-
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vektors. Der Exponent T soll die Transposition eines Vektors oder einer Matrix bedeuten.

Damit lautet das hyperbolische System der gasdynamischen Gleichungen

(1.2.17) % u+ %fx(u) + %fy(u) =0,
mit den Flissen
T -2 72 1 2 1 2
fu)" = uy” {ujug, (v-1uj(uu,-5u3) +503- 7)u1u2,

1 2 2
ujuglg uy(7 uyuy -5 (7-1)(ug + u3)) }
und

T 2,2 1 2,1 2
Y (u)" = Uy {u1u3, Uy Uy, (7- 1)u1(u1u4 ~5Up) +5(3- ’y)u1u3,
1 2 2
‘13(7 Wiy -5 (- 1)(“2 + u3)) ;-
Andere Schreibweisen, z. B. in den "primitiven Variablen " p, u, v und p und deren

wechselseitige Umformungen findet man in Warming, Beam, Hyett /42/ oder in Peyret,

Taylor / 3/.

1.3 Symmetrisierung der gasdynamischen Gleichungen

In den vorherigen Abschnitten wurde das System der Euler-Gleichungen fiir ein ideales po-
lytropes Gas eingefithrt. Dieses System gehort in die Klasse der hyperbolischen Erhaltungs-
gleichungen, was z.B. in Warming, Beam, Hyett /42/ gezeigt wird. Hier sollen jetzt allge-

meine Systeme hyperbolischer Erhaltungsgleichungen der Form

(1.3.1) u, + divf(u) =0

betrachtet werden. Die dabei gewonnenen Ergebnisse finden dann wieder Anwendung auf

die Euler-Gleichungen.

Im folgenden sei u ein m-Vektor, f'(u) eine vektorwertige Funktion mit m Komponen-
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ten, x €R" und f= (fl,...,fn) . Die Gleichung (1.3.1) lautet in der quasilinearen Form :

n
(1.3.2) u,+ Z Allw)u, =0,
i=1 !
mit
PG
A'(u) := f,u )

Grundlegend fiir die Diskussion von Erhaltungsgleichungen sind die in den folgenden beiden

Definitionen eingefithrten Begriffe.

Definition 1 :
Ein skalare Funktion U(u) heifit eine Entropiefunktion fiir das System (1.3.2), wenn
a.) Die Funktion U ist eine konvexe Funktion von u ist, und

b.) die Funktion U erfiillt

il .
U,uf,u = F,u , firi=1,...,n ,
wobei Fl(u) eine skalare Funktion ist, die Entropieflull in Richtung X, heifit.

Definition 2 :

Ein System von Gleichungen der Form

n
0 i
(1.3.3) BV, + 2 By, =0
it

heifit symmetrisch hyperbolisch, wenn alle Matrizen B' symmetrisch sind und falls die Ma-

trix BY positiv definit ist.
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Fiir symmetrische hyperbolische Systeme existiert eine umfangreiche Losungstheorie von
Lax /24/ , die viele Ergebnisse liefert, die fiir den unsymmetrischen Fall nicht gelten oder
noch nicht bekannt sind. Deshalb wird fiir eine Diskussion der Euler-Gleichungen das Sy-
stem um einen festen Zustand z, in eine Taylorreihe entwickelt und die Fliie beziiglich
Zq linearisiert. Damit ist dann eine im Zustandsraum lokale Symmetrisierung der Euler-
-Gleichungen moglich und es konnen lokale Aussagen bzgl. der Wohlgestelltheit des Pro-
blems gemacht werden. Diese Technik wird in Kapitel 1.4 verwendet. Die Theorie von Lax
fiir symmetrische hyperbolische Systeme und die Linearisierung der Euler-Gleichungen wer-
den in Majda /21/ ausfiihrlich besprochen. Inhalt dieses Abschnittes ist es, neuere Ergeb-
nisse zur nichtlinearen globalen Symmetrisierung aufzuzeigen und sie fiir die Behandlung

der kontinuierlichen und der diskretisierten Euler-Gleichungen zu nutzen.

Die Symmetrisierung von (1.3.2) entspricht einer Variablentransformation. Fiihrt man die

neue Varaible v ein, d.h. v = v(u) dann ist

n

(1.3.4) u(v)  + 2 fi(u(v))),x. =u v+ 2 fi’vv,x_ =0 .
T

i Y i
Damit hat (1.3.4) die Gestalt (1.3.3) mit
BY = Uy und B' = f,‘i, .
Aus der Symmetrie der Matrizen uy und ffv folgt, daB sie sich als Gradienten von skala-
ren Funktionen q(v) und ri(v) darstellen lassen, so daf§

(1.3.5) q,= ul und rfv = (fi)T

?

ist. Da u _ positiv definit sein soll, ist q(v) eine konvexe Funktion von v . Daraus folgt,
dafl die Abbildung v -+ q vz ul ein Isomorphismus ist. Damit ist sie umkehrbar und u
eine Funktion von v .

Nicht jedes hyperbolische System hat eine Entropie. Beispiele hierfiir werden in Smoller
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/20/ mit den sogenannten p-Systemen gegeben. Das folgende klassische Resultat geht auf

Godunov /83/ zurtick.

Satz 1 (Harten, Lax /46/)Kann das hyperbolische System (1.3.2) durch eine Variablen-

transformation symmetrisiert werden, dann hat (1.3.2) eine Entropiefunktion U(u) , die

durch

(1.3.6) U(u) = uly - q(v)

gegeben ist. Der zugehérige Entropieflu F'(u) ist

(1.3.7) Fl(u) = () Lv- f'(v) .

Wichtiger ist natiirlich die Umkehrung dieses Satzes, die von Mock /84/ gegeben wurde.
Satz 2 (Harten, Lax /46/)

Ist U(u) eine Entropiefunktion von (1.3.2), dann symmetrisiert

(1.3.8) vi=U

das System (1.3.2).

Diese Ergebnisse werden jetzt auf die Euler-Gleichung (1.2.17) angewendet.

Die Jakobimatrizen der FluBSfunktionen der FEuler-Gleichungen (1.2.17) lauten fir

X, 3x
A" = ulf,u‘




a;; =0
a;3=0

_3-9.2 1-79.2
a9 = (Fguy + 5 ugluy

2
ag = (7 wu, + (1-7)(ug+u

ag3 = (7-1ujugug

- AY . 3y .
und fiir AY = ulf,u‘

ay = 0
13770
491 = Uplgly
393 =~ “?“2

2 1-72
ag) = uy(3-7) ug + ——"uy

2
agg = (7-3)ujug

2
3

-19 -

))“2

2=

a4 = 0

ag9 = (7-3)uju,
agq = (1- 7)uj
439 =~ “%u:s

agy = 0

344 =~ TU
312:0
31420
)
399 =~ U g
324—0
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2 2
ag = (Yupuy + (1-7) (uy +ug)ug  age=(7-1) Uy gty

-1 2 2 2
ayq = (- Tuguy + 12—— (3 ug + u2))u1 2y = - YU, .

Die Jakobimatrizen haben die Eigenwerte

1
e = vy (uy - (7 (7= Dy -5 (03 + 1))

und

Die Gleichung (1.2.10) fiir die Entropie lautet in der hier verwendeten Schreibweise :

=1 1,2 2
(1.3.9) S = log(u; 7™ ") - log(7- 1) + log (uyu, -5 (u5 + u3)) -
Der Druck p schreibt sich mit (1.2.9) als

-1 1,2 2
(1.3.10) p=(7-1)u; (yyu; -5 (u5 + u3) .

Da der Fluf§ als isentropisch angenommen wurde, ist die substantielle Ableitung ?Tt der

Entropie null und es gilt (1.2.13)

uIS,t + 1128’x + u3S,y =0 .
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Bemerkung :

Die differentielle Form der Euler-Gleichungen gilt im klassischen Sinne nur in den Gebie-
ten, in denen die Stromung keine Unstetigkeiten enthilt. Uber diese Unstetigkeiten hinweg
wird die Losung mit Hilfe der Rankine-Hugoniot-Gleichungen fortgesetzt. Da bei der Her-
leitung der symmetrischen Form der Euler-Gleichungen alle Differentiale im klassischen
Sinne zu verstehen sind, gilt die Gleichung der Entropieerhaltung (1.2.13) nur fiir solche
Strémungen, die keine Entropiequellen enthalten. Im Falle der hier betrachteten Diisen-
stromung ist sie deshalb nur vor und hinter der Schallinie erfiillt. In Kapitel 1.5 wird mit
Hilfe der eindimensionalen Euler-Gleichungen eine Begriindung dafiir gegeben, warum man
fiir die Berechnung einer Strdmung mit "kleinen" Spriingen in den Komponenten des Lo-
sungsvektors u trotzdem die Giiltigkeit der Gleichung (1.2.13) annehmen kann.

Maogliche Umformungen hyperbolischer Systeme im Rahmen einer schwachen Losungstheo-
riein LN BV(R xR*) , d.h. die Gleichung (1.3.3) soll im Raum der lokal endlichen Mafle
erfiillt sein, werden in der Arbeit von Floch /81/ gegeben. Aber auch dort werden, wie bei
der Methode der kompensierten Kompaktheit, Techniken verwendet, die im wesentlichen

auf das Eindimensionale beschrinkt sind.

Mit den obigen Voraussetzungen gilt also fiir jede differenzierbare Funktion h(S)

(D -
(1.3.11) uh'(s)pp S =0=u;h(S)  + uzh(S),X + u3h(S)’y ,

)b
wobei h' die Ableitung von h nach seinem Argument bedeutet.
Wird die Kontinuititsgleichung (1.1.2) mit -h(S) multipliziert und das Ergebnis von

(1.3.11) subtrahiert, so erhilt man

(u;h(S)) ; + (uph(S)) , + (-u:,)h(S)),y =0 .

) y

Mit der Identifikation



-99 -

U(u) = -u,h(S),
F*(u) = -uyh(S) und

FY(u) = -u,h(S)

3
ergibt sich damit die Entropiegleichung aus Definition 1 fiir (1.2.17). Mit der Bestim-
mungsgleichung (1.3.8) fiir die Variable v , fiir die das System (1.2.17) symmetrisch ist,

kann man diese jetzt explizit angeben :

(1.3.12) VTZ—(7~1)@{U4+(TE_H(%_7_1)’ Uy, -ug, U} .

Die Jakobimatrix der Transformation ist

(1.3.13) v = {3—‘—1}2 wh'(S) - D,

wobei die Matrix D gegeben ist durch

4
1 4 1 2 22 12 2
d;; =749 +%——K(§q -¢%) djp =-49,(34°(1-K) + Kc
2, 2 1.2 21
d;3 = - 6y a%(1 - K) + Kc?) 41y =59°1-K) - (5-K)
2
dog = q7 (1-K)+ o dog = q795(1 - K)
d 1-K d 2(1-K)+C_2
o4 =4 (1-K) 33~ 92 >
dgy = qz(l—K) dgy =1-K

und D =D' . Dabei bedeutet ¢ = 7—_'_L1— 8—- wieder die Schallgeschwindigkeit, q; bezie-
1

hungsweise q, sind die x- bzw. die y-Komponenten der Geschwindigkeit und q ist deren

"
Betrag. K ist eine Funktion von S mit K := h_{S
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In der Definition symmetrischer hyperbolischer Systeme wird gefordert, daff diese Jakobi-
matrix der Variablentransformation positiv definit sein soll. Daraus ergibt sich eine Ein-
schrankung an die als beliebig angenommene Funktion h . Sie wird durch den folgenden
Satz gegeben. Seine Aussage 148t sich leicht verifizieren, indem man siamtliche Unterdeter-

minanten von D Dberechnet.

Satz 3

Die symmetrische Matrix D ist genau dann positiv definit, wenn

K <

- Lo

—
(]

In dem Artikel von Harten /45/ wird

_ S
gesetzt, wobei a, § und 7 zu wahlende Konstanten sind. Der Vorteil dieser Entropiefunk-
tion ist, da die entsprechenden Fliife homogene Funktionen vom Grad r ihrer Argumente

sind

flav) = o’f(v) VaceR .
Dies ist eine wesentliche Eigenschaft, die bei der Konstruktion von "flux-splitting" Verfah-
ren zur Diskretisierung von (1.2.17) ausgenutzt wird, siehe z.B. Steger, Warming /73/ .
Diese Verfahren gehen aber von der konservativen Formulierung der Euler-Gleichungen
aus. In diesen Variablen sind die Fliife auch homogene Funktionen.

Fir die Anwendung hier wurde im Gegensatz dazu die "physikalische Entropie"
(1.3.15) h(S) =S
gewahlt. Damit ist die Voraussetzung von Satz 3 trivialerweise erfiillt. Allerdings sind die

resultierenden Fliife keine homogenen Funktionen mehr. Diese Wahl 148t aber, wie sich
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zeigen wird, im Gegensatz zu (1.3.14) bei der Frage nach der Wohlgestelltheit des Pro-
blems eine physikalische Deutung zu. Fiir die Diskretisierung von (1.2.17) wurden sowohl
(1.3.14) als auch (1.3.15) verwendet. Die numerischen Ergebnisse haben sich von der Wahl
der Funktion h als weitgehend unabhingig erwiesen.

Fir die hier getroffene spezielle Wahl von h 1a8it sich die Variable v mit Hilfe von

(1.3.12) angeben.

T _1 .
(1.3.16) vio=g uy +pi(y+1-5), uy, ug, ug} .

Dabei kann die innere Energie pi aus (1.1.6) ,

. 1 2 2
(1.3.17) pi=1uy g (ug + u3)
und die Entropie S aus (1.2.10),
(1.3.18) S = In((7-1)pi) + 7ln(uy) ,

berechnet werden. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

T . 1 2 2
(1.3.19) u = pi{vy, vy vy, 1 "W, (vg +v3)}
wobei
(1.3.20) pi=(——)Texp(-5h)  mitfi=-1qg

-8 v7 Y
‘ 4

und
(1.3.21) S=17-v; +2—‘1,Z(vg+v§)

ist. Daraus sieht man, dal bis auf Skalierung durch die Symmetrisierung der Euler-Glei-
chungen (1.2.17) nur die Dichte und die Energie vertauscht werden. Dadurch gestaltet sich
die Umformung und die Beriicksichtigung der Randbedingungen besonders einfach.

Die Koeffizientenmatrizen der quasilinearen Form sollen nun in der neuen Variablen v

mit der Setzung
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angegeben werden.

. . Py o
Die Matrix E_B lautet

bg = Vvovy

b3 =v3vy by =vyl-o)
by, = fv 2 | bogq = -V4v

22 = PV~ Vo 23 = "V2'3

by, = v,(a-7) baq = B(v ‘V2)
24 2 33 4 73
bgy = va(a-1) by =-ala-27)-7 .

. . . 0\-1 .
Die Matrix - (piv,) (B”) " ist

b., = a2+ b, = av

11 7 12 2

b)s = avy by =v4(1+ a)
b :vz-v b VoV

22 2 4 23 273

by, = Vv b =v2—v

24 2'4 33 3 4
bo, = Vov b,, = v2

34 34 44 4 -

Diese Matrix wird spéter zur Durchfithrung des numerischen Losungsverfahrens benotigt.

2
Die Matrix ﬁ‘iﬁ B! st gegeben durch
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_ 2 a2 2

b1 =vovy big = Bvy-vovy

big =-Vyvavy by =(a-7vyvy

boy, = - (36v, - v2)v by = - (Bv, - v2)

22 = TV ~V9)Vg 23 = 4~ V9/V3

boy = (Bv, - Vo) (- 1) + Vo baa=-(Bv, - v2)v

24 472 7 2 33 = 4~ V3/V9

bgy =-(a-27+ 1)vyvq byy = (ale-47+2) + 1(27- )vy -

2
By o

Und schliefllich ergibt sich fiir die Matrix T B

9
by =v3vy byg = - VoVaVy
b o = (Bv —V2)V by, = (@-7)vev
13 47 V3/Vy 14 TIV3Vy
bgy =~ (fv —v2)v by, =~ (Bv -v2)v
22 4 "2/73 23 4 "3/72
2
b24 =—(a—27+ l)V2V3 b33 =~(3ﬂv4-v3)v3

by, = (Bvg-va)(a-7) + Bvs by, = (a(@-47+2) + 1(27-1))v, .

1.4  Anfangs- und Randbedingungen

Um das gestellte gasdynamische Problem vollstindig zu beschreiben, ben6tigt man neben
den Euler-Gleichungen (1.2.17) noch Anfangs- und Randbedingungen. Dabei erhebt sich die .
Frage, welche Bedingungen gefordert werden diirfen, d.h. fiir welche Anfangs- und Randbe-
dingungen ist das Problem, wenigstens fiir glatte Losungen, wohlgestellt im Sinne von

Hadamard.
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Zur Verdeutlichung der Problematik bei hyperbolischen Systemen wird zunéchst ein sym-

metrisches hyperbolisches System in einer Raumdimension betrachtet.
(1.4.1) u,=Au_ ,0<{x<1 ,t>0 .

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf die n x n - Matrix A ei-

ne Diagonalmatrix ist,

(1.4.2) A = diag{A, 0,-Ag}

wobei VA€ A:A>0 und V‘)\ € O : A =0 sein soll. Der Rang der Teilmatrizen ist gleich
der Anzahl der Eigenwerte mit dem entsprechenden Vorzeichen. Mit Hilfe von (1.4.2) zer-
fallt (1.4.1) in die drei Gruppen von jeweils skalaren Gleichungen

1 2 3 _ . .3
x ,u,t—O und u,t~ A3u,x.

u, = Alu
Die Losungskomponenten von u sind konstant entlang der zugehorigen Charakteristiken.
Die Charakteristik, die zu u1 gehort 1auft nach links, also darf man am rechten Rand,

x = 1, Randbedingungen stellen, z.B.

1 1
u (l’t) =g (t) ’
und entsprechend fiir u3
3 3
u”(0,t) = g°(t) -
Zu den vorgegebenen Randbedingungen kommen noch die von den anderen Charakteristi-

ken gelieferten Werte

2
ul(1,t) = st [ ;‘383 } +eglt)

und
1
u”(0,t

Die konstanten rechteckigen Matrizen s! und $? beschreiben die Reflexion von u an

den Rindern des Gebiets. Allgemein kann man also Randbedingungen der Form
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(1.4.3) Ryu(0,t) =0 und Riu(l,t) =0

stellen, wobei die R, rechteckige Matrizen sind. Die Anzahl der linear unabhingigen
Randbedingungen am Punkt x = 0 ist gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte von
A(0,t) und am Punkt x = 1 gleich der Anzahl der positiven Eigenwerte von A(1,t).

Nun soll die En‘ergie, d.h. in diesem Fall die L2 Norm der Losung u von (1.4.1) abge-

schétzt werden. Im folgenden bezeichne
1
(uv):= [ wdx und Jul?:=(uu) .
0
Fiir die Losung u von (1.4.1) gilt

(1.4.4) H% |)u||2 = % (uu) = (gf u, u) + (u, —gt—u) = (A% u, u) + (u, Agi u)

T x=1
=u" Au X:0+(11,A,xu) .

Fiir eine Abschétzung der Energie von u nach oben mu$ gefordert werden, da

1.4.5 ~yLA@L)y <0 Vy: Ryy=0
0

und

(1.4.6) yL ALY €0 Vy: R y=0.

Damit erhlt man aus (1.4.4)

g ul® <c i, mite = A

und mit dem Lemma von Gronwall

(1.4.7) el < e fux0)) -

Die Randbedingungen, die auflerdem (1.4.5) und (1.4.6) erfiillen sind natiirlich nur eine
Teilmenge aller erlaubten Randbedingungen. Sie ermdglichen aber eine Energieabschédtzung
der Form (1.4.7).

Diese Ergebnisse sollen nun auf das System der Euler-Gleichungen angewendet werden. Da-
bei sei vorausgesetzt, daff die Losung fiir ein t > 0 so glatt ist, da Gleichung (1.2.13) gilt,

damit das System gemaf Kapitel 1.3 symmetrisiert werden kann.
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Fiir alle Komponenten des Losungsvektors v von (1.2.17) miissen Anfangsbedingungen
vorgeschrieben werden. Es werden dafiir die Werte der ungestérten Stromung im Unend-
lichen fiir alle Ortspunkte vorgegeben. Die Storung der Stromung durch die Berandung des
Losungsgebietes stellt sich dann im zeitlichen Verlauf der Rechnung ein.

Bei der Stabilititsanalyse des symmetrischen hyperbolischen Systems (1.3.3) wird, wie in
der Arbeit von Friedrichs /61/ , von einer glatten Losung v ausgegangen, und das System

um diese glatte Losung linearisiert:

(1.4.8) d(x,t) := v(x,t) + v(x,t)

Damit erhélt man fir die Differenz d das lineare symmetrische hyperbolische System

(1.4.9) v)d +2 B( x =0
i=1

Die positiv definite Matrix BY definiert eine Energie durch

E@t) := BY%)v, v) .
Mit der Gleichung (1.4.9) erhilt man jetzt wie oben

2

(14101 E(t) = ({ 2 Bl(v) +B0}d d) - {dT 2 B( e d) ds .
i=1 i=1

Betrachtet man das Cauchy-Problem fiir Anfangswerte 'VO mit kompakten Trager, so ver-
schwindet der zweite Summand in (1.4.10) . Da BY positiv definit und eine stetige Funk-

tion seiner Argumente ist, gilt

el < BY%) < ¢l Vv aus einer Umgebung von v im Phasenraum .

Damit erhilt man wieder wie oben mit dem Lemma von Gronwall

2
-1 ot . 1 ~1,-0 i,~
Vo)l € evgl mit a=g5c B + 2 B'(%) I -
i=1

|

Betrachtet man jetzt das gegebene Anfangs- Randwertproblem, so mufl man um Stabilitét

zu garantieren zeigen, daf das Randintegral in (1.4.10)
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2
f dTX Bl({f)nT-eiddSZO
N i=1

erfiillt.
Fiir die festen Wande I‘1 und 1‘2 des vorgegebenen Stomungsgebiets nimmt man an, daB
sie fiir das Fluid undurchdringbar sind, d.h. fir den Geschwindigkeitsvektor u und die
Normale n an die Wand gilt
(1.4.11) u-n=0
oder falls die Berandung durch eine Funktion f(x,y,t) gegeben ist

u- Vi(xyt)=0
Dies entspricht einer Bedingung an v und ist damit konsistent mit der Anzahl der zum
negativen Eigenwert gehérigen Charakteristik. Diese Charakteristik liuft in das Gebiet Q

hinein. Fiir die Randbedingung (1.4.11) ist

2

T i, T ~

(1.4.12) d z B'(W)n’ e d=0
P71

und man hat damit Stabilitat gezeigt.

Im Fall eines offenen Randes, das sind die EinfluB- und Ausfluirinder, kann man nur fiir
den supersonischen Bereich eine Aussage machen. Fiir einen supersonischen Einfluirand
zeigen alle Charakteristiken ins Innere des Gebietes und man darf alle Werte von v vorge-

ben und (1.4.12) ist erfiillt. Entsprechend darf man fiir einen supersonischen AusfluBrand

keine Komponente von v vorgeben. Damit ist
2 -
de Bi(W)nT - ed 2 0
i=1

da es sich um eine quadratische Form in d handelt. Fiir subsonische Réander ist bis jetzt
nicht klar, welche physikalisch sinnvollen Randbedingungen gestellt werden diirfen und ob
eine Stabilititsaussage dafiir moglich ist, siehe z.B. Roe /63/ oder Schochet /77/ . Das glei-

che gilt auch fiir zusitzlich an den festen Winden gestellte Randbedingungen wie z.B. die
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hiufig verwandte Vorgabe des Druckgradienten, siehe z.B. Henke /72/ .
Einen anderen Stabilititsaspekt sieht man, wenn man das symmetrisierte gasdynamische
Problem variationell formuliert. Dabei ist dann eine Funktion v € Hl((O;T], Hl(Q)) ge-

sucht, die

2
(1.4.13) fﬂ (pT(BOv,t + 2 BIV,X‘ Jdx=0 Ve Hl(ﬂ)
i=1 !

erfilllt. Wihlt man jetzt ¢ = v und verwendet die Definition von v und B' so kann

man (1.4.13) umformen.

vIBOy=U u v =Ut:(—u1h(S))

U,V 7t‘ 7t

und

Damit hat man aus (1.4.13) , da h(S) = S gewéhlt war

fﬂ%(ﬂS)dXZOZa@t—fn(pS)dx )

Das bedeudet, dafl die Entropie des Systems erhalten bleibt, wie es bei der Herleitung der
symmetrischen Form der Euler-Gleichungen gefordert wurde.

Die Methode der finiten Elemente geht bei der Diskretisierung von (1.3.3) von der variatio-
nellen Formulierung (1.4.13) aus. Verwendet man also ein standard Galerkin-Verfahren, so
bleibt die Entropie der FEM-Losung erhalten. Um Unstetigkeiten in der Losung, die eine
Erhohung der Entropie bedeuten zu approximieren, mufl also ein abgeindertes Galer-
kin-Verfahren verwendet werden. Ein solches Verfahren wird im zweiten Abschnitt ent-

wickelt.
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1.5 Die eindimensionalen Euler-Gleichuneen

Wie schon in Kapitel 1.1 erwihnt wurde, ist es bei der Analyse von unstetigen Losungen
der Euler-Gleichungen sinnvoll, von deren integraler Formulierung auszugehen, da diese
auch fiir den Fall einer Strdmung mit Schock giiltig sind. Es soll hier eine stationire eindi-
mensionale Strémung iiber eine Unstetigkeit hinweg untersucht werden. Diese Situation
liegt z.B. auf der Staustromlinie einer Kugelanstrémung vor. Dabei wird ausgenutzt, da8
der Schock immer senkrecht zu den Stromlinien verlduft. Andernfalls wiirden bei der Be-
trachtung der Strémungsgré8en ihre Werte von dem Winkel zwischen den Stromlinien und
der Unstetigkeit abhdngen. Eine Strémung mit senkrechtem Stof§ soll durch die folgende

Graphik dargestellt werden.

N
”1"“'_"3 / i""_*Pz |

Tl—-»l': é '5————»72 A
—

|
J
IL

Beim Durchgang durch die Unstetigkeit ¥ #ndern sich die Stromungsgréfen nur in x-Rich-
tung. Man kann leicht aus den Ergebnissen von Kapitel 1.1 herleiten, daf§ die Euler-Glei-

chungen die folgende Form haben :
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(1.5.1) pUy = Polly

2 2
Py + ppuy = Py + ol

1.2 . 1.2
htzu =l +5u

Im weiteren sei der Zustand 1 des Fluids vor dem StoBl gegeben. Aus (1.5.1) kann man
dann den Zustand 2 nach dem Passieren der Unstetigkeit berechnen. Dabei soll angenom-
men werden, dafl eine Unstetigkeit vorhanden ist, also die triviale Losung von (1.5.1) nicht

auftritt. Benutzt man fiir die Energie die Formel (1.2.9), dann erhlt man aus (1.5.1)

Yo_P1_

2
(1.5.2) L= 2=1-2L _(1- )
Uy Py 7+ 1 Py
2
Py 2 U1A1
L=1427 -1) .
P 741 M1 )

Die Definition der Schockstiarke kann auf mehrere Arten erfolgen, siehe Courant, Friedrichs
/19/, so z.B. durch die Grofen
p2 - pl p2 - pl
PN

2

oder M“-1 .

Dabei ist M die Machzahl, die durch

2 2
C2 P

- definiert ist. Sie gibt an, ob die Stromung subsonisch, M < 1 oder supersonisch, M > 1

ist. Damit schreibt sich (1.5.2) als

u p
2 1_1 Y— 2
1.5.3 — === M®-1

P2 2 2

L1 +-21 _(M°-1

-l TrT (M-

wobei M die Machzahl vor der Unstetigkeit ist. Aus Gleichung (1.2.10) erhilt man fiir die

Anderung der Entropie iiber den Schock hinweg
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(1.5.4) 52 -5, = Cy (In( pzﬂir ) - In( P1P9 ))=

1n{(1+%(M2~1))(1-7§T(1-i-§)7)} .

Um die Entropieinderung mit der Anderung der anderen StrémungsgroBen vergleichen zu

konnen, entwickelt man (1.5.4) um die Schallgrenze M = 1 , die die Unstetigkeit darstellt.

Mit
6:= M2 -1
erhdlt man fiir die normierte Entropie S
_ 276 — 1
(1.5.5) So-S; ={In(1+ 7_+LT) + yIn(1 + 5%¥—T) -vIn(1 + 6) }
=20y -1 '1%é3+0(64).
3(y +1)

Fiir Luft als ideales Gas ist 7= 1.4 und (1.5.5) hat den Wert

2 .3
S, - Sy »0.065(M” - 1)

?

oder durch den Drucksprung ausgedriickt

1) (P 3 p 4-
5~ =Ltr_ll£g_ll{.2_1} +o{—2-1}
129 Py P

P 3
= 0.041 {—2- 1] .
Py

S

Dies besagt, daf8 die Entropieinderung erst mit der dritten Potenz der Schockstarke erfolgt.
Da in dem in dieser Arbeit vorgegebenen Fall der Diisenstromung nur solche schallnahen
Stromungen, d.h. |M2 -1| <<1 untersuchet werden sollen, kann man mit guter Naher-
ung von der Giiltigkeit der Gleichung (1.2.13) ausgehen. Sie besagt, da die Entropie ent-
lang Stromlinien, aber nicht unbedingt im gesamten Stromungsfeld, konstant ist und gilt
damit auch fiir einen gekriimmten Stof}, der bei der Diisenstromung auftritt. Sollen "star-
kere" Unstetigkeiten untersucht werden, ist nicht sicher, ob man noch von der symmetri-
schen Form der Euler-Gleichungen ausgehen kann, wie es z.B. von Johnson /32/ und

Hughes /41/ getan wird. Diese Autoren gehen zur Herleitung und bei der Analyse ihres
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Verfahrens ohne weitere Begriindung von der symmetrischen Form der Euler-Gleichungen
aus. In den zitierten Arbeiten werden auch keine Aussagen dazu gemacht, in welchem Ge-
schwindigkeitsbereich die von ihnen verwendeten Euler-Gleichungen giiltig sein sollen. Es
sind dem Verfasser bis jetzt auch keine Veroffentlichungen bekannt, in denen das von John-
son und Hughes vorgeschlagene Verfahren fiir Stromungen mit starken Schocks erprobt
wurde. Selbst in der Arbeit von Hughes, Franca und Mallet /41/ wird ein anderes Verfah-

ren verwendet.

Eine weitere Moglichkeit die Euler-Gleichungen zu vereinfachen besteht darin, die sogenan-
nte "quasieindimensionale Formulierung" zu verwenden. Bei Strémungen durch achsensym-
metrische zweidimensionale Gebiete, wie z.B. eine Laval-Diise kann man statt der x- und
y-Koordinate den Gebietsquerschnitt A als unabhingige Koordinate wéihlen. Dadurch er-
halt man ein hyperbolisches System in einer "Raumdimension". Die Herleitung wird in
Anderson /17/ und exakte Losungen fiir die Laval-Diise werden in Zierep /15/ gegeben.
Nach Zierep /15/, pp.334 stimmt diese Niherung mit der Losung der zweidimensionalen
Euler-Gleichung fiir schallnahe Strémungen gut iiberein. Deshalb wurde diese Niherung

auch zur Uberpriifung der erzielten numerischen Ergebnisse in Kapitel 5 verwandt.
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2. Die Stromliniendiffusionsmethode

Zur Diskretisierung hyperbolischer Gleichungen werden, im Gegensatz zur Diskretisierung
elliptischer Gleichungen, hauptsichlich Differenzenverfahren verwandt. Deshalb ist die —Li—
teratur numerischer Verfahren fiir diesen Gleichungstyp auch im wesentlichen auf Differen-
zenverfahren beschrankt. Um den Zusammenhang der Differenzenverfahren mit der Metho-
de der finiten Elemente zu diskutieren und die numerischen Schwierigkeiten zu verdeutlich-
en, wird das Beispiel der einfachsten Advektionsgleichung
(2.1) ugp=cuy x€QCCR, te(0,T]
(2.2) u(x,0) = uo(x) x€eN
mit den Charakteristiken
X - ¢t = const.

herangezogen. Der Anfangswert u, habe kompakten Triger in . Das Lésungsgebiet
oder der Endzeitpunkt T seien so gewahlt, da8 fiir alle t <'T supp(u) cC © ist. Man kann
dann u(x,t) =0 fiir alle x € 99, t € [0, T] fordern. Die verwendeten Begriffe aus der
Theorie der Differenzenverfahren und der finiten Elemente werden im allgemeinen nicht
explizit eingefiihrt. Dafiir wird auf die Lehrbiicher Richtmeyer, Morton / 2/ oder Sod / 1/
fiir Differenzenverfahren und Strang, Fix / 9/ oder Ciarlet / 6/ fiir FEM-Verfahren verwie-
sen.

Sei k die Zeitschrittweite, h die Ortsschrittweite, X :=k/h und wie iiblich

uIil := u(ih,nk) . Ein einfaches Differenzenverfahren fiir (2.1) hat die Gestalt

ur_1+1

a1 n . n :
i = Ay i)

(2.3)
Das Verfahren hat die Konsistenzordnung O(k) + O(h2) . Um die Stabilitdt des Verfah-

rens zu analysieren berechnet man sein Symbol

p(€) = - el + 1+ ce1é ,
wobei i die imaginire Einheit ist. Die von Neuman Bedingung fordert fiir die Stabilitdt

des Verfahrens, daB |p(€)] <1 ist. Fiir das Verfahren (2.3) ist
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()] = p(&TET = 1 + A\ (sing)” > 1.
Also ist das Verfahren instabil.
Die Differenzenverfahren bieten die Moglichkeit, eine einseitige Differenzenapproximation
zu bilden. Dies ist bei den FEM-Verfahren nicht direkt méglich, da die Ansatzfunktionen
im allgemeinen ihren Triger auf mehreren Elementen haben. Das durch "upwinding" ver-

besserte Verfahren lautet

n+l _ . n n_.n
(2.4) uy =y Ac(uy -y )

und hat das Symbol p(¢) =1+ cA -c)\ei§ . Das Verfahren hat die Konsistenzordnung
O(h) + O(k) . Die Norm des Symbols ist fir -cA <1

(O] € 11+ eA| + [-exeé| =1 .

Damit ist das Verfahren fiir ¢\ <1 stabil, sonst aber instabil. Fiir variables c¢ ist diese
Verbesserung also aufwendig und mit einem Ordnunggverlust verbunden. Eine schone Er-
klarung fiir die Instabilitdt von (2.3) wird von Sod / 1/ gegeben. Er zeigt, daB die Werte
von u an den Gitterpunkten mit ungerader Nummer unabhéngig von den Werten von u
an den Gitterpunkten mit gerader Nummer transportiert werden. Abhilfe gegen diese Ent-
kopplung schafft das Verfahren von Lax und Friedrich, das stabil ist aber nur die Konsi-
stenzordnung O(h) + O(k) hat, also auch mit einem Ordnungsverlust verbunden ist.

Bei der Durchfithrung der Methode der finiten Elemente geht man von der schwa-
chen Formulierung von (2.1) aus. Sie lautet : Finde ein u € Hl([O; T); Hl(IR)) , das
(2.5) (e, V) =(u,,v)  VveVyc H(q)
erfiillt. Dabei sei Vh der Raum der auf dem Gitter {0+ hj, j <J € N} stiickweise linearen

Funktionen. Ist {¢.} eine Basis von V) , so erhilt man mit der Darstellung

N
uGet) = Y 4(U)p(x)
i=1

aus (2.5) ein lineares Gleichungssystem der Form
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N

2 L)) - 2 a®)(E o)) =0  k=1..N .
i=1

Nimmt man c¢ als konstant an, so konnen die auftretenden Integrale exakt ausgewertet
werden. Das entstehende System gewodhnlicher Differentialgleichungen wird mit dem expli-
ziten Eulerverfahren diskretisiert. Dann hat die i-te Zeile des entsprechenden linearen Glei-

chungssystems die folgende Gestalt :

g (U Uiyl 6(“ PR NES 7 A} iy Uiy -

Wird die Massematrix 5 ( iq T 4u +u "gelumpt", das heifit die Integrale werden

1+1)
mit der Trapezregel ausgewertet, siche Thomee / 8/, so erhélt man wieder das Verfahren
(2.3), von dem man bereits weiB, daf es instabil ist. Aus der Aquivalenz der Verfahren
siecht man auch, dafl dieser Prozess keinen Einflu auf die Konvergenzordnung hat. Eine
hier vorgeschlagene Moglichkeit, das Verfahren (2.6) zu stabilisieren ist, das "Lumpen" nur

auf der linken Seite auszufithren. Dadurch erhilt man das Verfahren

n+1 1
(2.7) ot =g (ug +ug J“11+1)+ eA(u] ;- uj )

mit dem Symbol

o) = ¢ (€€ + 4+ e + %c,\(eif iy

Dieses Symbol hat die Norm

1p(6)] < 1-(§-c*\?) (sing)®

2 Damit sieht man auch, daB das "Lumpen” die Konvergenzord-

Sieist <1 fiir g > ¢%)
nung erhilt aber die Stabilitdt beeintrichtigt.

An diesem einfachen Beispiel wurde gezeigt, da die Problematik bei der Losung
von hyperbolischen Gleichungen in der Instabilitat der Standard-Verfahren oder dem Ver-

lust an Konsistenzordnung liegt. Das gilt auch fiir andere klassische Dampfungsverfahren
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wie zum Beispiel die "kiinstliche Viskositit", siche Roache / 4/, das die Konsistenzordnung
auf eins beschrankt.

In diesem Kapitel soll an Hand einer hyperbolischen Modellgleichung ein FEM-An-
satz motiviert und seine Herleitung gegeben werden, der die obengenannten Nachteile nicht
hat. Dabei soll zunichst der Fall einer linearen skalaren Modellgleichung betrachtet wer-
den. Ausgehend von der stationdren Modellgleichung werden dann die verschiedenen Mog-
lichkeiten diskutiert, das instationire Problem zu behandeln. Das hier gewahlte Verfahren
zur Berechnung des instationiren Modellproblems wird zunichst fiir die lineare Gleichung
analysiert. Fiir die Ubertragung des Verfahrens auf eine Erhaltungsgleichung wird ein spe-
zieller Vertreter, nimlich die Burgef—Gleichung ausgewihlt. Sie gilt als Modell fiir die Eu-
ler-Gleichungen der Gasdynamik und wird deshalb zur Verifikation von theoretischen Er-
gebnissen und zur Erprobung von numerischen Algorithmen fiir die Euler-Gleichungen hiu-
fig in der Literatur verwendet. Aufilerdem kann man fiir viele Situationen exakte Losungen
angeben, siehe Fletcher /49/ .

Bei der Analyse des Verfahrens fiir diese Gleichung wird in einem ersten Schritt der Fall
einer glatten Losung mit herkdmmlichen Energie-Methoden untersucht. Da dieser Fall fiir
die Praxis, in der die Losung im allgemeinen unstetig ist, nicht so relevant ist, wird in ei-
nem zweiten Schritt der Fall einer beschrinkten Losung mit der Methode der "kompensier-
ten Kompaktheit ", siehe z.B. DiPerna /51/, Tartar /57/, Dacarogna /60/ analysiert. Die-
se Methode wurde von Tartar fiir Fragestellungen aus der Kontrolltheorie entwickelt. Da-
nach wurde sie von DiPerna zur Analyse von hyperbolischen Systemen in einer Raumdi-
mension verwendet. Ein entscheidenter Nachteil der Methode ist, daf§ ihré Ergebnisse bis
jetzt nur in einer Raumdimension gelten. Zur Herleitung der Methode der kompensierten
Kompaktheit werden hauptsichlich Eigenschaften der Schwach-*-Topologie von L*(R)
und der Begriff des Youngschen Mafles verwendet. Diese Resultate dienen dann mit Hilfe
des Lemmas von Murat zum Existenzbeweis einer Losung des hyperbolischen Systems von
Erhaltungsgleichungen. Eine Einfiithrung in die Methode wird in Dacarogna /60/ geben.

Das Lemma von Murat wird in Tartar /58/ bewiesen.
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Die Anwendung dieser Methode beschrinkt sich bis jetzt fast ausschlieflich auf die konti-
nuierlichen Gleichungen. Anwendungen fiir einen Konvergenzbeweis eines numerischen Ver-
fahrens wurden zunichst von DiPerna /56/ und darauf von Johnson, Szepessy /31/ publi-
ziert. Fur eine weiterfiihrende Diskussion der Methode der kompensierten Kompaktheit
und der in den Sdtzen von Kapitel 2.6 verwendeten Ergebnisse wird auf die Arbeiten von

DiPerna und Tartar im Literaturverzeichnis verwiesen.

2.1. Das Modellproblem

Fiir ein beschriinktes Gebiet © CR" und einen Vektor fe C(Q) mit |f| ~1 definiert
man fiir den Rand ' von Q den

Einfluirand I ={xel : n(x)-f(x)<0}

und den

Ausflulirand L, := {xel : n(x)-B(x)20},

wobei n(x) der Auflere Normalenvektor an I' ist. Gesucht ist jetzt eine Losung
ue€ HI(Q) der Randwertaufyabe

(2.1.1) fVu+ou=f in Q,

u=g auf I ,
1

mit feL2(Q) und geHAT ) .
Es diirfen nur Randbedingungen auf I' oder die durch den Verlauf der Charakteristiken
bestimmten Randbedingungen auf T + vorgegeben werden. Mit diesen Vorgaben ist die
Randwertaufgabe (2.1.1) eindeutig l6sbar. Fir eine ausfiihrliche Analyse von Gleichungen
des obigen Typs wird auf Whitham /25/ verwiesen.

Bei instationdren hyperbolischen Gleichungen sind der Zeit- und der Ortsdifferenti-
aloperator von gleicher Ordnung. Deshalb kann man die zu (2.1.1) analoge instationire An-

fangs—Randwertau fyabe
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(2.1.2) u,t+ﬁ-Vu+au=f in @x1I
u=g auf ',

u(x,0) = uy(x) in Q2 ,
mit I=(0;T] , T > 0 , auch schreiben als
(2.1.3) BVu4+ou=f in QxI,

u=g auf I'

u(x,0) = uy(x) in 2,
wobei V:= (g— ,V) ,B:=(1,p) und n:= (n, ,n,) bedeutet. Der Einflurand T_ ist
jetzt entsprechend im Orts-Zeit-Raum definiert. Mit dieser Notation kann man die Theorie
fiir die stationdre Gleichung auf die Gleichung im Orts-Zeit-Raum iibertragen. Dieser Weg
wird von Johnson /29/ und Névert /34/ beschritten.
Hingegen ist es im ingenieurwissenschaftlichen Bereich iiblich, bei der Diskretisierung von
Gleichungen des Typs (2.1.2) die Orts- und die Zeitableitungen getrennt zu behandeln, wie
es zum Beispiel bei der Einfithrung des Stromliniendiffusionsverfahrens durch Hughes /36/
getan wird. Dieses Vorgehen ermdglicht auch eine getrennte Analyse der Orts- und Zeitdis-
kretisierungen und eine Kopplung verschiedener Verfahren fiir die jeweilige Diskretisierung.
Insbesondere fiir die numerische Losung der Eulér—Gleichungen fir reale Gase sollte man
sich diese Moglichkeit offen halten. Bei diesen Stromungen treten Effekte auf, die eine hohe
Auflésung der Ortsvariablen erfordern, wie z.B. lokal abgeloste Uberschallgebiete, aber
auch Effekte, die eine zeitgenaue Rechnung erfordern, wie z.B. nichtkonvexe Zustandsglei-
chungen oder die Beriicksichtigung chemischer Reaktionen.
Aus diesen Griinden wurde in der vorliegenden Arbeit ein Verfahren gewéhlt, bei dessen

Herleitung die Orts- und die Zeitdiskretisierung getrennt durchgefithrt werden.
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2.2. Herleitung und Beschreibung des Verfahrens

Die numerische Berechnung der Lésung von (2.1.1) mit der Methode der finiten Elemente,
oder was auf regelméBigen Gittern dquivalent ist, durch eine Diskretisierung mit zentralen
Differenzenquotienten ist problematisch, da die Niherungsldsungen starke Oszillationen
aufweisen. Um dies zu verhindern mufl das Verfahren geddmpft und damit stabilisiert wer-
den. Hier soll jetzt eine Moglichkeit zur Stabilisierung eines Standard-Verfahrens vorge-
stellt werden, die im Gegensatz zu den obengenannten die Konsistenzordnung mit dem
Randwertproblem erhdlt.

Im weiteren wird die folgende Notation benutzt :

W)= [ owdx V= vl ) IVl = Iy

<V’w>i ::f Ve n.ﬂds , ‘Vl2:= fFV2 Inoﬂl ds s

+
wobei Lz(Q) der Hilbertraum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen und H3(Q) der
Sobolewraum der Funktionen mit verallgemeinerten s-ten Ableitungen ist. Weitere Be-
zeichnungen werden an der Stelle ihres ersten Auftretens vereinbart. In dieser Notation
schreibt sich die Greensche Formel als

(BVv,w)=<v,w>-(v,B-Vw)-(v,wdiv f) .

Sei {Th} eine Familie von quasireguldren Triangulierungen T, = {K} des Poly-
gongebietes 0 , die die Minimalwinkelbedingung erfillen. Der Parameter h ist der grofite
Durchmesser aller Polygone KeT, . Fiir ein keMN  definiert man den

Finiten—FElemente—Raum

vy = {(veH\(Q) : v|g €P(K) VKeT,},

wobei IPk(K) die Menge der Polynome auf K vom Grad k ist, d.h. V} ist der Raum der

stetigen und stiickweise vom Grad k polynomialen Funktionen. Aus der Approximations-
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theorie, siehe z.B. Ciarlet / 6/, weiB man, daB fiir Funktionen u€ H eine Interpo-

lierende Ihu € Vh existiert, so da8

k+1
(2.2.1) lu-Tull + hlu-TJl, < ch )

I

[l

AN

1
k
ju-Tu| < V2l

gilt. Das gleich ist auch fiir die L2—Projektion ™ € Vh von u richtig.

Zunichst wird das normale Galerkin-Verfahren fiir Gleichung (2.1.1) vorgestelit und ge-
zeigt, worin die Verbesserung der Stromliniendiffusionsmethode besteht. Im Standard-Ga-

lerkin-Verfahren fiir Gleichung (2.1.1) mit ¢ = 1 sucht man eine Funktion u € Vh die
(2.2.2) (BVu +up,9)-<u,p> =(f,0)-<g,p> Ve Vi,

erfillt. Das 148t sich mit Hilfe der durch (2.2.2) definierten Bilinearform bzw. Linearform

kiirzer schreiben als
(2.2.3) b(u,p) =l(p) Ve Vi -
Firein u € HI(Q) gilt mit der Greenschen Formel

2 1 2
(2.2.4) b(u,u) = ful® + 3 Juf? .

Aus der Koerzitivititsgleichung (2.2.4) folgt mit dem Satz von Lax-Milgram, z.B. in
Ciarlet / 6/ , die eindeutige Losbarkeit von (2.2.3).

Der Approzimationsfehler e wird gesplittet zu
(2.2.5) ex=u-uy =u-Lu+Lu-u =p+0.

Mit der Orthogonalitdtsrelation fiir den Fehler e erhdlt man in der durch b(.,.) induzier-

ten Norm
1
012 + 5 101 = b(0,0) < 18-V ol* + ol® + 5 101% + 1012 + 7 1612

Der erste Term auf der rechten Seite wird abgeschitzt zu

(2.2.6) 18-V oll < ch” flull 4y
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was den Verlust einer vollen h-Potenz im Vergleich zur Bestapproximation (2.2.1) bedeu-

tet. Die Dreiecksungleichung liefert jetzt fiir den Gesamtfehler e

r
(2.2.7) llell + fe] < ch” Jufl ¢ -
Da die gesuchte Losung u € HI(Q) ist, ist im allgemeinen keine Konvergenzordnung zu

erwarten.

Die Herleitung der Stromliniendiffusionsmethode soll hauptsachlich motivierenden Charak-
ter haben. Deshalb wird angenommen, da die Funktion u geniigend Regularitit besitzt,
um alle auftretenden Operationen durchfithren zu konnen. Als erstes differenziert man die
Gleichnung (2.1.1) in A-Richtung, also in Stromlinienrichtung, und multipliziert das Ergeb-

nismit 6= ¢h ,h >0, e >0 beliebig aber von h unabhéngig.

(2.2.8) 3-V(f-Vu+u)=468-VI .
Anschliefiend subtrahiert man (2.1.1) und (2.2.8)

(2.2.9) -68-V(f-Vu+u)+ f-Vu+u=£f-63-Vf in Q ,
6(f-Vu+u)+u=g-6& auf ',
6(B-Vu+u)=6 auf I‘+ .

Auf (2.2.9) wendet man das Standard-Galerkin-Verfahren an und integriert partiell.

(2.2.10) (8-V u, +uy, 0+ 86V -1+ (5)<uh , > =
(f,90+5ﬁV‘P)’(1+5)<gs‘P>_ v"pevh 3

oder in kiirzerer Schreibweise mit den durch (2.2.10) definierten Linearformen

(2.2.11) B(u,p) = L(yp) VoeV, .

Fiir ein u € HI(Q) ist wie oben

(2.2.12) Bluu) = 1F-0u)® + ul® + 18-V ul® = Julf -

Damit wird ein h als Faktor vor dem in der Abschitzung (2.2.6) problematischen Term

|8-V p|l erzeugt. Der Fehler e 148t sich in der durch B(u,u) induzierten Norm kontrollie-

remn.




- 45 -

(2213) Jlel5 = Ble) < S1B-Vel® + 17 ol + 5§ 18-V el + 1167 o) +
Ll + lol% + B2 185 I + 232 el 2 + (1 + 1) [p)?

2r+1 2
S S

Damit gewinnt man eine halbe h-Potenz in der Konvergenzordnung im Gegensatz zu
(2.2.7) und kann den Fehler auch fiir Losungen u € Hl(Q) kontrollieren. Ein Nachteil die-
ser Analyse ist, daB auch fiir beliebig glatte Losungen keine optimale Konvergenzordnung

erzielt werden kann.

Eine andere Maoglichkeit die Stromliniendiffusionsmethode zu behandeln besteht
darin, sie im Rahmen von sogenannten Petrov-Galerkin-Verfahren einzufiihren, wie es z.B.
in Morton /65/ getan wird. Dieses Vorgehen ist dadurch charakterisiert, da Ansatz- und
Testraum verschieden gewahlt werden und man auf eine Herleitung wie oben verzichten
kann.
Eine ausfithrliche Diskussion der Stromliniendiffusionsmethode fiir den Fall

o —% div #> ¢ > 0 wird in Navert /34/ dargestellt.

Um das Verfahren auf eine instationire Gleichung anzuwenden, definiert sich
Johnson, wie oben erwihnt, einen Operator V und ein B und iibertrigt das Verfahren fiir
die stationire Gleichung. Benutzt man den Ansatzraum Vh jetzt im Orts-Zeit-Raum, so
sind dort alle Punkte miteinander gekoppelt. Bei der Durchfiihrung des Verfahrens miifite
also ein Gleichungssystem fiir alle Orts-Zeit-Punkte simultan gelost werden. Dieses Pro-

blem umgeht Johnson durch Einfiihrung eines neuen Finite-Elemente-Raums

thZ{U : I—)Vh:ulInEPl(In)’n::l’.',N } .

Dieser Ansatzraum enthilt Funktionen, die auf jedem Zeitintervall In =t -t polyno-

mial vom Grad 1 und iiber die Intervallgrenzen hinweg unstetig sind.
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tn (¢")

Dadurch werden die Zeitebenen entkoppelt und man erhilt ein Verfahren, mit dem man in
der Zeit voranschreiten kann. In Analogie zur Stromlinienddmpfung im Ort wird jetzt in

Stromlinienrichtung im Orts-Zeit-Raum gedampft.

(2.2.14) (uh,t + B8V 0+ 5((’7,t + BV @) -1+ <y, p>_=

(fa¢+5(W)t+ﬂ’v¢))'(1+5)<ga(p>__ V(Pewhk .

Die Gebiets- und Randintegrale in (2.2.14) beziehen sich jetzt auf den Orts-Zeit-Raum.
Wihlt man den Polynomgrad 1=0 , so ist das Verfahren, fiir homogene rechte Seite in
(2.1.2) 4quivalent zum impliziten Eulerverfahren. Fir 1>1 ergeben sich implizite
Runge-Kutta-Formeln, wie sie z.B. von Lesaint, Raviart /38/ und Johnson /12/ zur Diskre-
tisierung der Neutronen-Transport-Gleichung verwendet wurden.

Im Vergleich der hier vorgestellten Verfahren ist es wichtig, den jeweiligen numeri-
schen Aufwand darzustellen. Dazu wird das Galerkin-Verfahren mit Test- und Ansatzfunk-

tionen aus Wy, auf eine Gleichung vom Typ (2.1.2) angewendet.
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—1 -1
S G0+ by 0 de+ (] 0, =

n

-1 -1
fI (f, ) di+ (up™ , 0, ") Voel (L),
n

wobei u, (x,t):=1lim v(x+sf,t+s) V(xt)eQx{t ,,t}
s> =0

Nun wird fir u" und ¢ die Basisdarstellung eingesetzt und die Zeitintegration ausge-

fithrt. Das entstehende Blockgleichungssystem hat die folgende Gestalt:

1 -1
(2215) (M +k AUy + (M + 5k AU, =F + (V)"

1 1 1 _
sk AU+ M+ 3k AU, =F, ,
wobei k=t -t , und U":=Uy+U; .M und A sind N x N - Matrizen, wenn N

die Dimension des Raumes vy, ist.

Dies zeigt, dal das Verfahren, insbesondere im nichtlinearen Fall, bei dem M = M(U) und
K = K(U) , im Vergleich zu herkdmmlichen Einschrittverfahren mehr als viermal so auf-
wendig ist. Es ist im Fall einer skalaren Gleichung ein 4x4-Blockgleichungssystem zu lGsen.
AuBlerdem kommt fiir eine nichtlineare Gleichung der sehr rechenzeitintensive Matrizenauf-
bau pro Zeitschritt hinzu. Dies ist insbesondere wichtig im Hinblick auf die Anwendung des
Verfahrens auf die im Kapitel 1 besprochenen nichtlinearen Systeme, da hier der zusitzli-
che Aufwand nocheinmal um einen Faktor vier grofer ist. Das in Gleichung (2.2.15) ver-
wendete Galerkin-Verfahren mit unstetigen Ansatzfunktionen in der Zeit wurde ausfiihrlich
von Nivert /34/ im Fall einer linearen Gleichung und fiir nichtlineare skalare Probleme

von Johnson und Szepessy /31/ analysiert.

Aus den oben genannten Griinden wird hier eine andere Moglichkeit zur Behand-
lung des instationdren Problems gewdhlt. Im weiteren soll die Anfangs-Randwertaufgabe

(21.2) mit 020, f=0, g=0 und J= f(x) betrachtet werden. AuBlerdem habe wieder
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uO(x) kompakten Tréger in ) . Dies stellt keine Einschrinkung an das Verfahren oder die
Analyse dar, vereinfacht aber die Schreibarbeit.

Wie im stationdren Fall wird die Gleichung (2.1.2) nur in Ortsstromlinienrichtung ge-
dampft.
(2.2.16)  Gu BT e BTG =0 VpeV, .

Zur Zeitdiskretisierung wird das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet.

1 -1 -1
(2.2.17) (E(uﬁ—uﬁ )+,[3-V(%(uﬁ+uﬂ Yoo+ 88:V)=0 VoeV, .

Dies stellt,wie leicht zu sehen ist, eine erhebliche Vereinfachung im Vergleich zu (2.2.15)
dar. Die folgende Analyse wird zeigen, daB die firr (2.2.15) gewonnen Ergebnisse auch fiir

das vereinfachte Verfahren (2.2.17) gelten.

2.3 _Analyse des Verfahrens fiir die lineare Modellgleichung

Das oben eingefithrte Verfahren wird auf die folgende Advektionsgleichung angewendet:

u,+f-Vu =20 in Qx (0,17,
(2.3.1) u=20 auf I,
u(x,0) = uo(x) in Q

wobel u € Hl((O;T] , H! (2)) ist, und das beschriankte Gebiet () oder I' sollen so ge-
wahlt werden, daff die Vertraglichkeitsbedingung an die Randwerte erfiillt ist.
Die Divergenz von f soll beschrénkt sein

(2.3.2) e=max |divf]| < o,
x €6}

muB aber keiner Vorzeichenbedingung geniigen. Die variationelle Formulierung von (2.3.1)

ist
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(2.3.3) (ut+ﬁ-Vu,<p+6ﬂ-ch):0 YVpeV ,

U(X,O) = uO(X) ’
wobei V = H(l)(Q) und é=¢h €¢>0, h>0 beliebig . Definiert man in der iiblichen
Weise einen Finite-Elemente-Raum

Vy={veVv: vk € Py (K), VKeT, }

und setzt ein U € Hl((O,T] ; Vy,) in (2.3.3) ein, so erhdlt man die Semidiskretisierung
(2.3.4) (Ut+ B-VU,p+ 63 Vp)=0 VeeVv, ,

U(x,0) = m, .
Fithrt man die Zeitdiskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren durch, so lautet das

volldiskrete Verfahren

(2.3.5) (AU +8-V0", 0+ 88-Vp) =0 VeV,
0_
_7ru0

In (2.3.5) bedeutet
U = (U~ UM | und O = g (U™ + UMY

mitk:=t -t .

Als erstes wird die Stabilitdt der Semidiskretisierung untersucht.

Satz 1

Fiir die Losung U von (2.3.4) gilt unter der Voraussetzung 1 > of mit einer Konstanten

c>0

(2.3.6) 1UG) 1|+ 61 8- VU@l < e (vl |+ 8118 - vo°))
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Beweis :

Wiahlt man in (2.3.4) ¢:=U und ¢:=U ¢ - Dann gilt

1
@37 s 3djut+s- VU,U)+8(U,,B-VU)+ 8] VU [P =0
und

(2.3.8) ol 12+60- U, U+ & (U, B-VU)

12d 2
Die Gleichung (2.3.8) wurde auferdem noch mit § multipliziert. Da
U, +B-VUIP=11U, I +2(8-V0,0 )+ 5-VU|?,

ergibt die Addition von (2.3.7) und (2.3.8)

sat (NUIP+&18- 70y + 81U+ -0 P =-(8-T0,0)

8 (Uy,B-VU,) .

Um die rechte Seite der letzten Gleichung umzuformen, wird partiell integriert.
d 2, 2 2
(2:3.9) T UIP+ 818 VUIP}+260 U+ 6 VU |” <

2 2 2
o UIP+ et U |

In dieser Ungleichung stort bei der Anwendung des Lemmas von Gronwall noch der Term
I U, I auf der rechten Seite. Eine Schranke dafiir verschafft man sich aus Gleichung

(2.3.8). Nach partieller Integration und Anwendung der Cauchy-Schwarzschen und der

Youngschen Ungleichung ist (2.3.8)
2 1 2 ' 1 .
JU 12+ 365518 VUIP=-(8- VU, U ) +58(U,, U, div)

2,1 2
<Gl B-VOIP+ 51U 1P +gball U "

D] —

Da nach Voraussetzung 1 > af sein soll, folgt
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(23.10) 10 12 < =gy G 1 8- VU IP+ 18- VU ).

Zusammen mit (2.3.10) erhilt man aus (2.3.9)

@311)  FIUIE+ENs- VP 428U+ 8- VU

2 2 '
<all U2+ as* | g VU -(Tf#‘%;a%lw.vun?

Dies zeigt insbesondere, da die é-Terme auch in der richtigen Gréflenordnung zueinander

sind. Nach der Zeitintegration ergibt sich mit einer Konstanten ¢ > 0

t
1U) 12+ 18- VU 1%+ 6 [0 +8 T 1% ds <

. v
2 2 2
1U©) 1%+ 6 8- VU(0) | +eaf JUIT+ 8] 8- VU 1% ds .
Darauf wendet man das Lemma von Gronwall an.

t
(2312) U@ F+ &1 8- VU@) I+ 6 [0+ 1% ds <

S ()| U©) 112+ &) 8- VU () |I?) .

Daraus folgt die Aussage des Satzes.

Die Untersuchung der Konvergenz soll sich hier auf den Fall stiickweise linearer Ansatz-
funktionen beschrinken. Die Aussagen der Sdtze gelten entsprechend modifiziert auch fiir
Ansatzfunktionen mit hoherem Polynomgrad. Bei der Realisation der Algorithmen werden
die Ansatzfunktionen als stiickweise bilinear gewihit.

Fiir eine Funktion u € L%(?) definiert man durch

(u,cp) = (7“1’(/7) V (pEVh

die L2 - Projektion von u auf Vh . Der Fehler e wird wie {iblich gesplittet zu
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e=u-U=u-mu+mn-U=:p+7.
Nach Einsetzen der exakten Losung u in die semidiskrete Gleichung (2.3.4) gilt fiir den

Fehler e die Gleichung
(2.3.13) (e,t,cp)+(ﬁ-Ve,cp)+6(e’t,ﬂ-ch)+ §6(B-Ve,B-Vp)=0

v peV) .

Eine Aussage iiber die Konvergenz der Semidiskretisierung macht der folgende

Satz 2
Unter der Voraussetzung 1 > of gilt fiir t € (0,T]

le(t)ll + 6118 - Ve(t)l| < €<% (le(0)]| + 61| - Ve(0)]]

oot 1
2 2
AW TSl + ugl) ds)? s =01

Beweis :

Man wahlt in (2.3.13) p:=e-p .

(23.14) satlel’ + (Ve ) + 8(ey, BTe)+ 8)18-Vel* =
(e,t,ﬂ) + (ﬂ'vr’p) + 6(e,tvﬂ°Vp)+ 6(6'veaﬁVp) ’
oder mit der Greenschen Formel
i llel® + 26 (e, , BV e) + 268V el =
(e,edivﬂ)~l~2(et ,}p)+2(ﬂ-Ve,p) +26(e’t,ﬂ°Vp)+26(ﬂ-Ve,ﬁ-Vp) .

Jetzt setzt man in (2.3.13) ¢:=e -p, .

(2315) 2l |P+2(BVe, )+ 55 IBTel’ =6, ey dive)+

2 (e’t ’ p,t) + 2 (,BV €, p,t) + 25(e,t 8-V p,t) + 26 (ﬂv e,V p,t) .

Aus (2.3.15) gewinnt man eine Abschitzung fir || e, || . Es ist
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2 2 2 2
2lle I1* < G+ sallle P~ 641 18-V ell® + 4 18-V el® + 3 llp 1% + 36 18- 5 I1>

und mit der Voraussetzung 1 > aé folgt

2
(23.16) e J* < 125 (-8 G 1B-Vell® + 4118V e

2 2 2
+ 3l 2+ 38 18- 17

Die Gleichung (2.3.15) multipliziert man mit § und addiert das Ergebnis zu (2.3.14).
2 2 2 2
1 llel® + & 18-V el*} + 28 le ; + -V ef” <
2 2 2 2,4 2
allel® + as® fle JI° + 5 lle , + 8-V ell® + 5 loll” + 46 18- ol

+4blo 17+ 2% 1870 117 -

Hier setzt man das Ergebnis (2.3.16) ein.

3t {lell® + 8 18-V el®} + 28 le , + BV e <

2 2 2 2r+ 1 2 2
¢ {allell® + 6 18-V el + =T T iz, + u I} r=01 .

Dabei wurde die Fehlerabschitzung (2.2.1) fiir die L2-Projektion verwendet, die auch fiir

die nach der Zeit differenzierte Funktion u gilt. Eine Zeitintegration der letzten Gleichung

.
e + 6° 18-V e(w)I” + &f e g+ gV ell” ds <

1 t
caf (lel®+ & 157 el®) ds + 0 [ (haliZ g + o 1) ds

und das Lemma von Gronwall liefern

t
e + 8 18-V e + o e g+ 4V el ds <

t
2
e (le(0)l|? + 6 118-V e(0)]% + n* 1 [ . (a2 + o gl s
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des Satzes.
Das ist die Aussa8®

purchfithrung der Semidiskretisierung erhdlt man ein System von ge-

Nach def
erentlalglelChUIlgen siehe z.B. Thomee / 8/. Zur Zeitdiskretisierung dieses

wohnlichen Diff
das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet. Es ist eine lineare Einschritt-

Systems wird hi¢ - ‘ .
pncht der Zeitintegration mit der Trapezregel. Dieses Verfahren hat die

methode und ent®
ng 2 und die kleinste Fehlerkonstante aller A-stabilen linearen Mehr-

Konvergenzord®®”
schrittverfahred-
pste Satz zeigt, dab das volldiskrete Verfahren die gleiche Stabilitatseigen-

Der nac¢
Gemidiskretisierung. In den weiteren Aussagen werden die folgenden Be-

schaft hat, wie &
endet :

zeichnungen verW -
das heifit die exakte Losung ausgewertet zum Zeitpunkt t

n __ 4ok

u
n Oud;skrete Losung zum Zeitpunkt t
U
n nU_-u —7(11 + " Un'—-p +0n
e =10

Satz 3
od klein, 50 gilb fiir die Losung U™ von (2.3.5

Ist § hinreich®
(23.17) (U% + 818V UR) < € (Ul + s pig-v U0y

Beweis : 0
In (235) wib ™" ¥

23.18) LU+ 8 (U7, 590N + 8- 0N = (0%, 0" div
2.3.18

9
und ¢ := dtU
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(2.3.19) la UM% + BV 0", dU™) + 5 6,189 U2 =
§(4, 0", 4,U" div p) .
Die letzte Gleichung liefert auflerdem eine Abschitzung fiir || dtUIl | -

1d, UM < ab UM% + g I, UM + 116-9 O™ |2 -3 64,1187 UM 2
und mit der Voraussetzung an 6
2 . 1
(2.3.20) I, U™ < ¢ {16V O™ 1 -2 84,08V UMY .

Man addiert wieder (2.3.18) und das éfache von (2.3.19)

(2.3.21) d (U2 + 5 8 18-V UM} + 811, U + -V TR |2 <

a0 % + o8 o, UM?
und mit (2.3.20)
< cfa U %+ VT 1P
In Analogie zur Zeitintegration im letzten Beweis wird (2.3.21) summiert fiiri = 1,..,n
n - -
1%+ 2187 U+ k8 Y, (lla,U' + BV TY?) <
i=1
n

+ & 18-V V% +kea Y (VY% + & 1189 TP
i=1

0,2
o™l

Mit dem diskreten Gronwallschen Lemma erhilt man die Aussage des Satzes.
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n
UM+ 8-V U 4 ks Y (lla,U+ 4V TP <
i=1

AU+ 2 sy U2y |

Um den Abschneidefehler fiir die Zeitdiskretisierung anzugeben, wird eine Formel verwen-

det, die ein Spezialfall der Euler-MacLaurinschen Summenformel ist.

Wird eine Funktion f € CQ(a;b) mit der Trapezregel numerisch integriert so gilt :

b 2 b
'/z; f(x)dx = B (f(a) + (b)) + 3 j:; f(x)s(x)dx |

wobei h:=b-a und s(x) = fi,;_ﬁ) . ng ist.

Unter Verwendung von (2.3.5) erhalt man fiir den Fehler e” :
(2322)  (de", @) + (BVE", o) + 6(dye", BV ) + 8 (B-VE", BV ) =
™, ¢) VoeV, ,
wobei
", @) := (d,cun -ﬁ?t , )+ (S(dtun-ﬁ?t , 8-V o) .

Eine Abschitzung fiir den Abschneidefehler ! gibt das folgende
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Lemma 1

Ist ue HO((0;T] ; L2(0)) , so gilt fiir den Abschneidefehler

t

n
Il < ek ft o gl ds -
n—1

O o ‘k2 ’
(2322) € et el e oemy L2

Beweis :

Aus der Definition von (1,¢) folgt

(",p) = Ef (us,sow(u BV @) ds- @, )-8 @, BT y)

‘Dieses Integral wird mit der Trapezregel ausgewertet. Mit der obigen Uberlegung ergibt

sich
n tn
) =k ft { (g @)+ 8(ugse, BV ) }s(t) ds
Mit der Wahl ¢ :=1" erhilt man
I < x f u ol I+ 8l gl - 189 ™) s(t) ds

Da re Hl((O;t] ; V() gilt fidr t' eine inverse Beziehung,

-1
e, < oy

I

und mit § = eh ergibt sich

ok [lu

N

t
I = ok 7 fhu gl n
ftn_ 55 M L2057 5 LA(9)
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Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Konvergenzordnung des volldiskreten Verfahrens

angeben.

Satz 4
Ist die Losung u von (23.1) aus HO((0:T] : L2(Q) at(o:T] ;. BYQ) 0 L3((0:1]

_Iir+1m)) ,r=0,1, und ist 1 > &b so gilt mit einer von div # und ty exponentiell ab-

hingigen Konstanten ¢

1% + 6118-V e < o €% + 18-V el +

t
n 1 1

! Lot !
2 2 2
KL gl ds)* + h'2 ( STl # gl 0907

Beweis :

In der Fehleridentitat (2.3.13) wahlt man ¢ := -
(2.3.23) %dt||en||2 +6(dge”, BV Y4 spve )P =@, divp) +

(", et -p") + (dten+ﬂ-Vén,En)+ §(de” + gver, pvat) ,

und ¢ := dten - dtpn

2 = 1 2 .
(2.3.24) |4, "I + (87 e, de") +56dB-V e"[|” = 6(de", dye” div B) +
(", de" - dp") + (de + Ve, d,o" + 88-V dp") -
Aus der letzten Identitit verschafft man sich eine Abschatzung fiir || dten Il -

= 2
14,612 < L5187 €2 + 18-V & 7 + 1 1™ + @b e + 2 1517 +

' 2,1 -n 2
Lya,em® + 1l M2 + % 1Rl + 2 1 g + 889 dpp™" + FUB-T RN

Da 1-aé> 0 vorausgesetzt wurde, folgt
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(2:3.25) lde™I? < ef - 8 18- €% + 18-V & [ + 1, 0" +
5116-¥ dyp™ 1%+ 1%

. 1
mit CNm .

Die Multiplikation von (2.3.24) mit ¢ und die Addition des Ergebnisses zu (2.3.23) liefert

(23.26) 5 (™2 + 62 16-V ™%} + 6llde™ + BVE|? < (a+3) [P+
=] -n ;2 2 2
2I2 4 G+ DI IR+ 3 de® + pVE 1% + (o8 + 6 fla, P2 +

(6 + 20) 1"l + 6 118-9 7" |12 + 267 18-V 4, "% .

Hier benutzt man das Ergebniss (2.3.25) und erhalt
a {Ie™® + 2 18-V "1} + S11de™ + BV < c (IR 12 + 2 11g-vE 2 +

02+ 5 I 0+ 8 1d ™% + 6118V 5™ 12 + & (16-V d, ™))

Diese Ungleichung wird mit k multipliziert und von i =1 bis n summiert.

n
€%+ 18-V 1) + 8 Y. lldye! + B 2 < e %+ o v 2 +
i=1 '
- t
=12 2 - 2 2 2
ck Y (I8 17+ & 157 E IP) + x Sl gl s +
i=1

t
2r+1 2 2
RS (TR TN RN

Mit dem diskreten Lemma von Gronwall kann man nun die Aussage des Satzes folgern.


file:////d./
file:////d./
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n
€1 + & 18- eI} + o Y fldye! + 8VE 17 < e e {1l + % 57 el %+
i=1

t t
2 2 2r+1 2 2
k* ( fo " lu gggll“ds + BT f0 "l g+l gy} ds

Lemma 1 zeigt, daB man die Aussage von Satz 4 noch verbessern kann. Ist nimlich
I U g || beschrankt in der Zeit, so erhalt man eine Zeitdiskretisierung von 2. Ordnung.

Bei der algorithmischen Durchfithrung des Verfahrens wihlt man k in der Grofien-
ordnung von h . Unter dieser Voraussetzung kann man den in (2.3.26) storenden Term

& || d,e" |I* umformen und bendtigt nicht die Abschatzung (2.3.25) .

(1+a)8 [ld,e™l® = (1 + ) eh®k % e - "% < (1+a) ec fle™ -2

Das Ergebnis dieser Umformung kann man jetzt mit dem Term a ]| €" || zusammenfassen.

Dies bedeutet, daB bei der Realisation des Verfahrens keine Restriktion an & gefordert

werden mu3.

2.4. Analyse des Verfahrens fiir den Fall div # < 0

Wird das Modellproblem
ut+ﬂ-Vu=O in Qx (0;T] ,
’ u(x,0) =uy in @ firt=20,
variationell formuliert
(u’t+ﬂ-Vu,v)=0 in Qx(0;T] ,
ux0)=u, in Qfirt=0, VveH (),

so erhilt man, da keine Vorzeichenbedingung an div f gestellt wurde, als zweiten Summan-
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den den indefiniten Term (8-V u, v) . Im weiteren wird die Voraussetzung
(2.4.1) divg <0
gemacht, unter der auch Navert /34/ sein Verfahren analysiert. Die Greensche Formel lie-

fert dann fiir den fraglichen Term

(242)  (BVu,u)=-3(u,udivh) +5<u,u> 20 VueH(D) .

D.h. unter der getroffenen Voraussetzung ist (3-Vu, u) ein definiter Term.

Die weitere Analyse des Verfahrens fiir diesen Spezialfall verlauft weitgehend ana-
log zur bisherigen mit dem Unterschied, daf ein verallgemeinertes Gronwallsches Lemma
benutzt wird. Das wichtigste Ergebnis dieser Analyse ist, dafl unter der obigen Vorausset-
zung (2.4.1) die Konstante c in den Aussagen der vorausgegangenen Sitze nicht mehr expo-

nentiell mit der Linge des Zeitintervalls wichst, sondern nur noch linear.

Als erstes wird die Stabilitit der Semidiskretisierung betrachtet. Die Semidiskreti-
sierung lautet :
Finde ein U € H'((0;T] ; V) , das
(2.4.3) (U,t+ﬂ'VU,g0+ BV =0 VyeVy

erfiillt.

Satz 1
Fiir die Losung U der Semidiskretisierung (2.4.3) gilt Yt € (0:T]
NI+ 6 18-V UL < U + &118-V UO) .

Beweis:

Man benutzt (2.4.2) und setzt in der semidiskreten Gleichung (2.4.3) ¢ := U,

(24.4) S IUIZ+6(U,,850) + 618U < 0

und ¢:=U,

’
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(2.4.5) 10 2+ (890, U ) + 6 a7 U)? <

Nach der Multiplikation von (2.4.5) mit § addiert man diese Gleichung zu (2.4.4) und er-
halt

gt (0% + 2 18-y Ul + 6JU  + 8-V 0% <0 .

Die zeitliche Integration dieser Gleichung liefert

t
(2.4.6) [V + & 18-V U + 6 f WU g+ 47 U)"

1) + & 18- v(o)?

und damit die Aussage des Satzes.

Wie in Kapitel 2.3 erhdlt man eine Gleichung fiir den Fehler e :
(2.4.7) (e, +0-Ve,p+60-Vy)=0 VoeVv, ,

und kann damit die Konvergenz der Semidiskretisierung untersuchen.

Satz 2
u-y

Ist u die Losung des Modellproblems, so gilt fiir den Fehler e:

le®)ll + 8118-V el < lle(0)]] + 6118-V e(0)]] + ch™ fO {lull? yy + lha T as

fir r=0o0derl und Vte(0;T] .

Beweis:

Man wihlt in der Febleridentitat (2.4.7) p:=e-p
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(24.8) L lell® +26 (e, B-Ve) +26]5-Vell” < 2 (ey+B-Ve,p+88Vp)

< gl + BVl + 5ol + 4818 ol

und ¢ := e7t Py

2 d 2 _
(2.4.9) 2 He,tll +2(f-Ve, e’t) +8 3 1B-Vel|® €2 (e,t + Ve, Py + 63-V p,t)
1 2 2 2
< lle g+ BVIZ+ 4o I +48 18V I .
Die Addition von (2.4.8) mit dem éfachen von (2.4.9) ergibt

L lel® + 18-V el®) + slle, + B-Vel? < 4 (Sllol® + 618V pll* +

5llp % + & 18- 1% -

Jetzt integriert man in der Zeit und erhilt mit den bekannten Abschitzungen fiir || p ||

t
(2:410) LI+ 8 18-V e + 8 f e g+ ¥ l” ds < [0

t
+ 813V e + ™ flully g + ol s

Damit ist der Satz bewiesen.

Der néchste Satz zeigt, dafl das volldiskrete Verfahren die selben Stabilititseigenschaften

hat, wie die Semidiskretisierung. Das volldiskrete Verfahren lautet :
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(2.4.11) (AU + VT, o+ 8BV 9)=0 VyeV,,

0 _
U = T,

Satz 3

Fiir die Losung U™, n € {1.....N} von (2.4.11) gilt die Abschitzung

U + 6 18-V U2 < (U0 + 8 )18-v U .
Beweis:

In (2.4.11) wahlt man ¢ := U"

(2.4.12) d U™ + 6 (U, BV T™) + 68V T2 < 0,
und ¢ := d,U"
(2.4.13) la, U2 + (87 0%, q, v +Ls davuy? <o

Die Addition von (2.4.12) mit dem &fachen von (2.4.13) liefert

d {02 + 6 18-V UM%} + 6]1a, U™ + -V 0% < 0 .

Jetzt summiert man diese Gleichung von i =1 bis n und erhilt damit

n
(2.4.14) 102+ 2 187 U + 8 Y U+ gy O ¢
i=1
%% + & jig-v v0* .

Daraus ergibt sich die Aussage des Satzes.
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Als letztes wird die Konvergenzordnung des volldiskreten Verfahrens angegeben.
Wie bereits erwahnt wurde, liegt der Unterschied zur entsprechenden Analyse im vorheri-
gen Kapitel darin, da8 jetzt nur noch ein lineares Anwachsen des Fehlers in der Zeit statt-

finden kann. Auferdem werden keine Bedingungen an ¢ gestellt.

Satz 4
Ist u die Losung des Modellproblems und ist _Qn durch das volidiskrete Verfahren

(2.4.11) gegeben, dann gilt fiirr hinreichend kleines k, t = nk

n
e+ 18-V e+ dk Y lidge + & Il < ct {le%) + 8118V < +
i=1

t 1
2 + 2 2
fo ke flu gogll” + 0772 (lully g + T glly) ds)

Beweis:

In der Gleichung (2.4.7) fiir den Fehler e wihlt man als Testfunktion ¢ :=g&" - o™

(2415)  2dfle"12+ 5(de, pVER) + 818V 2 < (P& -5 +
glde” + BVE I+ 51" 17 + 2801897 1

und p = dte - dtpIl

(24.16) 4 e + (5", de") + 5 6418V M < (P, dyet-d ") +

1 —
7lde® + -2 + 2 ld 017 + 262 18-V a2
Aus der letzten Gleichung erhalt man eine Abschitzung fiir || dten || ohne Bedingung an

6 .
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2 —_
(24.17) la€™I® < -6, 016-V €™ + ¢ {1V E |2 + [1d "2 +
2 2 2
6116V d, o™ + )%}
Nun multipliziert man Gleichung (2.4.16) mit 6 und addiert sie zu (2.4.15).
d {lle™® + 6% 18-V "2} + 6 llde” + pVE | < 4 S 12 +
516V 2" 112 + 6 1id, o™ + 6 18-V d "%} +
2 [l - (™ I+ 115 Il + 81l €™l + 6 id "I} -
Mit Hilfe von (2.4.17) kann man die rechte Seite weiter abschitzen.
1,-n,2 -n 2 2
<A L5I 1P+ 618V 1P + 8 ayp™1® + 6 118V do"%) +

I (™ 1+ de 189 & 1) + 4 ) +

1612 - 5.d,[16-V €% + c6 1d M1 + c8® 18-V d "% .

Jetzt multipliziert man die Ungleichung mit k und summiert auf beiden Seiten von i=1

bis n.

. n
e 1P + & 18-V P + 8 Y dge! + BV E I < ()% + & gy )P +
i=1

n
ck Y IPI{IE I+ 618V E I} +
i=1

t B
2r+1 2 2
o [l gl s+ 0H (Rl + B I ds

Fiir hinreichend kleines k kann man nun mit dem diskreten verallgemeinerten Gronwall-

schen Lemma folgern, daf


file:////d.p
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n
¥ -‘) . —.
2418) 7+ 18T + & Y de + VE 1P < et® () +
1 =1

2 3.2r+1 2 2
ds + 02 (g + flu 1) ds

t
2 0,2 2
618V el||” +c fO K™ Jlu gl

mitr=0oder1.

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen.

2.5 Analvse des Verfahrens fiir eine Erhaltungsgleichung

In diesem Kapitel wird das entwickelte Verfahren auf eine nichtlineare hyperbolische Erhal-
tungsgleichung angewendet und analysiert. Dazu wihlt man als speziellen Vertreter die ein-
dimensionale Burger-Gleichung, d.h. man sucht eine Funktion u(x,t) : @ xI-R , mit
Icc [R+ und 2 cCR , die die Gleichung

(2.5.1) u,t+uu,x=0 VxeQ,tel

u(x,0) =u; VYxel

erfillt. Der Einfachheit halber soll wieder angenommen werden, daf u, kompakten Triger
auf Q' cc @ hat. Daraus folgt, daB auch u fiir alle t € I kompakten Triger in dem be-

schrinkten Gebiet @ hat. Die Gleichung (2.5.1) ist in nicht-konservativer Schreibweise

gegeben und lautet in konservativer Form
1 2
2t ),x
u(x,0) = u, Yxef

(2.5.2) u, +( =0 VxeQ,t>0,tel,

)

Bei der numerischen Losung einer Erhaltungsgleichung ist es von Bedeutung, welche For-
mulierung man wiahlt. Z.B. gilt fiir die Diskretisierung von Gleichungen der Form (2.5.2)

die Theorie von Lax /82/ , die auf Diskretisierungen von (2.5.1) nicht anwendbar ist.
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Eine ausfithrliche Analyse der Burger-Gleichung wird in Springer Lecture Notes 1047 /23/
gegeben.

Das wvolldiskrete Verfahren erhilt man wieder durch einen FEM-Ansatz in der Orts-
variablen und einer Zeitdiskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren. Die hier und
spéter fiir das hyperbolische System verwendete Form des Crank-Nicolson-Verfahrens wird
in der Literatur oft als "semiimplizite Mittelpunktsregel" bezeichnet. Das Verfahren lautet
in der iiblichen Notation :

Findeein U™ ¢ Vh n>1 ,das
(25.3)  (4,U"+T" Un,x o+ 60" v =0,

U0(>()=7ru0 VxeQ,VpeV,

erfiillt. Da es sich um ein vollimplizites Zeitschrittverfahren handelt, mufl zur Durchfiih-
rung eines Zeitschrittes ein nichtlineares Gleichungssystem geldst werden. Mit Hilfe einer

Variante des Brouwerschen Fixpunktsatzes wird gezeigt, da dies immer moglich ist.

Lemma 1 (Temam /10/ pp.166 ff)

Sei X ein Hilbertraum mit dim X =n, n € N versehen mit dem Skalaprodukt [.,.] und

der dadurch erzeugten Norm | .| . Erfiillt die stetige Selbstabbildung P

dann gibt esein £ € X mit | €] < K ,s0dal

Damit kann man den folgenden Satz beweisen, der die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens

sichert.



-69 -

Satz 1
Fiir jedes n mit 0 < n <N hat (2.5.3) mindestens eine Losung.
Beweis:

Mit der neuen Variablen V = U™ hat (2.5.3) die Gestalt

' k ké
(V ) 90) + Q(VV,X ’ (P) + 0 (V ’ V‘p,x) + 9 (VV,X ) VSO’X) N

(Un7 (p)-&(Un,Vga’x) =0 .
Diese Gleichung dient zur Definition des Funktionals
E3
P: Vh - Vh ,
*
wobei Vh wie iiblich den Dualraum von Vh bezeichnet. Fiir die duale Paarung erhilt

man mit dem L2—Ska1arprodukt

k
(BV), )= (V, @) +5(VV @)+ 8(V, Ve )+ 5 (VW , Vp ) -

(T, @) -6 (U™, Vo )
In dieser Definitionsgleichung wahlt man ¢:=V .
2
(P(V), V) = V2 + 32V 12~ (0", V) - 8 (U™, vV )

3 2 ké ké 2 36 2
> JIvIE + -5 pvv g2 G+ 1 oy,

Da 6= O(h) = O(k) folgt

2 2 2
(P(V), V) 2 ¢ {IVI"+ IVV _I"- U7} 2 0,
und damit
(P(V),V) > 0 fiir ||V||2 = K hinreichend gro8 .
Also existiert nach dem vorausgegangenen Lemma mindestens eine Losung.



-70 -

Als generelle Voraussetzung an die Losung U der Semidiskretisierung soll

(2.5.42) 0N Lo oym) 5 L2(@)) + YOIV sl w2osy  Lo()) < ©

erfiillt sein. Das gleiche soll auch fiir die Losung U™ des volldiskreten Problems gelten :

(g.5.4b) sup {o™ L@(Q))Jrﬁllul,‘xu o)} € ¢

Diese Schranken sind fiir die Stabilititsbeweise der Semidiskretisierung und des volldiskre-
ten Verfahrens nétig. Die Aussagen dieser Stabilitatssatze zeigen dariiber hinaus, daf die
Losungen der Diskretisierungen durch die Anfangsdaten beschrinkt sind. Es ist eine noch
offene Frage, wie man die Beschrinktheit (2.5.4) der U" , die auch im numerischen Expe-
riment zu beobachten ist, fiir das hier entwickelte Verfahren zeigen kann. Beweise fiir die
Beschrinktheit der Folge der Approximierenden finden sich in der Literatur fiir solche Ver-
fahren, die einen FEM-Ansatz fiir (2.5.1) mit einer "least-squares"- Methode koppeln, z.B.
Hughes /37/. Da damit eine Symmetrisierung des Problems erreicht wird, sind diese Be-
weistechniken auf das hier entwickelte Verfahren bnicht iibertragbar.

Die Semidiskretisierung von (2.5.1) lautet : Gesucht ist ein U € H((0;T] 5 Vy)
das

(2.5.5) (Ut+UUX,cp+5U<px)=O VYxe, t>0,
U(x,0) = mu, VxeQ, VpeVy

Der nichste Satz garantiert die Stabilitdt der Semidiskretisierung. Er zeigt, daf die Norm

der Losung U der Semidiskretisierung durch die Norm der Anfangsdaten beschrénkt ist.

Satz 2

Unter der Voraussetzung (2.5.4a) gilt fiir die Losung U von (2.5.5) fiir hinreichend kleinen
Dampfungsparameter §

0 0., 0
(256) U+ 61U I+ VI, +UU I < e (U7l + SN0 )

Yte(6T] .
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Bemerkung

Hier und im weiteren wird die Notaion

T 1
Il == ( fo IvI1% dt)?

verwendet. In diesem Abschnitt wird das Lemma von Gronwall wieder in seiner {iblichen
Form angewandt. Deshalb hdngen die auftretenden Konstanten ¢ im allgemeinen exponen-

tiell vom Endzeitpunkt T ab.

Beweis von Satz 2

Da uj und damit U fiir endliche T kompakten Trager haben gilt

_1 3 _
jn; UUU | dx= 3j|;z (U) 'y dx=0 .
Damit ergibt sich mit ¢ := U aus (2.5.5)

1 d 2 2
(2.5.6) o dr Nol” + 5(U,t , UU,x) + 6 ”UU,x“ =0 .

Wihlt man in (2.5.5) ¢:=U ¢ und beachtet, daB

b

H%./"; (uv)2 dx =2 ‘/ﬂ; (UV)(u’tV + UV’t) dx ,

so erhilt man

&

1 2_1
(257) U7+ WU LU )+ 5 I0U 1P =56(U,, U U+

1
g6(UU U U, .

Aus dieser Gleichung gewinnt man eine Abschiatzung fir || U " | -

2 2
I

2 1 2
(2.5.8) IU 1% < -3 85 10U 1% + 310U 12 + g l[U J1° +

1 2,12 2 2
Sl 10 g2+ 5 o 2 no )
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Fir U gilt die inverse Beziehung
2
o < 2oy, -

Damit ist

AU = e U < elull,
und mit der Voraussetzung (2.5.4a) gilt fiir hinreichend kleines ¢

1-¢ffull 2c>0.

Dies verwendet man in (2.5.8)

2 d 2 2
(2.5.9) 10 1% < e (-6 10U % + uu %) .

Jetzt wird (2.5.7) mit § multipliziert und zu (2.5.6) addiert.

1d 2 2 2" 2
st UUIP+ & 10U 1%} + 811U+ U 7 < 58U Il 11U 1% +

2 2,12 2
) “UU,XH +z6 ”U,xU,t” .
Mit der Voraussetzung (2.5.4) ist
12 2 2 2 2 2
FENUU P, < 02 U i® < s U )®
und man kann in der letzten Ungleichung die rechte Seite weiter abschitzen zu

2 2 2
< {8110 )2 + & uu 7 .

Den Term || U " ||2 auf der rechten Seite schitzt man mit (2.5.9) ab und erhilt

2 2 2 2 2 2 2
S U1 + & 10U 1% + 6110+ U0 1% < {8 uu )P + sl 1%}
was mit der Voraussetzung (2.5.4) schlieBlich

2, 2 2
S 0P + & UV %) + 61U+ UU 1% < e (107 + & uu )

ergibt. Diese Gleichung integriert man von 0 bis t und erhédlt daraus mit dem Lemma

von Gronwall
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t
[N + 8 NUEUE) I+ 8 f 71U g+ 00 % de <
¢ (IUO)I* + & [U©O)U©) 17} -

Damit ist der Satz bewiesen.

Als nichstes wird die Stabilitdt und die Konvergenz mit klassischen Energie-Methoden, wie
sie z.B auch in Thomee / 8/ verwendet werden, bewiesen. Dazu muff man voraussetzen,
daB die Losung u von (2.5.1) hinreichend reguldr ist. Dann ist es mdglich, eine Konver-

genzordnung fiir das Verfahren anzugeben. Sei also

u € LX((0T); HY(Q))  und  uy e HA(Q)

die Losung von (2.5.1). Sie ist damit insbesondere eindeutig. Fiir den Fehler e hat man

aus
(u,t +uu o+ §U<,o’x) =0 VeV, ,
und
(U,t + Uny, o+ (5Ulp,x) =0 thth ,
daB _
(2.5.10) v(e’t + Ue,X , 0+ §U<,o,x) = (- eu v+ §U<p,x) Voev, ,

ist. Damit kann man die Konvergenz der Semidiskretisierung angeben. Als Voraussetzung
fiir die nachfolgenden Satze muf man zusatzlich zur Voraussetzung (2.5.4) fordern, daB fiir

die Losung U der Semidiskretisierung

190 oy Lowy) < ©

ist. Die in den nachfolgenden Sitzen auftretenden Konstanten hdngen im allgemeinen von

|| ully ab.
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Satz 3

Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir den Fehler e der Semidiskretisierung

le()ll + 8 10e(t) I < c {leO)ll + 6le(0) I +h"2 ([ulll., + gl ) -

Beweis:

In (2.5.10) wahlt man p:=e-p.

(e’t + Ue,X ,e+ 5Ue,x) = (e,t + Ue7x P+ 5Up,x) -

- (eu,x ,e+ §Ue,x) + (eu,X P+ §Up,x) .

Um im weiteren keine zusitzlichen Voraussetzungen an U’x stellen zu miissen, kann man
ausnutzen, daf§ die folgende Identitét gilt :
(U,xe ,€) = (u’xe ,€)- (ee’x ,e) = (u’xe ,e) .

Damit erhdlt man aus der letzten Gleichung

1%+

1d 2 2 1 2 .6
S llel® + d(e,, Ve )+ 8 lUe I < Fllu I llel® + 2 fle, + Ve

1,1 2 2 2,12 2
(§+9) o+ 8Up 1% + (Ul ll, + lhu ll) llell® + 5 67 Ue ]I .

Da die Funktion u_ € Hl(Q) ist, ist sie nach dem Lemma von Sobolew stetig und damit

auf ihrem kompakten Trager beschrankt. Also ist

& &

i
(2.5.11) 2L e 4 6y, Ue )+ ElUe 7 < glley +Ue I*+

2,1 2 2 2
 llel? + §llo + 805 I + & iUe I} -
Jetzt setzt man in (2.5.10) @:=e (P
(e,t + Ue,x Ty + 6Ue’tx) = (e,t + Ue,x oyt 5Up,tx) - (eu,x ey + §Ue’tx) +
(eu,x )Pt + §Up,tx) i

Diese Gleichung ergibt nach partieller Integration
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| 2 1d 2 1
(2.5.12) IIe’t|| + (Ue’X , e,t) 24t ||Ue,X|| 56(U X840 € ) +
1 2 2 6 u2
Y6(Ue U e )+glle, +Ue [ +3lp +do I +gllel

2
a3 lu ll Hel® + 6 (e Uu e )+ 8(eu U e )+ b(eu U e,) .

An dieser Stelle ist es jetzt notwendig
10 o1y 5 1wy < ©
zu fordern. Als Losung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen zu Lipschitz-ste-
tiger rechter Seite ist mit der Voraussetzung (2.5.4a)
10 dlleeomy s Loy < © -
Also erhélt man aus (2.5.12)

2 1
(2513)  lle J” + (Ue e )+2a—||Ue I < g olle 1+ c8 e 1% +

1 2 2 d, 36 2 2
1lley + Ve 12 +3 00, + 80 7+ G+ 39 fle % + (c + c8) el

Die Gleichung (2.5.13) liefert aulerdem wieder eine Abschatzung fiir || e 2 Fir § hin-

N
reichend klein gilt :

2 d 2 2 2 2
(2514) ey ® < cf- g Ve 12 + Ve I + llel® + llo, + o %} +

1 2
1 ”e,t + Ue’x”

Nachdem man die Gleichung (2.5.13) mit § multipliziert hat, addiert man sie zu (2.5.11)

1%+

1d 2 2 2 2 ]
S lel® + & ve 1%} + 8lle  + Ve I < Slle, +Te

2 2 2 2 2 2
¢ {2 Ve 1% + llo + 60p 2 + Sl + 8Up 112 + fell® + 6 lle 1%}

Verwendet man auf der rechten Seite (2.5.14) , so ergibt sich
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d 2 2 2
(2518) gy llell® + 6 e I°} + 6 lle, + Ve I < ¢ {& |Ue JI” +

1
Flo+ U 17+ 8llp, + Up 1P+ lel® } -

Eine Zeitintegration von 0 bis t und die Gibliche Abschitzung fiir den Interpolationsfeh-

ler liefert

eI + & [U®e) JI* < lle@II* + & [U(0)e(0) II” +

1 t
2 2 2
o [ Nels)l” + 6 1U(s)efs) I* ds + cn?"+ f lullZ,y + fhu I s .

Darauf wendet man das Gronwallsche Lemma an.

eI + & U(E)e(t) (JI* < exp(ct) {lle(@)I” + & U(0)e(0),1* +

t
n?rt f lull? g + i as } .

Damit ist der Satz bewiesen.

Als nichstes wird das volldiskrete Problem studiert und zundchst die Stabilitat des Verfah-
rens gezeigt. Hier und im folgenden Kapitel 2.6 werden die Integrale, wie bei reinen
Cauchy-Problemen iiblich als Integrale iiber R geschrieben. Man beachte aber, daf§ sie sich

nur iiber das Kompaktum € oder dessen Rand erstrecken.

Satz 4
Fiir die Losung U des volldiskreten Verfahrens (2.5.3) gilt

2
JO™2 + o URun g2 < e U0 + s el %y < e l)®
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Beweis:

In der Gleichung (2.5.3) wahlt man ¢ := U™ und beachtet, daB wegen der homogenen

Randbedingung
S (RS (RS N | 1y 3 _
QURUNRRY )_gfm(u )y dx=0

gilt.

(2.5.16) (d U2 + 8 (d, U, TP 0" )+ 60" T P =0 .

Jetzt wahlt man in (2.5.3) ¢:= dtUn .

n,2 =1 =N n 0 IS I, n, 1 n ~n n
|ldtU II“+ (U U,x’dtU )+ 6 (U U’X,U dtU,x)—i‘s(dtU ’U,xdtU ) .

Der letzte Summand auf der linken Seite soll so umgeformt werden, daf8 sich die Zeitablei-

tung einer Norm ergibt.

~nEn o 1 5 2yl 01,2
(O 0%, U 4,U%,) = b (10" U2 - ot v )

1 2 -1,.n—1,2 -1,2 -
> g (VRS2 - OOt 2 - oot 2 - ottt g7y
Da ||U]| L7((0;T] ; L°(R)) als beschrankt vorausgesetzt war und h » k ist erhilt man

(2.5.17) ||dtUn||2+(Un o" dtUn)+%6dtllUnUanl2 < e T T 1% +

’
y X y X

1 n [n n
50(dU ’U,xdtU ) .
Um im weiteren keine implizite Abhingigkeit des Dimpfungsparameters § von U™ zu

erhalten, wird der zweite Summand auf der rechten Seite von (2.5.17) umgeformt.
n {0 ny _ n (k n n n
(d,U ’U,xdtU )=(d,U ,{‘fdtU,x‘l‘U,x} d,U")

k n, N n B ny, _ (S ] n
=§(dtU dtU,x’dtU ) + (dtU U,x’dtU ) = (dtU U,x’dtU ) .

Aus der Voraussetzung (2.5.6) folgt mit der inversen Beziehung
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2
I, < om,
dal
AU, = en U, < U

Damit gilt fiir hinreichend kleines ¢
L-€efU™| 2>c¢c>0.
Aus (2.5.17) erhilt man damit

(2.5.18) Id,UM% < cf-6d Umu® |12 + |o° o 1%,

wobei ¢ aus || y! ll, bestimmt werden kann. Die Addition von (2.5.16) zu dem 6-fach-

en von (2.5.17) liefert mit (2.5.18)

d IV + & [UPUP 1%} + 6 1l4,U + T" O 1 < e U™)® + & 0" 07 )7}
Diese Gleichung summiert man {iber n und wendet das diskrete Gronwallsche Lemma an.
n . - -
10717 + k6 Y lld,U' + T 0L |2+ 6 utun ) <
i=1

2 2 2 0,2
¢ {10%1% + & 1u°u’ 1%} < eflu®)®

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen.

Um die Konvergenzordnung des volldiskreten Verfahrens zu untersuchen leitet man wie im

linearen Fall eine Gleichung fiir den Fehler e her und erhilt

(25.19) (de + T, o+ 80" g )= (& Ty, 0+ 80" 9 )+ (", 0)

wobei der Abschneidefehler " jetzt die folgende Gestalt hat :

(2.5.20) (", )= (A" - Ty 4+ 80 g )
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Als erstes soll eine Abschitzung fiir den Abschneidefehler ™ angegeben werden.

Lemma 2

Ist ue H_3L(0:T] : L2( 0)) und erfiillt die Losung U™ der volldiskreten Gleichung (2.5.4b),

so gilt fiir den Abschneidefehler

t

I < ek ft u el ds -
—1

5. ™ K2 u ’
(2.5.21) el ek gl L2((0;T] ; L2()

Beweis:

Aus der Definition (2.5.20) von (r",y) folgt

Ef (ugp) +6(u 0" )ds- (3, ,0)-6 (0,0 ¢ ) .

Wertet man das Integral mit der Trapezregel aus und verwendet die entsprechende Bemer-

kung aus Kapitel 2.3. dann gilt :

t
(') =k ft " {0y @)+ g, UM ) }s(t) ds
-1

Dabei wurde ausgenutzt, da U™ eine auf dem Intervall [t , t ) konstante Funktion
8 n-1’"n

ist, und damit exakt integriert wird. Wahlt man ¢ := o , 0 erhilt man daraus
n;2 tn n n
e <k f o gl U el ) de

Da e Hl((O;t] ; Vh(Q)) gilt fir ' eine inverse Beziehung

n -1,.n
el < eh ey

und mit §= ¢h ergibt sich
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t
2
I =ck [ % fu Ndt < ek lu, ] :
j;n—l ,988 ,ttt Lm((O;T] : LQ(Q))

Als letzter Satz in diesem Abschnitt soll nun gezeigt werden, dafl man fiir das volldiskrete

Verfahren die gleiche Konvergenzordnung wie im linearen Fall erhilt.

Satz 5

Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir den Fehler e := u-U

0
™+ 60" < ¢ %) + & U+ K il oy ) +

1
I+3
W8 (g + Ml gl )

1
0 2 2
< (100 + 8 U0 12 g, + 57 Cltall g + gy )

Beweis:
In der Fehleridentitat (2.5.19) wihlt man als Testfunktion ¢:=e" -p" .

n, s0=n <0 , c0-N n, =N =N, 0-n
(dte +U ey e + 6U ex)z(dte +U%e ,p +6&U p,x)—

b ?

(", & + 60" ) + 0, "+ 60" 5" )+ )+

)

X

und erhalt daraus
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1 2 A0 = AR =0 2
(25.22)  5d,fle"|“+ 8(de", O e{‘x) + 6o e’jxu

&

0 =11 ] 2 1 =1 —N
Z||dte“+unefjx I+ (5+1) lldp" + T e

-n -n 2,1 n,2 2 ;70 =n 2 n;2 , 1 ,y-n,2
(R Il + U™ 12+ ) e + 6% T & 1+ I + 157 12
Wie schon im Beweis des letzten Satzes gezeigt wurde gilt

-n ;2
et 1"

=N -n -n —n -n -n -n
(Uyge,e )= e ,e) < fu Il

’

Als néchstes testet man in (2.5.19) mit ¢ := dten - dtpn .

(d

n , {0 =i P~ (R ST RN  Bs ( -, =04 -0
& +U e’x,dte + 6U dte,x)—(dte +U e ,dp +607dp  )-

?
, X , X

—n-n —n =N, -1 —n-n -n =N . —n
(e u,x,dte + 6U dte’x)+(e u,x,dtp + 6U dtp x)~I—

(", dtén )+ (", dtﬁn ) .
In dieser Gleichung ist zu beachten, da8
<1 =N 0 1 T 2 um -1,2
(UPEY,, 607 de” ) = o (10" & 1% - 10" " 111}
und

(@ &, 60" d,e"

. ) =-0@ T UM T O+ T O, d
? 3

ist. Mit (2.5.4) erhilt man die Abschitzung
2 0= 2 1 «,n
(25.23) [lde"||” + (T"&", dye™) + c6 dtuune?xu <5 fs(U‘,lX de, de) +
1 =N =] 2 1 = 2 2 6 2
g llde” + UV 117+ 3 ldyp™ + UM 57 11 + 114"l + (3 + cb) lde™” +

1,210 42, 1y=n ;2 —n 2\ =0 (2
(g+5 I g+ 2 NS + e+ e+ sl 17) 6™ |

+
=N 2 4 2
ST 1 + (2+ ) I1°
Aus dieser Ungleichung kann man jetzt fir ¢ hinreichend klein eine Abschitzung fiir

I dten ||2 gewinnen.
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n,2 ~n-n 2 nn 2 -~ 2
(25.24)  de™I” < c {107 € 17 - 5d,1U"e" 1% + 1d o™ + 60 d,p" 1% +
-n 2, 1 2 2
™ 1%+ 5 ™0 + 1d o™1%}
Nachdem man (2.5.23) mit § multipliziert hat addiert man sie zu (2.5.22).
2, 2 2 N = = e
d{lle™® + 6 UPCT %) + slldge™ + UM 17 < o ™ 17 + 6 U e |12 +
2 n2 ,1y,n, sn-n ;2 = 2 2 2
6" e I” + 5 llo™ + T 2" 17+ o lldgp™ + 0™ dyp” 1" + I")° + dlldyo™ 1}
Daraus erhalt man dann schliefllich mit (2.5.24)
2 2 2 —n - - N
dy(lle™® + 6 U 1%} + 8 llae” + UM 1% < e {1 + 6 0" % +

1 2 =1 = 2 2 2 073
SO +81 T 2" 1P+ 614" + 1T o 12+ 2

Diese Ungleichung wird mit k multipliziert und von i =1 bis n summiert.
n
2,2 2 042, 2100 ;2 442, 2ypidd 2
e + 62 UM 1% < 1) + 6 U0l 0P + ok N (R % + 6 UTE 7y +
i=1

2 2 2r+1 2 2
Pl gy 2 + B2+ )

Daraus erhilt man mit dem diskreten Gronwallschen Lemma die Aussage des Satzes.

2 2 17700 2 2 2
17 + 6% U 1 < e (e + 8 U0 I + 1P gy N +

2r+1 2 2
DL Clallly g + Ml ) -

In der durchgefiihrten Analyse wurden die Orts- und die Zeitdiskretisierung getrennt be-
trachtet. Dadurch war es moglich, die Stellen zu sehen, an denen die verschiedenen Be-
schrianktheitsvoraussetzungen bendtigt wurden. Bei dem von Johnson gewdhlten Zugang

wird nur das volldiskrete Problem betrachtet, da er einen Finiten-Elemente-Raum im
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Orts-Zeit-Raum benutzt. Da auch er Voraussetzungen der Art (2.5.4) benotigt, ist es bei
seinem Zugang schwer zu entscheiden, ob man sich etwa durch eine andere Wahl der Zeit-

diskretisierung von diesen Bedingungen befreien konnte.

2.6. Konvergenz gegen schwache - und Entropielésung

In diesem Abschnitt wird das Verfahren wieder auf die eindimensionale Burger-Gleichung,
die als einfachstes nichtlineares Modell der Euler-Gleichungen gilt, angewandt und analy-
siert. Im Gegensatz zum vorausgegangenen Abschnitt soll jetzt auf die, wie in einem ein-
filhrenden Teil gezeigt wird, im allgemeinen nicht erfiillten Regularititsannahmen an die
Losung u der kontinuierlichen Gleichung (2.5.1) veréichtet werden. Zuerst werden kurz
einige Begriffe aus der Theorie der Erhaltungsgleichungen eingefiihrt. Dann wird gezeigt,
daB falls die Folge der durch das Verfahren gegebenen Approximierenden konvergiert, der
Grenzwert eine Entropie-Losung ist. Das bedeutet, da8 mit dem hier entwickelten
FEM-Verfahren keine unphysikalischen Lésungen approximiert werden konnen. Wird die
Burger-Gleichung mit dem Standard-Galerkin-Verfahren approximiert, so kénnen sich un-
physikalische Losungen einstellen. Da in diesem Kapitel das Stabilititsresultat von Satz 4
aus Kapitel 2.5 verwendet wird, mufl wieder die Beschrinktheit der Losungen gemif
(2.5.4) gefordert werden. Es wir gezeigt, daf die Beschrinktheit der Folge der Approximie-
renden die Konvergenz einer Teilfolge in der Supremumsnorm impliziert. Dieses Resultat
erhélt man mit der Methode der kompensierten Kompaktheit. In den meisten Konvergenz-
beweisen fiir Differenzenverfahren wird der Auswahlsatz von Helly verwendet. Er verlangt
eine a priori Schranke fir u in Wl’I(QxI) . Solche Abschitzungen sind insbesondere fiir
hyperbolische Systeme von Erhaltungsgleichungen sehr schwer zu zeigen. Im Gegensatz da-
zu, ist bei der hier verwendeten Beweistechnik keine Kontrolle der Ableitung von u not-
wendig.

Zur Definition der im folgenden verwendeten Begriffe betrachtet man das

Cauchy-Problem : Finde eine Funktion u(x,t) : R xR 4 R , die die Gleichung
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(2.6.1) u, +f(u) =0 VxeR,t>0,t€l,

u(x,0) =u, VxeR ,
erfiillt. Der Einfachheit halber soll wieder angenommen werden, daf§ u, kompakten Trager -
in R hat. Damit hat u fiir endliche Zeiten kompakten Triger in R . Das Gebiet € ccR
auf dem die Losung gesucht ist, hingt von der Wahl des Endzeitpunkts T ab. Deshalb
werden im folgenden alle Ortsintegrale iiber R integriert. Sie erstrecken sich aber nur iiber
den Trager von u . Damit erhdlt man insbesondere einen endlichdimensionalen Ansatz-
raum fiir das FEM-Verfahren.

Setzt man a(u) := a%f(u) , so konnen die durch Gleichung (2.6.1) definierten Charak-

teristiken C geschrieben werden als

(2.6.2) - c: E=ap) .

Wie im linearen Fall, ist das Verhalten von u entlang der durch t parametrisierten Gera-

den C durch

(2.6.3) du_yp,

bestimmt, das heifit u ist konstant entlang jeder Charakteristik. Damit erhilt man mit
(2.6.2), daff die Charakteristiken Geraden sind. Die Charakteristik, die durch (s, 0) geht
erfillt mit (2.6.2) die Gleichung

(2.6.4) x =8 + ta(ug(s)) -

Auf dieser Charakteristik gilt

(2.6.5) u=1uys) -

Die Gleichungen (2.6.4) und (2.6.5) ergeben also eine implizite Losungsdarstellung der
Form

(2.6.6) u(x,t) = ug(x - ta(u(x,t)))

auf C.Ist u, differenzierbar, so existiert fiir geniigend kleine t nach dem Satz iber im-

plizite Funktionen eine nach x und t differenzierbare Losung u von (2.6.6). Seien jetzt
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87 < Sq zwei Punkte auf der x-Achse. Die Steigung der charakteristischen Geraden ist mit

(2.6.4) gegeben durch

dt _ 1 :

dx — a(uy(s)) -
Ist also a(uy(s;)) > a(uy(sy)) , so treten Schnittpunkte der Charakteristiken fir t > 0
auf. Damit ist die Losung nicht mehr eindeutig bestimmt und es kommt zu Unstetigkeiten.
Das Auftreten dieser Unstetigkeiten ist also unabhingig von der Regularitdt der Anfangs-
daten oder der Koeffizienten der Differentialgleichung. Um auch fiir groBe Zeiten t Aussa-

gen machen zu konnen, fithrt man den Begriff der schwachen Losung ein.

Definition

Eine Funktion u € L_ (R x I) heifit schwache Lisung von (2.5.1) , wenn

| . -
(2.6.7) f ) fm (up,, + f(u)p ) dxdt + f g #x0) dx =0

VipeCy[Rx[0;T]) .

Die Definitionsgleichung (2.6.7) entsteht aus (2.6.1) durch Multiplikation mit ¢ und an-
schlieBendem partiellen integrieren. Dadurch wird wie iiblich die Regularitatsforderung an
die Losung u reduziert. Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt, da8
jede regulire schwache Losung auch klassische Losung ist.

Ein Nachteil des schwachen Losungsbegriffes ist, dafi die Losung im allgemeinen
nicht mehr eindeutig ist. Um eine bestimmte Klasse von Losungen zu beschreiben wurden
verschiedene, zum Teil dquivalente Zusatzbedingungen an die Losung von (2.6.7) angege-
ben. Die beiden wichtigsten sind wohl die Entropiebedingung von Hopf und Krushkov und
die Bedingung von Hopf, daB sich die Losung u von (2.6.1) als Grenzwert einer parabo-

lisch regularisierten Gleichung darstellen 148t. Das heifit, da man fiir alle ¢ >0 eine
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Funktion u®(x,t) : R xR + - R sucht, die die Gleichung

t+f(u€),xi—eu,xx:0 Vxe R, tel

i
erfillt, und fordert, da8

limu€=u VxeR, telccRT
€~ 0

gilt.

Eine Zusammenstellung der verschiedenen Bedingungen und eine Diskussion ihrer Abhin-
gigkeiten findet man in Bustos /22/. Hier wird, auch in Hinblick auf eine spatere physika-
lische Interpretation, die Entropiebedingung, wie sie von Kruskov eingefiihrt wurde ge-

wahlt.

Definition
Eine schwache Losung u von (2.5.1) heifit Entropie—Ldsung, wenn u die Entropieunglei-

chung

T

(2.6.8) j(; ‘/u; (n(u) oyt a(u) "o,x) dxdt > 0 Ve C‘a’ (R = [0;T])

erfiillt fir jede konvexe Funktion 7 : R » R; 5 heilt die Entropiefunktion von u . Der

zugehdrige Fntropieflufl o ist definfiert durch

9 o(U) = I 1(w) G n(w) -

Die Losungen u von (2.6.1) , die auBerdem (2.6.8) erfiillen, heiflen auch oft physikalisch
relevante Losungen. Fiir klassische, d.h. glatte Losungen gilt in (2.6.8) die Gleichheit. Im
allgemeinen sind auch Entropielésungen ohne weitere Zusatzbedingungen nicht eindeutig
bestimmt. Setzt man z.B. bei der Burger-Gleichung auBlerdem voraus, daff die Entropielo-

sung von beschrinkter Totalvariation ist, so ist diese Losung eindeutig.
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Im weiteren wird gezeigt, daB das Stromliniendiffusionsverfahren eine Losung u
approximiert, die (2.6.7) und (2.6.8) erfiillt.
Die Analyse des Verfahrens wird wieder wie im vorherigen Kapitel an Hand der eindimensi-
onalen Burger-Gleichung durchgefithrt. Sie lautete : Finde eine Funktion
u(x,t) : Rx R, - R ,diedie Gleichung

(2.6.9) u +11ux=0 VxeR, t>0, tel

)b )

u(x,0) = U, VxeR
erfiillt. Die beweistechnischen Vorteile, die sich aus dieser Wahl ergeben, werden an den
entsprechenden Stellen aufgezeigt.
Das volldiskrete Verfahren erhilt man wieder durch einen FEM-Ansatz in der Ortsvariab-
len und einer Zeitdiskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren. Das Verfahren wurde

im vorherigen Kapitel eingefithrt und lautet :

Finde Unevh n>1,das
(26.10) (UM +T"T"_,p+60"p )=0 Vxeg,

UO(X)=7FUO Vxef, VoeVvy

erfiillt. Als generelle Voraussetzung an U™ soll wieder

(2.6.11) 151211\)1 U Loy + YOI (M gyt € €

erfiillt sein.
Unter dieser Voraussetzung gilt ,wie im letzten Kapitel gezeigt wurde, fiirr die Stabilitat des

volldiskreten Verfahrens

n
2 2 i igd 12 2
(2612)  UIP+ S IUMUR P 4 d Y lld U+ UL P < e i)
i=1

Fiir die weitere Analyse ist es besonders wichtig, da in dieser Aussage auch der Term
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)il
8k 2 ld v + U'ul g2
i'=1 ’

abgeschitzt wird, was in den vorherigen Kapiteln vernachlissigt wurde.

Zunachst werden noch einige Bezeichnungen eingefiihrt. Fiir eine Funktion ¢(x,t)
bezeichne 7¢ die L2~Projektion auf Vh zu einem festen Zeitpunkt t . Um mit einer Git-
terfunktion {G(x,k); G(x;2k);.....;G(x,Nk)} besser arbeiten zu konnen, definiert man deren

stiickweise konstante Fortsetzung auf R x [0, T + k] durch

G(x,0) , t= 0, x €R
G(x,t) := G(x,nk) , (n-1)k <t < nk, x€R
0 , T >t< T +k xeR

Im weiteren soll immer jede Gitterfunktion G mit ihrer stiickweise konstanten Fortset-

| zung identifiziert werden. Eine schwache Lésung u € L00 (R x I) der Burger—Gleichung

muf}
T 1 2
(2.6.13) f fuz (up, + (5u%)p ) dxdt +fuz 1y ¢(x,0) dx =0
O b b
v pE C?)o([R x [O;TD
erfiillen.

Als erstes wird gezeigt, da das Verfahren eine Folge von Approximationen der Losung der

Burger-Gleichung liefert, die falls sie konvergiert, gegen eine schwache Losung konvergiert.

Satz 1

Konvergiert die Folge der Losungen {U, i} in L®((0;T] ; L(R)) gegen eine Losung U

von (2.6.9), dann ist u eine schwache Losung von (2.6.9).
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Bemerkuag:
Aus der Konvergenz der Folge {U, ,} folgt insbesondere, da alle Uy beschriankt sind,

d. h.
| 102 0;7) s Tomy) < ©
Da aber die Stabilitit (2.6.12) des volldiskreten Verfahrens verwendet werden wird, muf
auflerdem
VO s orry s oy < ©

gefordert werden.

Beweis von Satz 1 :

Aus der Definition des volldiskreten Verfahrens (2.6.10) erhilt man mit ¢ € C‘S’ (RxT)

und der Testfunktion ¢:= 7¢

N N
(2.6.14) 4‘2 k 2 (d,U™) (x,nk) dx + fm k 2 (T 0) flxnk) =

n=1 n=1

n

N
fm k 2 (d,U" + T" 0% ) (¢(x,mk) - r(x,nk)) dx -
=1

N
5 fm k 2 (U™ + T 0" ) U (rg(x,nk)), dx
n-=1

Der erste Term auf der linken Seite von (2.6.14) wird mittels partieller Summation umge-

formt.

N N -1
Y UM -UM) genk) = Y - (906 (m+1)K) - xnk) U(x)" -
n=1

n=1

£ ok U0 + § N U (x)

Da nach Voraussetzung ¢ kompakten Triger hat, ist
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d(x,Nk)=0 Vxe€eR,

und die linke Seite von (2.6.14) hat jetzt die Gestalt

N -1
(2.6.15) _& k 2 - E (8(x,(a+1)K) - g(x,n0k)) U(x)™ dx - fm #(x.k) U0(x) -
n=1
N
jﬂ; k 2 5 (UA)" ® (x,nk) dx = rechte Seite von (2.6.14).
n=1"

Da die Gitterfunktionen als stiickweise konstante Funktionen aufgefaBt werden sollen, las-

sen sich die Summen in der Gleichung (2.6.15) als Integrale schreiben

T
(2.6.16) ‘{l; fo -112 (B(x,t+k) - d(x,t)) U(x)™ dtdx - ju; $(x.k) g dx -

T
f f %— U ¢ _(x,t) dtdx = rechte Seite von (2.6.14).
R0 x

Die rechte Seite schitzt man nach oben ab durch

N
(2.6.17)  linke Seite von (2.6.14) < 2 k { [l4,0" + 0" 0" |l ch flgll, +
n=1
n 71 71
11d,U" + TR G| - WU - e ) -

Mit der Stabilititsaussage (2.6.12) erhdlt man weiter

< CN/H”¢“1 .

LBt man jetzt h und k gegen Null gehen, so ergibt sich aus (2.6.16) und (2.6.17)

LS

! 6. -Lu2 g dtdx| <0
0 uat _2-u ,X -

und damit
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f[Rfonp,t-%uz 6 dtdx =0,

was die Aussage des Satzes ist.

Bemerkung:
Fiir die Aussage des Satzes ist die Beschranktheitsforderung ”U”Lw((O'T] . L°R)) <c

nicht notwendig. In der Abschitzung (2.6.17) konnte man bei der Anwendung der Holder-

schen Ungleichung eine schwichere Norm fiir U verwenden, z.B.

N
§ jl;{ k 21((dtUn + 0" 0% ) U7 (me(xmk)) | dx <
n =

VR IUN L2(ormy; L2y 190 ooty s whe))
da die L2—Projektion in jeder Norm stabil ist. Die Regularititsforderung an U ist also da-

durch bedingt, daB die Stabilititsaussage (2.6.12) verwendet wird.

Um die Konvergenz gegen eine Entropieldsung zu zeigen, bendtigt man das folgende
einfache technische Hilfsmittel, das in der Literatur oft als Superapproximationseigenschaft

bezeichnet wird.

Lemma 1 (siehe z.B. Johnson, Szeppessy /31/)
It ueHYQ) undist @€Y, dan gilt

1-
hug - w(ug)ll, < b’ el oy llully»  s=01 .

2

Da die Burger-Gleichung eine strikt konvexe Flufifunktion hat, f(u) = %u , geniigt es,

die Entropiebedingung fiir
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(2.6.18) a) die konvexe Entropie 7(u) =u und den
zugehorigen Entropiefluf o(u) = f(u) = % u?
und fiir
b) die strikt konvexe Entropie n(u) = %—u2 und den

w

zugehorigen Entropieflu o(u) = %u
zu zeigen. Einen Beweis fiir diese Vereinfachung der Entropiebedingung findet man z.B. in
Tartar /57/. Die Bedingung a) wurde in Satz 1 gezeigt. Im ndchsten Satz wird die Beding-
ung b) nachgewiesen. Damit hat man dann gezeigt, dal das Verfahren eine Entropieldsung

liefert.

Satz 2

Konvergiert die Folge der Losungen {Uy i} in L®((0;T] ; L)) gegen eine Losung u

von (2.6.9), dann erfiillt u die Entropiebedingung (2.6.18) b) .

Beweis:
Der Beweis verlauft im wesentlichen analog zum Beweis von Satz 1. Mit der Testfunktion

¢:= (0" @) , wobei wieder ¢ € C(S ( RxT) ist, erhilt man aus der Definition des voll-

diskreten Verfahrens (2.6.10)

N N
(2.6.19) ‘/[l'{knz: 1(dtUn) U™ ¢(x,nk) dx + ‘/[;{ kngl(ﬁn [—J?x) U™ ¢(x,nk) =

N
./[; k z (d,U" + T U, ) (U g(xnk) - (0" §(xnk))) dx +
n=1
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N
e T (0 00 O (O gtk (0" k) -

N
K 2 (4" + 0" U ) (0™)2 Bxnk) | dx
n =

Der erste Summand auf der linken Seite von (2.6.19) wird mittels partieller Summation

umgeformt.

N —
2 -k (800, (n+1)k) - 3(x,nk)) (U)D™ - £ plck) u(x) + £ $(xNk) UN(x)?

Da nach Voraussetzung ¢ kompakten Tréger hat ist
#(x,Nk) =0 VxeR

und die linke Seite von (2.6.19) hat jetzt die Gestalt

2 ($(x,(n+1)k) - $(x,0K)) (U(x)*)™ dx -

N
f #(x,k) Z % ot ) q) x,nk) dx = rechte Seite von (2.6.19).

Da die Gitterfunktionen wieder als stiickweise konstante Funktionen aufgefafit werden sol-

len, lassen sich die Summen in der letzten Gleichung als Integrale schreiben.
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T
jﬂ; j(; —11; ($(x,t+k) - ¢(x,t)) U(x)? didx '_4{ B(x.k) ug dx -

T
‘& _/(; %U?’ ¢,x(x,t) dtdx = rechte Seite von (2.6.19).

Die rechte Seite schitzt man nach oben ab durch

N
rechte Seite von (2.6.19) < 2 k{ 1d,U" + T2 0" || ([T ¢-2(T" 9] +

n=1
s o - neo® ¢),x-(7r(Un ) Il + 5 IICT™>2N - e ID} -
Mit der Stabilititsaussage (2.6.12), dem Lemma 1 und der Voraussetzung (2.6.11) erhilt

man weiter

< C\/H ”¢”1 .

LaBt man jetzt h und k gegen Null gehen so ergibt sich insgesamt

T

1 2 1 3
- uwé,-gu ¢ _dtdx <0
j“;./(; 2 43 X

und damit die Aussage des Satzes.

Es bleibt noch zu zeigen, dafi das Verfahren eine konvergente Folge von Niherungen liefert.
Dazu wird ein Satz von Murat und Tartar verwendet und mit der Methode der kompensier-
ten Kompaktheit gezeigt, daBl die Folge {Uh,k} eine konvergente Teilfolge enthilt, die
mit Satz 2 dann Entropieldsung von (2.6.9) ist. Da hier die Ergebnisse aus den Arbeiten
von Tartar und DiPerna verwendet werden, soll zwar auf eine Herleitung, die auflerdem

sehr langwierig ist, verzichtet werden, aber stattdessen ein motivierendes Beispiel gegeben

werden.
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Gegeben sei eine Folge von Funktionen u die schwach gegen eine Grenzfunktion
u konvergiert. Ist f eine affin lineare Funktion, dann konvergiert f(un) schwach gegen
f(u) .
Im allgemeinen ist das fiir nichtlineare Funktionen f falsch, wie das folgende Beispiel
zeigt. Ist un(x) = Sin(nx) und f(u) := u? dann ist
27

j(; sin(nx)(x)dx = 0 VonelN

aber es ist fir ¢ =1

2T 9
f sin“(nx)dx = = Vnel .
0

Eine Moglichkeit auch im nichtlinearen Fall eine Konvergenzaussage zu machen gibt der

folgende Satz von Murat und Tartar

Satz 3 (z.B. in Dacarogna /60/)

Sei ¢ IR2 eine beschrinkte offene Menge und f : R - R einmal stetig differenzierbar.

Die Funktionenfolge {u®} konvergiere gegen die Funktion u in L®) in der
Schwach-*-Topologie und es gelte, daf fiir jede Entropie und den zugehérigen Entropiefluf

(2.6.20) Gonw)+ 9 o(weA+B
ist, wobei

A := kompakte Teilmenge von ﬂ“l (Q), und

B := beschrinkte Teilmenge der beschrinkten Mafle auf £
ist.

- Dann konvergiert f(u) gegen f(u) in der Schwach-*-Topologie von L*().

Damit kann man jetzt die Konvergenz der Folge {U; ,} gegen eine Losung von (2.6.1)

zeigen.
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Satz 4

Erfillt die Folge {U; ,} die Voraussetzung (2.6.10), dann besitzt {U, ,} eine Teilfolge,

die gegen eine Entropielésung von (2.6.1) konvergiert.

Beweis:

Aus der Voraussetzung (2.6.10) folgt, daB eine Teilfolge der Folge {Uh,k} gegen eine
Funktion U in der Schwach-*-Topologie von L*(Q) konvergiert. Die Teilfolge soll mit
der Folge {Uh,k} identifiziert werden. Wie schon vorher erwihnt, geniigt es im Fall einer

strikt konvexen FluBfunktion f(u) = %uz die Bedingung (2.6.19) nur fiir die Entropien

(2.6.21) n(u) = u, o(u) = %—uz
und
(2.6.22) 7(u) = 3 u?, o(u) = &

zu verifizieren. Zunichst wird gezeigt, daB (2.6.20) fiir die Wahl (2.6.21) erfiillt ist. Dazu

sei ¢ € CX(R x I). Als Testfunktion wihlt man ¢ := r¢ und erhilt damit wie in Satz 1
0

T
4’{ j(') - F (#(x,t+K) - 9(x,8)) U(x)™ dtdx - f f 5U% ¢ (x,t) didx =
= rechte Seite von (2.6.14).

Da ¢ seinen Triger in R x I hat, treten beim partiellen summieren bzw. integrieren keine

Randterme auf. Die rechte Seite schitzt man nach oben ab durch

N
linke Seite von (2:6.14) < ) k { 4,07 + T 0" |l ch gl +

n=1

11 0" + 0" 0" 11 UM - w6 -

Mit der Stabilititsaussage (2.6.12) erhdlt man weiter
< cyB 9l

LaBt man jetzt h und k gegen Null gehen so ergibt sich aus (2.6.16) und (2.6.17)
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T
LS wou-guT e didxl < e iRl

und damit

%n(u)+§§a(u) € A,

womit (2.6.20) im Fall (2.6.21) gezeigt ist.
Um den Fall (2.6.22) zu behandeln, wihlt man wie in Satz 2 ¢ € C°0°( R x I) und als Test-

funktion wieder ¢ := n(f]n )¢ und erhilt damit

T

T
LS - @0et+) - 60:0) U(x)” didx- f f FU° ¢ (x1) didx =

= rechte Seite von (2.6.19).

Die rechte Seite schitzt man nach oben ab durch

N
linke Seite von (2.6.19) < 2 k { d,U" + T T"_|| (10" ¢- (0" 9] +
n=1

~ . 0,2
slunl - ne® <1>)’X-(7r(Un 9) (Il + & ITH7I - g D} -
Mit der Stabilitidtsaussage (2.6.12), dem Lemma 1 und der Voraussetzung (2.6.10) erhalt

man weiter
< C\/H ”¢”1 .

LaBt man jetzt h und k gegen Null gehen so ergibt sich daraus

L

[ 20t g g ddxl < eldl poqgq, gy Loy + /B 9l

womit (2.6.20) im Fall (2.6.22) und damit die Aussage des Satzes gezeigt ist.
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Die wesentlichsten Voraussetzungen zur Herleitung der obigen Sitze waren, dafl die Fluf-
funktion f in (2.6.1) strikt konvex ist, und daf8 die Erhaltungsgleichung im R X R disku-
tiert wurde. Die Ausdehnung der Resultate auf den R 4 R" erfordert einen anderen Zu-
gang und ist keine analoge Ubertragung der Begriffe. Im Falle einer aligemeinen Flufunk-
tion f miifite (2.6.19) fiir alle konvexen Entropien 7 gezeigt werden, was ein schwierigeres

Problem wire.
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Anhang : Das Lemma von Gronwall

In diesem Anhang soll das in den vorausgegangenen Kapiteln hiufig verwendete Lemma
von Gronwall in einer etwas allgemeineren Form bewiesen werden. Diese Verallgemeiner-

ung hat in Kapitel 2.4 die verbesserten Fehlerabschitzugen erlaubt.

Verallgemeinertes Lemma von Gronwall

Sei 1= bos o) CR und w(t) € C(I) , a(T), ct) € le , w(t), a(t), ¢(t), und b{t) > 0

YVt el Fiir die stetige isotone Funktion f gelte f(u) > 0 Y u>0 . Aus der Ungleich-

ung
(1) w()+ftc(sds<f a(s) f(w(s)) ds + b(t), Vtel
b b
folgt dann
(2) w(t)+j;tc(s)ds < F_1 f a(s)ds + F(b(t))) Vtel ,
| 0 t
wobei
4
(3) F():f f-(—) ug >0, ux0

und E'l(F(u)) =u VYu sein soll.

Bemerkung:

a) Die Umkehrfunktion Fl existiert und ist isoton, da F strikt isoton ist.

t

b) In (2) ist das Teilintervall I' CI so zu wéhlen, dafl f a(s)ds + F(b(t)) im Definiti-
t
0

onsbereich von F T liegt.
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¢) Die Behauptung des Satzes gilt unabhingig von der Wahl von u, , denn sei

F(u) := flj f%i)dx =F(u)-§
Yo

u
mit 5::[‘]{1@@

Dann ist F '1(u) = F—l(u + ¢) und somit

FYA+F®)=F 1A +Fb)-8=FLA+Fb).

Beweis des Lemmas:

Es sei v(t) definiert durch

t
v(t) = j; a(s)f(w(s))ds .
0

Mit dieser Setzung folgt aus (1) fir w(t) < v(t)

(4) A f(w) <f(v), da f isoton ist.

Wire f(v) =0 , so wire auch f(w) = 0 fiir alle w < v und die Behauptung des Lemmas
- folgt fir F = id . Deshalb sei im folgenden 0.B.d.A. f(v) > 0 vorausgesetzt. Dann gilt
mit (4)

und mit der Definition von v

Daraus erhalt man

H%F(v) < af(s)

Die letzte Gleichung integriert man beziglich t .
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t
F(v(t)) < j; a(s)ds + F(b(t)) .
0

Darauf wendet man die isotone Funktion F—1 an.

v(t) < F_l( j;t a(s)ds + F(b(t)) .
0

Daraus ergibt sich mit (4) die Behauptung des Lemmas.

Im allgemeinen wird im Lemma von Gronwall f(u) =u gesetzt. Mit dieser Setzung wird
F(u) = In(u) und 1 (u) = exp(u) . Die Behauptung des Lemmas lautet in diesem Spezial-
fall

w(t) + ft c(s)ds <exp (ft a(s)ds) - b(t) .
b b

Diese speziclle Form wird in der Literatur und auch in dieser Arbeit als "Lemma von

Gronwall" bezeichnet.

Wiéhlt man f(u) =4u , soist F(u)=24/u und F"l(u) =12

u” . Die entsprechende

W

Form der Behauptung (2) lautet jetzt

w(t) + ftt ¢(s)ds g}f(ft as)ds + 24/ b(t) )2 .
0 bo

Diese Form wird hier als "verallgemeinertes Lemma von Gronwall" bezeichnet. Sie garan-
tierte im Kapitel 2.4, dafl der Fehler hochtens linear in der Zeit wichst.

Um die Konvergenz des volldiskreten Verfahrens zu zeigen, bendtigte man eine diskrete
Version des Gronwallschen Lemmas, das als nichtes bewiesen werden soll. Da fiir die Ver-
besserung der Fehlerabschatzung nur der Fall f(u) = 4/u benétigt wird, soll im folgenden

vorausgesetzt werden, dafl
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erfiillt ist.

Diskretes verallgemeinertes Lemma von Gronwall :
Sei 0<ty<ty<..<t ., und {gil, {b}, {¢;} und {w.} Folgen in B+ mit

a < 1/c . Die Funktion f sei stetig und isoton. Dann folgt aus der Ungleichung

n n
(5) wn+Zcis Ea‘if(wi)+bn’ Yn>0 ,
i=0 i=20
daf
n n-1
~ -1 ~ ~
(6) W+ Zci < F Y Eaif(wl)+F(bn)), Yoo
i=90 i=0

as=(l-a.¢) " 2

Entsprechend sind Ei und éi definiert,.

Beweis

Aus der Voraussetzung (5) folgt

n n-1
(L-afw) + Y ¢ < Y, afw) + b,
i=0 i=20
und damit
n n-1
(1-a ) w, + 2 ¢, < 2 a, f(w;) + b
i=20 i=20

Also hat man insgesamt
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Jetzt definiert man die folgenden Treppenfunktionen als Fortsetzungen der Gitterfunk-
tionen

z(t) ==z,

; Vte[ti,t

i+1)
wobei z € {w, ¢, a, b} ist. Fiir diese Funktionen gilt nach obiger Uberlegung

{ t
1 1
w(t,) + ft fore)ds < [ ME a(s) f(w(s)) ds +b(t)
1 t 1
0 0
mit k; :=t, 4174 - Daraus folgt mit dem (kontinuierlichen) verallgemeinerten Lemma

von Gronwall

n
W+ 2 & < FY( z a f(w)) + F(b_))
i=0
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3. Stromliniendiffusion fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitels wird unter zusétzlichen Forderungen an das Verfahren, der in Kapitel 2
fiir eine skalare Gleichung entwickelte FEM-Algorithmus auf ein hyperbolisches System
von Erhaltungsgleichungen in mehreren Raumdimensionen verallgemeinert. Das Hauptpro-
blem liegt in der Definition einer "Stromlinienrichtung" fiir ein System von Gleichungen.
Es zeigt sich, daB§ das Verfahren nur sinnvoll fiir symmetrische hyperbolische Systeme defi-
niert werden kann. Das hier aufgezeigte Vorgehen ist nicht auf zwei Raumdimensionen be-
schrankt. Es wird aber im Hinblick auf seine hier vorgesehene numerische Anwendung fiir
diesen Fall formuliert. Dabei soll die folgende naheliegende Forderung erfiillt sein :

(3.1) Fiir den Fall, daBl das System entkoppelt ist, soll fiir jede skalare

zweidimensionale Gleichung das Verfahren aus Kapitel 2 reproduziert werden.

Diese Forderung wird z.B. vom Lax-Wendroff- oder seinem FEM-Analogon dem Taylor-Ga-
lerkin-Verfahren nicht erfiillt. Dieses Verfahren lautet fiir ein hyperbolisches System in ei-
ner Raumdimesion

Uy + Au,x =0

mit den iblichen Bezeichnungen

2

1 14,2
(un+ -0, @) = -At (Aul’lx, ) + 5 At (A Uy <p’x) VoeV, .

Dabei werden alle Komponenten von u mit dem selben Faktor 1/2 At gedampft. Da-
durch wird das unterschiedliche Verhalten der Komponenten von u nicht beriicksichtigt.
AuBerdem hat sich bei der Analyse in Kapitel 2 gezeigt, das die Dampfung auch von der
lokalen Schrittweite h abhingen sollte. Da8 diese Dampfungsstrategie nicht ausreichend
ist, zeigt sich auch bei Rechnungen, die in Lotzerich /71/ durchgefiihrt werden. Dort muf
zur Dampfung voﬁ Oszillationen der Losung noch zusatzlich ein sogenannter Lapidus-Filter

verwendet werden.

In diesem Abschnitt wird wieder das System der Euler-Gleichungen aus Kapitel 1.3 be-
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trachtet. Es lautet in quasilinearer Form

i
(3.2) u, 2 Auy =0
i=1
mit dem dort angegebenen Vektor u und den Matrizen Al Formuliert man diese Glei-

chung variationell,

_ 2
(3.3) fQ wT(u,tJr 2 A, )dx=0, VypeHY(N) ,
i=1 !

so ergibt sich bei der Setzung ¢ :=u fiir den ersten Term unter Verwendung der Defini-

tion der Matrix A1

2
(3.4) %a%fnp(1+u2+ez)dx ,

was physikalisch unsinnige Gréflen sind. Dies ist mit ein Grund, von der symmetrischen

Formulierung von (3.2) auszugehen, die in Kapitel 1.3 angegeben ist. Sie lautet
2
0 i
(3.5) th+2 Bv_ =0
? i = 1 ) 1

mit dem in Kapitel 1.3 angegebenen Vektor v und den Métrzen Bi . Bei der variationel-
len Formulierung von (3.5) ergibt sich, wie in Kapitel 1.4 gezeigt wurde der zweite Haupt-
satz der Thermodynamik, also eine physikalisch sinnvolle Aussage. Das bietet auerdem die
Moglichkeit, ein Stabilitatskonzept, das der Entropieerhaltung, fiir das System (3.5) zu for-
mulieren. Ein weiterer Grund von der Darstellung (3.5) auszugehen ist, daB in diesem Fall
die Forderung (3.1) leichter zu erfiillen ist, sieche Hughes /39/.

Im folgenden wird das Cauchy-Problem mit der Anfangsbedingung

(3.6) u(x,0) = uO(x)
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mit uy(x) € [L2(lR2)]4 und kompakten Triger in € C R% betrachtet. Die Stromliniendiffusi-

onsmethode fiir das System (3.5) lautet : Finde ein v € [Hl((O;T] , Hl(ﬂ)]4 , das

2
) (p+ 6 z BI(V)(p,xi) dx=0

2
(3.7) f o (BO(v)v,t+ 2 B(v)v
i 1=1

1=1 !
Ve ')

erfillt. Durch eine langwierige Eigenvektor- und Eigenwertberechnung fiir ein System der
Gestalt (3.5) hat Hughes /39/ gezeigt, wie man im Fall konstanter Matrizen B' durch ei-
ne geeignete Wahl des Dampfungsparameters § erreichen kann, daB die Forderung (3.1)
erfiillt ist. Die Ergebnisse dieser Arbeit von Hughes werden in kurzer Form dargestellt.
Wie schon oben gezeigt wurde, sollte der Dampfungsparameter § = §(x,t) fiir Systeme ei-
ne Matrix sein. Die einfachste Wahl von § als §:= chl erfiillt (3.1) nicht. Deshalb be-

trachtet man zunéchst ein symmetrisches hyperbolisches System in einer Raumdimension

0

(3.8) B vt BV’X =0 .

t
Man definiert eine Transformationsmatrix T durch

1
(3.9) s:=@BY 2E |

wobei E die orthogonale Matrix ist, die aus Eigenvektoren von
L A
.= 1Y 2B (B’ ?
besteht. Die zugehdrigen Eigenwerte seien A, . Dann gilt
! .
(3.10) sTe0s—gT(BY) 280 (BY) 2E=1
und

1 1

sTBs=ET (8% 2B (B%) 2E=A = diag(\) .
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Fiihrt man die neue Variable w := Sv ein, dann ist mit (3.10)

(3.11) (Bov,t +Bv,) - (p+6Bp,)= 8° Sw,+BSw ) (Sp+6BSg.)

= (wy+Aw ) (94 s1ssT AD ) -

Das System w , + Aw =0 ist entkoppelt. Um die Forderung (3.1) zu realisieren muf}

s1o5T =ch Al
sein. Daraus folgt

1 1
(3.12) s=cnST ST =ch (8% 281 (BY) 2= B! .

Bei einem System in mehreren Raumdimensionen wie es (3.5) ist, ist es im allgemeinen
nicht moglich, alle Matrizen B' mit derselben Transformationsmatrix zu diagonalisieren.

Als Verallgemeinerung von (3.12) verwendet Hughes die Formel

Ny =

2 1 1

(3.13) o=an(8) 1Y B @Y7

i=1
Mit dieser Wahl ist es moglich, fiir den Fall eines stationiren Systems mit konstanten Ko-
effizientenmatrizen B! Stabilitdt der Stromliniendiffusionsmethode zu zeigen, siehe
Hughes /40/.
Im Rahmen der Herleitung der Stromliniendiffusionsmethode in Kapitel 2.2 war der Damp-
fungsparameter ¢ frei wihlbar. Man kann fiir eine skalare lineare eindimensionale Gleich-
ung zeigen, daf es einen optimalen Wert fiir den Dampfungsparameter gibt, in dem Sinne,
daB sich an den Knoten des Netzes die exakte Losung einstellt. Dies ist auch fiir die hier
gegebene Herleitung moglich, wénn man sich auf diesen Spezialfall beschrinkt. Es scheint
aber unmoglich, solch ein optimales § fiir Systeme der Form (3.5) zu finden.
Zur Zeitdiskretisierung wird hier, wie in Kapitel 2 beschrieben, das Crank-Nicolson-Verfah-

ren verwendet. Mit den dort eingefiihrten Bezeichnungen lautet das volldiskrete Verfahren :
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Finde ein v € [V,]* |, das fiir jeden Zeitpunkt t_

2 2
@13) [ @B a "+ Y BV e+ Y BE")p, ) de=0
f i=1 i T 1 i
Ve vyt

erfiillt.

Die Auswertung des Dampfungsparameters ist kompliziert, da die Wurzel aus einer Matrix
gezogen werden muB, die von der aktuellen Losung abhéngt. Die hier verwendete Damp-
fungsmethode ist eine globale Dimpfung, und damit sehr aufwendig. Die meisten Differen-
zenverfahren verwenden lokale Methoden. Dabei wird eine Grofle, in der Regel der Druck
als Indikator fiir eine Unstetigkeit im Stromungsfeld verwendet. Diese Strategie ist zwar
sparsamer, ermoglicht aber, da sie auch oft empirische Parameter enthilt, kein systemati-
sches Vorgehen bei allgemeinen hyperbolischen Systemen, wie es die hier verwendete Me-

thode erlaubt.
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4. Implementierung der Stromliniendiffusionsmethode

Wird das hier gestellte stromungsmechanische Problem mit dem in Kapitel 2 und 3 be-
schriebenen Galerkin-Verfahren diskretisiert, so sind im wesentlichen vier Schritte durchzu-
fithren:

1.) Zerlegung des Grundgebietes Q in Vierecke,

2.) Aufbau der Systemmatrizen,

3.) Durchfithrung eines Zeitschrittes und

4.) Losen der entstehenden linearen Gleichungssysteme.
Die standardméfig bei einem FEM-Verfahren auftretenden programmtechnischen Teilprob-
leme wurden mit Hilfe des am Lehrstuhl fiir Angewandte Mathematik der Universitit Saar-
briicken entwickelten Programmpaketes SAFE2 /76/ gelost, das eine Sammlung der dafiir
erforderlichen Unterprogramme ist. Damit wurde die Netzgenerierung, die Erzeugung der
Zeigerstruktur zum kompakten Abspeichern einer schwach besetzten Matrix und der Auf-
bau der Systemmatrizen durchgefiihrt. Die vier Schritte zur Implementierung des Verfah-

rens werden im folgenden diskutiert.

Gebietszerlegung

Das Grundgebiet 2 wurde ausgehend von einer Grobeinteilung in Vierecke zerlegt. Dabei
wurde das Netz an der zu erwartenden Unstetigkeit und im Inneren der Laval-Diise verfei-
nert. Die feinste Zerlegung hatte 513 Knoten und 448 Elemente. Die Diisenkontur wurde im
konvergent-divergenten Teil durch eine Parabel vorgegeben. Dadurch kann man durch zwei
Parameter die Diisengestalt fiir numerische Tests leicht verindern. AuBerdem ergibt sich
hierdurch eine einfache Da.rsteliung der quasieindimensionalen Losung, siehe Zierep /15/.
Das Netz wurde in einem Vorlauf zur eigentlichen Stromungsberechnung erzeugt, da keine
adaptiven Verfahren zur Verfiigung standen. Deshalb ist das Netz nach der Verfeinerung

noch relativ gleichmifBig und die volle Flexibilitit des FEM-Ansatzes ist noch nicht ausge-

nutzt.
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Aufbau der Systemmatrizen

Wéhrend der Durchfiihrung des Verfahrens wird ungefihr 75% der Rechenzeit fiir die Auf-
stellung der Systemmatrizen verbraucht. Deshalb wird dieser Gesichtspunkt etwas ausfiihr-
licher beschrieben, um zu zeigen, dafl hier ein erheblicher Rechenzeitgewinn méglich ist.
Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, sind zum Aufstellen der Systemmatrizen Integrale der

Form

(4.1) Mﬁzfﬂmmq@ﬁuym

auszuwerten. Dabei ist M,; das i-te Diagonalelement der Systemmatrix M und (pi(x) die
zum Knoten i gehorige Basisfunktion. Die Funktion w(x) soll die Nichtlinearitat repri-
sentieren und u(x) ist die gesuchte Losung. Beide Funktionen werden als Linearkombina-

tionen der Basisfunktionen dargestellt,

N
(42) )= Y 1)) -
n=1

Die hier verwendeten Ansatzfunktionen sind stiickweise bilineare Funktionen auf den Vier-
ecken der Gebietzerlegung. Deshalb kann man die nachfolgenden Uberlegungen zur effizien-
ten numerischen Integration im Eindimensionalen durchfiihren. Die Ubertragung auf das
Zweidimensionale geht dann analog zu anderen Tensorproduktformeln. In der folgenden
Darstellung wird die Berechnung des Diagonalelements (4.1) betrachtet, da bei der Berech-
nung der Subdiagonalelemente der numerische Aufwand halbiert ist.

Zerlegt man das Gebiet © CCR gemi8
T= {xl,...,xN} mit X; <X

dann ist, da cpi(x) seinen Trager auf (xi_l, X; +1) hat die Berechnung (4.1) gegeben durch

Mii = Ri + Si—l fﬁl’ 1= 2,...,N '1
MNN = SN
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mit
Xi+1
(4.4) R.:= f w(x)u(x)pi(x) dx  fir i=2,..,N-
X.
i
und
K41 o
(4.5) §; = f w(x)u(x)(pi+1(x) dx fiar i=1,.,N-1 .

Da die Integrale in (4.4) und (4.5) kubische Polynome sind, werden sie in der Regel mit der
2-Punkt GauBformel integriert, siehe z.B. Dhatt-Touzot /75/ oder die Anwendungen in
Hughes /36/ und Hansbo /35/. Diese Formel lautet

%41

(4.6) fx' f(x) dx = g by (f(z;) + 1(z2)) , b ==x, % ,

1

mit den Stiitzstellen

1.1 1 2. _1 1
(4.7) 2 =g (5 +x,q) + e b und zf =5 (x4 X, ) e h, .
Setzt man dies in (4.6) und (4.5) ein, so erhilt man

1 1 1 1 2 2 2
(4.8) R,=35h (w(zi)u(zi)cpi(zi) + w(zi)u(zi)cpi(zi))
und
1 1y, /1 1 2\ (2 2

(4.9) S;=ghy (W(Zi)u(zi)t,oi+1(zi) + W(Zi)u(zi)goi+1(zi)) .

Im allgemeinen wird die Losung u nur an den Knoten abgespeichert. Deshalb ist die Be-
rechnung von (4.8) und (4.9) aufwendig, da die Werte von u an den Stitzstellen durch
Interpolation gewonnen werden.mﬁssen. Zusammenfassend erhilt man den
Algorithmus "Gauf" :

Fir i =1,...,N-11ist

12 1 1
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1,2

V] _W+[1+1( )/(ﬂ( )]wi+1

G12 —U V%’Q
1 I3 A1 ol
R = [3h; (9(z]))%] G} + . (n(e2)?] G

S, = [5h; (5(z)” 0, (2D G + [3h; (0(22)% o, (22)] G2

Fir i=1,.,N ist jetzt M. durch (4.3), (4.4) und (4.5) gegeben. Die Terme in eckigen
Klammern hingen nicht von der aktuellen Losung ab und konnen in einem Vorlauf berech-
net werden. Hier ist allerdings wieder zwischen Rechenzeitgewinn und Speicherplatzbedarf
abzuwégen, wie es auch bei der Verwendung iterativer Loser zu tun ist. Fir den Vergleich
der Algorithmen soll davon ausgegangen werden, dafl die Groflen in eckigen Klammern be-
reits berechnet sind. Z&hlt man die Operationen im Algorithmus "Gau8" , so sieht man,
daB er insgesamt 10 Multiplikationen und 7 Additionen erfordert.

Um das aufwendige Interpolieren der Funktionswerte zu vermeiden, sucht man eine For-
mel, deren Stiitzstellen giinstiger liegen. Die Simpson-Regel, die auch kubische Polynome

exakt integriert, erfiillt diese Forderung. Sie lautet

(4.10) S f(x) dx = & b (F(x;) + 4£(x; D)+ )

Berechnet man damit (4.4) und (4.5) , so erhdlt man

| 1
(4.11) R; = g h. (w;y; +2wl+é ul_l_%)
und
(4.12) S, = h (2wl+%_ uH_; + W, qu 1+1) .

Diese weitere Vereinfachung kommt daher, da8 die Basisfunktionen an den entsprechenden
Kubaturpunkten verschwinden. Damit erhdlt man den

Algorithmus "Simpson" :
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fiir i = 1,...,N ist Di =W,

I 1
fiir i =1 ist M11"6h1D1+C3/2,

.o . 1
fur i=2,.,N-1ist M. =[g(h

i+ )ID+C L C

ity

und fiir i =N ist MNNzéhNDNﬁLCN_% .
Nimmt man wieder an, daf§ die Terme in eckigen Klammern bereits berechnet sind, so muf}
man also ingesamt 4 Multiplikationen und 4 Additionen ausfithren. Der Algorithmus
"Gaufl" ist damit doppelt so aufwendig wie der Algorithmus "Simpson", der implementiert
wurde. Bei dem hier berechneten zeitabhingigen Problem, miissen die Systemmatrizen hau-
fig neu aufgebaut werden. Deshalb hat sich diese Verbesserung durch eine Einsparung von
ungefihr 35% an Rechenzeit bemerkbar gemacht.
Zu Testzwecken wurde die Ordnung der Kubaturformel weiter verringert und die Integrale
der Form (4.1) mit der Trapezregel ausgewertet. Dies fiihrte aber, insbesondere im Fall ei-
ner transsonischen Stromung zu einem instabilen Verfahren.
Die Aufstellung der Systemmatrizen verlangt auBerdem die Berechnung der in Kapitel 3
angegebenen Dampfungsmatrix § . Dazu mu8 die Wurzel aus einer positiv definiten Matrix
gezogen werden. Dies ist prinzipiell mit dem Satz von Cayley-Hamilton exakt moglich, wie
es von Hoger, Carlson /74/ angegeben wurde. Die Berechnungen hierzu sind allerdings, da

sie das Losen quadratischer Gleichungen erfordern aufwendig. Deshalb geht man von der

Darstellung
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4
i=1

einer positiv definiten Matrix mit Hilfe der Eigenwerte und des dyadischen Produkts der
zugehodrigen Eigenvektoren aus. Die Eigenwerte und die Eigenvektoren der 4 x 4-Matrix
konnen effizient mit dem QR-Algorithmus wie er in Golub, Van Loan /13/ angegeben ist

berechnet werden. Damit gilt
1 4 1

2 _ 3 44T
AT= N X 403
iT1

Die Auswertung der nichtlinearen Koeffizientenfunktionen zur Berechnung der Matrixein-
trdge wurde an den Elementschwerpunkten vorgenommen. Dazu bildet man das arithmeti-
sche Mittel aus den vier Eckknotenwerten von u .

Da die Systemmatrizen diinn besetzt sind, werden nur die Matrixelemente ungleich null
und die zugehorigen Zeigervektoren abgespeichert. Das ist mdglich, da zur Losung der ent-
stehenden Gleichungssysteme ein iteratives Losungverfahren verwendet wird, und es des-
halb nicht zu einem Auffiillen der Binder wie bei einem direkten Loser kommt. Eine we-
sentliche Eigenschaft des hier entwickelten Verfahrens ist es, daf die entstehenden linearen
Gleichungssysteme iterativ gelost werden konnen. Dadurch wurde es eigentlich erst mit den

zur Verfiigung stehenden Gerdten durchfiihrbar.

Durchfiihrung des Zeitschrittverfahrens.
Schreibt man das volldiskrete Verfahren (3.13) mit den in Kapitel 2 eingefiihrten Bezeich-

nungen, so lautet es

(4.14) M )R-V + KEE) =0

wobei die Matrizen M und K durch (3.13) gegeben sind. Zur Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems (4.14) wurde in jedem Zeitschritt eine Fixpunktiteration verwandt, wie
sie auch von Hansbo /35/ vorgeschlagen wird. Nach 3 - 5 Iterationen wurde sie mit einem

Residuum von 108 in der Maximumnorm abgebrochen. Die Durchfithrung dieses Ver
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fahrens verlangt, daB in jedem Iterationsschritt die Systemmatrizen neu aufgebaut und be-
rechnet werden miissen. Es liefert eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit der quasieindi-
mensionalen Losung nach Zierep /15/, ist aber sehr rechenzeitintensiv und fiir feinere Ge-
bietszerlegungen zu aufwendig. Deshalb wurde es nach einigen numerischen Tests verwor-
fen.

Als nichstes wurde eine Prediktor-Korrektor-Version des Crank-Nicolson-Verfahrens imple-

mentiert, wie sie von Douglas, Dupont /14/ angegeben wird. Sie lautet fiir (4.14)

(4.15) M )(Ew - ) + K G (w + V) = 0

M(% (w+ vn_l))(llz(vn - vnﬁl)) + K(% (w+ vn_l))(% "+ Vn_l)) =0 .

Das Verfahren (4.15) entspricht dem Verfahren (4.14), wobei zur Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems ein Schritt des Newton-Verfahrens durchgefiihrt wird. Die Ergebnisse
stimmen gut mit denen von (4.14) {iberein, mit dem Vorteil, dal pro Zeitschritt nur noch
ein zusétzlicher Matrixaufbau notwendig ist. Allerdings miissen hierbei zwei Losungsvekto-
ren gespeichert werden. Mit der letzten Vereinfachung kann man pro Zeitschritt noch einen
Matrixaufbau einsparen, indem man die Losung zum Auswertungszeitpunkt t1 /2 aus

der Losung zu zwei vorherigen Zeitpunkten extrapoliert,

N

(4.16) =3 Loy ond)

[NV

und in (4.14) einsetzt. Diese Variante wird z. B. auch in Thomee / 8/ betrachtet. Gestartet
wird der Algorithmus mit dem Verfahren (4.15). Ein weiterer Vorteil dieser Methode ist,
daB man durch ein giinstiges Anordnen der Matrix-Vektor-Multiplikationen keinen zusitz-
lichen Losungsvektor speichern muB. Auch mit diesem entgiiltig implementierten Verfahren
konnte eine gute Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit der quasieindimensio-
nalen Losung festgestellt werden, wie in Kapitel 5 dargestellt ist. Analog zu den in den Ar-
beiten von Douglas, Dupont und Thomee angegebenen Beweisen kann man zeigen, daf die
Verfahren (4.15) und (4.14) mit der Extrapolation (4.16) unter geniigender Regularitits-

voraussetzung an die Losung die gleichen Stabilitdts- und Konvergenzeigenschaften haben
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wie die, die in der vorliegenden Arbeit fiir das Verfahren (4.14) bewiesen wurden.

Der Aufwand des implementierten Zeitschrittverfahrens soll jetzt im Vergleich mit dem
hiufig verwendeten Verfahren von Beam und Warming /80/ diskutiert werden. Dazu wer-
den wieder die Euler-Gleichungen aus Kapitel 1 betrachtet. Damit die weitere Darstellung

iibersichtlicher ist, wurde die Notation geindert:
(4.17) uy+ f(u)’X + g(u)’y =0,

mit dem durch (1.2.17) gegeben Vektor u und den entsprechenden Fliissen f und g .
Das Verfahren von Beam und Warming geht von der konservativen Formulierung (4.17)
aus und basiert auf einer Taylorentwicklung fiir u in der Zeit. Im einfachsten Fall erhalt

man ein implizites Eulerverfahren fiir die Anderung der Losung

2
(4.18) A = A Aau® + Av Fa® + 0((80)7)
wobei
Au = un+1 ~u®

ist. Setzt man (4.17) in (4.18) ein, so ergibt sich unter Vernachldssigung des Abschneidefeh-

lers

(4.19) A + AYG A+ gy Ag®) = -AuG " + % g -

: 1
Dadurch erhilt man ein implizites Zeitschrittverfahren, das wegen der Terme Af" und
Ag" auf eine nichtlineare Gleichung fithrt. Die Linearisierung nach Beam und Warming
benutzt eine Entwicklung der Fliisse in der Zeit. Dazu betrachtet man die Jakobimatrizen
Jp:= f,u und J_:=¢g

g o
Damit folgt

; 2
(4.20) AP = 3. Au® + O((A)%) und Ag" =1, Au" + O((At)7) .

Die Gleichung (4.20) wird in (4.19) eingesetzt. Das Ergebnis ist

(4.21) 1+ a3+ %— J))Au" = Ay + % g")
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oder mit den durch (4.21) gegebenen Gesamtmatrizen und Vektoren

(4.22) A"Ad"™ = -AE" .
Die Gestalt der Matrix A wird durch die Knotennummerierung bestimmt. Hier soll

)T

Au := (Aul, wey Auk)T mit Aui = (pi, (pu)i, (pV)i, €

wobei 1<i<k und k die Anzahl der Gitterpunkte ist, gewahlt werden. Dann ist A auf
einem regelmdBigen Gitter eine block-pentadiagonale Matrix. Dabei besteht jeder Block aus
einer 4x4-Matrix. Verwendet man ADI-Techniken, wie sie auch von Beam und Warming
vorgeschlagen werden, dann wird A in zwei block-tridiagonale Matrizen faktorisiert. Die-
ses System kann dann mit einem, die spezielle Struktur beriicksichtigenden Gauf-Algorith-
mus gelost werden. Dieses Vorgehen setzt aber ein regelmafiges Gitter voraus. Andernfalls
kann kein direkter Loser verwendet werden, ohne die Besetzungsstruktur der Matrix A
wihrend der Losung des Systems zu dndern. Aus (4.2.1) sieht man auch, daf der Zeitschritt
At "klein" sein muB, da fiir grofle Zeitschritte die Diagonaldominanz der Matrix A nicht
mehr garantiert ist. In diesem Fall muf der GauB-Algorithmus mit Pivotierung durchge-
fiihrt werden. Das ist aber nicht méglich, da durch eventuelle Zeilenvertauschungen die re-
gelmiBige Struktur der Matrix A zerstort wiirde. Der Algorithmus von Beam und
Warming ist also nicht direkt, so wie das hier entwickelte FEM-Verfahren auf unregelmafi-
gen Gittern durchfiihrbar.

Haufig werden in der Matrix A die Superdiagonal- oder sogar alle Ausserdiagonalelemente
vernachléssigt. Dadurch werden die Gleichungen teilweise oder vollig entkoppelt. Ist man
nur an einer stationdren Losung interessiert, so dient das Zeitschrittverfahren zur Lineari-
sierung der Euler—Gleichungen. In diesem Fall ist das Entkoppeln gerechtfertigt, und natiir-
lich auch fir den FEM-Algorithmus mdglich. Damit wird der Aufwand zum Aufbau der
Matrizen und zum Losen des linearen Gleichungssystems stark reduziert. Wie aber schon in
der Arbeit von Beam und Warming gezeigt wird, ist mit dieser Entkopplung ein erheblich-
er Stabilitatsverlust des Verfahrens verbunden.

Zusammenfassend kann man sagen, daB das Zeitschrittverfahren im FEM-Algorithmus
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nicht aufwendiger ist, als bei dem haufig verwendeten Verfahren von Beam und Warming.
Ein grofler Vorteil des FEM-Verfahrens ist, da auch fiir dreidimensionale Probleme auf
unstrukturierten Gittern die entstehenden linearen Gleichungssysteme iterativ 16sbar sind.
Im Rahmen der "splitting"-Verfahren, zu denen auch das Verfahren von Beam und
Warming gehért, ist die Ubertragung der Losungsalgorithmen auf dreidimensionale Proble-
me noch eine offene Frage.

Der wesentliche Unterschied im Aufwand der betrachteten Verfahren liegt also in dem fiir

FEM-Verfahren komplizierteren Aufbau der Systemmatrizen.

Losen der Gleichungssysteme.

Die Koeffizientenmatrix B° ist positiv definit und somit auch die zugehorige Systemma-
trix M aus (4.14). Die Matrix K , die im wesentlichen den Differenzenquotienten der er-
sten Ableitung enthilt hat damit die Kondition O(h'l) . Deshalb hat das Gleichungssystem
aus (4.14) fir At und ¢ hinreichend klein die Kondition O(1) und man kann es mit dem
Verfahren der sukzessiven Uberrelaxation 16sen, siehe Golub, Van Loan /13/. Bei den nu-
merischen Experimenten konnte man beobachten, dafl sich ein Sortieren der Knoten in
Stromungsrichtung konvergenzbeschleunigend auswirkt. In der Regel mufite man 5 bis 10
Iterationen im SOR-Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssytems ausfiihren um ein
Residuum von 10_8 in der Maximumnorm zu erhalten. Dabei wurde der Relaxationspara-

meter je nach Stromungsgeschwindigkeit in einem Bereich zwischen 0.8 und 1.15 gewéhlt.

Als Anfangswerte wurden die Freistromwerte im Unendlichen im Gebiet )} vorgegeben.
An den festen Wanden wurden fiir die Komponenten v, und Vg des Losungsvektors v

gefordert, daB

L "o+ Vg ny=0
ist. Das entspricht der transformierten Randbedingung (1.4.11) . Am Einstromrand wurde
fir den Fall der Unterschallanstrémung vy, vy, vq und fiir den Fall der Uberschallanstro-
mung vy, Vo, Vg, V4 vorgegeben. Am Ausstrdmrand und am Einstrémrand wurden fir die

iibrigen Komponenten keine Randbedingungen gestellt.
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5. Numerische Anwendungen

Mit den in diesem Kapitel vorgestellten numerischen Anwendungen soll die Realisierbar-
keit des in dieser Arbeit entwickelten FEM-Verfahrens an dem "harten" Problem einer in-
stationdren transsonmischen Gasstromung in einer Diise demonstriert werden. Die
Euler-Gleichungen sind ein nichtlineares System von partiellen Differentialgleichungen. Sie
sind zur prinzipiellen Verifikation numerischer Verfahren weniger geeignet, da zu viele
Schwierigkeiten gleichzeitig auftreten. Deshalb soll zunéchst die schon in den vorherigen
Kapiteln benutzte lineare Modellgleichung fiir den Transportterm der Euler-Gleichungen
betrachtet werden.

Fiir die zweidimensionale Advektionsgleichung

u,t+ﬁ-Vu=0 in  x (0; T}

u(x,y,0) = ug(xy) in €,
auf dem Gebiet = [-1;1] x [-1;1] wird das in der Literatur der Differenzenverfahren
haufig zitierte "rotating cone problem" gerechnet. In diesem Fall setzt man fiir den Vektor
B der charakteristischen Richtung

B=a(y, )71 .
Auf den Randstiicken

I :={(xy) € 2:n(xy) - flxy) <0}

wird der Randwert u(x,y) =0 Vx,y €' vorgeben. Die exakte Losung wird durch eine
Rotation des Anfangswertes u, um den Ursprung mit der Winkelgeschwindigkeit o be-
schrieben. Dieser Testfall hat den Vorteil, daB falls supp(uo) cc 2 , keine Wechselwirkung
der Losung mit dem Rand von Q stattfindet. Deshalb kann man auch auf dem gesamten
Rand dQ den Wert 0 vorgeben. Als Anfangsbedingung wahlt man einen Kegel. Damit ist
die Hohenreduktion des Kegels eine Veranschaulichung fir die Gr68e der numerischen Dis-

sipation des Verfahrens.
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Abbildung 1

Abbildung 2
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In Abbildung 1 ist der Anfangswert u, und in Abbildung 2 ist u nach einer Umdrehung
dargestellt. Auf dem feinsten Gitter mit einer Schrittweite von 1 /64 hat der Kegel nach
einer Umdrehung noch 92% seiner Ausgangshohe. Durch mehrmalige Halbierung der Aus-
gangsschrittweite konnte eine quadratische Konvergenz des L2—Fehlers des Verfahrens beo-
bachtet werden, wobei durch eine Verschiebung der berechneten Losung der Phasenfehler
ausgeglichen wurde. Ohne diese Korrektur ergibt sich eine Konvergenzordnung von 1.91 .

Das Konvergenzverhalten des Verfahrens ist in Abbildung 3 dargestellt.

log des Fehlers

| [ ]
/4 1/8 1/16 1/32 1/64

Schrittweite Abbildung 3
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Um den Fall einer unstetigen Anfangsvorgabe fiir u zu testen, wurde ein Plateau,
uo(x,y) =1 Vxy :0<x<03 und |y| <02,

gewahlt. Hier stellte sich nach einer Umdrehung eine Hohe von 0.86 ein. Die Konvergenz-
ordnung betrug mit Phasenfehlerausgleich 0.49 und ohne Phasenfehlerausgleich 0.46 .
Das Ergebnis ist in Abbildung 4 dargestellt. Ahnliche Resultate wurden auch von Navert

/34/ fiir die Johnsonsche Variante der Stromliniendiffusion dokumentiert.

log des Fehlers

} | | !
1 L i | I

1/4 1/8 1716 /32 1/64

Schrittweite Abbildung 4

Bei vielen Differenzenverfahren bringt die Beriicksichtigung der Randbedingungen Stabili-
tatsprobleme mit sich. Dem Studium numerischer Randbedingungen, das sind Randbedin-
gungen, die vom Verfahren, nicht aber vom kontinuierlichen Problem verlangt werden, ist
~ im Bereich der Differenzenverfahren eine umfangreiche Literatur gewidmet, siehe z. B. Sod
/ 1/ und die darin angegebenen Zitate. Um zu testen, wie sich das Verfahren bei Wechsel-
wirkung der Losung mit dem Rand des Gebietes 2 verhilt, wurde

B=E0T
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und damit der Einstromrand zu
I'={(xy) :x=1,y€e(-1;1) }

gewahlt.

Abbildung 5

Die Abbildung 5 zeigt, dal sich keine Stabilititsprobleme durch Reflexion ergeben. Fir

groBe Zeiten verschwindet der Anfangswert u, vollig aus dem Gebiet .
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Abbildung 6

Als nichstes wurde der Einfluf des Dimpfungsparameters untersucht. Die Abbildung 6
zeigt die Abnahme der Kegelhohe im Verlauf von zwei Rotationen fiir den Dampfungspara-

meter §=h .
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Die Abbildung 7 zeigt die Abnahme der Kegelhohe fiir die gleiche Rechnung. Hierbei wurde
die Dampfung &§ = 2h gewihlt. Bei der Herleitung des Verfahrens war der Dadmpfungspa-
rameter § beliebig . Man sieht aber, daB die Wahl des Dampfungsparameters die Dissi-

pativitit des Verfahrens beeinflufit.

Das "rotating cone problem" zeigt auch ein fiir viele strémungsmechanische Situationen ty-
pisches Erscheinungsbild der Losung. Eine fast gleichformige Losung, hier u = 0 ist an nur
wenigen Punkten gestort. Diese Storung wird durch den Kegel dargestellt. Deshalb arbeiten
momentan viele Autoren, z. B. Johnson /12/ und vor allem Lohner /70/ an adaptiven oder
"domain splitting"-Verfahren, die diesen Sachverhalt beriicksichtigen. Solche Zuginge sind
natiirlich wegen ihrer erforderlichen Gitterflexibilitdt im FEM-Kontext sehr viel besser als
mit Differenzenverfahren zu realisieren.

Die bekanntesten Differenzenverfahren wurden in einer Arbeit von Munz, Schmidt /78/ fir
die oben dargestellten Fille einer stetigen (Kegel) und einer unstetigen (Plateau) Anfangs-
vorgabe numerisch untersucht. Ein Vergleich dieser Resultate mit den hier erzielten zeigt,

daB das FEM-Verfahren gleichwertige Ergebnisse liefert.

Nach diesen Testrechnungen wurden zur tatsichlichen Prifung des Verfahrens die
zweidimensionalen Euler-Gleichungen aus Kapitel 1 berechnet. Dazu wurden zunéchst alle

physikalischen Groflen dimensionslos gemacht:

% ; b i
Xi=— y:% t == 0 u:i=-
L L L c
0
V:¥ p:@ P3=g‘~—2 91:?~2,
Co P poco o %

wobei L eine charakteristische Lange ist. Die mit " 0 " indizierten Grofen sind die zum

Zeitpunkt t = 0 angegebenen. Das Zeichen " ~ " soll bedeuten, daf diese Grofen dimen-
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sionsbehaftet sind. Als Anfangsbedingung erhilt man damit

v0=0 uonco ¢y =1 p():l

ey =1/ (2(>1) + 1/2 ) pp=1/7.

Die Jakobimatrizen der Fliisse haben nach Kapitel 1.3 damit die Eigenwerte
X _ X _ X _ X _ .
ep=ut+c e =eg=u € =u-c
und

e}{:v—l-c e}2l=e§=v ei

v-C .

Also kénnen fiir die transformierten Variablen im Fall der subsonischen Einstrémung die

Impulskomponenten (,ou)0 und (pv)0 und die spezifische Energie ¢, am Einstromrand

vorgegeben werden. Die Einstrémmachzahl M war in allen Fillen 0.6 .

Abbildung 8

Die Abbildung 8 zeigt das verwendete Netz. Der Diisenquerschnitt ist in Abhangigkeit der

Linge x gegeben durch

1 fir0 < x <3
A) = | 1-320(x-3)(23-0.2%) fir3 < x < 10
1 fir 10 < x < 16

Wie die Darstellung des Gitters zeigt, wurde keine Ausrichtung an den zu erwartenden Lo~
sungsverlauf vorgenommen. Die Diisenstromung war auch ein Testfall fiir den

GAMM-Workshop 1980 in Stockholm /79/ . Ein Vergleich mit den dort durchgefiihrten
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Rechnungen zeigt, da8 hier fiir die sich einstellende komplizierte Losung ein relativ grobes
Netz verwendet wird. Dies war durch den zur Verfiigung stehenden Speicherplatz bedingt.
Mit dieser Konfiguration und den obengenannten Anfangsbedingungen wurden der Einfluf}
der Ausstréomrandbedingungen und die Genauigkeit der erzielten Ergebnisse getestet. Wie
in Zierep /15/ gezeigt wird, hingt die zu erwartende Losung bei festgehaltener Gestalt der
Diise im wesentlichen von der Ausstrombedingung ab. An der festen Wand wurde, wie
schon in Kapitel 4 beschrieben, die Bedingung

un, +v ny =0
verwendet. Fiir die Kontinuititsgleichung und die Energiegleichung werden die entsprech-
enden Randintegrale zu Null gesetzt. Diese Bedingungen werden jedoch durch die natiirli-
chen Randbedingungen automatisch erfiillt.
Zunichst wurden am Ausstromrand keine Randbedingungen gestellt. Es ist bemerkenswert,
daf das Verfahren trotzdem stabil blieb und sich qualitativ gute Werte ergaben. Bei einem
Differenzenverfahren wir auf jeden Fall eine Extrapolation der Randwerte nétig gewesen.
Es stellte sich eine transsonische Stromung mit supersonischer Ausstromung ein. Zum Ver-
gleich mit den quasieindimensionalen Losungen nach Zierep /15/ wurden jeweils die berech-

neten Werte auf der Symmetriachse der Diise verwandt.
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Abbildung 9
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In Abbildung 9 sind die durch die quasieindimensionale Naherung gegebenen Werte darge-
stellt. Beim Vergleich dieser Werte ist natiirlich zu beachten, da8 die quasieindimensionale
Rechnung selbst eine Naherung darstellt. Die berechneten Werte sind mit einer " 0 " mar-
kiert. Eine Untersuchung zur Konvergenz konnte nicht gemacht werden, da keine exakte
Losung zur Verfligung steht. Grobere Gitter lieferten wenig brauchbare Resultate und fei-
nere Gitter konnten mit den vorhandenen Mitteln nicht gerechnet werden. Das Verfahren
wird fiir den Fall einer supersonischen Ausstromung nicht voll gefordert, da sich eine glatte

Losung einstellt. Die Symmetrie der Losung konnte reproduziert werden.

Als nichstes wurde am Ausstromrand die Dicht zu Py vorgeschrieben. Dadurch stellte sich
eine transsonische Stromung mit subsonischer AusstrOmung ein. In diesem Fall tritt eine
Diskontinuitét an der Schallinie in der Diise auf. Beim Vergleich der Losungen kommt hier
nur noch die Symmetrieachse der Diise in Frage. Die Herleitung der quasieindimensionalen
Gleichungen setzt voraus, daf§ der Stof§ senkrecht zur Stromlinie ist. Da hier ein gekrimm-
ter Stof vorliegt, und deshalb alle Stréomungsgrofien nach dem Sto vom StoB8winkel abhén-

gen, ist diese Annahme nur noch auf der Symmetrieachse erfiillt.

— (T

Abbildung 10

Die Darstellung der Niveaulinien fiir die Dichte in Abbildung 10 zeigt einen steilen Gradi-
enten kurz nach der Stelle mit dem kleinsten Diisenquerschnitt A . Deutlich ist der ge-

kriimmte Verlauf des Stofes zu erkennen. Obwohl es sich um ein achsensymmetrisches Pro-
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blem handelt, wurde der gesamte Diisenquerschnitt diskretisiert. Es sollte untersucht wer-
den, ob das Verfahren die Symmetrie der Losung reproduziert. Man erkennt aus der obigen
Abbildung, daB sich eine nahezu symmetrische Stromung einstellt. Um eine symmetrische
Losung zu erhalten wurden 600 Zeitschritte durchgefiithrt. Im Verlauf der Rechnung konnte
man ein Oszillieren der Losung um die Symmetrieachse beobachten. Es stellte sich jedoch
keine stationdre symmetrische LOsung ein. Allerdings ist zu bemerken, da die Stérung der
Symmetrie in einem Bereich von ein bis drei Prozent lag. Eine Ursache fiir dieses Verhalten
ist wohl darin zu sehen, daB der Abschneidefehler durch die Nichtlinearitdt unsymmetrisch
ausgebreitet wird. Auch hat das Verfahren, wie jede Diskretisierung, eine gewisse numeri-
sche Viskositdt und es erhebt sich die Frage ob die berechnete diskrete Losung iiberhaupt
stationdr ist. Eine exakte Losung ist insbesondere fiir den Fall einer viskosen Strémung
nicht bekannt. Dieses Beispiel macht auch deutlich, dal der Frage nach der Dissipativitit
des Verfahrens grofite Aufmerksamkeit gewidmet werden mufl. Das Ziel jedes Losungsver-
fahrens stromungsmechanischer Probleme sollte es sein, die kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen berechnen zu konnen. Diese Gleichungen reagieren inshesondere
fir hohe Stromungsgeschwindigkeiten in Ablosegebieten sehr empfindlich auf Anderungen
der Viskositdt des stromenden Mediums. Deshalb sollte das Verfahren moglichst wenig
"numerische" Viskositdt besitzen. Dies wurde fiir das FEM-Verfahren im linearen Fall mit
dem '"rotating cone problem" dokumentiert. Andererseits sollen Unstetigkeiten und starke
Oszillationen gedimpft werden. Dafl das Verfahren auch dazu in der Lage ist, zeigen die

Lésungen zur Disenstrémung.
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Abbildung 11
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Aus der Darstellung der Geschwindigkeitsvektoren in Abbildung 11 sieht man, daB die
groften Geschwindigkeiten an der engsten Stelle der Diise auftreten. Die Storung der lami-
naren Einstromung durch die Diise ist am Ausstromrand des Gebietes schon fast wieder
abgeklungen. Die Herleitung der symmetrischen Form der Euler-Gleichungen in Kapitel 1.4
konnte nur unter der Annahme der Isentropie der Stromung geschehen. In Kapitel 1.5 wur-

de dann diskutiert, in wieweit diese Annahme im Fall der Diisenstromung erfiillt ist.
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Abbildung 12

In der Abbildung 12 ist der Entropieverlauf in der Mitte der Diise (durchgezogene Linie)
und fiir 1/4 des Disenquerschnitts (gestrichelte Linie) dargestellt. Es zeigt sich, dafi im
konvergenten Teil (x = 4) und fiir die Schallinie (x ~ 10) Entropieschwankungen auftreten.
Sie bewegen sich aber in einer GroBenordnung, die die Annahme der Isentropie rechtferti-
gen. Die Darstellung zeigt auch das in den Kapitel 1.3 und 1.4 bewiesene Verhalten des
FEM-Verfahrens, die Entropie zu erhalten. Ein einmal erreichtes Entropieniveau wird nicht
wieder unterschritten. Dies entspriche einer unphysikalischen Losung und wiirde den zwei-
ten Hauptsatz der Thermodynamik verletzen. Die gleiche Rechnung wurde auch mit der

quasilinearen Formulierung von (1.2.17) und ohne Stromliniendiffusion durchgefihrt.
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Abbildung 13

Die Abbildung 13 zeigt die entsprechenden Entropieverlaufe. Deutlich sind die Oszillatio-
nen in der Entropie und sogar das auftreten negativer Entropien zu sehen. Dies bedeutet,
dafl eine unphysikalische Losung approximiert wird. Allerding konnten fiir diese Rechnung
nur wenige Zeitschritte durchgefiihrt werden, da das Verfahren instabil war.
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Ein Vergleich der berechneten Werte mit der quasieindimensionalen Theorie ist in Abbil-
dung 14 dargestellt. Daraus wird insbesondere deutlich, dal das Verfahren noch keine so
genaue Auflosung der Diskontinuitdt wie die Differenzenverfahren erreicht hat. Eine Lokali-
sierung der Unstetigkeit auf ein bis zwei Gitterpunkte, wie sie von den "flux-splitting" -
Verfahren geliefert wird, war nicht moglich. Der Sto8 war iber ein bis drei Elemente ver-
schmiert. Allerdings wurde auch kein an den Verlauf der Losung angeglichenes Netz ver-

wendet.

In allen Berechnungsbeispielen wurde der Dadmpfungsparameter §é in einem Bereich zwi-
schen 1.5 und 0.5 mal der lokalen Ortsschrittweite variiert. Dabei konnten keine signifikan-
ten Anderungen in der Losung festgestellt werden. Beim Verlassen dieses Bereiches war al-
lerdings ein Verschlechtern der Losung zu beobachten. Enthielt die Losung Unstetigkeiten,
so kam es bereits ab einem Dimpfungswert von 0.8 mal der lokalen Ortsschrittweite zu Os-
zillationen in der Losung.

Es war nicht mdglich, andere Werte fiir § zu testen, da hierfiir auch das SOR-Verfahren
nicht mehr konvergierte. Ebenso wurde der Zeitschritt At gleich einer mittleren Orts-
schrittweite gewahlt. Fir groBe Zeitschritte wurde das Verfahren instabil, was sicherlich
auch an der zur Linearisierung verwendeten Extrapolation liegt. Wurde der Zeitschritt ver-
doppelt, so blieb das Verfahren mit einem Relaxationsparameter von 0.6 im SOR-Verfah-
ren, d. h. starker Unterrelaxation, stabil. Allerding nahm die Anzahl der notwendigen
SOR-Schritte stark zu. Da das SOR-Verfahren im wesentlichen nur Matrix-Vektor-Multi-
plikationen erfordeft, ist diese Aufwandserhohung nicht entscheidend. Wurde der Zeit-
schritt verdreifacht, so war das Verfahren fiir keine Wahl des Ddmpfungs- und des Relaxa-

tionsparameters stabil.
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Die Abbildung 15 zeigt die Konvergenzgeschichte der Diisenrechnung fiir den Fall einer
supersonischen Ausstrémung. Der Dampfungsparameter § wurde gleich der lokalen Orts-
schrittweite und der Zeitschritt At wurde gleich einer mittleren Ortsschrittweite gewahlt.
Es ist jeweils das Residuum nach der ersten SOR-Iteration dargestellt. Fiir die Strémung
ohne Schock konnte mit leichter Uberrelaxation, der Parameterwert war 1.15, nach maxi-
mal 6 Iterationen eine Residuum von 103 in der Maximumnorm erreicht werden. Die nu-
merischen Experimente haben gezeigt, daf§ fiic die Stabilitat des Verfahrens auch ein Resi-
duum von 1074 geniigt. Fiir grofere Residuen wird das Verfahren allerdings instabil. Ist
man nur an einer stationdren Losung interessiert und betrachtet das Verfahren als Pseudo-

zeitschrittverfahren, so kann man auch das Residuum von 10_4 als Abbruchkriterium ver-
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wenden. Nach etwa 60 Zeitschritten fiihrte das SOR-Verfahren nur noch jeweils eine Itera-

tion aus. Die dann erreichte Approximation wurde als stationire Losung betrachtet.
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Die Darstellung in Abbildung 16 zeigt die Konvergenzgeschichte im Fall einer subsonischen
Ausstromung. Dieses Stromungsfeld enthilt einen gekriimmten Sto8, der die Schallinie dar-
stellt. Der Dampfungsparameter und die Zeitschrittweite wurden wie im vorherigen Bei-
spiel gewihlt. Der Relaxationsparameter im SOR-Verfahren mufite auf 0.8 gesetzt werden.
Nach ungefdhr 30 Iterationen konnte er aber auf 1.0 erhdht werden. Die Anzahl der

8 2u erreichen betrug maximal 10 . Um fiir die-

SOR-Iterationen um ein Residuum von 10
sen Fall eine nach dem hier gewihlten Kriterium stationdre Losung zu erreichen, mufiten

etwa 80 Zeitschritte durchgefithrt werden.
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Das Verfahren benotigte in der hier implemetierten Version auf einem SIEMENS PC MX-2
fir die Diisenberechnung auf dem feinsten Gitter mit 513 Knoten einen Speicherplatz von 3
Megabyte. Die Rechenzeit betrug fiir den Fall einer Stromung mit Schock ungefihr 95 Mi-
nuten.

Der Aufwand zur Durchfiihrung des hier entwickelten Verfahrens verteilt sich etwa wie

folgt :

Rechenzeit Speicherplatz
Gittererzeugung 5% 20%
Aufbau der Systemmatrizen 80% 70%
Durchfiihren eines Zeitschritts 5% 5% (Hilfsvektor)
Losen des Gleichungssystems 10% 5%

In den vorherigen Kapiteln wurde gezeigt, dal das hier verwendete Verfahren etwa um ei-
nen Faktor 16 sparsamer ist, als die von Johnson vorgeschlagene Version der Stromlinien-
diffusion fiir instationére Probleme. Diese Einsparung kommt hauptsichlich durch die ge-
ringere Anzahl der Systemmatrizen des hier entwickelten Verfahrens zustande. Deshalb be-
zieht gich dieser Faktor sowohl auf den Speicherplatz, als auch auf die Rechenzeit. Damit
ist sein Verfahren fiir technisch interessante Aufgaben praktisch nicht durchfiihrbar. Dies
mag auch ein Grund dafiir sein, da8 Hughes /41/ fiir seine Berechnungen zur Euler-Glei-
chung das explizite Eulerverfahren benutzt und Hansbo /35/ sich auf die inkompressible
Navier-Stokes-Gleichung in der Stromfunktionsformulierung beschrénkt.

Aus der Aufstellung des numerischen Aufwandes wird deutlich, dal er grofitenteils in der
Verwaltung des Gitters und als Folge davon, im Aufbau der Systemmatrizen liegt. Bei ei-
nem Vergleich mit Differenzenveffahren muf} aber beachtet werden, daf dies eigentlich kein
Unterschied ist, da eine unregelmifiige Netzstruktur eben mehr Informationen, z. B. iiber
Zusammenhangskomponenten oder Nachbarschaftsbeziehungen der Elemente enthilt. Die
entstehende Systemmatrix, die durch ihre Besetzungsstruktur den geometrischen Zusam-

menhang zwischen den Knoten widerspiegelt, mufl dann natiirlich entsprechend komplizier-
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ter sein. Diese Netzinformationen wiren im wesentlichen auch fiir ein Differenzenverfahren
notig. Sie miissen aber dafiir nicht explizit berechnet und gespeichert werden, da sie auf
regelmifigen Gittern in offensichtlicher Weise gegeben sind. Da ein iterativer Loser ver-
wendet wird, der unter der Voraussetzung einer guten Startldsung nur wenige Iterationen
benétigt, konnte man den Speicherplatzbedarf reduzieren und die Matrixelemente bei Be-
darf jeweils neu berechnen. Dies wird h&ufig beim Verfahren von Beam und Warming ge-
tan, da hier beim Losen auf jedes Matrixelement nur zweimal zugegriffen wird.

Werden die hier durchgefithrten Rechnungen mit denen des GAMM-Workshops /79/ ver-
glichen, so sieht man, daB ein sehr grobes Netz verwendet wurde. Umso bemerkenswerter
ist doch die gute Ubereinstimmung der berechneten Werte mit den quasieindimensionalen

Niherungen.
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6. Zusammenfasssung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein FEM-Verfahren zur Diskretisierung der Euler-Glei-
chungen der Gasdynamik fiir eine reibungsfreie, kompressible transsonische Diisenstrémung
entwickelt und analysiert.

Dazu wird eine Herleitung dieser Gleichungen und der damit zusammenhangenden physika-
lischen Begriffe gegeben. Unter der Annahme einer isentropen Strémung konnen diese Glei-
chungen, wenn alle Differentiationen im klassischen Sinn verstanden werden, in ein symme-
trisches hyperbolisches System von Erhaltungsgleichungen iiberfiihrt werden. Die Frage, ob
dies auch in der schwachen Formulierung der Euler-Gleichungen und damit fiir allgemeine
Stromungen gilt, ist noch offen.

Die Zulassigkeit der verschiedenen fiir das Innenraumproblem notwendigen Randbedingun-
gen wird mit Hilfe der von Lax entwickelten Theorie fiir symmetrische hyperbolische Syste-
me diskutiert. Fiir die Randbedingungen an der festen Wand konnte Stabilitit gezeigt wer-
den.

Im néchsten Abschnitt der Arbeit wird das Verfahren der Stromliniendiffusion eingefiihrt.
Dies geschieht zunéchst fiir eine skalare Modellgleichung und wird dann auf das symmetri-
sche hyperbolische System der Euler-Gleichungen iibertragen. Es zeigt sich, da8 mit dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik die Stabilitit des Verfahrens fiir die Euler-Glei-
chungen garantiert ist.

Die mathematische Analyse des Verfahrens wird an skalaren Modellgleichungen durchge-
fihrt. Dies stellt keine Einschrankung dar, da man das Vorgehen auf symmetrische hyper-
bolische Systeme verallgemeinern kann. Im Gegensatz zu vielen anderen Zugingen kann die
Analyse auch fiir die nichtlineare hyperbolische Modellgleichung durchgefiithrt werden. Das
wichtigste Hilfsmittel hierzu ist die von Tartar und DiPerna entwickelte Methode der kom-
pensierten Kompaktheit.

Der letzte Teil der Arbeit beschéftigt sich mit der effizienten Implementierung des hier ent-

wickelten Verfahrens. Besonderes Augenmerk gilt dabei dem Aufbau der Systemmatrizen,
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da dies der rechenzeit- und speicherplatzintensivste Teil des FEM-Verfahrens ist. Dabei
wird gezeigt, wie eine Halbierung des Aufwandes erreicht werden kann. Das aus
numerischer Sicht wichtigste Ergebnis der vorherigen Uberlegungen ist, da nach der
Symmetrisierung die Koeffizientenmatrix des Systems der Euler-Gleichungen positiv definit
ist. Die im Crank-Nicolson-Verfahren zu invertierende Matrix hat die Kondition O(1), und
das lineare Gleichungssystem kann mit dem SOR-Verfahren gelost werden. Am Beispiel
eines weitverbreiteten impliziten Differenzenverfahrens und der von Johnson /31/
vorgeschlagenen Variante der Stromliniendiffusion wird der numerische Aufwand mit dem
hier entwickelten FEM-Verfahren verglichen.

Die mit dem implementierten Programm durchgefiihrten Rechnungen bestatigen die theo-
retischen Ergebnisse, und zeigen, daf das Verfahren prinzipiell zur Diskretisierung hyperbo-

lischer Probleme geeignet ist.

Eine Gegeniiberstellung der hier erzielten numerischen Ergebnisse mit Verdffentlichungen
aus dem Bereich der Differenzenverfahren macht aber auch deutlich, da das Verfahren ins-
besondere fiir die Euler-Gleichungen noch verbessert werden muf. Dabei ist aber auch zu
sehen, daff das FEM-Verfahren einen Losungszugang fiir "allgemeine" Situationen liefert.
Viele Differenzenverfahren, wie z. B. die "shock-fitting"-Verfahren sind auf eine spezielle
strémungsmechanische Situation zugeschnitten und liefern dort gute Ergebnisse. Die Uber-
tragung auf andere Situationen ist im allgemeinen aufwendig.

Um die Genauigkeit der Stromliniendiffusionsmethode zu erhéhen hat Hughes /37/ das
Verfahren fiir stationire hyperbolische Probleme mit einem '"least-squares"-Ansatz gekop-
pelt. Dadurch erhélt man im Diskreten eine positiv definite Systemmatrix. Diese Erweiter-
ung wurde von Johnson und Szepessy /32/ mit ihrer Ubertragung auf instationire Proble-
me analysiert. Ein Vorteil dieses Zuganges ist, dal im Gegensatz zu dem in dieser Arbeit
gefiihrten Beweis bei der Analyse der nichtlinearen Modellgleichung keine Annahmen an

die Folge der Approximationen nétig ist. Ein entscheidender Nachteil ist der noch gréBere
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numerische Aufwand dieses Verfahrens.

Momentan liegt der Vorteil dieser FEM-Zugange noch in ihrer Allgemeingiiltigkeit und in
der Moglichkeit, einer mathematischen Analyse der Verfahren unter realistischen Voraus-
setzungen an die Losung. Die dazu entwickelten Techniken sind auch auf bestimnte Differ-
enzenverfahren anwendbar, wenn man sie im FEM-Kontext sieht. Ein Problem bei der
Analyse der Stromliniendiffusionsmethode liegt darin, da man die im numerischen Experi-
ment beobachtete quadratische Konvergenz fiir glatte Losungen nicht zeigen kann. Da die
Theorie aus Kapitel 2 nur eine Konvergenzordnung von 1.5 liefert, miissen auch andere

Analysetechniken angewandt werden.

Das Ziel jeder Verfahrensentwicklung fiir stromungsmechanische Aufgabenstellungen sollte
es sein, die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen auf unregelmiafiigen Gebieten des
dreidimensionalen Raumes zu l16sen. Diese Gleichungen bilden ein unvollstindiges paraboli-
sches System. Fiir hohe Stromungsgeschwindigkeiten findet beim Verlassen der Grenz-
schicht faktisch ein Typenwechsel von parabolischen zu hyperbolischen Gleichungen statt,
da die Viskositit vernachlissigbar wird. Bereits von Johnson /30/ wurde eine Moglichkeit
vorgeschlagen, wie viskose Terme im Rahmen der Stromliniendiffusionsmethode zu beriick-
sichtigen sind. Seine Vorgehensweise ist aber unbefriedigend und weitere Untersuchungen

sollen zeigen, wie dies in systematischer Weise geschehen kann.

Insgesamt kann man sagen, da die FEM-Verfahren die Moglichkeit bieten, auf mathema-
tisch fundierte Weise Diskretisierungsmethoden fiir hyperbolische Gleichungen zu entwik-
keln und die gewonnenen Algoriihmen zu analysieren. Diese Verfahren konnen dann dem
speziellen stromungsmechanischen Problem angepafit werden. Die fiir FEM-Verfahren an-
wendbaren Analysemethoden sind insbesondere fiir nichtlineare Gleichungen denen der Dif-
ferenzenverfahren iiberlegen. In der numerischen Praxis haben allerdings die alteren Differ-

enzenverfahren einen Erfahrungs- und Entwicklungsvorsprung, den die FEM-Verfahren
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noch aufholen miissen. Nach den hier gesammelten theoretischen und numerischen Erfah-

rungen sollten sie dazu aber in der Lage sein.



- 141 -

7. Literaturverzeichnis

Numerische Lehrbiicher :

/ 1/ G. A. Sod

Numerical Methods in Fluid Dynamics , Cambridge University Press 1986.
/ 2/ R. D. Richtmyer, K. W. Morton
Difference Methods for Initial Value Problems , Interscience Publishers 1967.
/ 3/ R. Peyret, T. D. Taylor
Computational Methods for Fluid Flow , Springer Verlag 1983.
/ 4/ P. J. Roache
Computational Fluid Dynamics , Hermosa Publishers Albuquerque 1972.
/ 5/ A.J. Baker
Finite Element Computational Fluid Mechanics , McGraw-Hill 1983.
/ 4/ P. G. Ciarlet
The Finite Element Method for Elliptic Problems , North-Holland 1979.
/ 7/ T.J. Chung
Finite Elemente in der Stromungsmechanik , Hanser Verlag 1982.
/ 8/ V. Thomee
Galerkin Finite Element Methods for Parabolic Problems ,
Springer Lecture Notes in Mathematics No. 1054 , 1984.
/ 9/ G. Strang, G. J. Fix
An Analysis of the Finite Element Method , Prentice-Hall 1973.
/10/ R. Temam
Navier—Stokes Equations, Theory and Numerical Analysis, North-Holland 1979.
/11/ R. Vichnevetsky, L. B. Bowles
Fourier Analysis of Numerical Approzimations of Hyperbolic Equations,

ST A M Philadelphia 1982




- 142 -

/12/ C. Johnson
Numerical Solution of Partial Differential Equations by the Finite Element Method,
Cambridge University Press 1987.
/13/ G. H. Golub, Ch. Van Loan
Matriz Computations
North Oxford Academic 1983.
/14/ J. Douglas, T. Dupont
Galerkin Methods for Parabolic Equations,
SIAM J. Numer. Anal. Vol. 7, pp. 575-676, 1970.

Gasdynamische Lehrbiicher :
/15/ J. Zierep
Theoretische Gasdynamik , Braun Verlag Karlsruhe 1976.
/16/ J. Zierep
Grundziige der Strémungslehre , Braun Verlag Karlsruhe 1979.
/17/ J. D. Anderson, Jr.
Modern Compressible Flow , McGraw-Hill 1982.
/18/ A. J. Chorin, J. E. Marsden
A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics , Springer Verlag 1984.
/19/ R. Courant, K. O. Friedrichs
Supersonic Flow and Shock Waves , Applied Mathematical Sciences 21 ,

Springer Verlag 1976.

Theorie hyperbolischer Gleichungen :

/20/ J. Smoller
Shock Waves and Reaction—Diffusion Equations , Springer Verlag 1983.



-143 -

/21/ A. Majda
Compressible Fluid Flow and Systems of Conservation Laws in Several Space
Variables,
Applied Mathematical Sciences Volume 53 , Springer Verlag 1984.
Viele Zitate zur Theorie hyperbolischer Gleichungen enthilt
/22/ M. C. Bustos
On the Existence and Determination of Discontinuous Solutions to Hyperbolic
Conservation Laws in the Theory of Sedimentation,
Dissertation Darmstadt 1984.
/23/ H. B. da Veiga
Fluid Dynamics,
Lecture Notes in Mathematics No. 1047 , Springer Verlag 1984.
/24/ P. D. Lax
Hyperbolic Systems of Conservation Laws and the Mathemat‘z'cal Theory of Shock
Waves , ST A M Philadelphia 1973.
/25/ G. B. Witham
Linear and Nonlinear Waves, John Wiley & Sons 1974.
/26/ A. Jeffrey
Quasilinear Hyperbolic Systems and Waves, Pitman Publishing 1976.
/27/ C. Carasso, P.-A. Raviart, D. Serre
Nonlinear Hyperbolic Problems,

Lecture Notes in Mathematics No. 1270 ; Springer Verlag 1986.

Methode der Stromliniendiffusion :
/28/ C. Johnson
Streamline Diffusion Methods for Problems in Fluid Mechanics,
in R. H. Gallagher, Finite Elements in ;Eluids, Vol. 6 pp. 251-261, Wiley 1986.




-144 -

/29/ C. Johnson, U. Nivert, J. Pitkiranta
Finte Element Methods for Linear Hyperbolic Problems,
Comp. Meth. in Appl. Mech. Eng. 45, pp.285-312, 1984.

/30/ C. Johnson, J. Saranen
Streamline Diffusion Methods for Incompressible Euler and Navier—Stokes
Equations, Math. Comp. 47, pp. 1-18, 1986.

/31/ C. Johnson, A. Szepessy
On the Convergence of a Finite Element Method for a Nonlinear Conservation Law,
Math. Comp. 49, pp. 427444, 1987.

/32/ C. Johnson, A. Szepessy, P. Hansbo
On the Convergence of Shockcapturing Streamline Diffusion Finite Element
Methods for Hyperbolic Conservation Laws,
Technical Report 1987-21, Mathematics Department, Chalmers University of
Technology, Géteborg Sweden , 1987.

/33/ C. Johnson, A. Szepessy
A Shock—Capturing Streamline Diffusion Finite Element Method for a Nonlinear
Hyperbolic Conservation Law,
Technical Report 1986-09, Mathematics Department, Chalmers University of
Technology, Goteborg Sweden , 1986.

/34/ U.Navert
A Finite Element Method for Convection—Diffusion Problems,
Dissertation, Department of Computer Science, Chalmers University of
Technology, Goteborg Sweden , 1982.

/35/ P. Hansbo

Finite Element Procedures for Conduction and Convection Problems,

Publication 86:7, Department of Structural Mechanics, Chalmers University of

Technology, Goteborg Sweden , 1986.



- 145 -

/36/ T. J. R. Hughes, A. N. Brooks
A Theoretical Framework for Petrov—Galerkin Methods with Discontinuous
Weighting Functions : Application to the Streamline Upwind Procedure,
in R. H. Gallagher, Finite Elements in Fluids, Vol. 6 pp. 47-65, Wiley 1982.
/37/ T. J. R. Hughes, M. Mallet, M. Mizukami
A New Finite Element Formulation for Computational Fluid Dynamics : II. Beyond
SUPG,
Comp. Meth. in Appl. Mech. and Eng. 54, pp.341-355, 1986.
/38/ P. Lesaint, P.-A. Raviart
On a Finite Element Method for Solving the Neutron Transport Problem,
in C. de Boor, Mathematical Aspects of Finite Element in Partial Differential
Fquations, pp. 89-123, Academic Press, 1974.
/39/ T.J. R. Hughes, M. Mallet
A New Finite Flement Formulation for Computational Fluid Dynamics : III. The
Generalized Streamline Operator for Multidimensional Advection—Diffusive
Systems,
Comput. Meth. in Appl. Mech. and Eng. 58, pp.305-328, 1986.
/40/ T. J. R. Hughes, L. P. Franca, M. Mallet |
A New Finite Element Formulation for Computational Fluid Dynamics : VI.
Convergence Analysis of the Generalized SUPG Formulation for Linear
Time—Dependent Multidimensional Advection— Diffusive Systems,
Comput. Meth. in Appl. Mech. and Eng. 60, 1987.
/41/ T. J. R. Hughes, L. P. Franca, M. Mallet
Entropy—Stable Finite Element Methods for Compressible Fluids : Application to
High Mach Number Flow with Shocks,
in P. Bergan et al. , Finite Element Methods for Nonlinear Problems, pp. 761-773,
Springer Verlag 1986.




- 146 -

Syvmmetrisieren hyperbolischer Systeme :

/42/ R. F. Warming, R. M. Beam, B. J. Hyett
Diagonalization and Simultaneous Symmetrization of the Gas—Dynamic Matrices,
Math. Comp. 29, pp. 1037-1045, 1975.
/43/ E. Tadmor
Skew—Selfadjoint Form for Systems of Conservation Laws,
J. of Math. Anal. and Appl. 103, pp. 428442, 1984.
/44/ E. Tadmor
Entropy Functions for Symmetric Systems of Conservation Laws,
J. of Math. Anal. and Appl. 122, pp. 355-359, 1987.
/45/ A. Harten
On the Symmetric Form of Systems of Conservation Laws with Entropy,
J. of Comp. Physics 49, pp. 151-164, 1983.
/46/ A. Harten, P. D. Lax
A Random Choice Finite Difference Scheme for Hyperbolic Conservation Laws,

SIAM J. Num. Anal. 18, pp. 289 -301, 1981.

Finite-Element-Verfahren fiir symmetrische hyperbolische Systeme :
/47/ M. S. Mock

Ezplicit Finite Element Schemes for First Order Symmetric Hyperbolic Systems,
Num. Math. 26, pp. 367-378, 1976.
/48/ P. Lesaint
Finite Element Methods for Symmetric Hyperbolic Equations,
Num. Math. 21, pp. 244-255, 1976.



- 147 -

Burger-Gleichung :

/49/ C. A. J. Fletcher
Burger's Equation : A Modell for All Reasons,
in J. Noye, Numerical Solution of Partial Differential Equations,
North-Holland 1982.

Theorie der kompensierten Kompaktheit :
/50/ R. J. Diperna

Uniqueness of Solutions to Hyperbolic Conservation Laws,
Indiana Uni. Math. Journal 28, pp. 137-188, 1979.
/51/ R. J. Diperna
Measure—Valued Solutions of Conservation Laws,
Arch. Rat. Mech. Anal. | pp. 223-270, 1985.
/52/ R. J. Diperna,
Compensated Compactness and General Systems of Conservation Laws,
Transactions of the AMS 292, pp. 383-420, 1985.
/53/ R. J. Diperna
Convergence ofthe Viscosity Method for Isentropic Gas Dynamics,
Comm. Math. Physics 91, pp. 1-30, 1983.
/54/ R. J. Diperna
Conservation Laws and the Weak Topology,
Lecture Notes in Num. Appl. Anal. 5, pp. 1-15, 1982.
/55/ R. J. Diperna
Nonlinear Partial Dz fferential Equations and the Weak Topology,
AMS Lectures in Appl. Math. 23, pp. 267-281, 1986.
/56/ R. J. Diperna
Convergence of Approzimate Solutions to Conservation Laws,

Arch. Rat. Mech. Anal. 82, pp. 27-70, 1983.




- 148 -

/57/ L. Tartar
The Compensated Compactness Method Applied to Systems of Conservation Laws,
in . M. Ball , Systems of Nonlinear Partial Differential Equations, pp. 263-285,
NATO ASI Series 1983.

/58/ L. Tartar
Compensated Compactness and Application to Partial Differential Equations,
in R. J. Knops , Research Notes in Mathematics, Nonlinear Analysis and
Mechanics : Heriot-Watts Symposium, Vol. 4, Pitman Press 1979.

/59/ L. Tartar
Oscillation in Nonlinear Partial Differential Equations : Compensated Compactness
and Homogenization,
AMS Lectures in Appl. Math. 23, pp. 243-266, 1986.

/60/ B. Dacorogna
Weak Continuity and Weak LowerSemicontinuity of Non—Linear Finctionals,

Lecture Notes in Mathematics No. 922 , Springer Verlag 1982.

Stabilitatstheorie :

/61/ K. O. Friedrichs
Symmetric Hyperbolic Linear Differential Equations,
Comm. Pure and Appl. Math 7, pp. 345-392, 1954.

/62/ H.-O. Kreiss
Initial Boundary Value Problems for Hyperbolic Systems,
Comm. Pure and Appl. Math 23, pp. 277-298, 1970.

/63/ P. L. Roe

Remote Boundary Conditions for Unsteady Multidimenstonal Aerodynamic

Computations.

ICASE Report No. 86-75, 1986.



- 149 -

Petrov-Galerkin Verfahren :

/64/ J. W. Barrett, K. W. Morton
Optimal Petrov—Galerkin Methods through Approzimate Symmetrization,
IMA J. of Num. Anal. 1, pp. 434468, 1981.
/65/ K. W. Morton, A. K. Parrott
Generalised Galerkin Methods for First—Order Hyperbolic Equations,
J. of Comp. Physics 36, pp. 249-270, 1980.
/66/ D. B. Duncan, D. F. Griffiths
The Study of a Petrov—Galerkin Method for First—Order Hyperbolic Equations,
Comp. Meth. in Appl. Mech. and Eng. 45, pp. 147-166, 1984.

Taylor-Galerkin Verfahren :

/67/ J. Donea
A Taylor—Galerkin Method for Convective Transport Problems,
Int. J. Num. Eng. 20,pp. 101-119, 1984.

/68/ J. Donea, S. Giuliani
A Simple Method to Generate High Order Accurate Convection Operators for
Ezplicit Schemes Based on Linear Finite Elements,
Int. J. Num. Meth. in Eng. 1, pp. 63-79, 1981. .

/69/ R. Lohner, K. Morgan, O. C. Zienkiewicz
The Solution of Non—Linear Hyperbolic Equation Systems by the Finite Element
Method, Int. J. for Num. Meth. in Fluids 4, pp. 1043-1063, 1984.

/70/ R. Lohner
Finite Element Flui—Corrected Transport (FEM — FCT) for the Euler and
Navier—Stokes Equations,

Int. J. for Num. Meth. in Fluids 7, pp. 1093-1109, 1987.



- 150 -

/71/ M. Litzerich
Beitrag zur Stromungsberechnung in Turbomaschinen mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente,

Dissertation an der RWTH Aachen 1987.

Sonstige Referenzen :
/72/ H. H. Henke

Losung der Euler—Gleichungen mit der Methode der angendiherten Faktorisierung,
Dissertation an der RWTH Aachen 1986.

/73/ J. L. Steger, R. F. Warming
Fluz Vector Splitting of the Inviscid Gasdynamic Equations with Application to
Finite—Difference Methods,
J. of Comp. Physics 40, pp. 263-293, 1981.

/74/ A. Hoger, D. E. Carlson
Determination of the Stretch and Rotation in the Polar Decomposition of the
Deformation Gradient, | |
Quart. Appl. Math. 42 (1), pp. 113-117, 1984.

/75/ Dhatt, Touzot
The Finite Element Method Displayed, Wiley & Sons 1984.

/76/ H. Blum, J. Harig, S. Miiller, A. Walter
SAFE 2, A Finite Element Package,
Universitat des Saarlandes, Saarbriicken 1987.

/77/ S. Schochet ‘
The Compressible Euler Equations in a Bounded Domain :
Ezistence of Solutions and the Incompressible Limit,

Commun. Math. Phys. , pp. 49-75, 1986.



- 151 -

/78/ C.-D. Munz, L. Schmidt
Néiherungsverfahren hoherer Ordnung zur Approzimation von StoBBwellen
Bericht Nr. 28, Fakultit fiir Mathematik, Universitit Karlsruhe,
1985
/79/ A. Rizzi, H. Viviand
Numerical methods for the computation of inviscid transonic flows with shock
waves (A GAMM workshop),
Notes on Numerical Fluid Mechanics Vol. 3, 1981, Vieweg Verlag Braunschweig.
/80/ R. M. Beam, R. F. Warming
An Implicit Finite—Difference Algorithm for Hyperbolic Systems in
Conservation Law Form
J. of Comp. Physics 22, pp. 87-110, 1976
/81/ P. Le Floch
Entropy Weak Solutions to Nonlinear Hyperbolic Systems under
Nonconservative Form
Commun. in Part. Diff. Equa. 13, pp. 669-727, 1988
/82/ P. D. Lax
Weak Solutions of Nonlinear Hyperbolic Equations and their
Numerical Computation
Commun. Pure and Appl. Math. 7, pp. 159-193, 1954
/83/ S. K. Godunov
An Interesting Class of Quasilinear Systems
Dokl. Acad. Nauk. SSSR, 139, pp. 521-523, 1961
/84/ M. S. Mock
Systems of Conservation Laws of Mized Type
J. Diff. Equa. , 37, pp. 70-88, 1980




Veroffentlichungen des Konrad-Zuse-Zentrums fir Informationstechnik Berlin
Preprints Dezember 1988

SC 86-1. P. Deuflhard; U. Nowak. Efficient Numerical Simulation and Identification of lLarge
Chemical Reaction Systems. (vergriffen)

SC 86-2. H. Melenk; W. Neun. Portable Standard LISP for CRAY X-MP Computers.

SC 87-1. J. Anderson; W. Galway; R. Kessler; H. Melenk; W. Neun. The Implementation and
Optimization of Portable Standard LISP for the CRAY.

SC 87-2. Randolph E. Bank; Todd F. Dupont; Harry Yserentant. The Hierarchical Basis Multigrid
Mathod. (vergriffen)

SC 87-3. Peter Deuflhard. Uniqueness Theorems for Stiff ODE Initial Value Problems.
SC 87-4. Rainer Buhtz. CGM-Concepts and their Realization.

SC 87-5. P. Deuflhard. A Note on Extrapolation Methods for Second Order ODE Systems.
SC 87-6. Harry Yserentant. Preconditioning Indefinite Discretization Matrices.

SC 88-1. Winfried Neun; Herbert Melenk. Implementation of the LISP-Arbitrary Precision
Arithmetic for a Vector Processor.

SC 88-2. H. Melenk; H.M. Maller; W. Neun. On Grébner Bases Computation on a Supercomputer
Using REDUCE. (vergriffen)

SC 88-3. J. C. Alexander; B. Fiedler. Global Decoupling of Coupled Symmetric Oscillators.

SC 88-4. Herbert Melenk; Winfried Neun. Parallel Polynomial Operations in the Buchberger
Algorithm.

SC 88-5. P. Deuflhard; P. Leinen; H. Yserentant. Concepts of an Adaptive Hierarchical Finite
Element Code.

SC 88-6. P. Deuflhard; M. Wulkow. Computational Treatment of Polyreaction Kinetics by
Orthogonal Polynomials of a Discrete Variable. (vergriffen)

SC 88-7. H. Melenk; H. M. Maller; W. Neun. Symbolic Solution of Large Stationary Chemical
Kinetics Problems.

SC 88-8. Ronald H. W. Hoppe; Ralf Kornhuber. Multi-Grid Solution of Two Coupled Stefan
Equations Arising in Induction Heatiing of Large Steel Slabs.

SC 88-9. Ralf Kornhuber; Rainer Roitzsch. Adaptive Finite-Element-Methoden fir konvektions-
dominierte Randwertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen.

SC 88-10. C. -N. Chow; B. Deng; B. Fiedler. Homoclinic Bifurcation at Resonant Eigenvalues.



Veréffentlichungen des Konrad-Zuse-Zentrums fiir Informationstechnik Berlin
Technical Reports Dezember 1988

TR 86-1. H.J. Schuster. Tditigkeitsbericht 1985. (vergriffen)

TR 87-1. Hubert Busch; Uwe Pohle; Woligang Stech. CRAY-Handbuch. - Einfihrung in die
Benutzung der CRAY.. '

TR 87-2. Herbert Melenk; Winfried Neun. Portable Standard LISP Implementation for
CRAY X-MP Computers. Release of PSL 3.4 for COS.

TR 87-3. Herbert Melenk; Winfried Neun. Portable Common LISP Subset Implementation for
CRAY X-MP Computers.

TR 87-4. Herbert Melenk; Winfried Neun. REDUCE Installation Guide for CRAY 1 / X-MP
Systems Running COS Version 3.2.

TR 87-5. Herbert Mslenk; Winfried Neun. REDUCE Users Guide for the CRAY 1/ X-MP Series
Running COS. Version 3.2.

TR 87-6. Rainer Buhtz; Jens Langendorf; Olaf Paetsch; Danuta Anna Buhtz. ZUGRIFF - Eine

vereinheitlichte Datenspezifikation fir graphische Darstellungen und ihre graphische
Aufbersitung.

TR 87-7. J. Langendorf; O. Paetsch. GRAZIL (Graphical ZIB Languags).

TR 88-1. Rainer Buhtz; Danuta Anna Buhtz. TDLG 3.1 - Ein interaktives Programm zur
Darstellung dreidimensionaler Modelle auf Rastergraphikgeréten.

TR 88-2. Herbert Melenk; Winfried Neun. REDUCE User’s Guide for the CRAY 1 /.CRAY X-MP
Series Running UNICOS. Version 3.3. ‘

TR 88-3. Herbert Melenk; Winfried Neun. REDUCE Installation Guide . for CRAY 1 / X-MP
Systems Running UNICOS. Version 3.3.

TR 88-4. Danuta Anna Buhtz; Jens Langendorf; OLaf Paetsch. GRAZIL-3D. Ein graphisches
Anwendungsprogramm zur Darstellung von Kurven- und Funktionsverldufen im rdumlichen

Koordinatensystem.

TR 88-5. Gerhard Maierhdfer; Georg Skorobohatyj. Ein paralleler, adaptiver Algorithmus zur
numerischen Integration ; seine Implementierung fir SUPRENUM-artige Architekturen mit SUSI.

TR 89-1. CRAY-HANDBUCH. Einfihrung in die Benutzung der CRAY X-MP unter UNICOS.




