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Abstract

G-invariant cubature formulas for numerical integration over
n—dimensional, G-invariant integration regions are computed sym-
bolically. The nodes are the common zeros of some d-orthogonal
polynomials which build an H-basis of an ideal. Approaches for
these polynomials depending on parameters are made with the
help of the theory of linear representations of a group G. This
theory is also used for the effective computation of necessary con-
ditions which determines the parameters. Another approach uses
invariant theory and grobner bases.
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Einleitung

In vielen numerischen Verfahren missen Integrale berechnet werden. Die In-
tegration erfolgt meistens numerisch mit Quadraturformeln bzw. Kubatur-

formeln "

Q(f) = ZAif(ﬂi)v Aie R,y € RY
i=1

fiir Integrale iiber mehrdimensionale Integrationsgebiete 2 C IRY. Bei der
Methode der finiten Elemente zum Beispiel kommen als Integrationsgebiete
Dreiecke, Quadrate, Tetraeder und Wiirfel vor. Die Gebiete haben also eine
gewisse Symmetrie (sie sind invariant unter einer Gruppe G von linearen oder
affin linearen Transformationen). Es ist tiblich, Kubaturformeln zu benutzen,
die die gleiche Symmetrie wie das Integral haben, die also symmetrisch oder
G-invariant sind. Eine Kubaturformel ist genau dann G-invariant, wenn die
Menge der Knoten y; G-invariant ist und zwei Knoten gleiches Gewicht ha-
ben, wenn sie durch eine Transformation ¢ € G' auseinander hervorgehen.

Im allgemeinen sind die Formeln von einem Grad d, das heifit sie integrieren
alle Polynome vom Grad d oder kleiner exakt.

In dieser Arbeit werden G-invariante Kubaturformeln fir ein vorgegebenes
Integral und vorgegebenen Grad d konstruiert.

Bisher wurden G-invariante Kubaturformeln mit numerischen und algebrai-
schen Methoden konstruiert. In Stroud [69] werden viele Kubaturformeln fir
verschiedene Gebiete angegeben. Da es reicht, eine Polynombasis exakt zu
integrieren, ist eine Kubaturformel eine Losung eines Systems von nichtli-
nearen Gleichungen. Fiir G-invariante Formeln vereinfacht sich das System
nach dem Satz von Sobolev [66] (siehe Satz 1.2). Kubaturformeln zu konstru-
ieren, bedeutet also, ein System von nichtlinearen Gleichungen mit spezieller
Gestalt zu 16sen. In den Arbeiten [9], [11], [18], [37], [55], [70] wurde Inva-
riantentheorie zur Aufstellung des Systems benutzt und anschlieflend wurde
es numerisch gelost.



Da die Menge der Polynome, die in den Knoten verschwinden, ein Ideal
ist, wurde von Moller [46] Idealtheorie verwendet (siehe Satz 1.10). Dabei
wurde keine Symmetrie benutzt. Die daraus hervorgegangenen algebraischen
Methoden, die T- (Morrow und Patterson [50] und Schmid [60], [61], [63]) und
die S-Methode (Cools und Haegemans [8], [13]), sind auf zweidimensionale
Integrale beschrankt, die invariant unter D4 oder einer Untergruppe davon
sind. Mit diesen Methoden konnen nur Kubaturformeln mit ungeradem Grad
konstruiert werden, wobei nur gewisse Knotenanzahlen moglich sind.

Als neues Hilfsmittel wird in dieser Arbeit die Theorie der linearen Darstel-
lungen (Serre [64] und Stiefel und Fassler [67]) herangezogen. Eine Kernaus-
sage der Theorie ist, daf} jeder G-invariante Vektorraum die direkte Summe
von Konglomeraten ist, die Vektoren von jeweils dem gleichen Symmetrietyp
enthalten. Die Konglomerate konnen mittels Projektionen berechnet werden.
Dadurch sind alle méglichen G-invarianten Unterraume bekannt. Die Theorie
wird in Kapitel 2 zusammenfassend dargestellt.

Ziel dieser Arbeit war es, Methoden zur moglichst exakten Berechnung von
G-invarianten Kubaturformeln zu entwickeln. Es sollte ein besseres und tie-
feres Verstandnis fiir die Konstruktion von Kubaturformeln von beliebigem
Grad und beliebiger Knotenzahl erreicht werden. Die entwickelten Metho-
den sollten fiir alle bei Integrationsgebieten vorkommenden Gruppen gel-
ten. Ubrigens sind diese Methoden auch bei anderen Problemen mit Sym-
metrie, insbesondere der exakten Lésung von symmetrischen nichtlinearen
Gleichungssystemen von Interesse. Alle exakten Rechnungen wurden in RE-

DUCE ([38], [58]) durchgefiihrt.

Das Kapitel 1 gibt einen einfachen Umrifl der Konstruktion von Kubaturfor-
meln mit Hilfe von Idealtheorie. Diese ist eine Verallgemeinerung der Kon-
struktion von Gauflformeln fiir eindimensionale Integrale. Dort sind die Kno-
ten die Nullstellen eines orthogonalen Polynoms, und die Gewichte ergeben
sich aus einem linearen Gleichungssystem. Bei der Ubertragung dieses Kon-
struktionsprinzips von Mdller [46] auf mehrdimensionale Integrale werden die
gemeinsamen Nullstellen von mehreren, linear unabhangigen, d-orthogonalen
Polynomen benutzt. Dazu miissen die Polynome eine H-Basis (das ist eine
spezielle Idealbasis) des von ihnen erzeugten Ideals bilden. Die Gewichte sind
wiederum die Losung eines linearen Gleichungssystems.

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall sind die Gewichte im allgemei-
nen nicht alle positiv und die Knoten liegen nicht notwendig im Integra-
tionsgebiet. Die Uberpriifung der Eigenschaft der H-Basis ist im allgemeinen
zwar kompliziert, aber fiir Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl konnte



Méller [47] ein Konstruktionsverfahren angeben. Auch Polynome, die die Be-
dingung des Satzes von Max Noether erfiillen, bilden eine H-Basis. Das fiihrt
allerdings auf Kubaturformeln mit recht vielen Knoten.

Es ist bekannt, da fiir G-invariante Kubaturformeln das zugehdrige Ideal
der Polynome, die in den Knoten verschwinden, G-invariant ist. Bei der T—
und der S-Methode, wird das fiir G = D, und einigen Untergruppen von Dy
ausgenutzt. Dort wird mit parameterabhangigen, d-orthogonalen Polynomen,
die einen G-invarianten Vektorraum aufspannen, angesetzt. Die Parameter
ergeben sich dann aus fir die Konstruktion notwendigen Bedingungen (der
Existenz von Syzygien).

Eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit ist folgendes: Mit Hilfe der Theo-
rie der linearen Darstellungen lassen sich leicht erfolgversprechende Anséatze
flir eine H-Basis eines G-invarianten Ideals machen. Diese Polynome konnen
aus je einem Konglomerat gewahlt werden, also von je einem Symmetrietyp
sein, und von Parametern abhiangen. Das grundsatzliche Vorgehen ist dann
folgendes: Die Parameter ergeben sich aus den notwendigen Bedingungen fiir
die H-Basis, also der Existenz von Syzygien (nichttriviale Darstellungen des
Nullpolynoms). Die entscheidende Verbesserung besteht darin, daf§ die Syzy-
gien im Falle der G-Invarianz jeweils aus einem Konglomerat gewahlt werden
konnen. Durch diese Vereinfachung werden die Syzygien im allgemeinen erst
praktisch berechenbar. Die gemeinsamen Nullstellen sind die Knoten. Die
Gewichte werden leicht aus einem linearen Gleichungssystem bestimmt.

Fir die Anwendung der Theorie der linearen Darstellungen gibt es nur die
Einschrankungen, dal die Gruppe endliche Ordnung haben mufl und ihre
irreduziblen Darstellungen bekannt sein missen. Im Gegensatz zur T- und
der S—Methode gibt es also keine Einschrankungen an die Gruppe. In den
Beispielen in dieser Arbeit werden insbesondere D3, D4 und S4 und einige
ihrer Untergruppen betrachtet. In Beispiel 3.22 wird ein Kontinuum von Sy-
invarianten Formeln fiir den Tetraeder T3 konstruiert, von denen bisher nur
4 bekannt sind. In Beispiel 3.21 wird durch einfache Rechnung bewiesen,
daf es keine Ros-invariante Kubaturformel vom Grad 6 mit 10 Knoten gibt.
Exakte Werte einer Ds-invarianten Formel vom Grad 15 fiir E}° werden in
Beispiel 3.23 angegeben. Fiir diese Formel waren bisher nur numerische Werte
bekannt. Sie kann mit der T- oder der S-Methode nicht konstruiert werden.

In Kapitel 4 wird ein weiterer Ansatz beschrieben. Es wird versucht, die
gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen als Knoten zu ver-
wenden. (Die Polynome spannen also nicht nur einen G-invarianten Vektor-
raum auf, sondern sind selbst G-invariant.) Dabei wird Invariantentheorie be-
nutzt. Eine Invariantenbasis besteht aus einigen G-invarianten Polynomen, so



dafB jedes weitere G-invariante Polynom als Polynom in diesen G-invarianten
Polynomen dargestellt werden kann. Die Tatsache, daf es fiir jeden Inva-
riantenring (der Menge der G-invarianten Polynome) eine Invariantenbasis
gibt, geht auf Hilbert [39] zurlick. Das bedeutet eine wesentliche Vereinfa-
chung beim Umgang mit G-invarianten Polynomen. Dadurch zerfallt die Su-
che nach gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen in mehrere
kleine nichtlineare Gleichungssysteme.

Es wird gezeigt, dafl man fiir einige Gruppen, die Untergruppen von Spie-
gelungsgruppen sind, mit Hilfe der Theorie der linearen Darstellungen leicht
eine gute Invariantenbasis finden kann.

Um G-invariante Kubaturformeln zu konstruieren, kann man basierend auf
einer Idee von Méller [49] wie folgt vorgehen. Man macht einen Ansatz aus d-
orthogonalen, G-invarianten Polynomen, die von Parametern abhangen und
die in den neuen Variablen dargestellt werden, die durch die Invariantenbasis
gegeben sind. Die Parameter werden so bestimmt, da die Polynome eine
Grobner-Basis bzgl. einer Ordnung bilden, die von der Gruppe G abhangt.
Die Knoten ergeben sich als die gemeinsamen Nullstellen und die Gewichte
als die Losung eines linearen Gleichungssystems. In den Beispielen 4.15 und
4.20 ergeben sich mit dieser Methode eine neue Sy-invariante Kubaturformel
fur das Tetraeder 75 und ein Kontinuum von neuen Ds-invarianten Formeln

fiirs Dreieck T5.

Der Weg mit den linearen Darstellungen ist aber im allgemeinen besser, da im
Ansatz weniger Parameter auftreten und sich Formeln mit weniger Knoten
ergeben.

In Kapitel 5 wird dieser Weg auf die Konstruktion von Paaren von G-
invarianten Kubaturformeln spezialisiert. Ein Paar von G-invarianten Ku-
baturformeln besteht wie bei den Kronrod-Formeln fiir eindimensionale Inte-
grale aus 2 Formeln unterschiedlichen Grades, wobei die Knoten der Formel
niedrigeren Grades auch Knoten der zweiten Formel sind. Solche Paare sind
besonders gut fir adaptive Integrationsprogramme geeignet.

In einem Konstruktionsweg von Paaren geht man von einer G-invarianten
Formel (); aus und konstruiert die Formel hoheren Grades, in dem man mit
Polynomen ansetzt, die in den Knoten von @), verschwinden. Mit der Theo-
rie der linearen Darstellungen ergeben sich gute Ansatze aus Polynomen aus
den Konglomeraten. Die letzten Beispiele 5.4 und 5.5 zeigen noch einmal die
Leistungsfahigkeit des Konstruktionsprinzips mit Hilfe der linearen Darstel-
lungen.



Kapitel 1

Der Zusammenhang zwischen
Kubaturformeln und Idealen

In diesem Kapitel wird das Problem der Konstruktion von Kubaturformeln
zunachst genau beschrieben. Gemeinsame Nullstellen von hinreichend ortho-
gonalen Polynomen konnen als Knoten der Formel verwendet werden, wenn
die Polynome eine spezielle Basis des von ihnen erzeugten Ideals bilden.

Die bekannten Zusammenhinge mit H-Basen, Grobner-Basen, Syzygien, un-
teren Schranken fiir die Knotenanzahl bei vorgegebenem Grad werden auf-
gefithrt, insofern sie in den folgenden Kapiteln benotigt werden, wo diese
Begriffe in Zusammmenhang mit Symmetrie benutzt werden. Einen guten

Uberblick findet man auch in Méller [49] und Mysovskikh [55].

1.1 Problembeschreibung

Gegeben sei ein Integral
1(0):= [ [ w(@)-f(a) de,
Q

wobei @ C RN ein Integrationsgebiet mit inneren Punkten, w(z) €
C(IRM) eine Gewichtsfunktion und f € C(IR") eine zu integrierende Funk-
tion sind.

Sei I(1) < oo. Im folgenden wird das Integral als positiv vorausgesetzt, d.h.

I(ff)>0  VfeC(@)\{0}
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Eine Kubaturformel

Q) =Y A (w)

mit Knoten y; € R" und Gewichten 4; € R\ {0},i = 1,...,n ist eine
Naherung fir I(f). Eine Kubaturformel hat den Grad d, wenn Ijp, = Q)p,
und I(p) # Q(p) fir ein p € Py41 gelten, wobei IP; C R[zq,...,2n] den
Raum der Polynome in den Variablen z,,...,zx vom Grad kleiner oder
gleich d bezeichnet. Es gilt

. d+ N
dimIP,; = ( N ) .
Da vorausgesetzt wird, daf3  innere Punkte enthalt, spannen die Polynome
p € IP; auch als Funktionen pq einen Raum der Dimension dimIP; auf.

Diese Arbeit beschaftigt sich mit dem Problem, die Knoten y; und Gewichte
A; fiir ein gegebenes Gebiet ), eine Gewichtsfunktion w und einen gegebenen
Grad d zu berechnen. Das Gleichungssystem

Q(p;) =1(p;)  (p; Basisvon IPy) (1.1)

in der Unbekannten A;,y; muf} also gelost werden. Insbesondere werden fol-
gende Integrale betrachtet:

Cs : das Quadrat = [~1,1] x [-1,1] mit w =1,
C; : der Wiirfel @ = [-1, 1P mit w = 1,
T, : das Dreieck @ = { (x,y) e R* | x,y >0, x+y<1}mitw=1,

T3 : das Tetraeder @ = { (x,y,z) € R® | x,y,2 >0, x+y+z<1}
mit w =1,

Ej3" : die Ebene Q = IR? mit Gewichtsfunktion w(z,y) = exp(—z? — y?),

02% : das Quadrat Q@ = [-1,1]? mit Gewichtsfunktion
1

w(z,y) = (1-22)3(1 - y?)3,

-1
2

C, ? : das Quadrat = [—1,1]? mit Gewichtsfunktion

1
w(z,y) = (1 —2?)75(1 —y?)"3,
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—

Abbildung 1.1: Integrationsgebiete {2

Die Standardbezeichnungen C; — Ej° wurden Stroud [69] entnommen, wo
man auch viele Kubaturformeln fir diese Gebiete findet.

Alle obigen Integrale sind G-invariant unter einer Gruppe G von linearen
bzw. affin linearen Transformationen, d.h.

I(fy=I(fot) Vte@G
Das ist erfiillt, wenn
()= und w(t(z))=w(z) VeeQted
gilt. Dann betrachtet man auch G-invariante Kubaturformeln @, d.h.

Qf) =Q(fot) VteG
Eine G-invariante Kubaturformel @) hat als Knotenmenge eine Vereinigung
von G-Koronen (G-Orbits) k, = {z € R"/z = t(y) fiir ein ¢t € G} und
zwei Gewichte A;, A; sind gleich, wenn die zugehorigen Knoten y; , y; € RN
zur gleichen G-Korona gehdren. Die Anzahl der Punkte in einer G-Korona
hangt von der Gruppe G und dem Typ der G-Korona ab.

1 1
C’z,E£2,C§,Cz ? sind z. B. invariant unter der Gruppe Dy = {id,r,r? 13
s,sr, 812, 513}
wobei r:IR? — ]R2, (z,y) — (—y,z)
und s:R? — RR2, (z,y) — (—=,y)

die Gruppe D, erzeugen. Es gibt D4-Koronen mit 8 oder 4 Punkten oder mit
einem Punkt, dem Ursprung (0,0).
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Beispiel 1.1 :

Q) = 5 -4-£(0,0)+
39 4. (f(r,0)+ f(=r,0)+ F(0,7) + (0, —1))+
as 4 (f(s, ) + f(s,=t) + f(=s,t) + f(=s,-t)+
f(tys) + f(—t,s) + f(t,—s) + f(—t,—3))

' 9 12 . 3
mit 7= —,
35 . .
2 _ 93 + 3186
155 ’ . .
2 93 — 3186
B 155
ist eine Formel mit 3 D4-Koronen . .
verschiedenen Typs vom Grad 7 . .
(Mazwell, C2:7-3 in Stroud [69]).
Ein Vektorraum V C R[zy,...,zxN] heiBt G-invariant, wenn

p(t(z)) eV Vpz)eV VteG

gilt. Zum Beispiel [P, ist G-invariant. Ein Polynom p heilt G-invariant, '
wenn

p(t(z)) =plz) Vted

gilt. Der Raum aller G-invarianten Polynome p € IP; wird mit IP§ bezeichnet.
Ein Polynomp € V in einem G-invarianten Vektorraum V ist nicht notwendig
selbst G-invariant.

Satz 1.2 (Sobolev [66] ): Seien das Integral I und die Kubaturformel Q G-

wnvariant. Dann sind dquivalent:

i.) @ hat den Grad d.

i.) Q(p) = I(p) gilt fir alle G-invarianten Polynome p € IP§.
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In Satz 1.2 beschreibt G nicht notwendig die volle Symmetrie des Integrals.
G kann eine Untergruppe sein. Als Untergruppen von D, sind unter anderen
Sya := {id,r?,s,sr*} und Z, = {id,r*} gebrauchlich (siehe auch Definition
3.4).

Mit Satz 1.2 ergibt sich eine bekannte Methode zur Konstruktion von G-

invarianten Kubaturformeln ¢) vom Grad d : Man l6st numerisch das nicht-
lineare Gleichungssystem

Q(pz) = I(pi) 1= 1,.. ,dlm]P?, (12)

wobei p; € IPdG eine Basis der G-invarianten Polynome von Grad < d bil-
den. Dabei setzt man @ mit soviel unbekannten Gréfen an, wie das System
Gleichungen hat, damit eine Losung erwartet werden kann. Es gibt allerdings
Kubaturformeln, die Losungen eines Systems mit weniger Unbekannten als
Gleichungen sind.

Dieser numerische Weg wird in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Statt
dessen wird das Gleichungssystem (1.2) mit Hilfe von orthogonalen Polyno-
men, Idealtheorie, Theorie linearer Darstellungen und Invariantentheorie in
kleinere Teilprobleme zerlegt.

1.2 Konstruktion mit Hilfe von orthogona-
len Polynomen

Um die Formeln aus gemeinsamen Nullstellen von Polynomen konstruieren
zu konnen, betrachtet man zunachst den umgekehrten Weg.

Satz 1.3 (Hirsch, Stroud [69] S. 77): Sei Q eine Kubaturformel vom Grad
d mit n Knoten y; und sei n < dimIPy.

Dann gilt:

i.) Es gibt ein m > 1, so daf linear unabhdngige Polynome p; € Py,
7 = 1,...,m existieren, die die Knoten als gemeinsame Nullstellen

haben.

i.) Firallej=1,...,m gilt I(fp;) =0 fir alle f € IPq mit fp; € Py.
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BEWEIS: Bestimmt man ein p € IP4, das in den n Knoten verschwindet, so
ergeben sich n lineare homogene Gleichungen fiir dimIP; Unbekannte (die Ko-
effizienten der Monome). Wegen n < dimlIP, gibt es mindestens eine Losung.
Fir fp; € P4 gilt

n

I(fp;) = Q(fp;) =Z fwpi(y)=0 A

Da das Integral I positiv ist, wird durch I(f - ¢) ein Skalarprodukt definiert.
Ein Polynom p; vom Grad s aus Satz 1.3 hat also nach ii.) die Eigenschalft,
orthogonal zu allen Polynomen vom Grad d — s zu sein.

Ein Polynom p vom Grad s, das orthogonal zu allen Polynomen f € IP,_,
ist, heilt orthogonal. Der Vektorraum der orthogonalen Polynome vom
Grad s wird mit K bezeichnet. Er hat eine spezielle Basis. Fur jedes Mo-
nom x’llcv}\’}’ vom Grad s = %3 + -+ + iy gibt es ein ¢ € P,_4, so
daB Piviv(gy, ..., zn) = i -2 + g(z) orthogonal ist (Jackson, siehe

Stroud [69] S. 69).

Formeln fiir die orthogonalen Polynome P bzw. P“9* findet man fiir einige
Integralein Stroud [69] S. 71-74 oder fiir T3, T5, Ty in Grundmann und Moller
[33]. Fiir Produktintegrale (z.B. Cy, Ej’,C3) ergeben sich die orthogonalen
Polynome P* bzw. P als Produkte von orthogonalen Polynomen P* fiir
eindimensionale Integrale. In Davis und Rabinowitz [20] S. 33-42 werden
orthogonale Polynome P! aufgefiihrt.

Ein Polynom p vom Grad s (z.B. p; in Satz 1.3 ii.)), das orthogonal zu allen
Polynomen f € IP,4_, ist, heifit d-orthogonal (Mdller [46] S. 13).

Lemma 1.4 : Jedes d-orthogonale Polynom p vom Grad s (d > s> £ ) hat

eine Darstellung
s—1

p=ps+ Y. pi

t=d—s+1
mitp, € K, ps #0, p; € K;, i =d—s+1,...,s—1.

Als nachstes betrachtet man Folgerung i.) in Satz 1.3 naher. Die Menge A
der Polynome, die in den Knoten verschwinden, hat die Eigenschaft

fim+ fapp € A Vfi, fo € Rlzy,...,2zN], p1,p2 € A
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Mengen mit dieser Eigenschaft heiflen Ideale. Jedes Ideal A im Polynomring
RR[z1,...,zn] hat nach dem Hilbertschen Basissatz eine endliche Idealbasis
Piy--«9yPm,y d.h.

vpe‘A 3 ‘I177‘1m€m[$1a’3«w] mit pzzquz

=1
Man schreibt A = (py,...,pn). Die Nullstellen von A sind die gemeinsamen,
aflinen Nullstellen von py,...,pm. Nach dem Satz von Bezout (Stroud [69]
S. 20, Moller [46] S. 33f) haben N Polynome p;,...,py in N Variablen ent-
weder Grad (p;)- Grad (p;)--- Grad (pny) Nullstellen (mit mehrfachen und
komplexen Nullstellen und Nullstellen im Unendlichen gerechnet) oder sie
haben unendlich viele.

Hat ein Ideal A = (py,...,pm) endlich viele Nullstellen, so heifit es nulldi-
mensional. Fir nulldimensionale Ideale kann man die Anzahl der Nullstellen
an der Hilbertfunktion H(k, A) (Moller [49] S. 181) ablesen. H(k, A) :=
dimIP; —dim(.ANIP;) gibt die Kodimension von ANIP; in IP; an. A ist genau
dann nulldimensional, wenn die Hilbertfunktion ab einem Grad K stationar
wird, d.h.

H(k,A)=H(K,A) Vk> K gilt.

Dann gibt n = H(K,A) die Anzahl der Nullstellen (mit komplexen und
mehrfachen Nullstellen gerechnet) (Moller [49] S. 181) an.

Damit ist klar, wie Kubaturformeln konstruiert werden kénnen.

Satz 1.5 (Stroud [69] S. 112): Fir ein Ideal A C R[zy,...,zN] seten fol-
gende Bedingungen erfillt:

i.) Das Ideal A hat genau n paarweise verschiedene, reelle Nullstellen
Y1y Yn-

it.) Jedes Polynom p € ANTP, ist d-orthogonal, kurz: fir den Vektorraum
A ﬂ]Pd gilt Iand =0.

Dann gibt es Gewichte A; € R, so daf8 durch
QUf) =d_ Aif(ui)
=1

eine Kubaturformel mindestens vom Grad d gegeben ist.
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BEWEIS: Da A nulldimensional ist, gibt es ein K € IN mit H(k,A) =
H(K,A) Vk > K. Die Anzahl der Nullstellen ist n = H(K,A). Da die
Hilbertfunktion monoton wachst, gilt fiir die Kodimension H(d,.4) von A
in P, also H(d, A) < H(K, A) = n. Es konnen also linear unabhangige Po-
lynome f; € P4\ A, j =1,...,H(d, A) mit span(fi, f2,...) N A = {0}
gewahlt werden. Die Gewichte A; € IR ergeben sich dann als die Loésung des
linearen Gleichungssystems

Q) =L AL = 1) 5= 1,0, H(&,A).

Die Koeffizientenmatrix hat den vollen Rang H(d,.A) < n, also mindestens
eine Losung. Wegen Py = ANTP; @ span(fy, fa,...) und I 4np, = 0 hat die
Kubaturformel Q(f) = Yi-; Aif(y:) mindestens den Grad d. |

Von Stroud stammt eine Formulierung dieses Satzes mit Vektorraumen. Erst
Moller [46] erkannte die Bedeutung des Begriffs Ideal fir die Konstruktion
von Kubaturformeln.

Aus der Positivitat des Integrals folgt eine untere Schranke fiir die Knoten-
anzahl n.

Satz 1.6 (Stroud [69] S. 118ff): Fir Kubaturformeln vom Grad d = 2v — 2
oder d = 2v — 1 mit zugehorigem Ideal A gilt fir die Knotenanzahl

n>Hv—-1A)=dimlP,_;.

BEWEIS: Weil ein Polynom p € IP,_; vom Grad v — 1 wegen I(p?) > 0 nicht
d-orthogonal ist, gilt p ¢ A, also H(v — 1, A) = dimIP,,_,. |

Ob Polynome py,...,pm € Rlzy,...,zN], die die Basis eines Ideals A bil-
den, endlich viele affine gemeinsame Nullstellen haben, kann man z.B. daran
ablesen, ob A eine fundamentale Menge von einem Grad s enthalt.

Definition 1.7 (Schmid [61]) : Fine Menge von Polynomen p,...,p, vom
Grad s heifit fundamental vom Grad s, wenn ihre homogenen Anteile vom
Grad s den Raum aufspannen, der von den Monomen vom Grad s aufge-
spannt wird.

Ein Ideal A, das ein Fundamentalsystem (fundamentale Menge) vom
Grad s enthalt, ist offensichtlich nulldimensional, weil dann H(s — 1, 4) =
H(s,A)=H(K,A) VK > s gilt. Die Anzahl der Nullstellen ist dann

n=H(s—1,A) =dimP,_; — dim(ANP,_;).
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Nach Satz 1.5 ergibt sich folgender Konstruktionsweg: Man wahlt d-
orthogonale Polynome py, ..., pn so, daf sie endlich viele gemeinsame, ein-
fache, reelle Nullstellen haben und iiberpriift, ob das Integral I auf dem
Vektorraum (py, ..., pm) NPy = AN P, verschwindet.

Die letzte Bedingung folgt nicht aus der d-Orthogonalitit einer Basis
Piy-c s Pm: '

Denn gilt z.B. fir p = fip1 + fap2 € Py fir fip; und fop; vom Grad d + 1,
weil sich die Monome vom Grad d + 1 wegheben, dann gilt p € A NPy, aber
I(p) = 0 ist nicht gewahrleistet. Gibt es allerdings eine andere Darstellung
von p, existieren also

m
¢1y---5¢m mit g¢;jp; € Py und p=ij‘l’ja

=1

so folgt I(p) = 0. Die Situation ist also gerettet, wenn man eine weitere
Darstellung fir alle derartigen p fordert.

Definition 1.8 (Moller [{6] S. 24, [49] S. 180): Die Polynome pi,...,pm
bilden eine kanonische Basis oder H-Basis von A = (p1,...,pm), wenn
alle Polynome

pi= ilquj, ¢; € Rlz1,...,zn],7 =1,...,m,
=
eine Darstellung
p= f:lfjp]’, fi € Rzq,...,2n],7=1,...,m,
3=
mit Grad (f;p;) < Grad(p),j =1,...,m besitzen.
Durch Umformung ergibt sich
Stas = fps =0 (13)

Darstellungen 3" g;p; = 0 wie (1.3), die nichttriviale Darstellungen des Null-
polynoms sind, heilen Syzygien zu p,,...,pn. Fiir jede Syzygie 1a88t sich
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mindestens ein Polynom p mit zwei unterschiedlichen Darstellungen wie oben
bei der kanonischen Basis finden.

Fir den Test auf kanonische Basis miissen linear unabhéangige Syzygien nach-
gewiesen werden. Dieser Test ist im allgemeinen kompliziert, weil die Existenz
von Syzygien mit beliebigem Grad der Komponentenpolynome g; bzw. dazu
aquivalente Gleichungen oder Bedingungen gezeigt werden miussen. Da durch
Multiplikation von Syzygien mit Polynomen wieder Syzygien entstehen, sind
die Syzygien mit niedrigem Grad von g; besonders wichtig. In Spezialfallen
braucht man nur die Existenz von Syzygien mit Grad (g;) < 1 oder Grad
(9;) < 2 zu zeigen.

Beispiel 1.9 : Sind py, p2, p3, pa € Rz, y| linear unabhangige Polynome vom
Grad 5, so testet man auf H-Basis folgendermaflen: Da es nur 7 Monome
vom Grad 6 gibt, gibt es mindestens eine nichttriviale Linearkombination von
TPp1, TP, TP3, TP4, YP1, YP2, YP3,yps vom Grad 5 oder kleiner. Dieses Polynom

4
Z (ajz + bjy)p; € P5, aj,b; € R

kann z.B. durch Koeffizientenvenleich der Monome vom Grad 6 bestimmit
werden. Bilden py, ps, ps, ps eine H-Basis, so gilt wegen ¢ € A = (p1, p2, p3, ps)
auch q € span(p1, p2, p3, p4)- Dazu dquivalent ist die Existenz einer Syzygie

4
D (a;z+bjy—c;)pi =0, cj€RR.
7=1

Statt mit z und y multipliziert man dann mit 22, zy,y? und uberprift die
Ezistenz von Syzygien mit Grad(g;) < 2.

Die Eigenschaft der kanonischen Basis 1d8it sich in einem speziellen Fall mit
Satz 1.11 einfach nachweisen.

Der folgende Satz uber die Konstruktion von Kubaturformeln hat in dieser
Arbeit eine zentrale Bedeutung.

Satz 1.10 (Moller [46] S. 39): Fir A = (p1,...,pm) C Rlz1,...,zN] seien
folgende Bedingungen erfillt:

i.) p1,-..,Pm sind d-orthogonal.

it.) p1y...,pm bilden ein H-Basis von A.
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iti.) p1,-..,pm haben endlich viele reelle, einfache, gemeinsame Nullstellen
yi,0=1,...,n.

Dann gibt es eine Kubaturformel vom Grad mindestens d, die die Nullstellen
y; als Knoten hat.

Damit zerfallt die Konstruktion von Kubaturformeln bzw. die Losung
des Gleichungssystems (1.1) in drei Teile. Eine kanonische Basis aus d-
orthogonalen Polynomen wird ermittelt und danach deren gemeinsame Null-
stellen bestimmt. Die Gewichte ergeben sich zuletzt als die Ldsung eines
linearen Gleichungssystems.

Die Konstruktion mit Satz 1.10 fiihrt nicht immer zum Erfolg: Hat man
eine H-Basis gefunden, so konnen die gemeinsamen Nullstellen komplex oder
mehrfach sein. Auch negative Gewichte sind unerwiinscht. Dazu ist nur ein
unpraktisches Kriterium von Schmid ([61] Satz 2) bekannt. Die Vorzeichen
der Gewichte kennt man nur in Spezialfillen (siehe Cools und Haegemans [10]
fiir G-invariante Formeln, Morrow und Patterson [50] S. 955f, Mysovskikh [52]
und Schmid [59] fir Formeln vom Grad 2v mit minimaler Knotenzahl). In
dieser Arbeit wird auf die Positivitat der Gewichte nicht weiter eingegangen.

Viele Autoren haben die gemeinsamen Nullstellen von d-orthogonalen Po-
lynomen zur Konstruktion benutzt z.B.: Franke [27], [28], Haegemans und
Piessens [34], [35], Haegemans [36], Schmid [59], [62], [63], und Stroud [68].
Dabei wurde teilweise die Symmetrie des Integrals ausgenutzt (siehe Kapitel
3).

Bild 1.2 veranschaulicht ein Ideal, das zur Kubaturformel vom Grad 7 mit 13
Knoten aus Beispiel 1.1 gehért. Die Kreuze symbolisieren den Ring R[z, y].
Die Anzahl der Kreuze in der Zeile k ist gleich dimIP; — dimIP;_;. Die Um-
rahmungen der Kreuze veranschaulichen das zugehorige Ideal. Die Anzahl
der umrandeten Kreuze in Zeile k gibt die Anzahl

dimA N IPk - dlm.A N ]Pk—l

an. Hier gilt dimANP4—dimANP3; = 2 und dimANP5—dimANIP, = 6. Es
gibt also ein Fundamentalsystem vom Grad 5. Das sieht man daran, daf in
Zeile 5 alle Kreuze umrandet sind.

Ganze Kreise stehen fiir Polynome aus der kanonischen Basis. In diesem
Beispiel bilden also 4 Polynome vom Grad 4 und 5 die kanonische Basis.

Die Gerade symbolisiert die untere Schranke nach Stroud ( siehe Satz 1.6),
weil kein Polynom vom Grad 3 oder kleiner in den Knoten einer Kubaturfor-
mel vom Grad 7 verschwinden kann. Es gilt also H(3,.4) = dimP3 = 10. Da
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Abbildung 1.2: Ideal zu Cy : 7 — 3

fiir die Knotenanzahl n > H(3, A) gilt, gibt es mehr Knoten in einer Formel
vom Grad 7 als es Kreuze unterhalb der Geraden gibt.

Die Anzahl der nicht umrandeten Kreuze ist gleich der Anzahl der Nullstellen
von A.

Mit Hilfe des folgenden Satzes ist es in Spezialfillen einfach zu entscheiden,
ob Polynome eine kanonische Basis bilden.

Satz 1.11 (Maz Noether, sieche Stroud [69] S. 21, Moller [{9]): Haben
p1,p2 € Rlz,y] vom Grad py,ps endlich viele paarweise verschiedene, ge-
meinsame, affine Nullstellen (z;,y;), © = 1,...,41 - po und verschwin-
det auch P vom Grad p in diesen Nullstellen, so gibt es ¢ € IP,_,, und
g €P,_,, mit

P = qip1 + q2p2.

Die gemeinsamen Nullstellen von zwei linear unabhingigen (2v — 1)-
orthogonalen Polynomen vom Grad v in 2 Variablen eignen sich also als die
n = v? Knoten einer Kubaturformel vom Grad (2v — 1), falls die Nullstellen
reell und verschieden sind. So haben Cools und Haegemans [7], Cristescu und
Loubignac [19], Franke [26] und Mysovskikh [53], {54] Formeln konstruiert. Es
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gibt aber fiir zweidimensionale Integrale Kubaturformeln vom Grad (2v — 1)
mit wesentlich weniger als »? Knoten. Fiir deren Konstruktion mit Satz 1.10
benotigt man mehr als 2 Polynome in der H-Basis und Satz 1.11 ist nicht
anwendbar.

Kennt man die gemeinsamen Nullstellen von p;,...,pn, so kann man oft
ablesen, ob diese Polynome eine kanonische Basis bilden.

Satz 1.12 : Seien py,...,pm linear unabhdngige Polynome vom Grad s in
2 Variablen und set durch zpj,yp;,j = 1,...,m ein Fundamentalsystem
vom Grad s + 1 gegeben. Sei vorausgesetzt, dafi die homogenen Anteile von
P, .-, Pm vom Grad s einen Raum der Dimension m aufspannen. Die Poly-
nome pi,...,Ppm bilden genau dann eine H-Basis des Ideals A = (py,...,Pm),
Wenn pi,...,Ppm genaun = dimlP, —m gemeinsame, affine Nullstellen (mit
Vielfachheit gerechnet) haben.

BEWEIS: Da zp;, yp; ein Fundamentalsystem vom Grad s + 1 bilden, gilt fir
die Hilbertfunktion H(s, A) = H(s+ 1, A) = H(k, A) Vk > s. Deshalb gilt
fur die Anzahl der Nullstellen n = H(s, A). Nach Definition der Hilbertfunk-
tion gilt H(s, A) = dimIP, — dimIP, N A und damit H(s, A) < dimIP, — m.
Angenommen pi,...,p, bilden keine kanonische Basis. Dann gibt es ein
p = Y7, ¢;p; mit Grad(g;p;) > Grad(p) fir mindestens ein j, aber keine
Darstellung p = 3°72, f;p; mit Grad(f;p;) < Grad(p), j =1,...m. Dieses
p kann vom Grad < s angenommen werden, da es ein Fundamentalsystem
vom Grad s + 1 gibt, also alle Monome vom Grad > s + 1 erzeugt werden.
Da p die Bedingung fiir die kanonische Basis verletzt und die homogenen
Anteile von py,...,p, vom Grad s einen Raum der Dimension m erzeu-
gen, sind p,pi,...,Ppm linear unabhangig. Aus dimA NP, > m + 1 folgt
n = H(s, A) < dimlP; — m — 1. Genau dann wenn py,...,p, eine kanoni-
sche Basis bilden, gibt es kein solches p und die Nullstellenanzahl ist genau
n = dimIP, — m. [ |

Beim Konstruktionsweg nach Satz 1.10 bleibt ungeklart, wie man eine kanoni-
sche Basis aus d-orthogonalen Polynomen findet. Eine Grundidee, die im fol-
genden hiufig benutzt wird, besteht darin, einen Ansatz aus d-orthogonalen
Polynomen zu machen, die von Parametern abhdngen. Damit diese Polynome
(eventuell mit anderen d-orthogonalen zusammen) eine kanonische Basis bil-
den, wird die Existenz von Syzygien bzw. dazu adquivalenten Gleichungen
gefordert, was auf nichtlineare Gleichungen fir die Parameter fiihrt.

Die T-Methode und die S-Methode lassen sich in dieses Konzept einord-
nen. Mit der T-Methode (Morrow und Patterson [50], Miinzel und Renner [51]
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und Schmid [60], [61] ) werden Formeln vom Grad d = 2v — 1 fiir zweidimen-
sionale, Z,-invariante Produktintegrale (z.B. Cy, E}’) konstruiert. Es wird
mit einem Fundamentalsystem R; vom Grad v + 1 mit (2v — 1)-orthogonalen
Polynomen angesetzt:

v—1
R]‘ :Py+1—j’]+za,'jpu—l—z’1, ] =0,"',V+1. (14)

1=0
Dabei sind die a;; € IR die unbekannten Parameter. Die orthogonalen Po-
lynome P*~* vom Grad v treten nicht auf, damit die R; ein Z;-invariantes

Ideal mit einer Zp-invarianten Nullstellenmenge erzeugen (siehe Paragraph
3.2). Die Polynome

Q:=zR;—yR;,€lP,, 7=1,...,v+1

haben den Grad v. Ein Teil der Parameter wird so bestimmt, daf} die Po-
lynome @); orthogonal sind. Dann kann man versuchen, die restlichen Para-
meter so zu bestimmen, dafl die ¢); und R; zusammen eine H-Basis bilden.
Dazu muf

xQ]’yQJ € Span(RU U+1) fir j=1,...,v+1

erfilllt sein, da es sonst wegen Q; = Y%_, b;; P*~** Polynome

THz,y) = 2Qi(e,y) ~ Y biRile,y) #0 und

=0
sz(w’y) = yQJ vy) Zb]sz+l z y) 7é 0
=0
vom Grad < v — 1 im Ideal 4 = (Q4,..., R,41) gibt. Existiert ein T’c

ANTP,_; mit T’c # 0, so bilden die Polynome @Q1,...,Q,41, Ro,... R,,_H
keine H-Basis. Hat man die Parameter b;; in Abhanigkeit der Parameter a;;
so bestimmt, daf

TFeP,, k=12j=1,...,v4+1

gilt, so ergeben sich aus TF = 0 nichtlineare Gleichungen fir die Parameter

a;j. Die Bedingungen 2Q);,yQ; € span(Ry, ..., R,41) sind also aquivalent zur
Existenz von Syzygien

'—EbﬁRi =0, ij—ijiRiH =0, y=1,...,v4+1.
=0

1=0
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Nach Méller [49] S. 187f sind diese notwendigen Bedingungen schon hin-
reichend dafir, daB die Polynome Q1,...,Q,4+1, Ro,..., R,41 eine H-Basis
bilden. Sind die gemeinsamen Nullstellen auerdem reell und einfach, so sind
die Voraussetzungen von Satz 1.10 fir die Existenz einer Kubaturformel vom

Grad 2v — 1 erfillt.

In der S-Methode (Cools und Haegemans [8], [13] ) werden zwei Ansitze
{Ro, Ra,...} oder {Ry, Rs, Rs,...} mit R; aus (1.4) betrachtet, wobei das
Integral als Sya-invariant vorausgesetzt wird und ein Teil der Parameter
a;; so festgelegt wird, daBB Ry, Rq,... bzw. Ry, Rs, ... einen Sya-invarianten
Vektorraum aufspannen. Es werden zu Syzygien dquivalente Forderungen

©?R; —y*R;,_, € span(Ro,Rs,...) ,i=2,4... bzw.
2Ry —y*R;y € span(Ry,Rs,...) ,i=2,4...

aufgestellt, was auch auf nichtlineare Gleichungen fiir die Parameter fiihrt.

In beiden Verfahren werden weitere Voraussetzungen an die Symmetrie des
Integrals und des Ansatzes gemacht, um Rechnungen praktisch durchfiihren
zu konnen.

1.3 Kubaturformeln vom Grad 2v -1 mit mi-
nimaler Knotenzahl

In diesem Abschnitt wird eine untere Schranke fir die Knotenanzahl fir
Kubaturformeln mit ungeradem Grad fiir zweidimensionale Integrale ange-
geben. Daraus ergibt sich ein Konstruktionsverfahren (siehe Moéller [47], [48]
und Engels [24]).

Gesucht sind also die Knoten (z;, y;) € IR? und Gewichte A; € R,¢ = 1,...,n,
einer Kubaturformel vom Grad 2v — 1 fiir ein Integral

1) = [ [ wa,n)f(e,y)dedy, QSR
Q

so daB die Knotenzahl n méoglichst klein ist.

Zur Motivation folgende Uberlegungen: Wegen der unteren Schranke nach
Satz 1.6 und Satz 1.10 liegt es nahe, die Knoten als die gemeinsamen Nullstel-
len von linear unabhangigen orthogonalen Polynomen py,...,p, € K, vom



22 Kapitel 1

Grad v zu wahlen, wobei py,...,pn, eine H-Basis bilden. Fiir m = dim K,
ergeben sich aber im allgemeinen keine oder nur eine gemeinsame Nullstelle.
Nach Satz 1.12 bilden dann py,..., p, keine H-Basis. Also gilt m < dim K.
Der Test auf H-Basis (siche Definition 1.8) beinhaltet u.a. die Uberpriifung
von allen gleichen Darstellungen eines Polynoms p vom Typ

P=2_qip;
7=1

m

Za‘jp]'a (15)

i=1

wobei g; € IP1,a; € IR, 5 = 1,...,m gilt und ¢;p; fir mindestens ein j vom
Grad v 4 1 ist.

Sei E := span(pi,...,pm). Die Gleichungen aus (1.5) zu untersuchen, ist
aquivalent damit, ob fur alle (Q;,Q2) € E? mit Qo := zQ; + yQ, € 1P,
auch Qo € E gilt. Bilden py, ..., pn eine kanonische Basis eines Ideals, das
zu einer Kubaturformel vom Grad 2v — 1 gehort, so gilt £ C K,. Wegen
Qo € E C K, sind also Gleichungen

Q1+ yQ2=Qo mit Qo,Q1,Q2€ K,

zu untersuchen, was nur von v und dem Integral abhangt.

Definiere

M = {(Qo,Q1,Q2) € P, x K2|zQ1 + yQ2 = Qo},
L := {(Qo,Q1,Q2) € KJ|zQ1 + yQ2 = Qo}.

Es gilt dimM = v, da (@}, @4, Q3),5 = 1,...,v mit
Q{ - PV—j,j, QJ2 = — pv-i+tLi-1  4nd Qf) = g Pr-ii _ ypu—j+1,j-1

eine Basis von M bilden. Sei W ein direktes Komplement von L in M(M =
L @ W) und ~ die Dimension von W .

Satz 1.13 (Msller [48] S. 22{): Bine Kubaturformel vom Grad 2v — 1 hat
n>dmlP,_, +1 Knoten.

BEWEIS: Sei A das zugehorige Ideal und E := ANTP, mit m := dimF. Aus
Satz 1.3 folgt E C K,. Sei A, ein direktes Komplement von E in K,. Fir
p1,p2 € E mit po := zpy + yp; € IP, gilt po € E C K, also (po, p1,p2) € L.
Fir (Qo, Q1,Q2) € W gilt also @, ¢ E oder Q, ¢ E. Deshalb gilt

dimW 4 dimE? = v 4 2m < dime =2(v + 1).
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Daraus folgt

dimA,,=dimK,,—m=v+1—m2%,

woraus sich mit n > H(v, A) = dimIP,_; + dimA, die Behauptung ergibt. il

Kubaturformeln, deren Knotenzahl gleich der unteren Schranke aus Satz 1.13
ist, werden Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl genannt. Ideale, die
zu Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl gehoren, besitzen ein Funda-
mentalsystem vom Grad v + 1. Denn aus n > H(v + 1, 4) > H(v, A) + 1
folgt nach obigem Beweis n > dimlP,—; +  + 1.

Mboller [47] S. 187 zeigt, daB fiir Z,-invariante Integrale und fiir Produktin-
tegrale wie z.B. C; und E}° sowie fiir 75 und v < 6

v

=2 [2] gilt. (1.6)

Fin Konstruktionsverfahren fir Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl
ergibt sich aus folgendem Satz.

Satz 1.14 (Moller [{7] S. 190 ): Seien py,...,pm € K, linear unabhdngige
Polynome mitm = v+1~% und E := span(p,...,pm). Sei A= (p1....,pm)
das erzeugte Ideal. Es gelte:

i.) A enthdlt ein Fundamentalsystem vom Grad v + 1.
i6.) Fur (Qo,Q1,Q2) € L gilt Qo,Q1,Q2 € E.
iii.) Es gilt
dim{(Ry,...,Re) € E® | z?°Ry+ zyR; +y*Rs = 2Ry + yRs + Re}
= 2v— 377 + dimL.

Gelten i.),ii.) und iii.), so hat A damit n = dimlP,_; +% = (”;1) +7 viele af-
fine Nullstellen. Sind sie reell und verschieden, so gibt es eine Kubaturformel
vom Grad (2v — 1) mit den Nullstellen als Knoten.

BEWEIS: Wegen i.) gilt fiir die Nullstellenanzahl

n=H(v,A) <dimlP, —m =dimlP,_; + v+ 1 — m = dimlP,_, + %
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Aus ii.) und iii.) folgt durch vollstandige Induktion, da8 pi,..., pm eine H-
Basis von A bilden. Daraus folgt H(v, A) = dimIP, —m, also n = dimIP,_; +
1, die untere Schranke aus Satz 1.13. Da die orthogonalen Polynome py, . . . prn
insbesondere (2v — 1)-orthogonal sind, folgt die Existenz der Kubaturformel
mit Satz 1.10, falls die gemeinsamen Nullstellen reell und verschieden sind. B

Mit Satz 1.14 konstruiert man Formeln, in dem man einen Raum E sucht,
der die Bedingungen i.),ii.) und iii.) erfiillt.

Man berechnet L und
F:={(Ry,...,Rs) € K|2°R; + zyR, + y*Rs = t Ry + yRs + Rs},

wahlt einen Unterraum F; von F der Dimension 2v — 3—,} + dimZ mit den
Eigenschaften:

- Aus (Qo, @1, Q2) € L folgt

( 07 0’ 07 Q17 QZ’ QO ) S Fl
( Qlﬁ Q% 0, QO: 07 0 ) € Fl
(0, @, @, 0, Qo 0 )ekh

- Das erzeugte Ideal ist fundamental vom Grad v + 1.

- Die Komponenten Ry, ..., Rs von F} erzeugen einen Raum E der Dimension
m=v+1-—1

Dann werden die gemeinsamen Nullstellen berechnet. Falls sie reell und ver-
schieden sind, ergeben sich die Gewichte durch ein lineares Gleichungssystem.
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1.4 Grobner-Basis: eine weitere Idealbasis

Eine Grobner-Basis ist unter schwachen Voraussetzungen auch eine H-Basis.
Deshalb konnte sie zum Beweis der Existenz von Kubaturformeln eingesetzt
werden, die mit der T-Methode und der S-Methode konstruiert wurden:
Méller [49] zeigte den Erfolg der T-Methode und in einem Spezialfall den
Erfolg der S-Methode. Cools und Haegemans [13], [14] behandelten danach
die restlichen Falle der S-Methode.

Der Vorteil der Grobner-Basis gegeniiber der H-Basis besteht in der leichteren
Uberpriifbarkeit. Fir eine H-Basis py, ..., p, muB gezeigt werden, dafl jedes

p= Y q;p; mit Grad(p) < Grad(g;p;) fiir ein j € {1,...,m}
=1
eine weitere Darstellung
p=>_fip; mit Grad(fjp;) < Grad(p) Vj=1,...,m
7=1

besitzt. Dabei bleibt unklar, auf welche p man sich beschranken kann. Die
zweite Darstellung (also die f;) ist nicht einfach zu finden. Fiir Grobner-Basen
braucht man nur eine weitere Darstellung fiir die sogenannten S-Polynome
zu finden, was sukzessive und automatisiert durchgefiihrt werden kann. Eine
Einfihrung findet man in Buchberger [4], Melenk, Mdéller und Neun [45],
Méller [49].

Eine Grobner-Basis hangt von der Ordnung der Monome ab. Gebrauchlich
sind die lexikographische Ordnung

a:'llx:v"’ <lez :L‘{l ."E‘ZVN < (k< N4 <Je AVI>k 1y = 5n),
also zum Beispiel fiir x = z; und y = z:
1 <iez T <iex z? <lex 3 .- <tez Y <ilex TY <lex $2y <lex $3y
<lex y2 <iex $y2 <lex 1132:!/2 <lex
<lex y3 <lex fys <lex $2y3 <lex ey
und die lexikographische Ordnung mit Gradberiicksichtigung
x? .x;)[\f <g x'{l m.;,N

<= Grad(z!) < Grad(zZ) Vv (Grad(zt) = Grad(zl) A gt <jer 22),
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zum Beispiel
2 2 3 2
l<gz<gy<gr <gay<gy <gz° <gzy <4...

Es sind aber auch andere Ordnungen <7 zuldssig. Sie missen nur die Bedin-
gungen . | | | |

erfilllen. Beispiele fiir Ordnungen, die von einer Gruppe abhangen, findet
man in Paragraph 4.3.

Definition 1.15 : Das filhrende Monom [t(p) eines Polynoms

ple) =) ezt , ¢ €ER
el

ist das Monom z mit der héchsten Ordnung, das in der Darstellung von p
durch Monome auftritt (a; # 0, zi>pzt VieI\{j} mita;#0).

Definition 1.16 : G = {p1,...,pn} C Rlzy,...,zn] bildet eine Grobner-
Basis bzgl. <r des Ideals A = (p1,...,pm), wenn fir alle p € A Polynome
q1,- .- Qm ezistieren mit

p= qu'pi mit  It(qgp:) <t lt(p) oder ¢;=0.

=1

Fir Grobner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Grad-
beriicksichtigung missen also scharfere Bedingungen als fiir H-Basen erfiillt
sein.

Eine Darstellung Y70, ¢;p; fur p findet man folgendermafien: Man wahlt ein
p; € G, ein Monom z£ mit lt(p) = lt(z%p;) und eine Konstante a € IR, so
dafi sich in g := p—azkp; das fiihrende Monom It(p) weghebt (It(g) <7 It(p)).
Das wiederholt man mit g und mit jedem weiteren entstehenden Polynom bis
man 0 erhalt. Das wird Reduktion genannt. Dafir wird speziell ein Symbol
eingefiihrt.

Definition 1.17 :

Sei F' = {p1,...,pm} C Rz] \ {0}. Man schreibt p —r g, wenn es ein
Polynom q und ein p; € F gibt mit

p = g+ qp; mit lt(g) <r It(p) oder g = 0.
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Firp —pr g1 —F go —F ... —F g schreibt man
P —F9-
Gilt p —7% 0, so gibt es also eine Darstellung
m
p=>_ g¢p mit lt(gp) <rlt(p) oder ¢=0 i=1,...,m.
=1
Auflerdem ist —% leicht programmierbar.

Sei H(pi,p;) = kgV(lt(p;),t(p;)) das kleinste gemeinsame Vielfache von
It(p;) und It(p;).

Der folgende Satz klart, was fiir eine Grobner-Basis gezeigt werden muf3.

Satz 1.18 (Mdller [49] S. 184): Sei G = {p1,...,pn} C R[z]\ {0} mit p; =
a;lt(p;) + g mit 1t(q;) <7 lt(p;) und a; € R\ {0} und sei A= (p1,...,pm).
Dann sind dquivalent:

i.) Vpe A gilt p —% 0.
i.) G ist eine Grobner-Basis bzgl. <7 .
iii.) Fur alle (1,7) mit 1 <1< j<m gilt

oy Hpip)  Hipipy)
S = i) P ety PO

Es ist auch iblich fir die Definition von Grobner-Basen Bedingung i.) oder
ili.) zu verwenden.

Die Polynome S(p;,p;) heiBen S-Polynome. Die Indexpaare (7, ;) heiflen
kritische Paare, weil S(p;,p;) € A und

H(pi, p;) -
w(S(pi,p;)) <r H(———= k=1,j.
( (p pj)) T (aklt(pk) pk) . J
gilt und damit eine Darstellung
S(pi,ps) = Y qkpx mit 1(qepr) <1 18(S(pi,p;)) flir k=1,...,m
k=1

nicht offensichtlich ist.
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Der Buchberger-Algorithmus (siehe Moller {49]) berechnet aus einer ge-
gebenen Basis F' = {p1,...,pn} eines Ideals A = (p1,...,pn) eine Grobner-
Basis. Man geht aus von G = {p1,...,pm} und der Menge D der kritischen
Paare. Dann werden nach und nach alle S-Polynome soweit wie moglich re-
duziert. Gilt

so hat man eine Grobner-Basis gefunden. Ergibt sich fur ein kritisches Paar
(i,7)

S(pi,pj) —a 9 # 0,

wobei sich ¢ nicht weiter reduzieren 1388t, so nimmt man ¢ = p,,+1 als weiteres
Polynom in die Basis auf und erweitert die Menge der kritischen Paare D um

(z,m+1),: =1,...,m. Das wird solange wiederholt, bis man eine Groébner-
Basis gefunden hat.

Varianten dieses Algorithmus entfernen uberflussige Polynome aus der Basis
und tberprifen Kriterien fiir kritische Paare (7, 7), bei deren Erfiilltsein

S(Pi,pj) _—’*G 0
bekannt ist (siehe Gebauer und Méller [30] und Melenk, Méller und Neun
[45]).

Statt mit IR als Koeffizientenbereich kann man auch mit ganzen Zahlen oder
mit parameterabhangigen Koeffizienten rechnen. Statt des Reduktionsschrit-
tes p — ¢ ¢, wahlt man einen geeigneten Koeflizienten a und reduziert ap.

Zur Losung von nichtlinearen polynomialen Gleichungssystemen
¢i(z)=0, ¢1=1,...,m

kann der Buchberger-Algorithmus deshalb eingesetzt werden, weil die
Losungen des Gleichungssystems Nullstellen des Ideals A = (¢, ..., ¢n) sind.
Wahlt man die lexikographische Ordnung, ist die Grobner-Basis in vielen
Fallen eine Basis in oberer Dreiecksgestalt (dhnlich wie beim Gaufschen Al-
gorithmus fiir lineare Gleichungssysteme):

pN(:l'l,.. .,:L'N) = 0

p2($1’ IZ)

pi(z1) =
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Grobner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradberiicksichti-
gung haben den Vorteil, da man an ihnen leicht die Hilbertfunktion und
damit die Anzahl der Nullstellen ablesen kann.

Der Buchberger-Algorithmus steht unter REDUCE Version 3.3 unter dem
Befehl Groebner fir die lexikographische Ordnung mit und ohne Grad-
beriicksichtigung zur Verfligung. Es kann u. a. mit parameterabhangigen
Koeflizienten gerechnet werden. Die Ordnung der Variablen ist vorgebbar.
Ein Faktorisierer kann zugeschaltet werden, der die Polynome auf Fak-
toren untersucht. Dadurch wird die Bestimmung einer Grébner-Basis von
A = (p1,...,pm) in kleinere Probleme zerlegt, was Groebner automatisch
durchfihrt. Ist z.B. p; = @ - Q, bekannt, so gilt A = A; N Ay mit
A; = (Qiyp2y- - -y Pm),t = 1,2. Die Menge der Nullstellen von A ist die Ver-
einigung der Nullstellenmengen von 4; und A;. Dann ist es also sinvoll,
Grobner-Basen von A; und Aj zu berechnen.

Die Beispiele in den folgenden Kapiteln wurden in Reduce ([38], [58]) unter
anderem mit Groebner gerechnet. Groebner wurde dazu benutzt, die Glei-
chungen fiir die Parameter zu l6sen und die gemeinsamen Nullstellen der
d-orthogonalen Polynome zu bestimmen.

Grébner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradbertcksich-
tigung sind H-Basen (Moller [49] S. 184). Deshalb ist folgender Konstruk-
tionsweg fir Kubaturformeln moglich (Méller [49]):

Sei G = {p1,...,pm} eine Menge von d-orthogonalen Polynomen p;, die von
Parametern abhidngen und endlich viele gemeinsame Nullstellen haben. Man
bilde
S(pispi) —G 4is

bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradbericksichtigung. Die Poly-
nome ¢;; seien nicht weiter reduzierbar. Da sie von den Parametern abhangen,
ergeben sich aus der Forderung ¢;; = 0 V(7,5) Gleichungen fiir die Pa-
rameter. Fiir jede Losung dieser Parametergleichungen ist G eine H-Basis.
Wenn die gemeinsamen Nullstellen reell und verschieden sind, ergibt sich
nach Satz 1.10 eine Kubaturformel mit den Nullstellen als Knoten. Praktisch
durchfiihrbar ist dieser Weg nur, wenn wenige p; von niedrigem Grad und
wenige Parameter auftreten.



Kapitel 2

Uberblick iiber die Theorie der
linearen Darstellungen

In spateren Kapiteln dieser Arbeit sollen Kubaturformeln fiir Integrations-
gebiete konstruiert werden, die eine gewisse Symmetrie besitzen, also un-
verandert unter einer Gruppe G von (affin) linearen Transformationen blei-
ben. Die Wirkung dieser Symmetrie auf Polynomraume kann mit Hilfe li-
nearer Darstellungen beschrieben werden. Dadurch kann die Theorie dieser
Darstellungen bei der Konstruktion von symmetrischen Kubaturformeln mit
Hilfe von Polynomidealen erfolgreich eingesetzt werden.

In diesem Kapitel werden zunachst die wichtigsten Begriffe und Satze aus der
Theorie der linearen Darstellungen zusammengestellt und fiir die hier wich-
tigen Gruppen genauer prazisiert. Eine ausfiihrliche Einfiihrung mit zahlrei-
chen Anwendungen geben E. Stiefel und A. Fassler [67], wihrend die Theorie
in J.-P. Serre (Part I) [64] kurz und tbersichtlich behandelt wird.

2.1 Lineare Darstellungen

Gegeben sei eine Gruppe G mit endlicher Ordnung g und ein C-Vektorraum
V der Dimension n. Eine lineare Darstellung von G auf V ist eine Abbil-
dung p : G — GL(V) mit der Eigenschaft

p(s-t) = p(s)- p(t)

fur alle s,t € G (Serre S. 3 [64]). Dabei ist GL(V) die Gruppe der Isomor-
phismen R : V — V. V heifit Darstellungsraum und n die Dimension
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von p (Stiefel/Fassler S. 16 [67]). In spateren Kapiteln dieser Arbeit ist der
Darstellungsraum meistens ein Polynomraum.

Das einfachste Beispiel einer linearen Darstellung ist
p:G— GL(V), p(t)=1d Vte G, mit dim(V) =1,

die Einsdarstellung (Stiefel/Fassler S. 16 [67] ) oder triviale Darstellung
(Serre S. 4 [64]) genannt wird.

Da der Darstellungsraum V endlichdimensional ist, kénnen die linearen
Transformationen p(t) bzgl. einer Basis als Matrizen D(t) € C*",t € G
angegeben werden.

Es ist tblich, gewisse Darstellungen miteinander zu identifizieren. Zwei li-
neare Darstellungen ¥ : G — GL(U) und p : G — GL(V) heilen
aquivalent (Stiefel/Fassler S. 20 [67]) bzw. isomorph (Serre S. 4 [64]),
wenn es einen Isomorphismus 7 : U — V gibt mit der Eigenschaft:

Tod(t)=p(t)or VteQqG.

Dann werden die Vektoren in V und U sozusagen gleich transformiert.

Ein Teilraum W < V heifit G-invariant (bzgl. p), wenn p(¢)(W) C W fur
alle t € G gilt. Dann ist die Einschrankung

pV G — GL(W), p"(t)=p(t), VteG
der gegebenen linearen Darstellung p eine Teildarstellung (Serre S. 5 [64]).

Satz 2.1 (Serre [64] S. 6) : Ist p: G — GL(V) eine lineare Darstellung
und pV : G — GL(W) eine Teildarstellung, so gibt es ein G-invariantes
direktes Komplement W° zu W in V und eine Teildarstellung pV° : G —
GL(W?) von p.

Man schreibt p = p" + p"°.

Beispiel 2.2 : Sei G eine Gruppe von affin linearen Transformationen des
RYN, die ein Integrationsgebiet @ C RY invariant lassen. Durch p : G —
GL(IPY), p(t)(p(z)) := p(t(z)),t € G ergibt sich dann eine lineare Darstel-
lung auf dem Raum der Polynome vom Grad < d in N Variablen. Eine
Teildarstellung ergibt sich z.B. auf dem Raum der G-invarianten Polynome
(p(t(z)) = p(z),Vt € Q). Das ist eine mehrfache Summe der Einsdarstellung.
Uber diese G-invarianten Polynome ergeben sich weitere Aussagen durch die
Invariantentheorie (siehe Paragraph 4.1).

Ausfiihrlichere Beispiele findet man in Paragraph 3.1.
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2.2 Irreduzible Darstellungen, kanonische
Zerlegung

Eine Hauptaussage der linearen Darstellungstheorie betrifft die Zerlegbarkeit
einer Darstellung in Teildarstellungen. Dazu folgende Definition.

Definition 2.3 (Serre S. 7 [64]) : FEine lineare Darstellung p : G —
GL(V), die keine echten Teildarstellungen hat, wenn also V aufler {0} und
V selbst keine G-invarianten Teilrdiume besitzt, heifit irreduzibel.

Fiir eine endliche Gruppe G gibt es bis auf Isomorphie nur wenige irredu-
zible Darstellungen (Stiefel/Fassler S. 26 [67]). Diese sind fiir die wichtigsten
Gruppen bekannt (z.B. Serre S. 35-43 [64]). In Paragraph 2.6 werden sie fir
Gruppen, die bei der Konstruktion von Kubaturformeln auftreten, aufgeli-
stet.

Aus Satz 2.1 folgt:

Satz 2.4 (Serre S. 7 [64]): Jede lineare Darstellung einer endlichen Gruppe
G auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V ist die direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen.

Sei p : G — GL(V) eine lineare Darstellung. Die Gruppe G habe die

paarweise inaquivalenten, irreduziblen Darstellungen
p G — GL(W;) i=1,...,h

mit Dimension n; € IN.

Nach Satz 2.4 gibt es eine Zerlegung von p :

h ¢ i
EDIOIN

1=1j=1

h ¢ )
Vo3

=1 j=1

wobei die irreduziblen Darstellungen

pi:G— GL(V}), j=1,...,c;; e €NU{0}
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aquivalent zu p' : G — GL(W,) sind. Diese Zerlegung ist im allgemeinen
nicht eindeutig. Aber unabhangig von der gewahlten Zerlegung in irreduzible
Darstellungen erhilt man folgende kanonische Zerlegung, die eindeutig ist
(Serre S. 21 [64] ):

V =

h
i=

Vi mit Vi=3.Vi.
1=1

1

Die Raume V; der Dimension n;c; heilen Konglomerate (Stiefel/Fassler
[67] S. 40) und die Anzahlen ¢; 4quivalenter, irreduzibler Darstellungen Viel-
fachheiten (Stiefel/Fassler [67] S. 39). Man sagt, die Elemente von V; haben
die Symmetrie der Darstellung p'.

Die lineare Darstellung p hat also die volle Ausreduktion (Stiefel/Fassler
[67] S. 39)
p=c1p1 +...+chph.

2.3 Charakter einer linearen Darstellung

In den Anwendungen sind haufig fir eine gegebene lineare Darstellung p die
Vielfachheiten ¢; und die Konglomerate V; und deren weitere Zerlegung in
irreduzible Teilrdume V} zu berechnen. Fiir die ersten beiden Aufgaben hat
der folgende Begriff eine zentrale Bedeutung.

Definition 2.5 : Seip: G — GL(V) eine lineare Darstellung mit Darstel-
lungsmatrizen D(t),t € G. Die Abbildung

x: G — C,x(t) := Spur(D(t))
heifit der zu p gehorige Charakter (Serre [64] S. 10).

Da die Spur unabhingig von der gewahlten Basis ist, ist der Charakter un-
abhingig von dem gewahlten Satz an Darstellungsmatrizen. Zwei Darstellun-
gen einer endlichen Gruppe sind genau dann aquivalent, wenn sie denselben

Charakter haben (Serre [64] S. 16).

Sind p: G — GL(V) und ¥ : G — GL(W) zwei lineare Darstellungen
mit zugehdrigen Charakteren x und % , so hat die Darstellung p+ 9 : G —
GLVae W), (p+9)(t)(v+w):=p(t)(v)+9I(t)(w) den Charakter x + ¢
(Serre [64] S. 11).
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Zwei Gruppenelemente r,s € G heiflen zueinander ahnlich, wenn ¢t € G
existiert mit r = ¢ - s- ¢! (Serre [64] S. 19).

Durch diese Aquivalenzre!_ation zerfallt die Gruppe in Ahnlichkeitsklassen.
Charaktere haben auf Ahnlichkeitsklassen den gleichen Wert (x(s)
x(tst™1)).

Allgemein heiflen Funktionen f : G — C, die diese Eigenschaft haben,

Klassenfunktionen (Serre [64] S. 18). Auf dem Raum der Klassenfunktio-
nen kann ein Skalarprodukt folgendermafen eingefihrt werden:

(fr, f2) = Zfl f2(t) (Serre [64] S. 15).

9 tec
Seien p' : G — GL(W;), i=1,...,h die paarweise indquivalenten, irredu-
ziblen Darstellungen von G und x%,¢ = 1,..., h die zugehorigen Charaktere.

Satz 2.6 (Serre S. 19 [64]): Die Charaktere x*,i = 1,...,h der irreduziblen
Darstellungen bilden eine Orthonormalbasis des Raumes der Klassenfunktio-
nen.

Damit ist die Anzahl & der indquivalenten, irreduziblen Darstellungen gleich
der Anzahl der Aquivalenzklassen.

Hat p die volle Ausreduktion
p=cp teap’+ - +oapt
so gilt fir den zugehorigen Charakter

x=ax'+eax®+ - +ex™

Am Charakter kann man also die volle Ausreduktion ablesen. Die Vielfach-
heiten ¢; lassen sich mit dem folgenden Satz einfach berechnen.

Satz 2.7 (Stiefel/Fdssler S. 140 [67]):

X)X ZX 1=1,...,h.
tEG

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen werden fiir einige Gruppen in
Paragraph 2.6 angegeben.
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2.4 Konkrete Berechnung der Konglome-
rate

Eine der Hauptaufgaben ist die Berechnung der Konglomerate V;. Das ist
mit Hilfe von Projektionen moglich.

Satz 2.8 (Stiefel/Fdssler [67] S. 1{3): Sei p : G — GL(V) eine lineare
Darstellung einer endlichen Gruppe G der Ordnungg. Seip = c;p'+- - -+crp*
die volle Ausreduktion, seien x* die zu p',i = 1,...,h gehorigen Charaktere
und set V.= V) + .-+ + V), die Zerlegung in die Konglomerate V;, die die
Dimension ¢;n; haben. Dann sind durch

I :
I :=— 2x'(t)p(t), 1=1,...,h,
9 tec

Projektionen von V auf V; gegeben.

Benotigt man aufler dem Konglomerat V; auch alle weitergehenden Zerle-
gungen in G-invariante Teilraume, so muf} nur fir den Fall n; > 2 eine
spezielle Basis von V; berechnet werden. Fiir n; = 1 ist jede Linearkombina-
tion von vf eine Basis eines G-invarianten, eindimensionalen Raumes, wenn
v!,7 =1,...,¢ eine Basis von V; bezeichnet. Man beachte, daf nur bei der
trivialen Darstellung die Vektoren v] selbst unverandert bleiben.

Fir eine irreduzible Darstellung p' : G — GL(W;) der Dimension n; > 1
wird fiir die weitere Zerlegung des Konglomerats V; in G-invariante Teilraume
ein Satz von Darstellungsmatrizen D(t),t € G (zugehdrig zu p') bendtigt. Fir
wichtige Gruppen liegen Darstellungsmatrizen der irreduziblen Darstellungen
vor ( siehe Serre [64] S. 35-38, Stiefel/Fassler [67] S. 118f).

Eine symmetriegerechte Basis (Stiefel/Fassler [67] S. 43) des Konglome-
rates V; der Dimension n;c; zugehorig zur irreduziblen Darstellung p¢, ist eine
Basis

v; Uy U3 ... Uy
2 2 a2 2
vi vy Vi Uy
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mit der Eigenschaft, daB jede Zeile k einen G-invarianten Raum aufspannt,

der bzgl. der Basis vF,...,vf nach den Matrizen D(t),t € G transformiert

*9 Yng

wird. Die lineare Darstellung

ci-p i G— GL(Vi), cip'(t) = pwi(t)

hat also bzgl. der Basis v},v},...,v} ,v3,...,v% die Darstellungsmatrizen
n; 3\
N
D(t) 0
D(t) }"i b ¢; Kastchen

0 J

Diese symmetriegerechte Basis kann ebenfalls mittels Projektionen berechnet

werden (Serre [64] S. 23f, Stiefel/Fassler [67] S. 100-111). Sei

ni -
Tkl = —Zrl,k(t l)p(t), k,l:‘— 1,...,711', (2.1)
9 tea

wobei die Darstellungsmatrizen durch D(t) = (r4,i(¢))k=1,..n;y ¢t € G gege-
ben sind. Die symmetriegerechte Basis wird spaltenweise zusammengefafit:
Vi1 :=span(v},vi v, ..., vf), -+, Vin, :=span(v} 02  v3 v,

ng? “ngd Yng?t Y Yy

Satz 2.9 (Serre S. 23 [64]):

i.) ik ist eine Projektion von V auf Vi firk =1,...,n,.
Es gilt
Hi = Z Tkk-
k=1

i.) mgy ist eine Abbildung von V auf Vi k. mr v, ist ein Isomorphismus von
Vig auf Vig.

Um eine symmetriegerechte Basis von V; zu finden, kann man also folgen-
dermaBen vorgehen (Stiefel/Fassler [67] S. 108f). Man ermittelt mit Hilfe
von 7,1 eine Basis v}, v?,... v{ von V;;. Durch 7, ; erhalt man dann

v i=ma(vl), j=1,...,¢.
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Analog ergibt sich
vl = ma(v), [=3,....,n;, yg=1,...,c.

Fiir jede andere Wahl einer Basis von V;; ergibt sich eine andere explizite
Zerlegung des Konglomerates V; in G-invariante Raume der Dimension n;.
Das sind alle Méglichkeiten, da sich ein n;-dimensionaler, G-invarianter Un-
terraum von V; bzgl. einer geeignet gewahlten Basis sich nach den Matrizen
D(t),t € G transformiert.

2.5 Kronecker-Produkte von linearen Dar-
stellungen

Bei der Konstruktion von Kubaturformeln treten lineare Darstellungen p :
G — GL(V) auf, wobei die Elemente von V' Polynome sind. Bei der bisher
in diesem Kapitel zusammengefaiten Theorie wird nur die Vektorraumstruk-
tur von V benutzt. Bei der Multiplikation hingegen wirkt die Symmetrie
ahnlich wie das Kronecker-Produkt. Dieser entscheidende Sachverhalt wird
in Paragraph 3.3 untersucht.

Seien p : G — GL(V),9 : G — GL(W) zwei lineare Darstellungen und
sei vy, ..., v, eine Basis von V bzw. wy,...,w, eine Basis von W. Das Ten-
sorprodukt V x W hat dann die Basis v; @ w;,2 =1,...,n,5 =1,...,m.

Definition 2.10 (Serre [64] S. 8) : Das Kronecker-Produkt oder Ten-
sorprodukt p x ¥ : G — GL(V x W) ist durch die Isomorphismen

(pxNH): VW —DVxW, (px9)(t)(vew)=p(t)(v)®Jt)(w)

definiert.

Sind x und % die zu p und J gehdrenden Charaktere, so hat p x 9 den
Charakter x - ¢ (Serre [64] S. 11).

In Paragraph 2.6 werden fiir einige Gruppen Tabellen angegeben, die die Cha-
raktere von Kronecker-Produkten von irreduziblen Darstellungen enthalten.

Auf dem Darstellungsraum V ist haufig ein Skalarprodukt gegeben. Im Fall
des Polynomraums der Anwendung in dieser Arbeit ist das Skalarprodukt
durch ein Integral gegeben.
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Ist das Skalarprodukt bzgl. p : G — GL(V) G-invariant, d.h.
(p(t)(v), p(t)(w)) = (v,w), Yo,weV, VteG

und wahlt man die Darstellungsmatrizen D(t) bzgl. einer orthonormalen Ba-
sis, so sind die Matrizen unitar (Serre [64] S. 6). Man spricht von einer
unitidren Darstellung.

Satz 2.11 (Stiefel/Fassler [67] S. 110): Bei einer unitiren Darstellung p :
G — GL(V) sind in der kanonischen Zerlegung V. = Vi + --- + V}, die

Konglomerate V; paarweise zueinander orthogonal.

2.6 Irreduzible Darstellungen und Charak-
tere von Dj, Ros, Dy, S,

Die Diedergruppe D3 = {id,r,r?, s, sr,sr?} lafit sich als Drehungen und Spie-
gelungen eines gleichseitigen Dreiecks realisieren. Sie hat 2 eindimensionale,
irreduzible Darstellungen 9] und 9} mit den zugehérigen Charakteren 1; und
o (Tabelle 2.1).

Die dritte und letzte irreduzible Darstellung 9% ist zweidimensional und hat
die Darstellungsmatrizen

k 0 0 —k
Dty =|“ , D(st*) = “ k=012,
0 wk w0

wobei w = %" gilt (Serre [64] S.37f). Der zugehorige Charakter ist

2k
x(r*) = 2 cos —zrg—-, x(st¥) =0, k=0,1,2.

Die kanonische Zerlegung eines Kronecker-Produktes zweier irreduzibler Dar-
stellungen 148t sich aus Tabelle 2.1 ablesen. Das Tensorprodukt 9% x 92 mit
Charakter x - x = %1 + 92 + x hat z.B. die volle Ausreduktion 9} + 9} + 92

Die Untergruppe Ros = {id,r,r%} von D3 hat nur 3 eindimensionale, irredu-
zible Darstellungen (siehe Tabelle 2.2), wobei w = e*3* gilt.

Die Diedergruppe Dy = {id,r,r%,73, s, s7,sr2, 573} hat vier eindimensionale,

irreduzible Darstellungen 91,91, 91, ¥} mit den Charakteren 1, 13, 13, 14 aus
Tabelle 2.3 (Serre [64] S. 37).
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ok | ok V1| P2 X

sl 1 P || Y1 | P2 X

el 1] -1 Yo || Y2 | Y1 X
X || x| x [hi+¥a+x

Tabelle 2.1: zwei Charaktere und Charakterprodukte von Dj

id| r |r? Y1 | Y2 | Y3
vl 1)1 |1 Yo | 1 | Y2 | ¥s
e | 1] w | w? Yo || Y2 | ¥3 |t
Y3 || 1 |w? | w Y3 || Y3 | 1 | P2

Tabelle 2.2: Charaktere und Charakterprodukte von Ros

'I"k STk
b | 1 1
G| 1| -1

g | (1| (1)
Py || (=1)F | (=)

Tabelle 2.3: vier Charaktere von Dy
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AuBlerdem gibt es eine zweidimensionale Darstellung ¥} mit Charakter y und
den Darstellungsmatrizen

ko 0 w*
ety =" , D(sr%) = k=0,1,2,3.
k k
0 w~ w 0

2

Dabei ist w = %" und der zugehorige Charakter ist durch

x(r¥) =2 cos ?, x(s¥) =0, k=0,1,2,3

gegeben.

Y1 | Y2 | Y3 | Vs
Y1 || Y1 | 2 | s | P4
Yo || Y2 | 1 | s | ¥3
Y3 || Y3 | Y4 | Y1 | Y2
Va || s | Y3 | Y2 | 1 X

XU X[ X | X | X [Pttty

XX Y=

Tabelle 2.4: Charakterprodukte fir D,

Die symmetrische Gruppe S4 aller Permutationen von a,b,c,d 1afit sich durch
alle eigentlichen und uneigentlichen Bewegungen eines regelmaBigen Tetra-
eders realisieren. Sie hat die Ordnung 24.

Es gibt zwei eindimensionale, irreduzible Darstellungen, die triviale Darstel-
lung 9] und die alternierende Darstellung 9} (Stiefel/Fassler [67] S. 26).
Die Darstellungsmatrizen der zweidimensionalen Darstellung 92 und der drei-
dimensionalen Darstellung ¥3 finden sich in Stiefel/Fassler [67] S. 118-119.

Auflerdem gibt es eine zweite dreidimensionale Darstellung ¥3 = 93 x 9. Die
zugehdrigen Charaktere (Tabelle 2.5) wurden Serre [64] S. 43 entnommen.

Da einem Wiirfel ein regelmaBiger Tetraeder so eingeschrieben werden kann,
daB die Ecken des Tetraeders auch Ecken des Wiirfels sind, ist die Symme-
triegruppe des Wiirfels isomorph zu Z; x Sy (flir Z, siehe Definition 3.4). Die
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id | (ab) | (ab)(cd) | (abc) | (abcd)
oll 1] 1 1 1 1
e |1 ]| -1 1 1 -1
6 12| 0 2 -1 0
p 3] 1 -1 0 -1
ep || 3| —1 -1 0 1

Tabelle 2.5: Charaktere von Sy

Xo | € 0 P e
Xo | Xo | € 0 ¥ ey
e || € | xo 6 ey (U
|| 6|0 |0+c+x0 Y+ ey Y+ ey
V| ey | v4+ey |xotb0+v+ed | e+0+y+ey
e || ey | ¥ P+ e e+0+p+ed [ xo+t0+v+ey

Tabelle 2.6: Charakterprodukte fiir Sy

41

Transformationen i¢d X t,t € Sy lassen den Wiirfel und den Tetraeder invari-
ant, wahrend r? xid,r? € Z, die Punktspiegelung am Schwerpunkt bedeutet,
die den Wiirfel aber nicht den Tetraeder invariant lafit. Die 10 irreduziblen
Darstellungen von Z; x Sy ergeben sich aus denen von Sj.

2.7 Ubertragung auf reelle lineare Darstel-

lungen

In Stiefel und Fassler [67] und Serre [64] wird die lineare Darstellungstheorie

nur fir komplexe lineare Darstellungen behandelt. Uberlicherweise interessie-
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ren aber lineare Darstellungen p : G — G L(V) mit reellen Isomorphismen
auf dem IR-Vektorraum V, die sich auf naturliche Weise als komplexe Darstel-
lung betrachten 148t. Wie sich die Theorie auf diesen reellen Fall ibertragen
1a8t, hangt von der Gruppe G ab.

1. Fall : Alle inidquivalenten, irreduziblen Darstellungen p* von G sind
reell, d.h. die zugehorigen Charaktere x* sind reellwertig und die Satze an
Darstellungsmatrizen Di(t),t € G sind reell wahlbar.

Gruppen, die diese Eigenschaft haben, sind zum Beispiel Ds, Dy, S4. Fur
diesen Fall kann man die komplexe Theorie einfach ibernehmen.

Die Projektionen II*, 7y, und die Abbildungen 4, sind reell, weil die Cha-
raktere und Darstellungsmatrizen reell sind. Die reellen Bilder von IT* sind
die Konglomerate in der reellen kanonischen Zerlegung

h

V=3 V.

=1

Eine symmetriegerechte Basis, die bzgl. der reellen Darstellungsmatrizen
transformiert wird, besteht aus Vektoren des IR-Vektorraums V, da sie Bilder
der reellen Abbildungen 7, sind.

Fir einen IR-Vektorraum W mit der Basis w,,...,w,, erhalt man einen C-
Vektorraum W€, der von wy,...,w,, aufgespannt wird, wenn die Multipli-
kation mit komplexen Zahlen zugelassen wird. In diesem Sinne gibt die obige
reelle kanonische Zerlegung

auch die Zerlegung von V als C-Vektorraum wieder.

2. Fall : Die inaquivalenten, irreduziblen Darstellungen sind entweder re-
ell oder haben einen zugehorigen Charakter, der nicht reellwertig ist. Ein
Beispiel ist Ros.

Sei p? : G — GL(W;) eine irreduzible Darstellung von G mit zugehérigem
Charakter x?, der nicht reellwertig ist (x?(t) € IR fiir mindestens ein ¢t € G).
Dann ist

PG — GL(W;), pt)=p @™

auch eine irreduzible Darstellung. Da fiir den zugehorigen Charakter x! nach
Serre [64] S. 10

X)) =x(t") =xi(t), teG
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gilt, sind p/ und p' nicht dquivalent, denn dquivalente Darstellungen haben
den gleichen Charakter.

Faft man die reelle lineare Darstellung p : G — GL(V) mit zugehérigem
Charakter y komplex auf, so treten in der vollen Ausreduktion

p= }E{cm"
die irreduziblen Darstellungen p' und p' mit gleicher Vielfachheit
¢ =(6x)=06x)=a
auf (Satz 2.7).
In der komplexen kanonischen Zerlegung
VeE=Vi@--- 0V

haben die Konglomerate V; und V; die gleiche Dimension ¢;n; = ¢n;. Es gilt
sogar V; = Vj, weil die Projektionen konjugiert komplex zueinander sind:

m=ﬁ§§@m=%§ﬂmm=ﬁ

Meistens ist man aber an reellen, G-invarianten Unterrdumen des IR-
Vektorraums V interessiert.

Da fiir v € V; auch v € V; gilt, gibt es einen IR-Vektorraum Vj; mit
VS =V + Vi

Bei einer reellen Zerlegung von V tritt Vj; auf, wobei die zugehérige Teildar-
stellung den reellen Charakter c;(x?+x') besitzt. Wegen I’ = Il' und V; L V;
fir ein G-invariantes Skalarprodukt (siehe Satz 2.11) ist

I + 11
eine reelle Projektion auf Vj; und
(117 — 1Y)
eine reelle Abbildung mit Bild Vj;.

3. Fall : Es gibt eine irreduzible Darstellung mit reellwertigem Charakter,
aber nicht alle Darstellungsmatrizen sind gleichzeitig reell wahlbar. Gruppen
mit dieser Eigenschaft treten in dieser Arbeit nicht auf.



Kapitel 3

G-invariante Kubaturformeln
und lineare Darstellungen

In diesem Kapitel wird der Konstruktionsweg mit gemeinsamen Nullstellen
von hinreichend orthogonalen Polynomen aus Kapitel 1 mit der Theorie der
linearen Darstellungen aus Kapitel 2 zur Konstruktion von G-invarianten
Kubaturformeln verbunden. Nach einigen Beispielen fir lineare Darstellun-
gen auf Polynomraumen wird geklart, welche G-invarianten Ansétze fur die
d-orthogonalen Polynome moéglich sind. Danach wird die Struktur der Sym-
metrie auf dem Ideal betrachtet und daraus ein Konstruktionsprinzip fiir
G-invariante Kubaturformeln abgeleitet.

3.1 Beispiele fur lineare Darstellungen auf
Polynomraumen

Die Diedergruppe Dy := {id,r,r% r3 s,sr,sr? sr3} ist die Gruppe der Dre-
hungen und Spiegelungen des IR?, die das Quadrat C, unveridndert lassen.

r: IR'2 — IR'29 (x,y) - (_yvl‘)
ist die Drehung um = /2 und

s:R? — IR?, (z,y) — (—=z,y)
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die Spiegelung an der y-Achse. Die anderen linearen Abbildungen ergeben
sich aus diesen beiden, da s und r die Gruppe D, erzeugen. C, ist also Dy-
invariant. Damit ist auch das Integral

1= [ [ fa,y)dady.
Ca

Dy-invariant. Daraus ergibt sich eine lineare Darstellung auf dem Polynom-
ring Rz, y].

Beispiel 3.1 : Wir bezeichnen mit

p: Dy— GL(R[z,y]) die durch
p(r): Rz,y] — Rlz,y], p(z,y) — p(-y,z) ,
p(s): Rz,y] — Rlz,y], p(z,y) — p(—z,y)

definierte lineare Darstellung. Da v und s Dy erzeugen, ist durch p(r) und
p(s) bereits eine lineare Darstellung festgelegt.

In Kapitel 2 werden nur lineare Darstellungen auf endlichdimensionalen Vek-
torraumen betrachtet. Aber p ist auf dem Ring IR[z,y] definiert. Da die
Teildarstellungen pP* fiir beliebiges k € IN auf endlichdimensionalen Vek-
torraumen definiert sind, lassen sich alle Resultate darauf tbertragen. In
Paragraph 2.7 wird ausgefihrt, daf§ es fiir diese Gruppe keinen Unterschied
macht, ob die lineare Darstellung auf einem komplexen oder reellen Vektor-
raum definiert ist.

p zerfallt in irreduzible Darstellungen. Beispiele fiir irreduzible Teildarstel-
lungen sind

p': Dy — GL(span(z® +y?)),

p*: Dy — GL(span(zy(a’® —y*))),
p®: Dy — GL(span(z? — y?)),

p': Dy — GL(span(zy)),

p°: Dy — GL(span(z,y)),

wobei die linearen Abbildungen pi(t),s = 1,...,5,t € Dy jeweils Ein-
schrankungen von p(t) sind. p' sind also Teildarstellungen von p. Alle 5 Vek-
torraume sind D4-invariant, aber nur das Polynom x?+y? ist D4-invariant im
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Sinne der Definition aus Paragraph 1.1, weil p! die triviale Darstellung ist.
Fir ps(z,y) := zy ist span(ps) Dy-invariant, aber nicht ps selbst. Es gilt z.B.

p*(s)(ps) = —ps. Die zugehorigen Charaktere 1,2, 95,94 zu pb, p?, p°, p*
entnimmt man Tabelle 2.3, sowie den Charakter y zugehorig zu p® aus Ab-
schnitt 2.6.

Da p!, p?, p3, p* eindimensionale Darstellungen sind, haben die Charaktere
folgende Bedeutung:

p(t)(p) =i(t)-p, i=1,...,4, Vte D,.

Sei W := span((z? + y?)(2% — y?)). Dann ist die Teildarstellung p" : Dy —
GL(W) von p aquivalent zu p3. Die aquivalenten, irreduziblen Darstellungen
werden in der vollen Ausreduktion zusammengefaft. Die volle Ausreduktion
z.B. von

P4 : Dy — GL(IP,) st
PP =4 g 41242 342 g 4345,
Fur den zugehorigen Charakter x° von p¥* gilt also
X=4-P14+1-9+2 s +2 s +3-x.
Die kanonische Zerlegung ist dann

P,=Vi+Va+V3+Vi+ Vs mit

Vi = span(l,2® +y%2%%, (2 + 4*)?),
V2 = span(zy(z® —y?)),
Vs = span(z® —y? (2* — y*)(«® + 7)),
Vi = span(zy, zy(z? + y?)),
Vs = span(z,y,2%y% 2%y, zy?).
Es gilt
5
> dimV;=4+1+2+4+2+6=15=dimP,.
=1
Diese Konglomerate V;,: = 1,...,5 berechnet man leicht mit Hilfe der Pro-

jektionen aus Satz 2.8 und die Vielfachheiten der irreduziblen Darstellungen
mit Satz 2.7. Zum Beispiel ist II°, definiert durch

¢ = ) =2 T XOp0)) = Salid)p) - 20(7)(p),
t€D,
q(z,y) = %p(w,y)—%p(-wry),
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die Projektion auf das Konglomerat V;.

Betrachtet man die volle Ausreduktion und kanonische Zerlegung fiir IP; mit
k > 4, so erhohen sich die Vielfachheiten in der vollen Ausreduktion und
auch die Konglomerate sind entsprechend gréfler.

Das Integrationsgebiet T3, das Dreieck, hat die Symmetrie der Diedergruppe
Dj := {id,r,r?, s, sr,sr?}, wobei die affin linearen Abbildungen

T IR2 — R27 ($7y) - (y,l—:c—y)

s:R? — R? (z,y) — (y,7)

die Gruppe erzeugen. Unter D3 sind das Dreieck T; und das Integral
10 =[] flz,y)dedy
T

invariant. Auch auf dem Polynomraum ergibt sich wie fir D, eine lineare
Darstellung:

Beispiel 3.2 : Durch p: D3 — GL(RR[z,y]) ist mit

p(r) : Rlz,y] — Rlz,y], p(z,y) — p(y,1—z—y),
p(s) : Rlz,y] — Rz,y), p(z,y) — ply,2)

eine lineare Darstellung definiert, wobei sich alle p(t) aus p(r), p(s) ergeben.

Nach Abschnitt 2.6 hat D5 als inaquivalente, irreduzible Darstellungen zwei
eindimensionale Darstellungen und eine zweidimensionale Darstellung. Dort
werden auch die zugehorigen Charaktere 35,1, und x angegeben.

Fir die kanonische Zerlegung IP; = V; + V, + V3 gilt

span(l,q(z,y),zy(1—z —y)) = W,

span((z —y)(1 -2z ~y)(1 -z —2y)) = V3
1

span(z = 2,y = 5,2 = Dale,y) (= Da@v) € Vi,

wobei ¢(z,y) := 2 + y? + (1 — z — y)? gilt.

Das Integrationsgebiet T3 ist invariant unter einer Gruppe von affin linearen
Transformationen, die isomorph zu Sy, der Gruppe der Permutationen von 4
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Elementen, ist. Eine Permutation der Elemente a,b,c,d entspricht der analo-
gen Permutation der baryzentrischen Koordinaten z,y,2,1 —z —y — z bzw.
der Permutation der Ecken des Tetraeders. (a, b) entspricht der Abbildung

R?® — R3, (z,y,2) — (y,z,2)
und (a,d) entspricht der Abbildung
CRP— R, (2,9,2) — (l—z—y—2,y,2).
Beispiel 3.3 : Durch
p: Sy — GL(R[z,y,2]),
p(t) : Rlz,y,2] — Rlz,y,2], p(z,y,2) — p(t(z,y,2))

ist eine lineare Darstellung gegeben.

Die paarweise inaquivalenten, irreduziblen Darstellungen von Sy sind 2 ein-
dimensionale und eine zweidimensionale sowie 2 dreidimensionale Darstel-
lungen (siehe Paragraph 2.6) mit den zugehérigen Charakteren xo, €, 0,1, €2
aus Tabelle 2.5.

Die Diedergruppen D3 und D4 haben Untergruppen, die hier auch betrachtet
werden sollen.

Die zyklische Gruppe Ros := {id,r,r?} C D3 beschreibt eine Untersymmetrie
von T;. Nach Abschnitt 2.6 gibt es 3 indquivalente, irreduzible Darstellungen.
Schrankt man die lineare Darstellung p : D3 — GL(IP}) aus Beispiel 3.2,
die man jetzt komplex auffafit, auf Ros ein, so gibt es also 3 Konglomerate
WE WE WE C Clz,y], zugehorig zu den irreduziblen Darstellungen von
Ros. Seien V€, V,E VL C C[z,y] die Konglomerate zugehérig zu Ds, so gilt

WE =VE +VyF und WE + Wf = vl

Welche reellen, Ros-invarianten Unterrdume von IPy existieren, wird in Ab-
schnitt 2.7 im 2. Fall beschrieben.

Definition 3.4 : Finige Untergruppen der Diedergruppe Dy seien durch

Sya := {id,r?,s,sr?}

Syd := {id,r? sr,sr’}

Roy := {id,r,r% r3}
Zy = {id,r*}.

bezeichnet. Die Untergruppe von S4, die alle geraden Permutationen der
baryzentrischen Koordinaten enthdlt, wird mit A4 bezeichnet.
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Far die Untergruppen Sya, Syd, Roy von D4 und A4 von Sy bzw. die Ein-
schrankungen der Darstellungen p : Dy — GL(IR[z,y]) aus Beispiel 3.1 und
p: Sy — GL(R[z,y,z]) aus Beispiel 3.3 und die Konglomerate dazu gelten
ahnliche Beziehungen wie fiir die Konglomerate von Ros und Ds. Das hat
Folgen, auf die in Paragraph 4.2 eingegangen wird.

Die lineare Darstellung
p:Zy — GL(IP;) mit

p(r’) : Pr — Py, p(z,y) — p(—2,—y)
hat die kanonische Zerlegung

Py = W10 Wa,

wobei W von allen geraden Monomen und W; von allen ungeraden Monomen
aufgespannt wird.

Der Wiirfel Cj ist invariant unter einer Gruppe mit Ordnung 48, die isomorph
ist zu Z, x Sy. Dabei entspricht r? x id der Punktspiegelung

IR3 — IR37 (mvy’ Z) - (-——.’L‘, _y,_z)
und ¢d X (a,b) der Spiegelung
R® — R? (z,y,2z) — (y,z,2).

Dabei lassen die Transformationen :d x t,t € S; einen eingeschriebenen,
regelmdBigen Tetraeder invariant. Durch

p:Zy xSy — GL(R[z,y,z]) mit

p(t) : Rz,y, 2] — Rz,y,2], p(z,y,2) — p(t(z,y,2)), t€ Z; xS,

wird eine lineare Darstellung definiert.

3.2 (G-invariante Ansatze

In Kapitel 1 wird fiir die Konstruktion von Kubaturformeln vom Grad d
ausgefithrt, da8 man einen Ansatz mit d-orthogonalen Polynomen fiir die
H-Basis des zugehdrigen Ideals machen kann. Hier wird geklart, welche
moglichen Ansitze es fiir eine G-invariante Kubaturformel gibt.
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Gegeben sei also eine Gruppe G von linearen bzw. affin linearen Transforma-
tionen des IR und ein positives Integral

1) = [ [ w@f@)dz, ©CRY,w(z) e CRY).

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafi I G-invariant ist, d.h.
t(Q) =9, wt@)=wx) VteG,zeQ gilt.

Zur Definition der G-Invarianz von Polynomraumen kann die lineare Dar-
stellung
p: G — GL(R[z)),

p(t) : Rlz] — Rlz], p(z) — p(t(z))

benutzt werden. Das Integral [ ist genau dann G-invariant, wenn

I(p) = I(p(t)(p)) Vte G,pe R[z]

gilt. Eine Kubaturformel Q) ist G-invariant, wenn

Q(p) = Qp(t)(p)) Vte G,p € Rlz]
gilt.

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn die Knotenmenge K(Q)
G-invariant ist, d. h. wenn

ty:) € K(Q) VteG,yi€ K(Q)

gilt, und die Gewichte A;,A; gleich sind, wenn die zugehérigen Knoten y,, y;
zur gleichen G-Korona ( G-Orbit) gehéren. o

Zur Knotenmenge K(Q) gibt es ein Ideal A C IR[z], das alle Polynome
p € R[z] umfaBt, die in den Knoten verschwinden. Manchmal ist es auch
sinnvoll, das komplexe, zugehorige Ideal

A% :={peClal ply)=0 VyeK(Q) }CCl

zu betrachten. Da K(Q) nur reelle Punkte enthalt, gilt 7 € A% fiir jedes
p € A®. Umgekehrt ist jedem Ideal A® C C|[z] mit der Eigenschaft

peA® = pe AL
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eindeutig ein reelles Ideal A C IR[z] zugeordnet. Die Menge der Nullstellen
N von AC ist dann auch die Menge der Nullstellen von A. A" enthilt reelle

Punkte und Paare von zueinander konjugiert komplexen Punkten.

Da die (affin) linearen Abbildungen ¢ : RY — RN der Gruppe G zu kom-
plexen Abbildungen ¢ : C¥ — €V erweitert werden konnen, ist der Begriff
der G-Invarianz auf komplexe Punktmengen N’ C CV iibertragbar. N' C CV
ist G-invariant, wenn

tly)eN ViteG VyeN
gilt.

Auflerdem kann p zu einer komplexen linearen Darstellung auf C[z] erweitert
werden. Ein Vektorraum W C R[z] bzw. W C C[z] ist also G-invariant,
wenn

p(t)(p) eW VteG Vpe W
gilt. Damit gilt folgendes, bekanntes Lemma.

Lemma 3.5 : Sei NV C RN eine Menge von Punkten und

A = {peRiz]] ply)=0 VyeN} baw.
A = {peClz]] ply)=0 VyeN}

das zugehérige Ideal. Dann ist A (bzw. AC) genau dann G-invariant, wenn
N G-invariant ist.

BEWEIS: Sei N G-invariant und p € A. Dann gilt fiir beliebiges t € G und
q = p(t)(p) auch ¢ € A, weil wegent(y) e N firy e N

q(y) = p(t)(p(y)) = p(t(y)) = 0
gilt. Sei umgekehrt A G-invariant und y € R" eine Nullstelle des Ideals, d.h.
p(y) =0 Vpe A

Fir alle t € G gilt p(t)(p) € A, also p(t)(p(y)) = 0 = p(t(y)). Es gilt also
auch t(y) € M, d.h. N ist G-invariant. |

Hat ein G-invariantes Ideal A C IR[z] eine komplexe Nullstellenmenge N C
CV, so ist A auch G-invariant.
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Wahlt man eine H-Basis also so, da das erzeugte Ideal A G-invariant ist, so
bilden die Nullstellen eine G-invariante Menge. Sind auBerdem die Bedingun-
gen aus Satz 1.5 fir die Existenz einer Kubaturformel vom Grad d erfillt,
so kann man nach folgendem Satz die Gewichte so wahlen, dafl die Formel
G-invariant ist. In diesem Sinne sind viele Formeln konstruiert worden.

Satz 3.6 : Sei A C R[z] ein G-invariantes Ideal mit n paarweise verschie-
denen, reellen Nullstellen y;,7 =1,...,n und sei

IAn]Pd = 0

erfullt. Dann gibt es eine G-invariante Kubaturformel
Q(f) =D Aif(y)
i=1
vom Grad mindestens d mit den Nullstellen als Knoten.

BEwEIs: Da A G-invariant ist, folgt die G-Invarianz der Nullstellenmenge
aus Lemma 3.5. Nach Satz 1.5 folgt die Existenz von Gewichten A;, so
daB Q(f) mindestens den Grad d hat. Es bleibt also zu zeigen, daf§ die Ge-
wichte zusatzlich so gewahlt werden konnen, dal A; = A; gilt, falls fur die
zugehdrigen Knoten ein ¢ € G existiert mit #(y;) = y;.

Es gibt einen affin linearen Raum als Losungsmenge fiir die Gewichte. Dieser
Raum ist G-invariant, denn ist

Q) =3 A f ()

=1

eine Kubaturformel vom Grad d, so ist auch

Qu(f) = 3 Auf(t(ys)) = D A f (1) = Q(f o t).
i=1 =1
eine Kubaturformel vom Grad d mit den gleichen Knoten. Dann ist

Q:(f) =  Tiec@lf) = ! Tieo Ty Auf(ty)
= Xk Diec Ay f(10)
= Z?:l(é Lrea Asy) f(y:)



G-invariante Kubaturformeln und lineare Darstellungen 53

eine G-invariante Kubaturformel vom Grad d. [ |

Ein Teil der Aussage des obigen Satzes wird auch von Miinzel und Renner [51]
bewiesen. Dort wird vorausgesetzt, daf die Knoten die Gewichte eindeutig
bestimmen.

Ist A G-invariant, so sind auch A N IP; fir beliebiges k¥ G-invariant, da die
Schnittmenge von G-invarianten Raumen G-invariant ist.

Als nachstes wird die Frage geklart, welche H-Basen pi,...,p, fir G-
invariante Ideale A = (p1,.. ., p,) moglich sind.

Ist fiir eine beliebige Idealbasis py,...,py, der Vektorraum span(pi,...,pm)

G-invariant, so ist damit auch das Ideal A = (py,...,pm) G-invariant.
Fir eine Idealbasis py,...,pn ist allerdings auch der Fall mdglich,
daB span(pi,...,pm) nicht G-invariant ist, aber ein G-invariantes Ideal

A= (p1,...,pm) erzeugt wird.

Im folgenden werden volle Ausreduktionen, kanonische Zerlegungen und
symmetriegerechte Basen von Teildarstellungen von p betrachtet. Da p ur-
spriunglich eine reelle Darstellung ist, hdngen die folgenden Betrachtungen
von der Gruppe G ab, die in Paragraph 2.7 in drei Falle unterteilt wurde.

Angenommen G hat h paarweise inaquivalente, irreduzible Darstellungen p¢,
die alle reell sind, so gibt es eine kanonische Zerlegung

Rlzy,...,zn]=Vi®---® Vs, mit V; C R[z].

Dabei gehort jedes Konglomerat V; zu einer irreduziblen Darstellung p'. Fiir
ein G-invariantes Ideal A4 C R[z] gilt fiir die kanonische Zerlegung

A=V2eVia® -0 VA
VACV, i=1,...,h

Gibt es flir G auBer reelle, irreduzible Darstellungen auch irreduzible Dar-
stellungen mit nichtreellem Charakter, so gibt es fir den Polynomring
C[z1,...,zN] eine komplexe kanonische Zerlegung:

Clzy,...,zn]=VE@®---0V,E mit V°cClzy,...,zn]

Fir ein G-invariantes Ideal A C R[zy,...,zn] hat das zugehdrige, komplexe
Ideal A® C C|[z] eine kanonische Zerlegung

A =VA q...0VA® mit VA°cV® i=1,...,h
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Fiir A betrachtet man die reelle kanonische Zerlegung von A und IR[z], wobei
auch

VACV, i=1,...,1

gilt. Dabei werden Konglomerate aus der komplexen kanonischen Zerlegung,
die zueinander konjugiert komplex sind, zusammengefat zu reellen Konglo-
meraten.

Folgender Satz besagt, da man die Polynome aus einer H-Basis eines G-
invarianten Ideals A aus jeweils einem Konglomerat VA, also jeweils von
einem Symmetrietyp, wahlen kann.

Satz 3.7 : Sei A C R[z] ein G-invariantes Ideal. Bilden py,...,p,n € R|z]
eine H-Basis, so bilden fir jedes t € G auch

p(t)(p1), -, p()(Pm)

eine H-Basis von A. Hat die Gruppe G h indquivalente, irreduzible Darstel-
lungen, die alle reell sind, so hat A die kanonische Zerlegung

A=VA3.---aVA mit VAcCR[z].
A hat dann eine H-Basis
p;G‘/;A, 7::17"'7h)j=1a--'7mi7

die einen G-invarianten Vektorraum E C A aufspannen.

Falls die Gruppe G h irreduzible Darstellungen hat, die entweder reell sind
oder einen nichtreellen, zugehorigen Charakter haben, so hat A eine reelle
kanonische Zerlegung

A=V Ao ---aV*? mit VACR[z

mit | < h —1. Die Aussage tiber die H-Basis gilt entsprechend.

BEWEIS: py,...,pm € RR[z] bilden eine H-Basis von A C IR[z]. Fiir alle
p € A existieren also ¢; vom Grad < Grad(p) — Grad(p;) mit

m
pP=)_4q;p;.
j=1



G-invariante Kubaturformeln und lineare Darstellungen 55
Sei t € G beliebig, aber fest gewahlt. Fiir alle p € A hat also auch p(t~1)(p)

obige Darstellung
p(t™)(p) = X dip;-
i=1
Da die lineare Darstellung p den Grad erhilt, gilt also

Grad(p(t)(¢;)) < Grad(p) — Grad(p(¢)(p;))

und

p= ip(t )(g;) - p(t)(Ps)-

J=1

Damit ist gezeigt, daB8 auch p(¢)(p;),7 = 1,...,m fir festes ¢ eine H-Basis
von A bilden.

Damit bilden erst recht p(t)(p;),7 = 1,...m, wobei die Polynome fir alle ¢
aufgelistet werden, eine H-Basis. Sie erzeugen einen G-invarianten Raum. Un-
ter den Voraussetzungen an G sind die Projektionen IT* auf die Konglomerate
entweder reell oder es gibt eine weitere Projektion II* = TI7, so daf mittels
II¢ bzw. II* 4+ II* eine Basis p],J = 1,...,m; berechnet werden kann, deren
Polynome p;'- Elemente der Konglomerate V;A,i =1,...,h(bzw. e =1,...,])

sind. Da nur eine andere Vektorraumbasis gebildet wird, wobei der Poly-

nomgrad gleich bleibt oder erniedrigt wird, bilden auch die Polynome pj- eine
H-Basis von A. i

Fir jedes Ideal A gibt es eine H-Basis mit minimaler Anzahl der Polynome
in der H-Basis. Man kann zeigen, daf§ es fiir ein G-invariantes Ideal eine H-
Basis mit Polynomen aus den Konglomeraten gibt, so daf§ die Anzahl der
Polynome in der H-Basis gleich der kleinstméglichen Anzahl ist.

Bilden die pj. die H-Basis eines G-invarianten Ideals, das zu einer G-
invarianten Kubaturformel vom Grad d gehdrt, so sind die Polynome p} nach
Satz 1.3 d-orthogonal. Diese weitere Einschrankung wird jetzt untersucht und
damit geklart, welche G-invarianten Ansatze moglich sind.

Py ist fiir beliebiges £ € IN ein G-invarianter Unterraum. IPx_; ist insbe-
sondere ein G-invarianter Unterraum von IP,. Nach Satz 2.1 gibt es einen
G-invarianten Unterraum M} von Py mit der Eigenschaft

Py = M @ IPr_s.

My ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt. Ein Beispiel fir M} ist K, der
Raum der orthogonalen Polynome vom Grad k.
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Lemma 3.8 : K}, der Raum der orthogonalen Polynome vom Grad k, ist
G-invariant.

BEWEIS: Sei p € K. Es gilt also
I(pg) =0 Vg€ P,.

Dann folgt aus der G-Invarianz des Integrals I

I(p(t)(p)g) = I(pp(t™)(q)) =0 Vg€ Pr1Vt€G.
Also gilt p(t)(p) € KiVt € G,p € K. |
Da die Zerlegung fiir beliebigen Grad gemacht werden kann, gilt
k
Pp=> M;,
J=0

wobei My := span(l) gilt und die M;,5 > 1 nicht eindeutig bestimmte,
G-invariante Unterraume sind. Nach Lemma 3.8 gilt z.B.

k
P, = ZI(] + M,.

i=1

Sind alle irreduziblen Darstellungen von G reell, so kann man jeden G-
invarianten Raum M; in Konglomerate M} C Rl[zy,...,zn],7 = 1,...,h
in der kanonischen Zerlegung

h
M; =% M;
t=1
aufspalten. Es gilt also
k ho
Pr=M+> ) M. (3.1)
ij=1i=1

Dabei gilt fir die kanonische Zerlegung

Pr=VieVe oW

=1

k k
Vi=Mo+) M und Vi=d M}, i=2,...,h
j=1
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Ein Spezialfall ist M} = K} mit den Konglomeraten K J’ aus der kanonischen
Zerlegung

h
K; = Z K}.
=1
Im Fall von G = D, veranschaulicht Bild 3.1 die Struktur des Ringes R[z, 3],
die in (3.1) ausgedriickt wird.

Die konkrete Berechnung der M} oder der Dimension von M} erfolgt dabei
nach Kapitel 2 mit Hilfe der Satze 2.7, 2.8 und 2.9.

Beispiel 3.9 : Der Ds-invariante Raum M} ist nicht eindeutig bestimmit.
Unter unendlich vielen Moglichkeiten sind z.B.

M; = span(z* + y*, 2%y?),

M} = span(z* + y* + 3(2? + y?), 2%y? + 5(2? + y?) + 2),
M} = K} = span(P*°+ Po4 pP2?)

wobei P die Basis von K nach Jackson aus Paragraph 1.2 ist.

Ist G eine Gruppe mit h inaquivalenten, irreduziblen Darstellungen, die reell
sind oder zugehorige Charaktere hat, die nicht reellwertig sind, so gibt es
analoge Zerlegungen. Fat man M; und die Teildarstellung p™i komplex auf,
so gibt es eine komplexe kanonische Zerlegung

h

2
=1

Fafit man die zueinander konjugierten Konglomerate zusammen, so ergibt
sich eine reelle kanonische Zerlegung

l
M;=3% M, mit M CRlz,...,zn)

=1

Fir Py C Cz] gilt dann also

k h
Py =My +> 3 M® mit M CClz]

Jj=11=1

und fir P, C R|[z]

k1
Pp=M+> > M mit M cR[z]

j=1i=1
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Satz 3.10 : Sei G eine Gruppe mit der FEigenschaft, daff alle irreduziblen
Darstellungen p',i = 1,..., h reell sind. Sei A C R[zy,...,zN] das Ideal der
Polynome, die in den Knoten einer G-invarianten Kubaturformel vom Grad
d verschwinden. Dann gibt es eine H-Basis

p, € VACR[zy,...,zn], i=1,..hj=1,...,m;

aus d-orthogonalen Polynomen, wobei VA die Konglomemte aus der kanoni-

schen Zerlequng
h

A=YV

i=1

sind. Dann hat pj- vom Grad s folgende Darstellung:

s—1

Pi=dyit D G (3.2)

k=d—s+1
mit ¢;; #0, ¢, € K CR[z], k =d—s+1,...,s. Ist p' eine mehrdi-
mensionale, irreduzible Darstellung der Dimension n; > 2, so kénnen in der
H-Basis die Polynome p%,j = 1,...,6n; (m; = kn;) so gewdhlt werden,
dafl sie eine symmetriegerechte Basis bilden. Haben sie den Grad s, konnen

sie also folgendermafen gewdhlt werden: Sei

Ql N 1
1 g
Q2 con 2
1 ng
QC" ce Gi
1 ng

eine symmetriegerechte Basis von 3274,y KJ’: (mit der Dimension n;c;) mit

der Figenschaft, daf§ sie aus orthogonalen Polynomen besteht. Dann gibt es
Koeffizienten a** €e R,p=1,...,¢,A=0,1,...,6 — 1 mit

Cq

] _ ANy — —_

p}Hn‘,_E aQf I=1,...,n3A=0,...,k - 1L
p=1

Bemerkung 3.11 : Fir Gruppen wie Ros, bet denen reelle, irreduzible Dar-
stellungen und welche mit nichtreellem, zugehorigen Charakter auftreten, gilt
der Satz analog.
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BEWEIS: Nach Satz 3.7 kann die H-Basis eines G-invarianten Ideals A so
gewahlt werden, da8l p! € VA gilt. Nach Satz 1.3 ist p} d-orthogonal. Mégliche
Darstellungen von d-orthogonalen Polynomen werden in Lemma 1.4 angege-
ben. Aus der kanonischen Zerlegung

h 8
ANP, =S VAnNP, ud VANP,C Y K;

1=1 k=d—s+1
folgt dann Darstellung (3.2).

Nach Satz 3.7 kann die H-Basis so gewahlt werden, dafl sie einen G-
invarianten Vektorraum erzeugt. Also erzeugen pg, 7 =1,...,&n; fur festes
¢ einen G-invarianten Raum. Fir n; > 2 folgt aus den Eigenschaften der
symmetriegerechten Basis, dafl die Polynome pg der H-Basis auch als sym-
metriegerechte Basis gewahlt werden konnen. ||

Als nachstes werden 2 Beispiele mit Kubaturformeln mit minimaler Knoten-
zahl behandelt. Dann haben die Polynome in der H-Basis gleichen Grad. Der
kompliziertere Ansatz fir eine H-Basis mit Polynomen mit unterschiedlichem
Grad wird im nichsten Paragraphen ausgefihrt. Die notwendigen Bedingun-
gen fir die H-Basis, der Existenz von Syzygien (siehe Beispiel 1.9), wird erst
im nachsten Paragraphen im Zusammenhang mit der G-Invarianz betrachtet.
In den folgenden beiden Beispielen ist es aber wegen Satz 1.12 méglich, an-
hand der Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von py, ..., p, zu entscheiden,
ob p1,...,pm eine H-Basis von A = (p1,...,pn) bilden.

Beispiel 3.12 : Um eine D3-invariante Kubaturformel vom Grad 5 mit mi-
nimaler Knotenzahl 7 fir Ty zu konstruieren, kann man nach Satz 1.1} die
gemeinsamen Nullstellen von 3 linear unabhdingigen, orthogonalen Polyno-
men pi, p2,P3 € Ks als Knoten wdhlen, wenn sie eine H-Basis bilden.

Nach Satz 3.10 kann man die 3 orthogonalen Polynome aus den Konglome-
raten von D3 so wdhlen, daff sie einen dreidimensionalen, Dz-invarianten
Vektorraum aufspannen. In Beispiel 8.2 wird erkldrt, wie D3y auf R{z,y] ope-
riert. D3 hat 3 indquivalente, irreduzible Darstellungen (siehe Paragraph 2.6
und 3.1). IP3 hat die kanonische Zerlegung P3 = V; + Vo + Vi. K3 hat die
kanonische Zerlegung K5 = K} + KX + K2 mit K} C V;,1 =1,2,3.
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Abbildung 3.2: Ds-invariantes Ideal zugehdrig zu 73 : 5 — 1 von Radon
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Es gilt

K3 = span(hy), h3 = P> + P12,
K} = span(h}),  hy = P3O — POS L 3(P2 — P13,
K3 = span(h3;, h3,), k3 = P>°+ P¥! + P12,
hg2 — P2,1 + P1,2 + PO,S’
wobei P die Basis nach Jackson bezeichnet. Die Basis der Konglomerate

wird berechnet mit Hilfe der Projektionen II* aus Satz 2.8 mit den Charakte-
ren aus Tabelle 2.1 in Paragraph 2.6.

Es gibt also nach Satz 3.10 nur zwet sinnvolle Ansdtze mit 3 Polynomen:

1 3 3
h31’ h31a h32 oder

2 3 3
h31a h31’ h32
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Der erste Ansatz hat zuwenige
gemeinsame Nullstellen und bil-
det also nach Satz 1.12 keine H-
Basis. Der letzte Ansatz hat 7 ge-
meinsame Nullstellen und bildet
also nach Satz 1.12 eine H-Basis,
da das erzeugte Ideal fundamen-
tal vom Grad 4 ist. Die Nullstel- ™
len sind die Knoten der Formel

T, :5—1 von Radon (Stroud [69])

vom Grad5. Das Bild nebenan gibt

die Lage der Knoten wieder und
Abbildung 3.2 symbolisiert das zu- V%
gehorige Ideal. Kreise stehen fir
Polynome aus der H-Basis, Um-
randungen fur andere Polynome
aus dem Ideal.

——— Nullstellen von h%,

Knoten von Ty : 5 — 1 von Radon

Beispiel 3.13 : D4-invariante Formeln vom Grad 7 mit minimaler Knoten-
zahl 12 werden so konstruiert: Nach Satz 1.1/ verwendet man die gemein-
samen Nullstellen von 3 linear unabhdngigen, orthogonalen Polynomen vom
Grad 4 als die Knoten einer Kubaturformel vom Grad 7, wenn sie eine H-
Basts bilden und 12 reelle Nullstellen haben. Die Polynome spannen fir eine
Dy-invariante Formel einen Dy-invarianten Raum auf.

Nach Satz 3.10 setzt man mit Polynomen aus den Konglomeraten an. Die
kanonische Zerlegung von Ky ist

Ki=K!® Ko Ko K}

mit
K} = span(hy,hly), By = PAOtPOS, Rl = P22,

Ki = span(h)), hy = P - P13,
K3 = span(h,), Wy = PO — POt
Ki = span(hi), b4 = PS4 p1d

(P“ - Basis nach Jackson) (siehe Bild (3.1)). Die Basis der Konglomerate
erhdlt man mittels der Projektionen II* aus Satz 2.8 mit den Charakteren aus
Tabelle 2.3. Nach Satz 3.10 gibt es verschiedene Ansdtze mit 3 Polynomen
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aus den Konglomeraten:

R2,,Rh3,, Ry, — (0,0) ist mehrfache Nullstelle.

ki, ki, RY,,0=2,3,4 —  zuwenige gemeinsame Nullstellen.

hl, + ahl,, b3, k3, —  fira=2% C;:7—1([69])von Tyler.

ki, + bhl,, R2,, R, —  firb=2% (5 :7—2([69])von Mysovskikh.
hi, + chiy, A3y, kY, —  zuwenige gemeinsame Nuléstellen.

Die Parameter a,b kann man in diesem speziellen Fall dadurch bestimmen,
daff man die gemeinsamen Nullstellen in Abhdngigkeit vom Parameter be-
rechnet und den Wert bestimmt, fur den wirklich 12 gemeinsame Nullstellen
vorliegen. Nach Satz 1.12 bilden die Polynome dann eine H-Basis und nach
Satz 3.6 gibt es eine Dy-invariante Kubaturformel vom Grad 7 mit 12 Kno-
ten. Grundsdtzlich erhdlt man Gleichungen fir die Parameter aus notwen-
digen Bedingungen dafir, daff die Polynome im Ansatz eine H-Basis bilden.
Dazu wird die Ezistenz von Syzygien (siche Paragraph 1.2 und 1.3) gefordert.
Im ndchsten Paragraphen wird darauf eingegangen, dafl dabei die Symmetrie
ausgenutzt werden kann.

Im néachsten Beispiel wird deutlich, dafi der Ansatz der T-Methode (siehe
Paragraph 1.2) fir Z;-invariante Formeln mit Satz 3.10 erklart werden kann.

Beispiel 3.14 : Wie macht man einen Ansatz fir ein Fundamentalsystem
R; vom Grad v + 1 fur eine Kubaturformel vom Grad 2v — 1 fir ein Z,-
invariantes Integral I, so daff das Fundamentalsystem einen Z,-invarianten
Vektorraum bzw. ein Zy-invariantes Ideal aufspannt ¢ Nach Lemma 1.4 gilt
R; € Kpy1 + K, + K. Z3 hat 2 irreduzible Darstellungen (Abschnitt 3.1).
Fir die kanonische Zerlegung gilt:

K} , falls k gerade,
K, =
K? | falls k ungerade.
Entweder gilt Ki = {0} oder K} hat die Basis P¥=33 j = 0,...,k (nach

Jackson). Da die R; ein Zy-invariantes Fundamentalsystem bilden sollen, ist
nach Satz 8.10

v—-1
R; = PV+1—j‘j+ZaijPV—l_i’i, j=0,...,v+1

=0
ein sinnvoller Ansatz. Das ist der Ansatz fir die T-Methode.
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Das Beispiel zeigt, da man fiir Gruppen mit kleiner Ordnung auch ohne
lineare Darstellungen auf geeignete Ansatze fiur d-orthogonale Polynome
kommt, deren gemeinsame Nullstellen die Knoten einer G-invarianten Ku-
baturformel bilden. Ist allerdings die Gruppenordnung gréBer oder die li-
neare Darstellung p : G — GL(IP;) uniibersichtlich, so niitzen Glick und
Intuition nichts mehr.

3.3 Die Konstruktion von G-invarianten
Kubaturformeln mit Hilfe von linearen
Darstellungen

Im letzten Paragraphen wurde gezeigt, dafl man fir eine H-Basis fiir ein G-
invariantes Ideal mit Polynomen aus je einem Konglomerat ansetzen kann.
In den Beispielen wurden Ansitze mit Polynomen vom gleichen Grad behan-
delt. Far Ansitze mit Polynomen von verschiedenem Grad sind zusatzliche
Uberlegungen erforderlich, auf die in diesem Paragraphen eingegangen wird.

Danach wird geklart, wie man aus den notwendigen Bedingungen fir die
Eigenschaft der H-Basis unter Ausnutzung der Symmetrie auf Gleichungen
fur die Paramter im Ansatz kommt. Das vollstaindige Konstruktionsprinzip
wird erlautert.

Fir beides wird die multiplikative Struktur des G-invarianten Ideals im Zu-
sammenhang mit der G-Invarianz untersucht, wahrend in Paragraph 3.2 mei-
stens nur die Struktur des Vektorraums des Ideals ausgenutzt wurde.

Angenommen P, C IR|z, y] hat die kanonische Zerlegung V; + V, + -+ - + V.
Seien p; € V;,p; € V, Polynome vom Grad s. Seien p; und p, die ein-
zigen linear unabhingigen Polynome vom Grad < s im Ansatz fir die
H-Basis fir ein G-invariantes Ideal. Ist p3 eine Linearkombination von
P1,ZP1,YP1, P2, TP2, yp2 vom Grad s+ 1 vom Symmetrietyp k, so ist es unsin-
nig, den Ansatz mit p3 + ps mit py € Vi zu erganzen. Welche Symmetrietypen
entstehen also bei der Multiplikation mit z und y ?

Sei E = span(py,...,pn) ein G-invarianter Teilraum der Dimension m eines
G-invarianten Ideals A C R[z]. Ist W = span(q,...,q) C R[z] ein G-
invarianter Vektorraum der Dimension k. Dann ist auch

U=WOQOE:=span({q.p;| v=1,...,k, j=1,....,m })
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ein G-invarianter Teilraum von A. Das folgt aus

p(t)(aupi) = p(t)(2) - p(t)(p;) = P" (D)(au) - P° (1) (p;)

Vie G,v=1,...,k,j=1,...,m. Ein Vergleich mit dem Kronecker-Produkt
(Definition 2.10) der Teildarstellungen p" und p?, das durch

P x pf: G — GL(W x E)

(0" x pP))(qn ® p;) = p" (t)(q) ® P (t)(p;)

Vi € G,v = 1,...,k,7 = 1,...,m gegeben ist, 1ait die Ahnlichkeit der
Darstellungen pV und p" x p? erkennen. W x F hat die Dimension & - m.
Es gilt fiir den zugehorigen Charakter x*® = x% . yE. Die Bedeutung des
Charakters liegt darin, da man die volle Ausreduktion daran ablesen kann.

Hat U = W @ E ebenfalls die Dimension k - m, so sind die Darstellungen pV
und p% x pF aquivalent. Damit haben sie die gleiche volle Ausreduktion und
den gleichen Charakter. Fir dimU = & - m gilt also

U= x" - xE.
Hat G h paarweise iniquivalente, irreduzible Darstellungen p' mit zu-
gehorigen Charakteren x%,7 = 1,..., h, so gibt es nach Satz 2.6 Vielfachheiten

w E o _ :
¢ ,efy t=1,...,h mit

Fir den Charakter der Darstellung auf U gilt dann also

h h
XU =x" xF =3 ey
i=1j=1

Die Darstellung der Charakterprodukte x'x’ als Linearkombination von
x* findet man fiir einige wichtige Gruppen in Abschnitt 2.6. Falls also
dimU = k - m gilt, lassen sich die Vielfachheiten ¢ in der vollen Ausre-
duktion der Teildarstellung pV also leicht berechnen. Es kann aber auch
der Fall dimU < k - m eintreten. Fir E = W = span(z,y) gilt z.B.
U =WQ@®E = span(z?, zy,y?). Fiir solche Fille lassen sich mit der folgenden
Definition noch Aussagen gewinnen.
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Definition 3.15 : G habe h indquivalente, irreduzible Darstellungen p',i =
1,...,h mit zugehérigen Charakteren x*. Fir 2 Teildarstellungen pV und p¥
mit den vollen Ausreduktionen

h h
PV =3 Vo und p¥ =3 ¢l p!
=1 =1
mit den zugehdrigen Charakteren

XV =

-

1l
-

]

h
X" und x¥ =3 /X’
=1

sei pV < p¥ bzw. xW < xV durch
V<l Vi=1,...,h

definiert.

Satz 3.16 : Set G eine Gruppe mit h indquivalenten, irreduziblen Darstel-
lungen mit zugehorigen Charakteren x',1 = 1,...,h. Seien W, E C R|[z]
G-invariante Polynomrdume der Dimension k bzw. m. Seien x"V,x¥ die zu
den Teildarstellungen p*, p¥ zugehérigen Charaktere. Dann gilt fir den G-
invarianten Raum U = W ® E mit zugehoriger Teildarstellung pU mit Cha-

rakter YV

XU <x" X

Hat U die Dimension k -m, so gilt xY = x"xF.

BEWEIS: U ist G-invariant und es gilt dimU < k- m. ||

In folgendem Beispiel wird ein Ansatz fir eine H-Basis fiir eine Ds-invariante
Formel mit Polynomen vom Grad 3 und 4 gemacht.

Beispiel 3.17 : Nach Satz 1.13 ist die minimale Knotenzahl 7 fir eine Ku-
baturformel vom Grad 5 fir C,. Ist eine Kubaturformel vom Grad 5 zusdtzlich
Dy-tnvariant, so hat sie mindestens 8 Knoten. Nach Satz 3.10 konnen die Po-
lynome itm Ansatz fir die H-Basis aus den Konglomeraten von K3 und vom
Grad 4 wegen Lemma 1.4 aus den Konglomeraten von K4+ K3+ K, gewdhlt
werden. Die kanonische Zerlegung K; & K2 & K} ® K} findet man in Beispiel
3.13. Es gilt

K3 = K3 = span(h3,, k3, h3s, hy,) mit
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N @ = M
Dy-invariante Polynome
AN . 3 ¥ Konglomerat 2
O X H 2 X Konglomerat 3

v N 1 H Konglomerat 4
Il 0 AN Konglomemat 5

Abbildung 3.3: Ds-invariantes Ideal zu C; : 5 — 3 von Burnside

hgl = P%°, h3, = P%?
5 _ p21 5 _ plz2
h3ys = P*', h3y =P 5

die eine symmetriegerechte Basis bilden. Weiterhin gilt K, = K} & K3 ® K}
mit

I"% = Spa'n(hél) mit h;l = P2’0 + P012,
K2 = span(h3,) mit h3, = P*° — P°?
K} = span(hd,) mit hi = PV,

Fine VR-Basts von K3 ist keine H-Basis nach Satz 1.12, weil sie nur (0,0) als
gemeinsame Nullstelle haben. Aufler K3 und {0} g¢ibt es nur zweidimensio-
nale, Dy-invariante Unterrdume. Da h3,, h3,, h35, h3, eine symmetriegerechte
Basis bilden, ist
E := span(h, + ahl,, h3, + ahl,)

fir alle a € IR ein zweidimensionaler, Dy-invarianter Raum. Durch zp,yp
mit p € E erhdlt man einen Dy-invarianten Raum, dessen homogene Terme
vom Grad 4 einen vierdimensionalen Raum aufspannen.

Mit einem weiterem Polynom vom Grad 4 mit unabhdngigem, homogenem
Term vom Grad 4 erhdlt man ein Fundamentalsystem. Sei M = span(z,y).
Die volle Ausreduktion von M ® E lifit sich an den Charakteren ablesen.
Nach Satz 8.16 gilt

XMOF = x . x = by + g + P34 Uy,
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wobei die Bezeichnungen der Charaktere mit Abschnitt 2.6 tubereinstimmen
und die Produkttabelle 2.4 verwendet wurde. Wegen

x5 = 291 + 9P + b3 + 2

ist es sinnvoll ein weiteres Polynom fir die H-Basis aus K} + K} vom Grad
4 zu wahlen.

hgi + ahgy, R, +ahly, Ry, + bhy

ist also ein sinnvoller Ansatz. Da das erzeugte Ideal A fundamental vom
Grad 4 ist, gilt fir die Hilbertfunktion H(4, A) = H(k,A) Vk > 5. Es gilt
H(4,A) < 8. Fiir bestimmte a,b € IR gibt es 8 reelle gemeinsame Nullstellen.
Nach Satz 1.12 bilden die Polynome dann eine H-Basis und es gibt nach Satz
3.6 eine Dy-invariante Kubaturformel vom Grad 5 mit diesen Nullstellen
als Knoten. Das ist die Formel Cy : 5 — 3 (Stroud [69]) von Burnside. Die
Bestimmung der Parameter a,b kann aus den notwendigen Bedingungen fir
die H-Basis nach Satz 3.19 erfolgen. Burnside [5] selbst hat als Hinweis auf
die Konstruktion nur die Konstruktion von Gaufiformeln fir eindimensionale
Integrale mit Hilfe von orthogonalen Polynomen angegeben.

Im vorherigen Paragraphen und zu Beginn dieses Paragraphen wurde
erlautert, wie man einen Ansatz fir eine H-Basis eines (G-invarianten Ide-
als macht, dessen Nullstellen als die Knoten einer G-invarianten Kuba-
turformel vom Grad d verwendet werden kénnen. Die Ansatzpolynome
pj-,i =1,...,h,3 = 1,...,m; der H-Basis hingen dabei von Parametern
ab. In Paragraph 1.2 wurde auf den engen Zusammenhang zwischen einer H-
Basis pi, ..., pm und Syzygien (nichttriviale Darstellungen des Nullpolynoms
STy gipi =0, g5 € R[z]) hingewiesen.

Fordert man fiir einen parameterabhingigen Ansatz fir eine H-Basis, die
Existenz von Syzygien mit Grad(g;) < 1 oder 2 (oder dazu dquivalente Be-
dingungen), so ergeben sich daraus Gleichungen fiir die Parameter. Auch hier
kann man die G-Invarianz ausnutzen. Sei A = (py,...,pn) ein G-invariantes
Ideal. Sei E := span(pi,...,pm) €in G-invarianter Raum der Dimension m.
Sei weiterhin M C IR[z] ein G-invarianter Unterraum der Dimension k. Dann
kann man auch auf einem Unterraum des Syzygienraumes

i=1
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eine lineare Darstellung d : G — GL(Y') einfiihren, wobei 9(t) durch p(t)
gegeben ist, denn mit

>gpi=0 gitauch > p(0))p(0)(ps) = 0.

Weil E ein G-invarianter Raum ist, 1a8t sich p(¢)(p;) durch py,...,pn dar-
stellen, was die G-Invarianz des Syzygienunterraumes Y zeigt.

Betrachte die Zusammenhange der vollen Ausreduktionen. Sei

X¥ o= efx 4+ eixh
XM o= A4y
X = dx' 4 +axh

Satz 3.18 : Unter obigen Voraussetzungen gilt

MOE 4 \Y _ \M | E

X X -

BEWEIS: M © E und Y sind G-invariant. Es gilt

dimM x E =k-m =dimM © E + dimY

Wenn py,...,pn eine H-Basis bilden und das Ideal .4 nulldimensional ist,
also ein Fundamentalsystem enthalt, ist iiber die Dimension und die volle
Ausreduktion von M @ E mehr bekannt. Dann kennt man also die volle Aus-
reduktion von Y, was fiir die Konstruktion einer H-Basis eines GG-invarianten
Ideals ausgenutzt werden kann.

Satz 3.19 : Seien pq,...,pm linear unabhdngige Polynome vom gleichen
Grad v, die eine H-Basis von A bilden. Seien der Vektorraum E :=
span(pi, . ..,pm) und das Ideal A = (p1,...,pm) G-invariant. Sei M := 1Py,
A= ANP,k.1, B ein G-invariantes, direktes Komplement von A in
AN IPu+k.' AN IPU-H: = A& B. Sei

Y:={(g1,---y9m) E M™ |Zgjpj=0}.
J=1

Dann gilt
XMoxF =t XY
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Bemerkung 3.20 : Falls die Polynome py,...,p, unterschiedlichen Grad
haben, gibt es eine analoge Formulierung von Satz 3.19.

Seien py,...,pn linear unabhangige Polynome vom Grad v, wobei auch die
homogenen Anteile vom Grad v in py,...,p, linear unabhangig seien. Die
Polynome konnen von Parametern abhangen, die so bestimmt werden sollen,
daB p,,...,pm eine H-Basis bilden. Fiir E := span(p1,...,pn) und M := Py
sind die Charaktere x¥ und x™ bekannt. xF - Y™ wird daraus leicht mit
einer Charakterprodukttabelle berechnet. In vielen Fallen kennt man x4 und
xB fiir diejenigen Parameterwerte, fiir die py, . .., pn tatsichlich eine H-Basis
bilden. Wenn z. B. MO F ein Fundamentalsystem vom Grad v+k enthalt, gilt
xB = xKv+x, Falls sich fir M = IP;_; keine notwendigen Bedingungen fiir die
H-Basis ergeben haben, gilt A = EQIP)_,. Nach Satz 3.19 kennt man x¥ und
damit die volle Ausreduktion des Syzygienraumes Y. Fiir ¢/’ > 0 berechnet
man eine Basis des z-ten Konglomerates von M ® F so, daf eine Basis des i-ten
Konglomerates von E erganzt wird zu einer Basis des i-ten Konglomerates
von E @ IP;. So geht man weiter vor, bis die Basis des i-ten Konglomerates
von E ® IPx_; zu einer Basis des i-ten Konglomerates von F © IP; erginzt
wird. Jede Linearkombination Q% davon vom Grad < v —1 (bzw. vom Grad
< v+k—1 ohne homogene Anteile vom Grad v,...,v+k—1 von Polynomen
aus dem i-ten Konglomerat von Px_; ® E) muf} bereits eine Darstellung des
Nullpolynoms (also eine Syzygie) sein. Das ergibt die Gleichungen fir die
Parameter.

Praktisch berechnet man die Linearkombinationen @ durch systematische
Gradreduktion. Zuerst bildet man Linearkombinationen Q; aus den Basis-

Polynomen vom Grad v + k im i-ten Konglomerat von M ©® E, so da8 Q;
den Grad < v + k — 1 hat. Danach berechnet man Linearkombinationen
von Q; und den restlichen Basis-Polynomen aus dem i-ten Konglomerat von
E & Py, von méglichst niedrigem Grad.

die Orthogonalitdt der py,...,p, ab und kann im voraus berechnet werden.
Das wird in Paragraph 5.2 ausgefiihrt.

Die Anzahl der Gleichungen hingt von ¢!,k und den Anforderungen an

Konstruktion von G-invarianten Kubaturformeln vom Grad d:

1.) Man macht nach Satz 3.10 einen parameterabhingigen Ansatz fiir eine
H-Basis ‘
pi, t=1...,hj=1,...,m
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mit linear unabhingigen, d-orthogonalen Polynomen aus den Konglo-
meraten V;, so daf die homogenen Terme in pj— jeweils vom Héchstgrad
auch linear unabhéangig sind und das erzeugte Ideal A4 nulldimensional
ist.

2.) x“ und x® werden berechnet, z.B. gilt

E. Py
k)

x* = xFx xZ = xSk,

falls ein Fundamentalsystem vom Grad v+ k existiert und sich fir k—1
keine notwendigen Bedingungen fiir die H-Basis ergeben haben.

3.) x¥ = c'xt+ -+ ¢ x" wird berechnet. Der Ansatz wird verworfen,
wenn die Anzahl der Gleichungen fir die Parameter zu grof§ ist. An-
sonsten weiter mit 4.).

4) Firi = 1,...,h, j =1,...,¢f berechnet man linear unabhangige
Q; €EM®ENYV, vom Grad < v — 1 (bzw. vom Grad < v + k — 1
ohne homogene Anteile vom Grad v,...,v + k — 1 von Polynomen aus

E@®Pg_1), wobei das Wissen iiber die Konglomerate : ausgenutzt wird.

5.) Gleichungen fir die Parameter ergeben sich aus

Falls notwendig werden die Schritte 2.) - 5.) fir k£ 4+ 1 statt mit &
wiederholt.

6.) Die Parametergleichungen werden gelost. Falls keine reelle Lésung vor-
handen ist, wird abgebrochen.

7.) Man berechnet die gemeinsamen Nullstellen von p},i =1,...,h,j =
1,...,m;. Abbruch, falls sie komplex, vielfach oder zu wenige sind.

8.) Durch ein lineares Gleichungssystem werden die Gewichte bestimmt.

Die Gleichungen Q% = 0 aus Schritt 5.) sind nur notwendige Bedingungen
dafiir, daf die Polynome p} eine H-Basis bilden. Eine notwendige und hin-
reichende Bedingung ergibt sich aus Satz 1.12 (bzw. einer Verallgemeinerung
davon) aus der Anzahl der gemeinsamen Nullstellen. Deshalb wird der Ansatz
in Schritt 7.) bei zu wenigen gemeinsamen Nullstellen verworfen.
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Abbildung 3.4: Ros-invarianter Ansatz fir d = 6,n = 10

B

)

& Konglomerat 1

Dl Konglomerat 2

% Konglomerat 3

Beispiel 3.21 :

Es wird gezeigt, dafl es keine Ros-invariante Kubaturformel vom Grad 6 mit
10 Knoten firs Dreieck To gibt. Fur Ros ergeben sich die kanonischen Zer-
legungen

K = KI°®@K®®K;® ,
Kf = KI®q K2 @ K3 mit

K¢ = span(hl,),
K3 = span(hly, hd,),

K3 = span(h3,h3;,), mit h%, = h3, h%, = k3,
KI© = span(hly, bly),

K3® = span(h};),

K3 = span(hd,) mit 2, = h3,.

Falls die Formel existiert, sind die Knoten die gemeinsamen Nullstellen eines
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Fundamentalsysterms vom Grad 4 aus 6-orthogonalen Polynomen:

P} = h}u + eh:ln + fhéw
pi = hi+(a+bi)h3,
P = hiy+(c+di)hs,
pi = hii+(a—bi)h3,
ps = R, + (c—di)Rd,.

pi, i + pi,u(pf — pi),p; + p3,i(p} — p3) spamnmen in Abhdngigkeit von
a,byc,d,e, f € R einen Ros-invarianten, reellen Vektorraum E auf. Das
sind alle Moglichkeiten fir ein Fundamentalsystem vom Grad 4 fur eine Ros-
invariante Kubaturformel.

Bei 10 Knoten ist (3,3) ein Knoten, also Nullstelle. Wenn man den Para-
meter e geeignet festlegt, haben die Ansatzpolynome (3,3) als gemeinsame
Nullstelle. TP, hat die volle Ausreduktion p' + p? + p> mit g; = 1 und g2, 93
aus den Konglomeraten 2 und 3. Es gilt A = E mit x4 = 1 + 21 + 2¢3.
Weiterhin gilt xB = x5 = 21, + 243 + 2¢3. Daraus folgt

X' o= M- xt =X

= 51 + 5%; + 5tb3 — (11 + 292 + 3903) — (2901 + 293 + 243)

= 21 + Y2 + ¥s.

Es sind also 2 Syzygien vom Typ 1 und eine vom Typ 2 zu konstruieren. Die
vom Typ 3 ergibt sich durch Konjugation. Man bildet aus

P1, G2P%,  92D3, 93P:,  93ph

derartige Linearkombinationen, daf sich die fiihrenden Monome vom Grad 5
und 4 wegheben. Das ergibt 2 linear unabhdingige Polynome Q},Q3 € K1+ K)
vom Grad 3. Das gleiche macht man mit

92P%,  GaPs,  G3Pi, Py Di-

Das ergibt Q? € K2 + K2. Aus Q} = 0,Q1 = 0,Q% = 0 erhdlt man einfache
quadratische Gleichungen fir a,b,¢,d, f € R, die aber nur Losungen haben,
die nicht reell sind. Also gibt es keine Roz-invariante Kubaturformel vom
Grad 6 mit 10 Knoten fir Ty. Auch fir E}° ezistiert keine Formel dieses
Typs.
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Abbildung 3.5: Ansatz fir Sy-invariante Formeln vom Grad 5 fiir T3
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Beispiel 3.22 : In diesem Beispiel werden Kubaturformeln fir T3 vom Grad
5 konstuiert, die Sy-invariant sind und 15 Knoten haben. Nach Paragraph 2.6
hat Sy 5 trreduzible Darstellungen mit den Charakteren xo,€,0,0,ev. Fir
den Charakter zur Teildarstellung von p auf K4 bzw. Ka gilt

X = 2-x0+2-042- ¢ +ey,
o= xot+2-9+ey.

Fir die Konglomerate in der kanonischen Zerlegung

mit

K3 =K} + K + K3 gilt

Kés = span(hgl ) h:siz ) hg3)a

4 _ 4 14 74 14 14 14
K3 = span(ha, hay, has, hag, h3s, b)),

hgl — PS,O,O +2P2,1,0 _ 2P1,2,0 _ P0'3'0+P2’0’1 + P0,2,l + P1,0,2 _ PO,2,1,

hay
ki
hy
haq
hs

4
h36

il

Il

hgz(x, Y, Z) = hgl(ya z, Z),
h§3(:v,y,z) hgl(zvyax)a

P3O0 4 po03 4 o4 g, pLLL
_p300_ po30_ 3. plll
—po30_ poo3 _ . _ 3. prit
_p210_ p120 _ po2l_ p012 4 p201 4 ploz_ 9. plil
_p210 _ pl20 4 po2l  pol2 L p201 4 pl02 4 9. plil
4 P20 pl20 _ po21 _ pOl2 4 p201 4 plo2 9. plil

wobet q= %(PZI,O_}_ P1,2,O+P0,2,1 + P0,1,2 + P2’O'l _+_P1.0,2) gllt

Dabes bilden hgj,j =1,...,6 eine symmetriegerechte Basis bzgl. der Darstel-
lungsmatrizen in Stiefel und Fassler [67] S. 118f. Die Indizes sind so gewdhlt,
dafs hgj,j = 1,2,3 einen Sy-invarianten Raum aufspannen. Ein sinnvoller
Ansatz fir eine H-Basis ist

hgl + /\hg47 h§2 + A"’357 h§3 + /\h§6’ hgl’ hg27 hg3’
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die fiir jedes A\ € IR einen 6-dimensionalen, Sy-invarianten Raum E aufspan-
nen (siehe Bild 3.5). Es gilt A = E mit Charakter

X*=xF =y +ep.
Fiir M = 1P, gilt xM = xo + ¢, also nach Tabelle 2.6
M xE = xo+ €420 + 3¢ + 3evp.

Fiir My = span(z —0.25,y—0.25, z—0.25) mit zugehorigem Charakter xM =
Y gult

XMoxXE = (b +ep) = xo+ e+ 20+ 2 + 29
Wegen x5+ = 2x0 + 20 + 2t + ey enthdlt M; © E einen Sy-invarianten
Unterraum von Polynomen vom Grad 4 mit Charakter xo+20429+cv. Falls

die Ansatzpolynome von A eine H-Basis bilden, gilt fir ein G-invariantes,
direktes Komplement B von A in ANIP,

XZ = xo+ 20+ 2 + e

und damit nach Satz 3.19
X =M xF-xt—xFP=c+ey.

Wegen MOE C K4+ Ks+ K, und X = v +ev folgt die Existenz von § Syzy-
gien fir jedes A € IR mit zugehorigen Charakteren € und e, weil Polynome
vom Symmetrietyp 5 erst vom Grad 3 und ein Polynom vom Symmetrietyp 2
sogar erst ab dem Grad 6 auftreten. Da ein Fundamentalsystem vom Grad 5
existiert, gilt H(5, A) < 15. Tatsdchlich haben die Polynome aus dem Ansatz
15 gemeinsame Nullstellen:

(21, 21, z1; 1 —3x)s, mit _1{2x-11
- =3\ T
To, I T3; — 3z
( 25 2y 2y 2)54 o =1 2A—11 (=2X+11)(22421)
. 27T 8\ 2227 7(2A=7)2

(.’Eg, x3, 0.5 — T3, 0.5 — .’23)54

=141 [/ 233
(1, 1 1) T3=y4+3 14(2)+1)
e 4

Fir X e (=2, -3)U(-3,5)\{Z} sind alle Nullstellen reell (siche Bild 3.6).

Mit Verallgemeinerung von Satz 1.12 folgt, dafi dann die Polynome eine H-
Basis bilden. Es ezistieren also nach Satz 3.6 Sy-invariante Kubaturformeln
vom Grad 5 mit den 15 Nullstellen als Knoten. Auf anderem Rechenwege
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Abbildung 3.7: Gewichte der Formeln fiir T
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A Referenz Besonderheiten
- Grundmann,Moller [33] | gehort zu einer Formelklasse
~ 0.245 | Grundmann,Mdller [33] Ay =0, 14 Knoten
> Stroud [68],[69] T3:5—1
B Keast [42] T =13
~ 2.473 Ay =0, 14 Knoten

Tabelle 3.1: Kubaturformeln fir 75 vom Grad 5

wurde das von Beckers [2] bestdtigt. Die Gewichte ergeben sich als die Losung
eines linearen Gleichungssystems mit 4 Gleichungen und 4 Variablen (Satz
1.2). Sie sind teilweise negativ (siehe Bild 3.7). Die Betrachtung des Feh-
lers der Kubaturformeln fir einige Polynome hoheren Grades ergibt, dafl die
Formeln fir A € (0.3,1.3), fir die alle Gewichte positiv sind, empfehlenswert
sind. Dabei zeigte sich, daff Knoten weit auflerhalb des Gebietes zu grofien
Fehlern fuhren. Kubaturformeln mit negativen Gewichten oder Knoten leicht
auflerhalb des Gebietes liefern brauchbare Ergebnisse.

In Tabelle 3.1 werden einige bekannte oder besondere Formeln des Kontinu-
ums hervorgehoben. Die Formel von Stroud T3 : 5 — 1 wurde auch mit Hilfe
von orthogonalen Polynomen konstruiert, die einen Sy-invarianten Raum er-

zeugen (siehe Stroud [68]).

Fir beliebiges A € IR st es zumindest schwierig, auf einen derartig einfachen
Ansatz ohne Hilfe der linearen Darstellungstheorie zu kommen.

Man erkennt deutlich, daf$ die Ursache dafir, daff 6 linear unabhdngige Po-
lynome in 3 Variablen 15 gemeinsame Nullstellen haben, die Symmetrie ist.
Der Grund dafir liegt darin, daff Polynome vom Symmetrietyp 2 und 5 erst
vom Grad 6 (bzw. 3) ab auftreten.

Beispiel 3.23 : In diesem Beispiel werden Dgs-invariante Kubaturformeln
vom Grad 15 mit 44 Knoten konstruiert. Mit Hilfe der Sdtze 8.10 und 3.16
ermittelt man, dafl es zwei erfolgversprechende Ansdtze fir die H-Basis gibt.
Sie sind in den Bildern 3.8 und 3.9 dargestellt.
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Abbildung 3.8: Ansatz fir Dy-invariante Formel, x® = 2t + 13 + x + ¥
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Abbildung 3.9: Ansatz fir Ds-invariante Formel, xZ = 2t5 + 94 + x + 1
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Die kanonische Zerlegung von Kg ist
K=Ky ® K2 ® K ® K mat
K? = span(hi,h%,), hi, = P™' — PV R, = P33 P35

Kg span(hgl7h§2)3 hgl = P80 pos hg2 = P%?_ p2S,

K& = span(hi, h), ki = P™' 4PV, RhY, = P53 ps,

Im Ansatz fir die H-Basis sind die Polynome

h2,, h3, und pz:=h3 +a-hy bzw. ps:=hg +b-hg

Hier ist es gunstiger vom Konstruktionsprinzip, bei dem die Parameter aus
Gleichungen iber Syzygien berechnet werden, abzuweichen. Da h; und hi,
die Achsen, die Diagonalen und zwei Dy-Koronen mit je 8 Punkten als ge-
meinsame Nullstellen haben, bestimmt man den Parameter a (bzw. b) durch
die Forderung, daf8 ps (bzw. py) in den zwei Dy-Koronen verschwindet. Das
sind 2 Gleichungen fir einen Parameter. Trotzdem gibt es eine Lésung, weil
die dquivalente Forderung nach der Existenz einer Syzygie nur auf eine Glei-
chung fir den Parameter fihrt.

Mit p3 (ps) sind drei Dy-Koronen auf den Achsen (bzw. Diagonalen) festge-
legt. Bet der Berechnung der restlichen vier Dy-Koronen auf den Diagona-
len (bzw. Achsen) und den bisherigen Rechnungen wurden die Invarianten
o1 = 22 + y2, 02 = z%y? ausgenutzt (siehe Kapitel /).

Fir Cy ergibt sich mit p; die Formel von Rabinowitz/Richter [57] (Cy : 15—1
in Stroud [69]) und der andere Ansatz mit py fihrt auf kompleze gemeinsame
Nullstellen. Fir E}’ ergibt sich aus dem Ansatz mit py die Formel E5° :
15 — 1 in Stroud [69] von Rabinowitz/Richter [57] (siche Tabelle 3.2). Da

EQQ rotationssymmetrisch ist, ergibt sich aus dem Ansatz mit p3 die um %

gedrehte Formel E5 : 15 — 1. Diese Formeln kénnen nicht mit der T- und
der S-Methode konstruiert werden.

Die Beispiele zeigen, dafl man mit Satz 3.10 leicht Ansatze machen kann,
die zum Erfolg fiihren. Durch die Berechnung von Syzygien in den Kon-
glomeraten, den symmetriegerechten Syzygien, erhilt man leicht Gleichun-
gen fir die Parameter. Das wird durch die Ausnutzung der Symmetrie erst
praktisch durchfilhrbar. Nach Schritt 3.) des Konstruktionsverfahrens hat
man friihzeitig die Moglichkeit einen Ansatz zu verwerfen, denn bei mehr
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Ef',d=151n=44,G = D4, XF = 2y + P4+ X + 1

o1 o2 z Y Gewicht
6+6 | 206 \/ o/Ery/n+6/6 \/;\/E_W 0.00027354496
66 | =0/ \/ 6=VB+y/n1-6/6 \/67'“5‘\2/_”7“é 0.02087984557

5 95/4 5 JE 0.00565486678
6+ V21 | (ce/2) 6421 s+/81 | (00003671735
6— V21 | (=) 6=y/a1 =AU | 017777742684
0.29047 0 0.53896 0 0.43724885438
1.72345 0 1.31280 0 0.11876093308
5.56807 0 2.35968 0 0.00360457742
1252019 | 0 3.53839 0 0.00000800648

Die letzten o1-Werte sind die Nullstellen von
5480% — 1101603 + 5844007 — 819000, + 19125.

Tabelle 3.2: E}” : 15 — 1 von Rabinowitz/Richter S. 777

Gleichungen als Parameter ist keine Losung zu erwarten. Nur bei den un-

gewoOhnlichen Integralen C'z% ,Cy ? trifft das nicht zu (siehe dazu Verlinden et
al. [70]). Dadurch da8 einige orthogonale Polynome aus den Konglomeraten
(z? + y? — 1) als gemeinsame Komponente haben, ergeben sich anscheinend
weniger Gleichungen.

Die Anzahl der Gleichungen der Parameter wird in Paragraph 5.2 ausfiihrlich
diskutiert.



Kapitel 4

Konstruktion mit Invarianten

In Kapitel 3 wird beschrieben, wie man G-invariante Kubaturformeln aus
gemeinsamen Nullstellen von d-orthogonalen Polynomen konstruiert, die ein
G-invariantes Ideal erzeugen und eine H-Basis bilden. In diesem Kapitel da-
gegen werden die gemeinsame Nullstellen von G-invarianten Polynomen be-
nutzt, die d-orthogonal sind. Dabei wird ein Prinzip verwendet, das auf Inva-
riantentheorie beruht und eine Vereinfachung durch Erniedrigung der Poly-
nomgrade bedeutet. Zunachst wird ein Uberblick iiber die Invariantentheorie

gegeben.

4.1 Uberblick iiber die Invariantentheorie

In diesem Paragraphen werden Ergebnisse aus der klassischen Invarianten-
theorie zusammengestellt. Einen vollstindigeren Uberblick findet man z.B.
auch in Flatto [25], Hiller S. 57ff [40] und in Sloane S. 94fF [65].

Gegeben sei eine Gruppe G von linearen Abbildungen ¢ : CV — CV mit
endlicher Ordnung g¢. ( Die Gruppen D3 und Sy von affin linearen Abbil-
dungen, wie sie in Beispiel 3.2 und 3.3 definiert wurden, gehoren zwar nicht
dazu, aber die folgenden Ergebnisse lassen sich leicht iibertragen.)

Ein Polynom p € C[zy,...,zy] heiit G-invariant, wenn
ple) = p(t(z)) VieG

gilt (siehe Kapitel 1 ). Die Menge der G-invarianten Polynome tragt die
Struktur eines Ringes und heifit deshalb Invariantenring C|z,,...,zx]%.
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Bemerkung 4.1 : Betrachte G = D4 und die lineare Darstellung p von Dy
auf Clz,y|, wie in Beispiel 3.1. Dann ist das Konglomerat VU zugehorig
zur trivialen Darstellung gleich dem Invariantenring C[z,y]P* (siehe auch
Beispiel 2.2).

In der Invariantentheorie wird untersucht, ob sich jedes G-invariante Polynom
durch einige G-invariante Polynome ausdriicken 1aft.

Zunachst sei daran erinnert, dafi Polynome py,...,p € Clzy,...,zn] al-
gebraisch abhéangig heiflen, wenn ein Polynom @ € Cl[y,...,y:] existiert
mit Q(p1,-..,m) = 0. Ansonsten heifien die Polynome algebraisch un-
abhangig.

Satz 4.2 (Sloane [65] S. 96): Es gibt N algebraisch unabhdngige, G-

invariante Polynome.

Satz 4.3 (Sloane [65] S. 96): N +1 G-invariante Polynome in N Variablen
sind algebraisch abhdingig.

Angestrebt wird aber, daf sich jedes G-invariante Polynom als Polynom in
einigen G-invarianten Polynomen o; darstellen 1a8t.

Definition 4.4 : G-invariante Polynome oy,...,01 € Clzy,...,zN]% bil-
den eine Basis des Invariantenringes Clzy,...,zN]%, wenn fir jedes p €
Clzy,...,zn]% ein Q € Cly, ...,y existiert mit p = Q(o1,...,01).

Hilbert [39] zeigte, daB jeder Invariantenring C[z]° eine Basis aus endlich
vielen G-invarianten Polynomen besitzt. Zwischen diesen Basisinvarianten
bestehen gegebenenfalls Relationen, genannt Syzygien (nicht zu verwechseln
mit den Syzygien aus Paragraph 1.2). Hilbert fiihrte diesen Namen fir Po-
lynome @ € Cly1, ..., ] mit Q(o1(z),...,01(z)) =0 ein. Es reichen endlich
viele Syzygien, um die Abhangigkeit der Basisinvarianten zu beschreiben.

Beispiel 4.5 : Der Invariantenring C[z,y]P* ist isomorph zu Coy, 03] mit
o1 = 2t +y* und oy = 2%y?. Fir den Invariantenring zu Roy gilt:

C[:c,y]R"“ ~ Cloy,09,03]/02 = 020y — 403

mit o1 = 22 4+ y2, o2 = 2%? und o3 = 2y(a? — y?). Das wird in Paragraph
4.2 ausgefihrt. :
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Bei Noether [56] findet man eine obere Schranke fiir die Anzahl der Basisin-
varianten und einen Weg, mit dem sie konstruiert werden kénnen.

Fir einige Gruppen ist die Frage nach einer Basis des Invariantenringes be-
sonders einfach.

Definition 4.6 : Fine endliche Spiegelungsgruppe ist eine Gruppe G von li-
nearen Abbildungen auf dem CV, die von Spiegelungen (lineare Abbildungen,
die eine Hyperebene der Dimension N — 1 fest lassen) erzeugt wird.

Satz 4.7 (Chevalley [6]): Sei G eine endliche Spiegelungsgruppe auf dem
C¥. Dann g¢ibt es eine Basis des Invariantenringes Clzy,...,zn]% aus N
algebraisch unabhangigen, homogenen Polynomen oy,...,0nN.

Nach dem Satz von Shephard und Todd (Flatto [25] S. 251) sind die endlichen
Spiegelungsgruppen die einzigen Gruppen, deren Invariantenring eine Basis
aus N homogenen Polynomen hat. In einigen Fallen ist auch etwas tiber die
Grade der homogenen Basisinvarianten bekannt.

Satz 4.8 (Flatto S. 249 [25]): Sei G eine endliche Gruppe auf dem CV
mit der Ordnung g. Der Invariantenring C[zy,...,zn]% habe eine Basis
o1,...,0n mit homogenen Polynomen vom Grad dy,...,dy. Dann gilt

N N
Hdi:g, Z(di_l):Ta
=1 =1

wobet r die Anzahl der Spiegelungen in G ist.

Bemerkung 4.9 : Fir die Gruppen D3 und Sy von affin linearen Abbildun-
gen, wie sie in Beispiel 3.2 und 3.8 definiert wurden, ist der Satz 4.7 nicht
direkt anwendbar. Da D3 und Sy durch jeweils eine affin lineare Abbildung
aus Spiegelungsgruppen entstehen, gibt es eine Basis des Invariantenringes
aus algebraisch unabhdngigen Polynomen, die wegen der Translation nicht
homogen sind. Allgemein formuliert: Ist G eine endliche Spiegelungsgruppe
des CN mit Invariantenbasis oy,...,on und T : CN — CV eine inver-
tierbare, affin lineare Abbildung, so hat G := {t | t = TIT-',{ € G} die
Invariantenbasis o1(T~1(z)),...,on(T~Yz)).



Konstruktion mit Invarianten 85

Gruppe Invarianten Grad Referenz

D3 oy =z4+y?’+ (1 -z —y)? d; =2, | Mysovskikh [55]
o=+ +(1l—z2—y) dy =3

D, oy =zt + y? d, =2, | Mysovskikh [55]

oy = zly? dy =4 |Verlinden et al. [70]

oy = r? z = rcosf |dy=2,

D, Cools/Haeg. [9]
6, = rtcosnf y = rsind dp=n

o=zt +y +22+(1—z—y—2)?* d =2,| Mysovskikh[55]
Sy Joe=2*+y*+22+ (1 —z—y—2)° dy =3, | Beckers/Haeg. [1]
os=al+yt+2t+(l—z—y—2) dz=14

g = $2+y2+2’2, dl = 27
Mysovskikh[55]

Zy X Sy oy = xily?+4 2%2? 4 y222 d; =4,
Haeg./Cools [37]

gy = zly?z? dz3 =6

Tabelle 4.1: Invariantenbasis einiger Gruppen

Fiir Gruppen, die bei der Konstruktion von Kubaturformeln auftreten, sind
eine Basis des Invariantenringes und der Grad der Basisinvarianten bekannt
(sieche Tabelle 4.1). Die Spiegelungsgruppen, die Coxetergruppen sind, wer-
den in Flatto [25] (S. 257ff) klassifiziert und die Grade der homogenen Ba-

sisinvarianten angegeben.

Sind ¢4, 0, Basisinvarianten vom gleichem Grad, so bilden auch andere Li-
nearkombinationen davon, z. B. oy + 09,07 — 02, Basisinvarianten.

Fiir Gruppen, die keine Spiegelungsgruppen sind, ist die Bestimmung einer
Basis des Invariantenringes schwieriger. Ein Hilfsmittel ist dabei die Formel
von Molien (siehe z.B. Flatto [25] S. 243, Hiller [40] S. 67). Daraus ergibt sich
auch dimIP¢, die Dimension des Raumes der G-invarianten Polynome vom
Grad d oder kleiner. Dieser Weg wurde von Cools/Haegemans [11], [12] fir
G = Ros und G = Roy4 benutzt. Dort wird auch eine gute Invariantenbasis
definiert. oy, ..., 0; bilden eine solche gute Basis von C[zy,...,zx]%, wenn
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o1,...,0nN algebraisch unabhangig sind,

!
Clz]® ~ Cloy,...,on]® D 0,Cloy,...,0n]
v=N+1

und 005 = qij(al,...,aN) mit i,j =N+ 1,...,1,(],']‘ c C[yl,..,,yN] gilt.

4.2 Invariantenbasis und dim P§ fiir Unter-
gruppen von Spiegelungsgruppen

In diesem Paragraphen wird auf die Struktur des Invariantenringes fur G €
{Ros, Ros, Ay} eingegangen, die Untergruppen von Spiegelungsgruppen sind.

Die kanonische Zerlegung der Darstellung von Dy auf C[z, y] aus Beispiel 3.1
ist

Clayl=Vo VoV oV oVl
Dabei gilt V;¥ = Clz, y]P+. Fiir die entsprechende reelle kanonische Zerlegung
Riz,yl=ViaVad Vs Vi Vs
gilt Vi = Rz, y]Ps.

Ein Polynom p, € V, verschwindet auf den Achsen und Diagonalen, da fiir
eine Spiegelung s an einer dieser Geraden

p(s)(p2) = a(s)p2 = —p2

gilt. Fir Drehungen r € Dy gilt

p(r)(p2) = Ya(r)p2 = pa.

Also gilt
p2(z,y) = zy(2® — y*)qu(z, y)

mit einem Dy-invarianten Polynom ¢; € V;. Umgekehrt ist fir jedes p; €

Vi,p2 € V4 auch pyp; ein Polynom aus V,. Damit ist folgendes Lemma be-
wiesen:

Lemma 4.10 : Sei R[z,y] = Vi + - -+ + Vi die reelle kanonische Zerlequng
fiir Dy. V3, ist ein freier Vi-Modul, der von o3(z,y) = zy(z? — y?) erzeugt
wird.
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Da jedes ps € Vo Rog4-invariant ist und V3, V) und Vs keine Ro4-invarianten
Polynome enthalten, gilt

R[z,y]"™ = Vi & V; = Rlz,y]™ ® osR[z, y]™.
Satz 4.11 : Der Invariantenring Rz, y]¢ ist isomorph zu
R0y, 02) ® 03R[o1, 0],
wobei oy(z,y) = x?+y? und (2, y) = 2?y? eine Basis des Invariantenringes
R[z,y]P+ bilden und fir o3(z,y) = zy(z? — y?) die Syzygie
02 = gioy — 4ol gilt.

01,02, 03 bilden also eine gute Invariantenbasis.

Schon in Kapitel 1 wurde der Satz von Sobolev 1.2 erwahnt, der besagt,
daB eine G-invariante Kubaturformel, die alle G-invarianten Polynome vom
Grad < d (IPS) exakt integriert, schon den Grad d hat.

Zur Aufstellung des Gleichungssystems (1.2) wird eine Basis von P¢
bendtigt. Insbesondere interessiert also die Dimension von IP§.

Fir G = Ro4 gilt nach Lemma 4.10
dim Pt = dimP5* + dimIPDs, Vd > 4.

Diese Argumentation 18t sich auf andere Untergruppen ubertragen, denn
Lemma 4.10 ist ein Spezialfall folgenden Satzes:

Satz 4.12 (Hiller [{0] S. 90): Sei G eine Spiegelungsgruppe auf dem CV
endlicher Ordnung. Sei p : G — GL(C|z]), p(t)(p(z)) = p(t(z)) eine lineare
Darstellung auf dem Polynomring in N Variablen. Bezeichnet V; = C[z]®
das Konglomerat zur trivialen Darstellung und V; (i # 1) ein Konglomerat
2ugehdrig zu einer eindimensionalen, irreduziblen Darstellung (ungleich der
trivialen Darstellung), so gibt es ein p; € V; mit

Vi=pi- V1.

Fiir andere Untergruppen kann man Uberlegungen anstellen, die analog zu
denen fiir Roy sind. Die Dimensionsangaben fiir IP§ findet man in Tabelle 4.2
und teilweise in [11], [12], [29]. Fir d < 0 gilt in Tabelle 4.2 die Konvention
dimIP§ = 0.

Die Invariantenbasis wurde im Zusammenhang mit dem Satz 1.2 bei der
Aufstellung der Momentengleichungen schon von Mysovshikh [55] und dann
unter anderen von Cools und Haegemans [9], [11] verwendet. Auch Goethals
und Seidel [32] haben Invariantentheorie angewendet.
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G Invariantenbasis Syzygien dimIP§
oy =z +y? op = %2, dimIPP: 4+
R04 ! v v 2 Y 0520102—40'% dD
o3 = zy(z? — y?) dimlP;*,
op =z? +y? oy = z? dimIP2*+
Sya oder b
oy = 2% —y? oy =y° dimlP,
o1 = z% +y?, dimP?«+
Syd ' Y ¢
02 = TY dimIP(lzl)_‘2
o=z 4+y’+(1 -z —y)? % =103 — 302
! v+ ) U T dimPDe
Ros o9 = 3 + y3 + (1 - — y)3 +60105 — %alz ) D
dimlP 2,
os=(z—y)(1-2z—y)(l-2~2y) | —202+ 301}
o1 = 22+ y?+222+(l—z—y—2)?
o, = P+yP*+2+(1—-z—y—2)3
o3 = s+yt+At(l-az—y—2)*| dimIP5* +
A4 04 = (I(0110'2,0'3) s
o3 = (z—y)z—2)(1-22—y—=z) dimlP3¢
W--z-2 2
(1—z—y—2z2)

Tabelle 4.2: Invariantenbasis einiger Untergruppen
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4.3 Konstruktion mit G-invarianten Polyno-
men

In diesem Paragraphen wird diskutiert, wann die gemeinsamen Nullstel-
len von d-orthogonalen, G-invarianten Polynomen als die Knoten einer G-
invarianten Kubaturformel genutzt werden konnen. Grundlegend ist dabei
folgendes bekanntes Prinzip:

Satz 4.13 : Sei G eine endliche Spiegelungsgruppe des RN oder G = {t |
t=TII, te é}, wobei G eine endliche Spiegelungsgruppe und T eine af-
fin lineare Abbildung ist, oder sei G eine der Untergruppen Ros, Roy, A4. Fiir
die Spiegelungsgruppen sei oy,...,0n eine Basis von R[z]C. Fir die anderen
Gruppen sei o1,...,0N41 €ine gute Invariantenbasis aus Tabelle 4.2 mit Sy-
zygie Sy(o) = 0k — q(01,...,0n) = 0. Seien Q1,...,Qm € Rloy,...,0N]
(bzw. Qi,...,Qm € Rlo1,...,on] ® ons1R[01,...,0n]) und

pi(z) = Qi(o1(z),...,0i(z)), 1=1,...,m

die zugehorigen G-invarianten Polynome (I = N bzw. | = N + 1). Die ge-
meinsamen Nullstellen (51,...,5;) € C' von Qq,...,Qm ( und Sy) entspre-
chen eindeutig den G-Koronen an gemeinsamen Nullstellen y € CV wvon

Piy.- s Pm-

BEWEIS: Sei y eine gemeinsame Nullstelle von pq, . .., pn. Dann ist auch jeder
andere Punkt der G-Korona k, eine gemeinsame Nullstelle von py, ..., pm.
Durch -

wird der G-Korona k, ein Punkt (51,...,6¢) € C' zugeordnet. (6¢,...,5})
ist eine gemeinsame Nullstelle der @; (und Sy):

Qi(éil’ v 7&;}) = Qi(al(y_)a .. -501(£)) = Pz(y) = 07 1= 1a cee, M

Sei umgekehrt (&1,...,5;) € C' eine gemeinsame Nullstelle von Q1 ..., Qm.
Fiir die Gruppen, die keine Spiegelungsgruppen sind, sei der Punkt auch eine
Nullstelle der Syzygie Sy.

1.Fall: G sei eine endliche Spiegelungsgruppe. Die Basisinvarianten
o1,...,0nN seien homogene Polynome vom Grad di,...,dy. Nach dem Satz
von Bezout ( siehe Abschnitt 1.2) haben

0‘1(&) - 5’1,~~->0'N(£) —0oN
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also [T, d; gemeinsame Nullstellen oder unendlich viele. Sie konnen aber
nicht unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben. Dann hatten sie eine
Nullstelle im Unendlichen, d.h. oy,...,0x hitten auch unendlich viele ge-
meinsame Nullstellen. Sie konnen aber nur (0,...,0) als gemeinsame Null-
stelle haben. Wéare auch j eine weitere Nullstelle, so liefle sich ein G-
invariantes Polynom konstruieren, das in (0,...,0) verschwindet, aber nicht
in §. Dieses Polynom liefle sich dann nicht als Polynomin o1,...,on darstel-
len. Also haben o;(z) — &; genau [[Y., d; gemeinsame Nullstellen.

Mit y € CY ist aber auch t(y) Vt € G, die Elemente der G-Korona k,, eine
Nullstelle.

Rechnet man mit Vielfachheit, so ist die Anzahl der Nullstellen in k, gleich
der Ordnung ¢ von G. Da nach Satz 4.8

N
[Idi=g
=1

gilt, entspricht einer Nullstelle (64,...,65) genau einer G-Korona an Null-
stellen k.

Fallssich GG von einer endlichen Spiegelungsgruppe nur durch eine affin lineare
Abbildung T unterscheidet, gilt auch die eindeutige Zuordnung zwischen den
G-Koronen an gemeinsamen Nullstellen der p; und den gemeisamen Nullstel-

len der @Q;.

2.Fall: G ist keine Spiegelungsgruppe, aber eine Untergruppe einer Spie-
gelungsgruppe G. o1,...,0xn bilden eine Invariantenbasis von C[z]% und
01,...,0N41 eine Basis von C[z]®, wobei 0%, = ¢(o1,...,0n) mit ¢ €
Cly, .- yn] gilt.

Sei (G1,...,0N41) eine gemeinsame Nullstelle von @4, ..., Q@ mit 6%, =
q(61,...,6n). Nach Fall 1.) ist (&y,...,0n) eindeutig eine G-Korona k;
zugeordnet.

Fir y € & gilt dann

(0N+1(E))2 = Q(Ul(ﬂ)> cee 7UN(£)) = 612\’+1’

also ony1(y) = On41 oder oyt (y) = —Fn41. Falls on41(y) = on41 gilt, ist
auch

0’N+1(t(£)) = 6'N+1 Vt E G

Der Nullstelle (&4,...,0n4+1) entspricht also eine G-Korona an Nullstellen
von pi, ..., Pm-
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Ist Gny1 # 0 und onia(y) = —Fn41, s0 gilt on4(Hy)) = Gn41 fir ein

te G, \G. [

Sucht man die gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen
P1y- -y Pm, 50 bestimmt man zuerst die gemeinsamen Nullstellen (64,. .., &7)
der zugehdrigen Polynome @)y, ..., Q. und l6st dann

oi(z)=0; 1=1,...,L

Fir G = Ds reduziert sich damit z.B. die Frage, ob 3 Dj-invariante Polynome
P1, P2, p3 18 gemeinsame Nullstellen haben, auf die Frage, ob @1,Q2, @3 3
gemeinsame Nullstellen haben.

Dieses Prinzip ist auch noch sinnvoll anwendbar, wenn man gemeinsame
Nullstellen von
¢ =rp, t=1,...,m

sucht, wobei nur die p; G-invariant sind (siehe Beispiel 3.23). Fir G = Sya
haben auch Haegemans und Piessens [34] dieses Prinzip mit den Invarianten

o1 = z%,05 = y? benutzt, ohne auf die Invariantentheorie hinzuweisen.

In Kapitel 1 wurde darauf hingewiesen, dafl die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems (1.1) fiir die Knoten und Gewichte aufgeteilt wird in eine
Suche nach gemeinsamen Nullstellen als Knoten und einem linearen Glei-
chungssystems fiir die Gewichte.

Das nach Satz 1.2 reduzierte System (1.2) fir G-invariante Kubaturformeln
zerfallt analog, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.14 : Sei G eine der Gruppen aus Satz 4.13 und oy,...,00 (l = N
bzw. l = N + 1) die entsprechende Basis des Invariantenringes. Sei A% ein
Ideal in R[z]C. Sei B C Roy,..., 0] das zugehérige Ideal mit

Vpe A° 3BeB mit  B(oi(z)),...,o(z)) = p(z)
und  B(oi(z)),...,01(z)) € A° VBeB.
Ist G keine Spiegelungsgruppe, so sei auch die Syzygie Sy(g) := 0%, —

q(o1,...,0n) ein Element von B. Sei I ein G-invariantes Integral. Seien die
folgenden Bedingungen erfillt.

2) Es gilt IMGde =0.

it.) B hat reelle, einfache Nullstellen (&{,...,&f), 7=1,...,7.
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itt.) Fir jedes j hat das System &3 =oi(z),1=1,...,1 reelle Losungen ﬂ.

Unter den Voraussetzungen i.),i1.) und iii.) gibt es eine G-invariante Kuba-

turformel
n

QU) =22 Aif(y)

J=1
vom Grad mindestens d.

Dieser Satz wird auch von Cools [18] S. 144 angegeben.
BEWEIS: : Nach Satz 1.2 gilt

I(p) = Q(p) VpelPq
genau dann, wenn

I(p) = Qp) VpeP§
gilt. Aus Bedingung ii.) und iii.) folgt mit Satz 4.13, daBl die Nullstellen
von A% die Losungen Qi; sind, die in n G-Koronen angeordnet sind. Eine G-
invariante Kubaturformel mit diesen G-Koronen als Knoten integriert wegen

i.) alle Polynome
p€ A°NPY
exakt.
Die Kodimension von A% in RR[z] ist gleich der Kodimension von B in

R[oy,...,01]. Diese Kodimension kann mit Hilfe der Hilbertfunktion H(k, B)
ermittelt werden. Weil B nulldimensional ist, gilt ab einem K € IN

H(k,B)=1n fir Vk> K.

Also ist die Kodimension von A® in IR[z]® hochstens 5. Andererseits ist
jeweils ein Gewicht pro G-Korona zu bestimmen. Da 5 G-Koronen vorliegen,
gibt es mindestens eine Losung fur die Gewichte A;, so dafl alle Polynome
p € IP§ und damit alle p € P, exakt integriert werden. [

Beispiel 4.15 : Eine neue Sy-invariante Formel fiirs Tetraeder T3 vom Grad
2 wird folgendermafen konstruiert. Als Basisinvarianten des Invariantenrin-

ges R[z,y, 2]% werden

o1 = 2P+ yi+2+(l—z—y—2)?
op = @4y’ +22+(1-z—y—2),
o3 = zyz(l—z—y—2z)
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verwendet. Fir Q1(o1,02,03) 1= 01 — % st das zugehorige Sy-tnvariante Po-
lynom py := Q1(o1(2,y, 2),02(z,y, 2),03(x, y, 2)) orthogonal. Wihlt man Po-
lynome
Qz(Uh 02,03) =02 — 52, Q3(01,02,03) =03 — 03

beliebig, so gibt es eine gemeinsame Nullstelle (%,6‘2,63) von B =
(Q1,Q2,Q3). Die Voraussetzung i.) des Saizes fir die Ezistenz einer Sy-
invarianten Formel vom Grad 2 mit einer Sy-Korona als Knotenmenge,
die dieser Nullstelle entspricht, ist erfullt. Fine beliebige Sy-Korona hat 24
Punkte. Das sind zuviele Knoten fir eine Formel vom Grad 2. Deshalb ver-
langt man, daf$ die Sy-Korona vom Typ (z,z,z;1 — 3z) ist. Als Losung von

2
0’1(33,1',113) = 5’1 = g
erhdlt man
1
z=—-= ﬁ
4720
Mit dem Gewicht Ay = % sind das 2 Formeln (Ty : 2 — 1 in Stroud [69]).
Verlangt man, daf die Korona vom Typ (z,2,0.5 — ;0.5 —x) ist, ergibt sich
1 3
=4[
T Vso
Mit dem Gewicht Ay = X ist das eine Sy-invariante Formel mit 6 Knoten.

36

Es ist vorteilhaft mit dem Ideal B zu arbeiten, da die Polynome in einer
Idealbasis von B niedrigeren Grad haben und weniger Terme enthalten als die
zugehorigen Polynome in A®. Die Berechnung der gemeinsamen Nullstellen
ist einfacher, da es weniger sind. Fiir die dreidimensionalen Integrale ergeben
sich allerdings im allgemeinen G-Koronen mit vielen Punkten, so daf die
Kubaturformeln viele Knoten enthalten.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Konstruktion mit dem letzten
Satz 4.14 und der mit Satz 3.6 7 Zu jedem G-invarianten Ideal A C IR[z] gibt
es eindeutig ein Ideal A% := ANR|[z]® mit G-invarianten Polynomen. Einem
Ideal A C IR[z]% sind dagegen in einigen Fillen mehrere G-invariante Ideale
A C R|z] zugeordnet mit der Eigenschaft

A% = AN R[z]C.

Das hangt davon ab, ob A nur einfache oder auch mehrfache Nullstellen hat.
Hier interessiert das maximale, G-invariante Ideal, das .A® zugeordnet ist.
Gilt fir A% C Rz

I|.AGF1]Pd = 0,



94 Kapitel 4

so gilt auch fiir das maximale G-invariante Ideal A C IR[z] mit ANIR[z]® =
A€ auch
I|A0Pd:0' (41)

Fir Bedingung (4.1), die nach Satz 1.5 zur Konstruktion benétigt wird, ist

laopyy, =0, t#1
zu zeigen, wobei Vi,i =1,...,h (bzw. i =1,...,{ mit | < h — 1) die reellen
Konglomerate aus der kanonischen Zerlegung von p : G — G L(IR[z]) sind.

Da das Integral I G-invariant ist, ist auch das induzierte Skalarprodukt
(p,q) := I(pq) G-invariant.

Nach Satz 2.11 sind die Konglomerate orthogonal zueinander. Wegen 1 € V}
gilt also
I|Vi:0, lyél Aus I.AGn]PdZO

und V; = R[z]€ folgt Bedingung (4.1).

Als Motivation iiberlegt man folgendes. Welche Bedingungen muf eine Ide-
albasis Q1,...,Q@Qm von B C R[oy,...,0/] erfillen, damit fiir das zugehorige
Ideal A% C R[z]¢ die Bedingung i.) aus Satz 4.14

]MGn]pd =0

erfillt ist? Zunachst missen die zugehorigen Polynome

pi(z) := Qi(o1(z),...,o(z)), i=1,....,m

d-orthogonal sein. Fir jedes B € B und zugehdriges p(z) :=
B(oy(z),...,01(z)) entspricht eine Darstellung

B=ZR5Q,‘ mit RiE]R,[O'l,...,O'J],iZ 1,...m

i=1

eine Darstellung

p= Zr,-p,- mit ri(z) = Ri(oi(z,...,o(z)) € IR[_:Q]G, i=1,...,m.

=1

Gibt es fiir jedes p € A°NIP eine Darstellung mit Grad(r;p;) < Grad(p),i =
1...,m, so ist Bedingung i.) erfiillt. Solche Darstellungen gibt es, wenn
Q@1,...,Qn eine Grobner-Basis (siehe Paragraph 1.4) bzgl. einer speziellen
Ordnung <¢ bilden. Diese Ordnung erfillt zwei Bedingungen:
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i.) Fiir zwei Monome at, gl € Roy,...,0)] gilt ¢* < o, wenn fiir die
zugehorigen Polynome
mi(z) := o*(z) und my(z):=gl(z) Grad(m;) < Grad(m;) gilt.
(Falls G € {Ros, Rog, A4}, Grad(m;) = Grad(m;), so gilt

iNt1 < JN41 => ot < gl)

ii.) Folgende Regularitdtsbedingung, die schon in Paragraph 1.4 erwahnt
wurde, sei erfillt:

1 <g Qi und (gé <g gl e g_£+& <a g_l+&),

Beispiel 4.16 : Fir D3 und den Basisinvarianten
o=z 4y +(l—z—-9y)? oco=2+y’+(1—-z—y)°

erfullt die Ordnung

2 2 3
1 <p, 01 <p, 02 <p, 0§ <p, 0102 <p, 03 <D, Ty
2 2 4
<Dp; 0102 <p, 0103 <p; 01 <p; "~

obige Bedingungen.
Der folgende Satz ist das Analogon zu Satz 1.10.

Satz 4.17 : Sei I ein G-invariantes Integral, wobei G eine der Gruppen aus
Satz 4.13 sei. Fir die Spiegelungsgruppen set oy, ...oxn eine Invariantenbasis
von IR[z]®. Ansonsten sei oy,...0n41 eine gute Invariantenbasis mit der
Syzygie Sy(g) = 0¥y — ¢(01,...,0n) aus Tabelle 4.2. Es seien folgende
Voraussetzungen erfillt.

i.) Ghy-..,Qn € Rg] bilden eine Grobner-Basis bzgl. <g von B :=
(Q1,...Qm). ( Falls G € {Ros, Ros, A4} bilden die Q); zusammen mit
Sy eine Grobner-Basis von B := (Q1,...Qm,Sy)).

ii.) pi = Qi(o(z),...,o(z)) € Rlz],i =1,...,m sind d-orthogonal.
i6i.) Q1,...,Qm (und Sy ) haben reelle, einfache, gemeinsame Nullstellen

(6],....6) €W, j=1,...7.
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w.) Alle Losungen g{; der Systeme

oi(z) =67, i=1,...,1, j=1,...,9

sind reell.

Sind die Voraussetzungen i.) —1v.) erfillt, gibt es eine G-invariante Kuba-
turformel vom Grad mindestens d mit den Knoten yj,.

BEWEIS: Es ist nach Satz 4.14 zu zeigen, daB fir das zu B zugehoérige Ideal
A¢ C R[z]® die Bedingung

].AGO]Pd:O

erfiillt ist. Fiir jedes p € A% N P, existiert ein B € B. Da @1, ...,Q (und
Sy) eine Grobner-Basis bzgl. < bilden, existieren R; € R[g] mit

B = ZRiQi (+Rm+15y) mit lt(RiQi) <g lt(B)
=1

Da die Ordnung <g mit dem Grad in R[z]® vertraglich ist, gilt fir die
zugehorige Darstellung

p=Y_mpi also Grad(rp;) < Grad(p), i=1,...,m.
=1

Aus Bedingung ¢:.) folgt dann I(p) = 0. |

Bemerkung 4.18 : Auf diesen Satz wurde schon durch die Bemerkung von

Moller [49] S. 189f hingewiesen. Verlinden et al. [70] haben im Appen-

diz erwdhnt, dafl sie die Eigenschaft der Grobner-Basis von Polynomen in

R0y, 0] benutzt haben, um numerisch berechnete, Dy-invariante Formeln
1

1 Y
fir C3,C, * zu vertfizieren.
Konstruktionsweg :

1.) Fiir jeden Grad k = 1,...,d wird eine Basis b/(z) € R[z] des Raumes
K} der orthogonalen, G-invarianten Polynome vom Grad k ermittelt
und die Basisinvarianten oy, ..., 0; substituiert. Das ergibt Polynome

Bi(g) € Rlg] mit Bi(oi(z),...,ou(z)) = bi(2).
Sei die Basis so gewahlt, daf§
It(B]) <g Wt(Bi*")

gilt und fiir G € {Ros, Ros, A4} die letzte Invariante ony4; nur linear
auftritt.
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2.) Man macht einen Ansatz, der von Parametern abhangt, fur die
Grobner-Basis @y, ...,Qn, so dal Bedingung ii.) aus Satz 4.17 (die
Bedingung der d-Orthogonalitat) erfiillt ist und

() <¢ t(Q2) <g - <¢ It(Qm)

gilt und B = (Q1,...,Qn) (bzw. B = (Q1,...,Qm,Sy)) nulldimensio-

nal ist.

3.) Der Test auf Grobner-Basis besteht darin, die S-Polynome tber F' =
{Q1,...,Qn} (bzw. F ={Q1,...,Qm,Sy} ) zu reduzieren:

Sii = 5(Qi,Q;) —F Si,j Vi,j=1,...,m, 1#7j.

Aus S;; = 0 ergeben sich Gleichungen fiir die Parameter. ( Die formale
Anzahl der Gleichungen fur ein S’m- ist gleich der Anzahl der Monome
m mit m <g (t(Q1). Wegen der Orthogonalitat von 5'” kénnen es auch
weniger sein.

4.) Loése die Gleichungen fiir die Parameter. Falls es keine oder nur nicht-
reelle Losungen gibt, versucht man einen neuen Ansatz.

5.) Berechne die gemeinsamen Nullstellen (&7,...,57) von Qi,...,Qm
(und Sy). Falls einige Nullstellen nichtreell sind, weiter mit 2.).

6.) Man l6st fiir jedes 7 = 1,...,n das System
oi(z) =61, i=1,...,L
Abbruch, falls sich nichtreelle Losungen ﬂ ergeben.

7.) Die Gewichte sind die Losung eines linearen Gleichungssystems.

Bemerkung 4.19 : FEine hinreichende Bedingung dafir, daff F eine
Grobner-Basis ist, besteht darin, daff alle S-Polynome S;; ( und S; :=
S(Qi, Sy)) uber F zu Null reduzieren. Um auf Gleichungen fir die Para-
meter zu kommen, reicht es, einige S'Z-J- zu berechnen, da S’i’j = 0 fir andere
Si; nach gewissen Kriterien (siche [30], [45]) bekannt ist. Zur Bestimmung
der gemeinsamen Nullstellen in 5.) und 6.) erstellt man eine Grobner-Basis

bzgl. der lexikographischen Ordnunyg.
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Beispiel 4.20 : Djz-invariante Kubaturformeln firs Dreieck T, vom Grad 7
werden nach diesem Weg folgendermaflen konstruiert. Fine Basis der ortho-
gonalen, Ds-invarianten Polynome ist

1
By(o1,02) = o1+ -,

1
Bi(01,09) = 03— %—01 - 1—(2)3,

By(o1,00) = o2+ %0’2 + %0'1 + 31_6a

Bs(o1,04) = o100 — %of + 13—102 - glgal — ‘112?7

Bilovox) = o2 = ggonon 7507 = 112.313”2 * 21745”1 * 51180'

Dafiir wurden die P"(z) nach der Formel aus Grundmann und Moller [33]
berechnet, auf Ds-invariante Polynome projiziert und mit REDUCE die Ba-
sistnvarianten

o=ty tay—c—y, =2y tay’-zy
substituiert. Fin sinnvoller Ansatz ist
Q1:=By, Qy:=Bs+aBs;, Qs:=B)+bBs+cB,.
Nach Berechnung von
S(Q1,@Q2) —% S12,  S(Q2,Q3) —F Sas
mit F' = {Q1,Q2,Q3} und Losung der Gleichungen, ergeben sich fir die

Parameter

A R T
8.9-11 " 14-13°7 2%
_ 2
= ot

Fir jedes a € R haben Q1,Q2,Q3 3 reelle Nullstellen. Nachdem eine
Grobner-Basis bzgl. der lextkographischen Ordnung aufgestellt wurde, werden
die Nullstellen in Abhdngigkeit von a numerisch berechnet. Wegen der Null-
stellenzahl 3 bilden Q1, Q2, Qs eine Grobner-Basis bzgl. <p,. Fira € (a1, a;)
(a1 = 1.36 - 107% a; ~ 1.021 - 1072) entsprechen sie D3-Koronen mit je 6
reellen Punkten.
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Die 8 (Gewichte ergeben sich in
Abhdngigkeit von a durch ein Sy- B4(Ul($ay)>‘72($)y)):0
stem von 3 linearen Gleichungen. Es
gibt also ein Kontinuum wvon Dj-

mvarianten Formeln vom Grad 7 mit
18 Knoten. Fura = a; und a = a, ent- _\

spricht jeweils eine gemeinsame Null-
stelle von @1, Q2, Q3 einer D3-Korona
mit 8 Punkten auf den Seitenhalbie-
renden. Fir a = a, ist diese Formel

mit nur 15 Knoten von Laursen und
Gellert [44] bekannt. \

Folgendes Beispiel zeigt, dal der Ansatz mit Satz 3.10 dem von Satz 4.17
uberlegen ist.

—

Beispiel 4.21 : T, ist Dz-invariant, also insbesondere Ros-invariant. Um
eine Roz-invariante Formel vom Grad 7 fur Ty zu berechnen, braucht man die
Polynome Bs, B, B By, B}, B2, Bt, B2, BS. Ein Ansatz mit 8 Parametern
fur eine Formel mit 4 Koronen ist:

Ql = B47
Q2 = By +aBi+bB3,
Qs = Bl+cB;+dB2

Qs = Bi+eBi+ fBj+gBi+hBs.
Der Ansatz nach Satz 3.10 hat aber nur 2 Parameter.

Nach Satz 1.13 st die minimale Knotenzahl fir eine Kubaturformel vom
Grad 7 firs Dreieck Ty 12. Fur die Konstruktion einer Roz-invarianten For-
mel mit mintmaler Knotenzahl benotigt man die gemeinsamen Nullstellen
von 3 orthogonalen Polynomen vom Grad 4, die einen dreidimensionalen,
Ros-invarianten Raum aufspannen. Roz hat 3 irreduzible Darstellungen, de-
ren Charaktere in 2 Féillen nichtreell sind (siehe Abschnitt 2.6, 2.7 und 3.1).
Also zerfdlll Ky C IR[z] in zwei Roz-invariante Unterrdume:

Ky = K} ® VP mit

K} = span(hy,) und V7® = span(g1, 92, 93, g4)
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Abbildung 4.1: Ros-invariantes Ideal

B

L

Il Konglomerat 1

UA Konglomerat 2

4}5 Konglomerat 3

mit  hy = P*° 4+ 2P +3P%%2 4 2P + P** und
g = PY¥ 4 POty op3l L 2p3 g3 = P40 po4
g» = P34 p3gopr2 g1 = P31_p3
Fafit man V22 als C-Vektorraum auf, so ist seine kanonische Zerlegung
VBC = KX g K2° mit K20, K3° C Clz,y]
(siehe dazu Paragraph 2.7). Sei
K2C = span(h%,,h2,) und
K3C = span(h3,, h3,) mit A3, = k3, k3, = R,

Weil die Charaktere 1, und 3 der irreduziblen Darstellungen konjugiert kom-
plez zueinander sind und p eine reelle Darstellung ist, gilt fir p € K2© also
B € K%, sowie p+7,i(p — p) € Rlz,y]| N V2.

P =g +ags+bgs und p3 = p(r)(p})

erzeugen fur feste Parametera,b € IR einen Rosz-invarianten, zweidimensio-
nalen, reellen Raum. Damit sind alle zweidimensionalen, Ros-invarianten,
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reellen Unterrrdume von erfafit. Als C-Vektorraum ha ein-, zwei-
llen Unt Vv t. Als C-Vekt hat V3 ,
und dreidimensionale, Ros-invariante Unterrdume, als IR-Vektorraum aufer
{0} und V22 selbst nur zweidimensionale, Ros-invariante Unterrdume.

Aus zpP 2?p33 yp?3, y?p¥ erhdlt man durch Projektion Ros-invariante Po-

lynome vom Grad 5 und 6. Mit REDUCE kénnen jetzt die Basisinvarianten
01, 02,03 substituiert werden. Ab Schritt 3.) werden alle Schritte des Kon-
struktionsweges mit Grébner-Basen durchgefihrt. Die Basis ¢1,92, g3, gs und
der Ansatz p¥* wurde so geschickt gewdhlt, daf8 sich fir (—a,—b) genau die
gespiegelten Knoten als fir (a,b) ergeben. Dadurch haben die Gleichungen fir
die Parameter nach Schritt 3.) die Symmetrie, daff mit (a,b) auch (—a,—b)
eine Losung ist. In den Gleichungen treten also nur gerade oder nur ungerade
Monome auf. Die Losung a = 2b,b* = 32528 ergibt die Ros-invariante Formel

1631
aus [29].
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Verallgemeinerte
Kronrod-Formeln

Fir eindimensionale Integrale tiber ein Intervall gibt es Kronrod-Formeln.
Das sind Formeln, die die Knoten einer Gauformel niedrigeren Grades ent-
halten. Die Differenz beider Formeln wird als Fehlerabschdtzung in adaptiven
Verfahren verwendet.

Auch fiir mehrdimensionale Integrale gibt es solche Formelpaare und adaptive
Verfahren. Das in Kapitel 3 hergeleitete Konstruktionsprinzip mit Hilfe von
linearen Darstellungen wird in diesem Kapitel darauf spezialisiert, eine G-
invariante Formel 2 vom Grad d; zu bestimmen, die die Knoten einer G-
invarianten Formel ¢); vom Grad d; < d; wiederverwendet.

5.1 Paare

Definition 5.1 : Sind ), eine Kubaturformel vom Grad d; und Q), eine Ku-
baturformel vom Grad dy > d; mit der Eigenschaft, dafi die Knoten von )y
auch Knoten von @), sind, so spricht man von einem Paar von Kubaturfor-
meln.

Sind @, Q2 und @, @3 jeweils ein Paar, so nennt man Q;,Q,, Q3 eine Se-
quenz.

Geht man davon aus, daB Q2(f) — @1(f) die gleiche GréB8enordnung hat wie
der Fehler I(f)—Q1(f), so kann man Q, — @ als Schatzung fir den Fehler in
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Programm | 2 Formeln Referenz

dl = 5, n = 73 .
CUBTRI | T, Laurie [43]
d2 = 8, Ng = 19

dy =9, ny =19, :
TRIEX | T, de Doncker/Robinson [21], [22]
d2 = 11, No = 28
d1 = 9, ny = 19,
TWODQD | T, Kahaner/Rechard [41]
d2 = 11, g = 28

HALF Cn dy=5,dy =17 van Dooren/de Ridder [23]

ADAPT |Cn | dy=5dy=7 Genz/Malik [31]

Tabelle 5.1: Adaptive Programme

adaptiven Verfahren verwenden. Paare haben gegentiber 2 beliebigen Kuba-
turformeln den Vorteil, relativ wenig Funktionsauswertungen zu benétigen.

In Davis und Rabinowitz [20] S. 450ff werden adaptive, numerische Integra-
tionsprogramme aufgefiihrt. Einige Programme, die verschiedene Formeln zur
Fehlerabschatzung benutzen, sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Die Sequenzen fiir T,,75(Ty) von Grundmann und Moller [33] sind in der
Programmbibliothek NAG implementiert.

Fir den Wiirfel C3 haben Berntsen und Espelid [3] (Z; x A4)-invariante
Paare vom Grad 7 und 9 berechnet.

Unter anderem gibt es 2 wichtige Wege, Paare zu konstruieren:

von unten nach oben: Ist eine Formel (), vom Grad d; gegeben, versucht
man Knoten so zu ergidnzen, da eine Kubaturformel Q2 vom Grad
dy > dy mit den Knoten von @ existiert ( sieche Paragraph 5.2).

von oben nach unten: Fir eine gegebene Kubaturformel @), vom Grad d,
wird geprift, ob bei Vernachlassigung einiger Knoten, die Gewichte
der restlichen so bestimmt werden konnen, dafl die neue Formel ¢4
den Grad d; < d, hat. Dieser Weg wird von Cools und Haegemans [17]
beschritten.
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Der zweite Weg wird verstandlich, wenn man sich Satz 1.5 und den Beweis
dazu genauer ansieht. Sei 4 das Ideal der Polynome, die in den n; Knoten der
Kubaturformel @), verschwinden und sei np = H(dz, A). Dann verschwindet
das Integral I auf AN Py mit d; < d;. Um eine Kubaturformel vom Grad
d; mit Hilfe der n, Knoten zu konstruieren, lost man fir die Gewichte ein
lineares Gleichungssystem mit H(d;,.A) Gleichungen. Ist

Ng = H(d2,A) = H(dl,.A),
so sind die Gewichte eindeutig bestimmt. Es ensteht wieder @),. Gilt aber
H(dlaA) < H(anA) - la

so bilden die Lésungen des linearen Gleichungssystems einen affinen Raum.
Diese Freiheit kann dazu benutzt werden, ein oder mehrere Gewichte zu
Null zu machen. Sind die Gewichte von (), alle positiv, so konnen auch alle
Gewichte von Q; positiv sein (Cools/Haegemans [17] Theorem 10).

Ist @, G-invariant, so ist ; nicht notwendig auch G-invariant. Man be-
trachte dazu Satz 4.14. Sei Q; vom Grad d; G-invariant und A% das Ideal
der G-invarianten Polynome, die in den Knoten von @, verschwinden. Ist
die Kodimension von A% N1P,, in IPdG1 echt kleiner als die Kodimension von
A NP, in IPdC';, so gibt es eine G-invariante Kubaturformel ); # @2 vom
Grad d,, deren Knoten auch Knoten von (), sind. Man siehe dazu auch Satz

5.7 in Cools [18] S. 160.

Fir Paare vom Grad 2v — 1 und 2v + 1 gibt es eine untere Schranke fir die
Gesamtanzahl der Knoten (Cools/Haegemans [16]) unter der Voraussetzung,
dafB die Gewichte jeweils zu einem Knoten in @; und @), verschieden sind. Fur
Paare von G-invarianten Kubaturformeln gibt es analog eine untere Schranke
fir die Gesamtzahl an G-Koronen (Cools [18] S. 155).

5.2 Paare, konstruiert mit linearen Darstel-
lungen von unten nach oben

In diesem Paragraphen wird das Konstruktionsprinzip aus Paragraph 3.3
auf die Konstruktion einer G-invarianten Kubaturformel erweitert, fir die
vorgegebene Knoten verwendet werden sollen.

Sei das Integral I wie auch in den vorherigen Kapiteln als G-invariant und
positiv vorausgesetzt. Sei (J; eine G-invariante Kubaturformel vom Grad
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dy und D C IR[z] das zugehdrige Ideal der Polynome, die in den Knoten
verschwinden.

Um eine G-invariante Kubaturformel vom Grad d; > d; zu berechnen, die
die Knoten von (), auch als Knoten hat, kann man analog zum Konstruk-
tionsprinzip in Kapitel 3 folgendermafen vorgehen. Man bestimmt linear
unabhangige Polynome p, ..., p, mit den folgenden Eigenschaften:

i.)p]‘ED, j=1,...,m.
ii.) pj, j=1,...,m sind dz-orthogonal.

iii.) Jedes Polynom p; ist Element je eines Konglomerates V;. Ist V; ein
Konglomerat, das zu einer mehrdimensionalen, irreduziblen Darstel-
lung gehdrt, so sei eine symmetriegerechte Basis gewahlt. Ist V; ein
reelles Konglomerat, das zu zwei zueinander konjugiert komplexen, ir-
reduziblen Darstellungen gehért, und ist p; € V;, so erganzt man wei-
tere pi, die zusammen mit p; eine Basis eines G-invarianten, reellen
Vektorraumes bilden.

iv.) Die Polynome py, ..., px bilden eine H-Basis von A := (py,...,Pm)-

v.) Die gemeinsamen Nullstellen von py, ..., pn sind reell und einfach.

Wegen ii.),iv.) und v.) gibt es nach Satz 1.10 eine Kubaturformel ¢); vom
Grad mindestens d; mit den gemeinsamen Nullstellen als Knoten. Wegen iii.)
ist das Ideal A = (p1,...,pm) G-invariant. Damit ist die Nullstellenmenge
G-invariant und nach Satz 3.6 gibt es eine G-invariante Kubaturformel @,
vom Grad d;. Wegen der Bedingung i.) sind die Knoten von @); auch Knoten

von ()s.

Bedingung iii.) bedeutet keine Einschrankung der méglichen Kubaturfor-
meln, da nach Satz 3.7 fiir jedes G-invariante Ideal eine H-Basis aus den
Konglomeraten existiert.

Die 3 ersten Bedingungen realisiert man in REDUCE am einfachsten da-
durch, dafl man einen linearen Ansatz an dy-orthogonalen Polynomen im
i-ten Konglomerat macht, die Knoten von ); einsetzt und die Losung be-
stimmt, falls es eine gibt.

Satz 5.2 : Set das Integral I zweidimensional und Dy-invariant. Set )y eine
Dy-invariante Kubaturformel vom Grad dy = 2v — 1 mit ny,i, oder npi, + 1
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=1

sei dabei die minimale Knotenzahl fir eine Kubaturformel vom Grad 2v — 1
aus Satz 1.13. Dann gibt es 2 linear unabhdngige, orthogonale Polynome
vom Grad v + 1, die in den Knoten von @ verschwinden und einen Dy-
invarianten Raum aufspannen. Sind die gemeinsamen Nullstellen reell und
paarweise verschieden, so gibt es eine Dy-invariante Kubaturformel vom Grad
2v + 1 mit den Nullstellen als Knoten.

Knoten.

BEWEIS: Im Ideal D, das zu @); gehort, gibt es ein Fundamentalsystem vom
Grad v+ 1, weil D ny,;, oder ny,;, +1 Nullstellen hat. Die Polynome R;, j =
0,...,v 4+ 1 im Fundamentalsystem sind (2v — 1)-orthogonal, also wegen
Lemma 1.4 Elemente von K, 41 + K, + K,_1. Gesucht sind zwei orthogonale
Polynome p;, p; vom Grad v + 1, die Linearkombinationen der R; sind und
einen Dy-invarianten, zweidimensionalen Raum aufspannen. Haben p; und
p2 dann (v +1)? gemeinsame Nullstellen, die reell und einfach sind, so bilden
sie nach Satz 1.11 von Max Noether eine H-Basis von A = (p1, p2) und nach
Satz 1.10 und Satz 3.6 gibt es eine Dy-invariante Kubaturformel vom Grad
2v + 1 mit den Nullstellen als Knoten. Um zu untersuchen, ob derartige p;
und p, existieren, ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: v ist gerade. Dann sind v + 1 und » — 1 ungerade und es gelten
]{y+l = I<5+1, IX’E = {0}, I(,,_l = I{S-—l'

Fir K7,, bzw. K}, seien h%,,;,7 = 0,1,...,v + 1 und hS_,;,j =
0,1,...,v — 1 eine symmetriegerechte Basis, wobei jeweils h3,, 5;, k011 5i44
bzw. h_, i, h_; 241 einen zweidimensionalen, Dy-invarianten Raum auf-
spannen. Das Fundamentalsystem vom Grad v+1 in D kann so gewahlt wer-
den, daB es einen Dy-invarianten Raum erzeugt. Es gibt also a;; € IR, ¢ =
0,...,%, 7=0,...,2—1,s0da

¥1

v

. — kO § : 5 . . v

RZ: = hv+1.2i + hu—1,2ja‘u7’ 1= 0, ceey 2’
P,

r_1

2
. — B 5 .. ;
Raipr = hu+1,2i+1 + Z hu—1,2j+1a=y1’ t=0,...,
=0

v
2
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ein Fundamentalsystem vom Grad v + 1 in D bilden. Da es [%] + 1 viele Ry;

gibt, aber die Dimension von K}_; nur 2- [%} ist, ist es moglich, nichttriviale

Linearkombinationen

bRQZ, P2 = ZbiR%—{—l, b,‘ EIR,,iZO,...,

(0] 1=0

Mww

NN

P

3

zu finden, so daf p; und p; orthogonal sind und eine symmetriegerechte Basis
eines zweidimensionalen, Dy-invarianten Raumes bilden.

2. Fall: v ist ungerade. Dann betrachtet man die kanonischen Zerlegungen
K, = K2,
K, 4 Kl &K' oK ,®K:,

Es gilt entweder

dimK},, =dimK)_; +1 und dimK? , =dimK? ; +1
fir v = 4k — 1 oder

dimKZ,; = dimK>_; +1 und dimK},, =dimK}_; +1

fiir v = 4k + 1. Es gibt also 2 orthogonale Polynome p;,p, € K, 41 N D, die
einen zweidimensionalen, Dy-invarianten Raum erzeugen. Entweder sind sie
aus den Konglomeraten 1 und 2 oder aus 3 und 4.

Aus dem Satz 1.11 von Max Noether mit Satz 1.10 folgt dann die Existenz
einer Dy-invarianten Kubaturformel vom Grad 2v 4 1, wenn die Knoten reell
und einfach sind. Das ist allerdings fiir p; € K3, ,,p, € K}, nicht der Fall,
da (0,0) eine mehrfache Nullstelle ist. [

Cools und Haegemans (7] konnten einen analogen Satz wie Satz 5.2 nur fiir
Z, statt mit D, zeigen.

Beispiel 5.3 : Fir andere Symmetriegruppen wie 2. B. D3 kann man ana-
loge Uberlegungen wie im Beweis von Satz 5.2 anstellen. In Beispiel 3.12
wurde bereits die Dj-invariante Kubaturformel T, : 5 — 1 von Radon be-
handelt. Die Knoten dieser Formel vom Grad 5 sind die Nullstellen der or-
thogonalen Polynome h%,, k3, k3, vom Grad 3. Gibt es eine Dj-invariante
Kubaturformel vom Grad 7, die diese Knoten wiederverwendet ¢
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Abbildung 5.1: Dz-invariante Ideale zum Paar von Cools/Haegemans
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Die Ideale werden im Bild 5.1 illustriert. Man wberprift, ob die Bedingungen
i.),4.) und 1i.) erfillbar sind. Dazu betrachtet man die kanonischen Zerle-
gungen von Ky und K, :

Ky = Ki+ K2,

K, = K}+K; mit

K{ = span(hil, hizv hi3, h34)’

K7 = span(h3, h3,)-

Dabei soll im Konglomerat 3 jeweils eine symmetriegerechte Basis vorliegen.
Polynome R; € D = (h3,, h3,,h3,) vom Grad 4 sind 5-orthogonal, also Ele-
mente von K4+ K3+ K. Da D Ds-invariant ist, sind die R; in einem Kon-
glomerat wahlbar. Da D fundamental vom Grad 4 ist, gibt es b-orthogonale
Polynome vom Grad 4 in D im Konglomerat 3 der Darstellung

Ry = R} +ahd,
Ry, = hiz ta hgza
Ry = hi;+bh,
Ry = A3, +0bh3,

mit geeigneten a,b € R. Es gibt also zwei orthogonale Polynome vom Grad
4 (Linearkombinationen von R, und Rs sowie Ry und Ry), die eine symme-
triegerechte Basis eines Dz-invarianten Raumes vom Symmetrietyp 3 bilden.
Ste haben 16 reelle, gemeinsame Nullstellen. Nach dem Satz 1.11 von Maz
Noether bilden sie eine H-Basis und es gibt nach Satz 1.10 und Satz 3.6 eine
Ds-invariante Kubaturformel vom Grad 7 mit diesen Nullstellen als Knoten.
Das ist das Paar von Cools/Haegemans [15]. Siehe auch Beispiel 5.5.

In den bisherigen Beispielen wurde der Satz 1.11 von Max Noether benutzt,
um H-Basen zu finden. Im folgenden werden H-Basen konstruiert, die mehr
Polynome enthalten als es Variable gibt.

Man macht einen Ansatz pi,...,pn, der von Parametern abhangt und die
Bedingungen i.),ii.) und iii.) erfiillt. Welche notwendigen Bedingungen erfallt
sein missen, damit die Polynome im Ansatz eine H-Basis bilden, ergibt sich
aus Satz 3.19.

Angenommen py, ..., p, haben den gleichen Grad v > [422]—%1 und sind linear
unabhéngig. Sei E := span(pi,...,pm) und Py = 5_  M,,, wobei

J
P;=5 M, fir j=0,...k
u=0
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gilt. Fir p =0,...,k — 1 sei
dmM,® FE=dmM, -dimE und M, 0ENP,, = {0}

erfillt. Mit anderen Worten: Es ergibt sich bis zum Grad £ — 1 keine not-
wendige Bedingung dafir, dafl py, ..., p, eine H-Basis bilden (siehe Beispiel
1.9).

Sei A := (p1,...,pm) sowie M := P, und sei M ® F fundamental vom Grad
v+ k.

Bilden py, ..., pm eine H-Basis von A, so gilt fiir A := ANIP, ;-1 nach dem
vorherigen Abschnitt A = E ® IP;_,. Der Charakter xB zugehorig zu einem
G-invarianten, direkten Komplements B von A in AN P, ist dann gleich
dem Charakter von M, ¢, weil M ® F fundamental vom Grad v+ k ist. Nach
Satz 3.19 ist der Charakter des Syzygienraumes Y zu

=M F AP

bekannt. Gilt fir die Vielfachheit ¢/ > 0 aus der vollen Ausreduktion
x¥ = T cfx¢, so berechnet man in diesem i-ten Konglomerat ¢/ Polynome
Q; € MO FE, die im Falle einer H-Basis Darstellungen des Nullpolynoms, also
Syzygien, sein mifiten. Man berechnet also durch systematische Gradreduk-
tion Polynome Q; € M®FE vom Grad < v—1 (bzw. vom Grad v+ k—1 ohne
homogene Anteile von Polynomen aus dem i-ten Konglomerat von E®Py_1).
Die Q% seien so gewahlt, daB sie zusammen mit p(t)(Q%),t € G einen G-
invarianten Raum der Dimension ¢! - n; erzeugen, wobei n; die Dimension
der irreduziblen Darstellung p' ist (bzw. die Dimension von zwei zueinander
konjugiert komplexen irreduziblen Darstellungen ist). Aus Q; = 0 ergeben
sich die Gleichungen fir die Parameter. Wieviele Gleichungen sind das?

Dazu mufl man bedenken, daf} Q; € D gilt und die Polynome Q; Linearkom-
binationen von dy-orthogonalen Polynomen sind.

Weil jedes Produkt ¢-p mit ¢ € M, p € E dz-orthogonal ist, gilt nach Lemma

14
v+k

MOEC ), K,.

u:d2~l/—k+1
Da jedes Q% € M © E hochstens den Grad v + k — 1 hat, gilt
. v+k—1
QieW:=Dn Y, K,.

p=dy—v—k+1
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Die vollen Ausreduktionen von W und A = IPx_; ® F seien
h i h ]
X =3 =Y
1=1 =1

Aus Q{ = 0 ergeben sich wegen Q; eV W=AaV)

Y

h € -1
w_ A
2. . (cl- — ¢ —])+ (5.1)
=1 5=0
Gleichungen fiir die Parameter. Dabei gilt (z)4 = z fir z > 0, (z)4+ = 0 fur
z < 0. Dann sind notwendige Bedingungen dafir erfullt, da8 py,...,p, eine

H-Basis bilden.

Bestimmt man die Parameter teilweise so, daf} die Q; ds-orthogonal sind, so
kann man sie in den Ansatz aufnehmen und die restlichen Parameter so be-
stimmen, daf alle zusammen eine H-Basis bilden. Alle Q; sind dj-orthogonal,
wenn

-1 )
W .
2. . (ct- — ])+ (5.2)
1=1 7=0
Gleichungen erfiillt sind. Dabei sei 3, c,W x* die volle Ausreduktion von

v—1
W:=pn Y K,.
u=dy—v—k+1
In den folgenden Beispielen sind die beiden Anzahlen (5.1) und (5.2) gleich,
und zwar gleich 1.

Eventuell mufl man weitere notwendige Bedingungen fiir M = Py, aufstel-
len. Dabei ist zu bertcksichtigen, dafl man bereits einige Syzygien aus der
Stufe M = IP; kennt. Ist Q% = 0, so ist auch ¢@Q% = 0 mit ¢ € IP;.

Haben die Polynome pi,...,pn verschiedenen Grad, so mufi man die
Uberlegungen modifizieren. Angenommen py,...,p; haben den Grad v und
Di+1s- - -, Pm haben den Grad v + 1. Statt IP, ® E hat man

Pr©Ey+ Py O F,
mit E; = span(py,...,m), E2 = span(pit1,. - ., Pm) zu betrachten.

Da man die Anzahl der Parameter kennt und (5.2) berechnet werden kann,
bevor man die Kandidaten fiir die Syzygien Q! aufstellt, kann man ohne
Rechnung vorhersagen, ob der Ansatz Erfolgsaussichten hat. Bei der Vorher-
sage benutzt man, daf nichtlineare Gleichungssysteme mit mehr Gleichungen
als Unbekannte in der Regel keine Lésung haben.
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Abbildung 5.2: Ds-inv. Ideale zum Paar mit d; = 5,d; =8,n; = 7,ny = 19
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Beispiel 5.4 : Ausgehend von der Dz-invarianten Kubaturformel vom Grad
5 mit 7 Knoten von Radon fir Ty (siehe Beispiel 3.12) werden in diesem
Beispiel zwei Ds-invariante Kubaturformeln konstrutert, die den Grad 8 ha-
ben und die Knoten der ersten Formel auch als Knoten enthalten. Die zu-
gehorigen Ideale werden in Bild 5.2 veranschaulicht. Es gilt also

d1 = 5, d2 - 8, n; = 7, D= (hgla hgl,th).

FEs ist ein Ansatz fir eine H-Basis zu finden, der die Bedingungen i.),ii.) und
iii.) erfullt. py,...,pm missen also 8-orthogonale Polynome sein, die in D
und jeweils einem Konglomerat Vi, V; oder V3 enthalten sind.

h§1 = P5,0 _ P0,5 + P3,2 _ P2,3 + g(Pti,l _ P1’4)
wird mittels der Projektionen von Satz 2.8 berechnet. h?, vom Symmetrietyp
2 ist orthogonal und es gilt b2, € D, weil k%, auf den Seitenhalbierenden
verschwindet und die Knoten der Formel von Radon auf diesen Seitenhalbie-
renden liegen. Wir nehmen also py := h%, in den Ansatz auf. DNIP5 hat den
zugehorigen Charakter 2y + 212 + 5x (Bezeichnungen der Charaktere wie in
Paragraph 2.6). Wegen Lemma 1.4 gilt

5
DNPsNVsC ) K;.

=1
Da Y3, K? den zugehorigen Charakter 3x hat, hat D N (K2 + K3) den
Charakter 2x, also die Dimension 4.

Wihle also py,ps € (K2 + K2) N D in Abhdngigkeit eines Parameters a,
so dafl p; und p3 vom Grad 5 eine symmetriegerechte Basis bilden und 8-
orthogonal sind. Sei E := span(py, p2,ps) und M :=1P,. Es gilt

XTxM = (2 + X) (2001 + 2x) = 21 + 49y + 6x
nach der Charakterprodukttabelle 2.1 und fir A=1P, O F
X' =1+ 20+ 3% und x® = x*" =11+ +3x.

Dabei sei B ein Ds3-invariantes, direktes Komplement von A in ANIP;, falls
D1, P2, p3 eine H-Basis von A = (p1, p2, p3) bilden. Nach Satz 3.19 gilt fir den
Syzygienraum Y

X =xF M= x* = xP =t
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x y l-—z—y Gewicht

1 1 1 9.4861 - 1072
04/ N 9=2v/15 4.3800- 1072
615 6=/15 242415 ~1.4226 - 10°

5(5+V15+V7)+V15vV7 | 5(5+VI5+VT)+VI5VT | 5(4—V15—vVT)—V15V/7 8.4938.10-6
90 90 45 )

5(5=VI5+VT)=V15vV7 | 5(5=v15+V7)—VI5VT | 5(4+VI5—vV7)+V15V7 1.0935 - 10°
90 90 45 :

5(5—V15+vV7)—V15V7 5(5+\/1—5+\/'_/)+\/E\/7 4—/7 21014 - 101!
90 90 9 )

Tabelle 5.2: Ds-invariante Formel vom Grad 8

Falls py, p2, p3 eine H-Basis bilden, gibt es also eine Syzygie vom Typ 2. We-
gen dim(IP4 N'V3) = 1 ergibt sich nach Berechnung von Q% € Py, NV, in
REDUCE eine quadratische Gleichung fur a mit den Lésungen

19+ 1137 _19-117

“4= 613 0 T T 2673

Fir beide Parameterwerte haben, wie Rechnungen zeigen, p1,pe und ps 19
gemeinsame Nullstellen, bilden also mit Verallgemeinerung von Satz 1.12
eine H-Basis. Fuir a_ ergibt sich das Paar von Laurie [{3]. ay fihrt auf
die neue Formel aus Tabelle 5.2. Die beiden Formeln unterscheiden sich nur
durch Vorzeichen.

Der Versuch, ein Dj-invariantes Paar vom Grad 7 und 9 mit 25 Knoten zu
konstruieren, fihrte wegen komplexer Nullstellen nicht zum Erfolg.

Das letzte Beispiel zeigt noch einmal die Schlagkraftigkeit des in Kapitel 3
entwickelten Konstruktionsverfahrens.

Beispiel 5.5 : In diesem Beispiel wird eine D3-invariante Sequenz konstru-
iert, die von dem Paar aus Beispiel 5.3 ausgeht. Gesucht ist also eine Ds-
invariante Kubaturformel QQ; vom Grad 9, die die Knoten der Ds-invarianten
Kubaturformel vom Grad 7 mit 16 Knoten auch als Knoten hat. Das zu-
gehorige Ideal ist D = (q1, q2), wobei 1,92 € K die symmetriegerechte Basis
eines zweidimensionalen, D3-invarianten Raumes bilden (siehe Bild 5.3). Es
ist moglich, einen Ansatz mit drei 9-orthogonalen Polynomen py,ps,ps € D
vom Grad 6 zu machen:

P = hezn +b'h§1



115

hat fir b= 2% wobei

11583’
h§1 - PS,O _ P0'5 +P3,2 _ P2,3 + g(P4,1 _ P1'4),
he2;1 = P5,1 _ P1‘5 + g(PAI,Z _ P2’4),

die Knoten von Q1 als Nullstellen. h?,, h%, wurden mit der Projektion auf das
Konglomerat V, berechnet.

DN IPeNV; hat die Dimension 8. Dabei gilt wegen Lemma 1.4
DN IPG C 1(6 + IX’5 + IX,4 + 1{3 + [sz.

Wegen dim(K3 + K3) = 4 gibt es einen vierdimensionalen Teilraum D N
(Ke+ Ks+ K4)NV3. Man kann also p; durch 9-orthogonale Polynome py,p3 €
DN Vs von Grad 6 in Abhdngigkeit eines Parameters a € IR erginzen. Sei
E := span(p1,p2,p3) und M := IP;. Nach der Charakterprodukttabelle 2.1
gilt

XZ M = (s + x) (241 + 2X) = 21 + 4 + 6x.
Fir A=, O F gilt x* = 11 + 22 + 3x. Wegen

XZ 4+ x5+ x5 = 3 + 3¢y + Tx

und x¥ - x™ und
X"e = 241 + 42 + 3x
gilt XB = 1y 4 ¥y + 3x fiir ein Ds-invariantes, direktes Komplement B von
A in AN Pg, falls py,ps, ps eine H-Basis von A = (p1,p2,ps) bilden. Nach
Satz 3.19 gilt xX¥ = xExM — x4 — xB = v, fiir den Syzygienraum Y. Man
berechnet '
Qie(EoM)NPsNV,
durch systematische Gradreduktion. Es gilt zwar dimIPs NV, = 2. Aber wegen

dim(IPs N Vo N D) = 1 ergibt sich aus Q% = 0 nur eine Gleichung fir a. Die
Losung dieser linearen Gleichung ist

oo B
T 605"

Eine Rechnung ergibt, dafl p,, ps, ps fur diesen Wert 28 reelle, verschiedene,
gemeinsame Nullstellen haben, bilden also nach Verallgemeinerung von Satz
1.12 eine H-Basis. Die Gewichte werden durch ein lineares Gleichungssystem
ermittelt. Die neue Dz-invariante Formel wird in Tabelle 5.3 angegeben.
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l—z—y Gewicht
—6.97562383006918 - 10°
6415 | 6h/I5 | 9=2/15 | 1.42504103834966 - 102
6=vi5 | 615 | %215 | _9.50110616108759 - 102
1 L 1.22378153247155 - 10~

5 s

8.15854354981127 - 103
2(5+V15 V15 -
tV15) | 254VI5) | 35415 | 9.37984719213637 - 10°

8

Wi
W= | @
i

Q= Ol

4+v15 4—/15
9 9

55
25-v15) | 25-V13) | 3s44/I5 | 3675734486581 - 103
2(5+/15 - _
(GHv15) | 25-v13) T 2.38626360941510 - 102

Tabelle 5.3: Ds-invariante Formel vom Grad 9 einer Sequenz
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