
Konrad-Zuse-Zentrum für Informationstechnik Berlin —==p = = = 

Karin Gatermann 

Gruppentheoretische Konstruktion 
von 

symmetrischen Kubaturformeln 

Technical Report TR 90-1 (Januar 1990) 



Herausgegeben vom 
Konrad-Zuse-Zentrum für Informationstechnik Berlin 
Heilbrunner Strasse 10 
1000 Berlin 31 
Verantwortlich: Dr. Klaus Andre 
Umschlagsatz und Druck: Rabe KG Buch- und Ofsetdruck Berlin 

ISSN 0933-789X 



Karin Gatermann 
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von 
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A b s t r a c t 

G-invariant cubature formulas for numerical integration over 

n-dimensional, G-invariant integration regions are computed sym

bolically. The nodes are the common zeros of some (/-orthogonal 

polynomials which build an iJ-basis of an ideal. Approaches for 

these polynomials depending on parameters are made with the 

help of the theory of linear representations of a group G. This 

theory is also used for the effective computation of necessary con

ditions which determines the parameters. Another approach uses 

invariant theory and gröbner bases. 
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Einleitung 

In vielen numerischen Verfahren müssen Integrale berechnet werden. Die In
tegration erfolgt meistens numerisch mit Quadraturformeln bzw. Kubatur
formeln 

n 

Q\f) — Z-, ^*/(^i)» A{ £ Jtl, y± E m, 

für Integrale über mehrdimensionale Integrationsgebiete fl C IR . Bei der 
Methode der finiten Elemente zum Beispiel kommen als Integrationsgebiete 
Dreiecke, Quadrate , Tetraeder und Würfel vor. Die Gebiete haben also eine 
gewisse Symmetrie (sie sind invariant unter einer Gruppe G von linearen oder 
affin linearen Transformationen). Es ist üblich, Kubaturformeln zu benutzen, 
die die gleiche Symmetrie wie das Integral haben, die also symmetrisch oder 
G-invariant sind. Eine Kubaturformel ist genau dann G-invariant, wenn die 
Menge der Knoten yi G-invariant ist und zwei Knoten gleiches Gewicht ha
ben, wenn sie durch eine Transformation t £ G auseinander hervorgehen. 

Im allgemeinen sind die Formeln von einem Grad d, das heißt sie integrieren 
alle Polynome vom Grad d oder kleiner exakt. 

In dieser Arbeit werden G-invariante Kubaturformeln für ein vorgegebenes 
Integral und vorgegebenen Grad d konstruiert. 

Bisher wurden G-invariante Kubaturformeln mit numerischen und algebrai
schen Methoden konstruiert. In Stroud [69] werden viele Kubaturformeln für 
verschiedene Gebiete angegeben. Da es reicht, eine Polynombasis exakt zu 
integrieren, ist eine Kubaturformel eine Lösung eines Systems von nichtli
nearen Gleichungen. Für G-invariante Formeln vereinfacht sich das System 
nach dem Satz von Sobolev [66] (siehe Satz 1.2). Kubaturformeln zu konstru
ieren, bedeutet also, ein System von nichtlinearen Gleichungen mit spezieller 
Gestalt zu lösen. In den Arbeiten [9], [11], [18], [37], [55], [70] wurde Inva
riantentheorie zur Aufstellung des Systems benutzt und anschließend wurde 
es numerisch gelöst. 
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Da die Menge der Polynome, die in den Knoten verschwinden, ein Ideal 
ist, wurde von Möller [46] Idealtheorie verwendet (siehe Satz 1.10). Dabei 
wurde keine Symmetrie benutzt . Die daraus hervorgegangenen algebraischen 
Methoden, die T - (Morrow und Pat terson [50] und Schmid [60], [61], [63]) und 
die S-Methode (Cools und Haegemans [8], [13]), sind auf zweidimensionale 
Integrale beschränkt, die invariant unter T)\ oder einer Untergruppe davon 
sind. Mit diesen Methoden können nur Kubaturformeln mit ungeradem Grad 
konstruiert werden, wobei nur gewisse Knotenanzahlen möglich sind. 

Als neues Hilfsmittel wird in dieser Arbeit die Theorie der linearen Darstel
lungen (Serre [64] und Stiefel und Fässler [67]) herangezogen. Eine Kernaus
sage der Theorie ist, daß jeder G-invariante Vektorraum die direkte Summe 
von Konglomeraten ist, die Vektoren von jeweils dem gleichen Symmetrietyp 
enthalten. Die Konglomerate können mittels Projektionen berechnet werden. 
Dadurch sind alle möglichen G-invarianten Unterräume bekannt. Die Theorie 
wird in Kapitel 2 zusammenfassend dargestellt. 

Ziel dieser Arbeit war es, Methoden zur möglichst exakten Berechnung von 
G-invarianten Kubaturformeln zu entwickeln. Es sollte ein besseres und tie
feres Verständnis für die Konstruktion von Kubaturformeln von beliebigem 
Grad und beliebiger Knötenzahl erreicht werden. Die entwickelten Metho
den sollten für alle bei Integrationsgebieten vorkommenden Gruppen gel
ten. Übrigens sind diese Methoden auch bei anderen Problemen mit Sym
metrie, insbesondere der exakten Lösung von symmetrischen nichtlinearen 
Gleichungssystemen von Interesse. Alle exakten Rechnungen wurden in RE
DUCE ([38], [58]) durchgeführt. 

Das Kapitel 1 gibt einen einfachen Umriß der Konstruktion von Kubaturfor
meln mit Hilfe von Idealtheorie. Diese ist eine Verallgemeinerung der Kon
struktion von Gaußformeln für eindimensionale Integrale. Dort sind die Kno
ten die Nullstellen eines orthogonalen Polynoms, und die Gewichte ergeben 
sich aus einem linearen Gleichungssystem. Bei der Übertragung dieses Kon
struktionsprinzips von Möller [46] auf mehrdimensionale Integrale werden die 
gemeinsamen Nullstellen von mehreren, linear unabhängigen, e?-orthogonalen 
Polynomen benutzt . Dazu müssen die Polynome eine H-Basis (das ist eine 
spezielle Idealbasis) des von ihnen erzeugten Ideals bilden. Die Gewichte sind 
wiederum die Lösung eines linearen Gleichungssystems. 

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall sind die Gewichte im allgemei
nen nicht alle positiv und die Knoten liegen nicht notwendig im Integra
tionsgebiet. Die Überprüfung der Eigenschaft der H-Basis ist im allgemeinen 
zwar kompliziert, aber für Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl konnte 
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Möller [47] ein Konstruktionsverfahren angeben. Auch Polynome, die die Be
dingung des Satzes von Max Noether erfüllen, bilden eine H-Basis. Das führt 
allerdings auf Kubaturformeln mit recht vielen Knoten. 

Es ist bekannt, daß für G-invariante Kubaturformeln das zugehörige Ideal 
der Polynome, die in den Knoten verschwinden, G-invariant ist. Bei der T -
und der S-Methode, wird das für G = D4 und einigen Untergruppen von D4 
ausgenutzt. Dort wird mit parameterabhängigen, {/-orthogonalen Polynomen, 
die einen G-invarianten Vektorraum aufspannen, angesetzt. Die Parameter 
ergeben sich dann aus für die Konstruktion notwendigen Bedingungen (der 
Existenz von Syzygien). 

Eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit ist folgendes: Mit Hilfe der Theo
rie der linearen Darstellungen lassen sich leicht erfolgversprechende Ansätze 
für eine H-Basis eines G-invarianten Ideals machen. Diese Polynome können 
aus je einem Konglomerat gewählt werden, also von je einem Symmetrietyp 
sein, und von Parametern abhängen. Das grundsätzliche Vorgehen ist dann 
folgendes: Die Parameter ergeben sich aus den notwendigen Bedingungen für 
die H-Basis, also der Existenz von Syzygien (nichttriviale Darstellungen des 
Nullpolynoms). Die entscheidende Verbesserung besteht darin, daß die Syzy
gien im Falle der G-Invarianz jeweils aus einem Konglomerat gewählt werden 
können. Durch diese Vereinfachung werden die Syzygien im allgemeinen erst 
praktisch berechenbar. Die gemeinsamen Nullstellen sind die Knoten. Die 
Gewichte werden leicht aus einem linearen Gleichungssystem bestimmt. 

Für die Anwendung der Theorie der linearen Darstellungen gibt es nur die 
Einschränkungen, daß die Gruppe endliche Ordnung haben muß und ihre 
irreduziblen Darstellungen bekannt sein müssen. Im Gegensatz zur T - und 
der S-Methode gibt es also keine Einschränkungen an die Gruppe. In den 
Beispielen in dieser Arbeit werden insbesondere D3, D4 und £4 und einige 
ihrer Untergruppen betrachtet . In Beispiel 3.22 wird ein Kontinuum von S4-
invarianten Formeln für den Tetraeder T3 konstruiert, von denen bisher nur 
4 bekannt sind. In Beispiel 3.21 wird durch einfache Rechnung bewiesen, 
daß es keine i?c>3-invariante Kubaturformel vom Grad 6 mit 10 Knoten gibt. 
Exakte Werte einer /^- invarianten Formel vom Grad 15 für ET

2 werden in 
Beispiel 3.23 angegeben. Für diese Formel waren bisher nur numerische Werte 
bekannt. Sie kann mit der T- oder der S-Methode nicht konstruiert werden. 

In Kapitel 4 wird ein weiterer Ansatz beschrieben. Es wird versucht, die 
gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen als Knoten zu ver
wenden. (Die Polynome spannen also nicht nur einen G-invarianten Vektor
raum auf, sondern sind selbst G-invariant.) Dabei wird Invariantentheorie be
nutzt . Eine Invariantenbasis besteht aus einigen G-invarianten Polynomen, so 
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daß jedes weitere G-invariante Polynom als Polynom in diesen G-invarianten 
Polynomen dargestellt werden kann. Die Tatsache, daß es für jeden Inva
riantenring (der Menge der G-invarianten Polynome) eine Invariantenbasis 
gibt, geht auf Hilbert [39] zurück. Das bedeutet eine wesentliche Vereinfa
chung beim Umgang mit G-invarianten Polynomen. Dadurch zerfällt die Su
che nach gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen in mehrere 
kleine nichtlineare Gleichungssysteme. 

Es wird gezeigt, daß man für einige Gruppen, die Untergruppen von Spie
gelungsgruppen sind, mit Hilfe der Theorie der linearen Darstellungen leicht 
eine gute Invariantenbasis finden kann. 

Um G-invariante Kubaturformeln zu konstruieren, kann man basierend auf 
einer Idee von Möller [49] wie folgt vorgehen.. Man macht einen Ansatz aus d-
orthogonalen, G-invarianten Polynomen, die von Parametern abhängen und 
die in den neuen Variablen dargestellt werden, die durch die Invariantenbasis 
gegeben sind. Die Parameter werden so best immt, daß die Polynome eine 
Gröbner-Basis bzgl. einer Ordnung bilden, die von der Gruppe G abhängt. 
Die Knoten ergeben sich als die gemeinsamen Nullstellen und die Gewichte 
als die Lösung eines linearen Gleichungssystems. In den Beispielen 4.15 und 
4.20 ergeben sich mit dieser Methode eine neue ^ i inva r i an t e Kubaturformel 
für das Tetraeder T3 und ein Kontinuum von neuen Z)3-invarianten Formeln 
fürs Dreieck T2. 

Der Weg mit den linearen Darstellungen ist aber im allgemeinen besser, da im 
Ansatz weniger Parameter auftreten und sich Formeln mit weniger Knoten 
ergeben. 

In Kapitel 5 wird dieser Weg auf die Konstruktion von Paaren von G-
invarianten Kubaturformeln spezialisiert. Ein Paar von G-invarianten Ku
baturformeln besteht wie bei den Kronrod-Formeln für eindimensionale Inte
grale aus 2 Formeln unterschiedlichen Grades, wobei die Knoten der Formel 
niedrigeren Grades auch Knoten der zweiten Formel sind. Solche Paare sind 
besonders gut für adaptive Integrationsprogramme geeignet. 

In einem Konstruktionsweg von Paaren geht man von einer G-invarianten 
Formel Qi aus und konstruiert die Formel höheren Grades, in dem man mit 
Polynomen ansetzt, die in den Knoten von Qi verschwinden. Mit der Theo
rie der linearen Darstellungen ergeben sich gute Ansätze aus Polynomen aus 
den Konglomeraten. Die letzten Beispiele 5.4 und 5.5 zeigen noch einmal die 
Leistungsfähigkeit des Konstruktionsprinzips mit Hilfe der linearen Darstel
lungen. 



Kapitel 1 

Der Zusammenhang zwischen 
Kubaturformeln und Idealen 

In diesem Kapitel wird das Problem der Konstruktion von Kubaturformeln 
zunächst genau beschrieben. Gemeinsame Nullstellen von hinreichend ortho
gonalen Polynomen können als Knoten der Formel verwendet werden, wenn 
die Polynome eine spezielle Basis des von ihnen erzeugten Ideals bilden. 

Die bekannten Zusammenhänge mit H-Basen, Gröbner-Basen, Syzygien, un
teren Schranken für die Knotenanzahl bei vorgegebenem Grad werden auf
geführt, insofern sie in den folgenden Kapiteln benötigt werden, wo diese 
Begriffe in Zusammmenhang mit Symmetrie benutzt werden. Einen guten 
Überblick findet man auch in Möller [49] und Mysovskikh [55]. 

1.1 Problembeschreibung 

Gegeben sei ein Integral 

/(/) := w(x.) • f(x-) dgi, 
ü 

wobei Q C IR ein Integrat ionsgebie t mit inneren Punkten, w(x_) £ 
C(JR ) eine Gewichts funkt ion und / £ C(1R ) eine zu integrierende Funk
tion sind. 

Sei 1(1) < oo. Im folgenden wird das Integral als pos i t i v vorausgesetzt, d.h. 

i(f) > o v/ £ C(i) { {0} . 
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Eine Kubaturformel 
n 

Q(f) = YlAif(y±) 

mit K n o t e n yi G IR und G e w i c h t e n At; G IR \ {0},i = 1 , . . . ,72 ist eine 
Näherung für /(/). Eine Kubaturformel hat den Grad c?, wenn I\pd = Q\wd 

und I(p) T̂  Q{p) für e m p G JPd+i gelten, wobei IP^ C I R [ # i , , . . , xjy] den 
Raum der Polynome in den Variablen £i,..,#7v vom Grad kleiner oder 
gleich d bezeichnet. Es gilt 

Da vorausgesetzt wird, daß Q innere Punkte enthält , spannen die Polynome 
p G IPd auch als Funktionen p\n einen Raum der Dimension dimlP^ auf. 

Diese Arbeit beschäftigt sich mit dem Problem, die Knoten y^ und Gewichte 
A{ für ein gegebenes Gebiet S7, eine Gewichtsfunktion w und einen gegebenen 
Grad d zu berechnen. Das Gleichungssystem 

Q(Pj) = I(Pj) \Pj Basis von JPd) (1.1) 

in der Unbekannten A{y±i muß also gelöst werden. Insbesondere werden fol
gende Integrale betrachtet : 

C2 : das Quadrat fi = [—1,1] x [—1,1] mit w = 1, 

C3 : der Würfel Q = [ - 1 , l ] 3 mit w = 1, 

T2 : das Dreieck O = { (x,y) G 1R | x,y > 0, x + y < 1 } mit w = 1, 

T3 : das Tetraeder 0 = { (x,y,z) G IR | x,y,z > 0, x+y-f z < 1 } 
mit w = 1, 

El : die Ebene ft = IR mit Gewichtsfunktion w(xy)) = exp(—x2 — y2), 

C-2 : das Quadrat Q = [—1,1]2 mit Gewichtsfunktion 

™(x,y) = (1 — x ls(l — - )ä? 

C2
 2 : das Quadrat Q, = [—11 l ] 2 mit Gewiihtssunktton 

w(xy)) = (1 - rc2)~2(l - 7/2)~2. 
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*L_ 41 

Abbildung 1.1: Integrationsgebiete 0 

Die Standardbezeichnungen C2 — Elf wurden Stroud [69] entnommen, wo 
man auch viele Kubaturformeln für diese Gebiete findet. 

Alle obigen Integrale sind G-invariant unter einer Gruppe G von linearen 
bzw. affin linearen Transformationen, d.h. 

/ ( / ) = i(/ ot) v*e G . 

Das ist erfüllt, wenn 

t(ft) = ü und w(t(x_)) = w(x) Vx € Q,t £ G 

gilt. Dann betrachtet man auch G-invariante Kubaturformeln (J, d.h. 

Q(f) = Q{f °)) Vie G . 

Eine G-invariante Kubaturformel Q hat als Knotenmenge eine Vereinigung 
von G-Koronen (G-Orbits) ky = {x_ (E IR xx_ = t(y) für ein t 6 G} und 
zwei Gewichte Ai, Aj sind gleich, wenn die zugehörigen Knoten y± , yj € IR^ 
zur gleichen G-Korona gehören. Die Anzahl der Punkte in einer G-Korona 
hängt von der Gruppe G und dem Typ der G-Korona ab. 

s,sr,sr2,sr3}, 
sind z. B. invariant unter der Gruppe D 4 = {id,r,r2,r3, 

wobei 

und 

TT>2 

s : IR2 

TO 2 

in , 
TD 2 1K, , 

(^5 £/) 

(z, y) 

\~y->x) 

(~xiV) 

die Gruppe D4 erzeugen. Es gibt ^ - K o r o n e n mit 8 oder 4 Punkten oder mit 
einem Punkt , dem Ursprung (0,0). 
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Beispiel 1.1 ; 

49 
324 • 4 • • /(r, ,0 + /(—r, ,0 + / (0 , ,r + /(O, , r ) ) + 

ĝ g • 4 • •f(s, ,0 + / ( s , — i) + f{~s-, ,0 •+• /(-«s, —£)+ 

mit r" 
12 

= ——' 
35 

6 2 = 

t2 = 

93 + 3A/186 

155 

93 — ^y l86 
155 

isi eine Formel mit 3 D^-Koronen 
verschiedenen Typs vom Grad 7 
(Maxwell, C2il-3 in Stroud [69]). 

Ein Vektorraum V C IR[a:ii,.., XN] heißt G-invariant, wenn 

p(t{x)) G V VP(x)eV Vv € G 

gilt. Zum Beispiel P^ ist G-invariant. Ein Polynom p heißt G-invariant, 
wenn 

p{t{x_)) = p{x_) \/t G G 

gilt. Der Raum aller G-invarianten Polynome/? 6 P * wird mit P ^ bezeichnet. 
Ein Polynom p 6 V in einem G-invarianten Vektorraum V ist nicht notwendig 
selbst G-invariant. 

Satz 1.2 (Sobolev [66] ) : Seien das Integral I und die Kubaturformll Q G-
invarian.. Dann sind äquivalent: 

i.) Q hat den Grad d. 

ii.) Q(p) = I(p) gilt für alle G-invarianten Polynome p 6 PJ/. 
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In Satz 1.2 beschreibt G nicht notwendig die volle Symmetrie des Integrals. 
G kann eine Untergruppe sein. Als Untergruppen von D4 sind unter anderen 
Sya := {id, r2s sr sr2} und Z2 = {id, r2} gebräuchlich (siehe auch Definition 
3.4). 

Mit Satz 1.2 ergibt sich eine bekannte Methode zur Konstruktion von G-
invarianten Kubaturformeln Q vom Grad d : Man löst numerisch das nicht
lineare Gleichungssystem 

Q(Pi) = I(Pi) t = l , . . . , d imIP d , (1.2) 

wobei pi G IPj eine Basis der G-invarianten Polynome von Grad < d bil
den. Dabei setzt man Q mit soviel unbekannten Größen an, wie das System 
Gleichungen hat , damit eine Lösung erwartet werden kann. Es gibt allerdings 
Kubaturformeln, die Lösungen eines Systems mit weniger Unbekannten als 
Gleichungen sind. 

Dieser numerische Weg wird in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet . Stat t 
dessen wird das Gleichungssystem (1.2) mit Hilfe von orthogonalen Polyno
men, Idealtheorie, Theorie linearer Darstellungen und Invariantentheorie in 
kleinere Teilprobleme zerlegt. 

1.2 Konstruktion mit Hilfe von orthogona
len Polynomen 

Um die Formeln aus gemeinsamen Nullstellen von Polynomen konstruieren 
zu können, betrachtet man zunächst den umgekehrten Weg. 

S a t z 1.3 (Hirsch, Stroud [69] S. 11): Sei Q eine Kubaturformel vom Grad 
d mit n Knoenn y± und sei n < dimJPd. 

Dann gilt: 

i.) Es gibt ein m > 1, so daß linear unabhängige Polynome pj £ IPd, 
j = l , . . . , m existieren, die die Knoten als gemeinsame Nullstellen 

haben. 

ii.) Für alle j = 1 , . . . , m gilt I(fpj) = 0 für alle f 6 JPd mit fpj 6 IPd. 
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BEWEIS: Bestimmt man ein p G IPd, das in den n Knoten verschwindet, so 
ergeben sich n lineare homogene Gleichungen für dimlP^ Unbekannte (die Ko
effizienten der Monome). Wegen n < dimlP^ gibt es mindestens eine Lösung. 
Für fpj G IPd gilt 

n 

I(fP)) = Q(fPj) = E ,Aif(yi)pj(yi) = 0 .1 

Da das Integral I positiv ist, wird durch / ( / • g) ein Skalarprodukt definiert. 
Ein Polynom pj vom Grad s aus Satz 1.3 hat also nach ii.) die Eigenschaft, 
orthogonal zu allen Polynomen vom Grad d — s zu sein. 

Ein Polynom p vom Grad s, das orthogonal zu allen Polynomen / G IP s - -
ist, heißt or thogonal . Der Vektorraum der orthogonalen Polynome vom 
Grad s wird mit Ks bezeichnet. Er hat eine spezielle Basis. Für jedes M o 
n o m x%i • - - x%$ vom Grad s = ii -f • • • -f f%Nibt te sin n q GPsPs- , s 
daß P%1,'",%N(xi,..., xjy) = x*i • • • •1}^ + q{x) orthoogona lst (Jaacsoon ,iehe 
Stroud [69] S. 69). 

Formeln für die orthogonalen Polynome P M bzw. P*^^ findet man für einige 
Integralein Stroud [69] S. 71-74 oder für T2, T3, T/v in Grundmann und Möller 
[33]. Für Produktintegrale (z.B. C2,!^ ,£3) ergeben sich die orthogonalen 
Polynome P*,J bzw. P*'^k kls s roodu te eon nrthhogonlen nPlyynmen P% %ür 
eindimensionale Integrale. In Davis und Rabinowitz [20] S. 33-42 werden 
orthogonale Polynome Px aufgeführt. 

Ein Polynom p vom Grad s (z.B. pj in Satz 1.3 ü.))* das orthogonal zu allen 
Polynomen / G TPd_s ist, heißt d -orthogonal (Möller [46] S. 13). 

L e m m a 1.4 : Jedes d-orthogonale Polynom p vom Grad s (d> s > | ) hat 
eine Darssellung 

s—l 

P = Ps+ 2^t Pi 
i=d-s+l 

mit ps G Ks, ps ^ ,, pi e K{, i = c? - s + 1 , . . . , s — 1 . 

Als nächstes betrachtet man Folgerung i.) in Satz 1.3 näher. Die Menge A. 
der Polynome, die in den Knoten verschwinden, hat die Eigenschaft 

fiPi + /2P2 € <Ä V / i , /2 € I R [ : r i , . , . , ajj]], P11P2 € A. 
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Mengen mit dieser Eigenschaft heißen Ideale. Jedes Ideal A im Polynomring 

I R [ x i i . . . , Xfsj] hat nach dem Hilbertschen Basissatz eine endliche Idealbas is 
Pit • . . ,pm-) d.h. 

m 

Vp G A 3 ( / i , . . , , qm G JR[xu,..., ]jy] mit p = _̂_, <7iPi-

Man schreibt A = ( p i , . . . , p m ) - Die Nullstellen von A sind die gemeinsamen, 
affinen Nullstellen von pi,.pm .pm. Nach dem Satz von B e z o u t (Stroud [69] 
S. 20, Möller [46] S. 33f) haben TV Polynome pi,.N. ,pw in -/V Variablen ent
weder Grad (pi)- Grad (p2) • • • Grad (PN) Nullstellen (mii mehrfachen und 
komplexen Nullstellen und Nullstellen im Unendlichen gerechnet) oder sie 
haben unendlich viele. 

Hat ein Ideal A = ( p i , . . . ,pm) endlich viele Nullstellen, so heißt es nulldi-
mens ional . Für nulldimensionale Ideale kann man die Anzahl der Nullstellen 
an der Hi lbert funkt ion H(kA)) (Möller [49] S. 181) ablesen. H(kA)) := 
dimlPjfc — dim(^4nIPA;) gibt die Kodimension von *4nIPfc in IP^ an. A ist genau 
dann nulldimensional, wenn die Hilbertfunktion ab einem Grad K stationär 
wird, d.h. 

H(k,A) = H(K,A) Vk > K gilt. 

Dann gibt n = H(K, A) die Anzahl der Nullstellen (mit komplexen und 
mehrfachen Nullstellen gerechnet) (Möller [49] S. 181) an. 

Damit ist klar, wie Kubaturformeln konstruiert werden können. 

Satz 1.5 (Stroud [69] S. 112): Für ein Ideal A C I R [ : r i , . . , XJV] seien fol
gende Bedingungen erfüllt: 

i.) Das Ideal A hat genau n paarweise verschiedene, reelle Nuulstellen 

ii.) Jedes Polynom p £ A PI IP^ ist d-orthogonal, kurz: für den Vektorraum 

A n\JPd gilt 7\Anpd = 0. 

Dann gibt es Gewichee A{ G IR, so daß durch 

t = i 

eine Kubaturformel mindestens vom Grad d gegeben ist. 
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BEWEIS: Da A nulldimensional ist, gibt es ein K € IN mit H(kA)) = 
H(K,A) Vfc > K. Die Anzahl der Nullstellen ist n = H(K,A). Da die 
Hilbertfunktion monoton wächst, gilt für die Kodimension H(c?, *4) von ,4 
in IPrf also H(dA)) < H(K,A) = n. Es können also linear unabhängige Po
lynome fj e JPd \ A, j' = 1 , . . . , H(d, A) mit span ( / i , / 2 , . . . ) nI A = {0} 
gewählt werden. Die Gewichte A{ G IR ergeben sich dann als die Lösung des 
linearen Gleichungssystems 

n 

Q(fi) = z2 Aifj(yi) = I(fj) 3 = 1..••, H(d, A). 

Die Koeffizientenmatrix hat den vollen Rang H(d, A) <• n, also mindestens 
eine Lösung. Wegen IP^ = Af) JPd © span( / i , /2, . . .) und /NnPd — 0 hat die 
Kubaturformel Q(f) — X^Li Aif(y±) mindestens den Grad e?. I 

Von Stroud s tammt eine Formulierung dieses Satzes mit Vektorräumen. Erst 
Möller [46] erkannte die Bedeutung des Begriffs Ideal für die Konstruktion 
von Kubaturformeln. 

Aus der Positivität des Integrals folgt eine untere Schranke für die Knoten
anzahl n. 

Satz 1.6 (Stroud [69] S. 118ff): Für Kubaturformeln vom Grad d = 2v — 2 
oder d = 2v — 1 mit zugehörigem Ideal A gilt für die Knotenanzahl 

n > H{y — ) , A) = dim IP^_i. 

BEWEIS: Weil ein Polynom p G IPj/_i vom Grad v — 1 wegen I(p2) > 0 nicht 
c?-orthogonal ist, gilt p <£ A, also H{y — 1,.A) = dimIP„_i . I 

Ob Polynome p i , . . . ,pm G IR[aJ;i, . . , XJV], die die Basis eines Ideals A bil
den, endlich viele affine gemeinsame Nullstellen haben, kann man z.B. daran 
ablesen, ob A eine fundamentale Menge von einem Grad s enthält . 

Defini t ion 1.7 (Schmdd [61]) : Eine Menge von Polynomnn p i , . . . ,pm vom 
Grad s heißt fundamenta l vom Grad ,, wenn ihre homogenen Aneeile vom 
Grad s den Raum aufspannen, der von den Monomnn vom Grad s aufge
spannt wird. 

Ein Ideal A, das ein F u n d a m e n t a l s y s t e m (fundamentale Menge) vom 
Grad s enthält , ist offensichtlich nulldimensional, weil dann H(s — 1,*4) = 
H(s,A) = H(K,A) VK > s gilt. Die Anzahl der Nullstellen ist dann 

n = H(s — 1, .4) = dimlP s_! - dim(.4 PI IP s_i) . 
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Nach Satz 1.5 ergibt sich folgender Kons trukt ionsweg: Man wählt d-
orthogonale Polynome pi,... , p m so, daß sie endlich viele gemeinsame, ein
fache, reelle Nullstellen haben und überprüft, ob das Integral / auf dem 
Vektorraum ( p i , . . . , p m ) C\ \Pj, = A fl lP^ derschwindet. 

Die letzte Bedingung folgt nicht aus der c?-Orthogonalität einer Basis 

Pl,-'-,Pm'-
I(jPj) = 0 Vj = l , . . . , m, fpj G IP^. 

Denn gilt z.B. für p = f\P\ + /2P2 £ ^d für /ipi und }2p2 vom Grad d -\- 1, 
weil sich die Monome vom Grad d + 1 wegheben, dann gilt p £ A HlP^, aber 
I(jp) = 0 ist nicht gewährleistet. Gibt es allerdings eine andere Darstellung 
von p, existieren also 

m 

qi-, • • • 5 Qm rnit q3Pj G IP^ und p = 2_, QjPj, 

so folgt I(p) = 0. Die Situation ist also gerettet, wenn man eine weitere 
Darstellung für alle derartigen p fordert. 

Defini t ion 1.8 (Möller [46] S. 24, [49] S. 180): Die Polynome p i , . . . , p m 

bilden eine kanonische Bas i s oder H-Bas i s von A = ( p i , . . . ,pm,, wenn 
alle Pooynome 

m 

P : = 2—i Q3P3' 9 i £ JR{#i5 . x N ]JN\•>] = 11 • . . , m , 

eme Darssellung 
m 

P = / ^ /jPj? / j € IRp i , .,x, ^AT], J = 15 • . . , TT*, 
i=i 

raz'£ Grad (f,p?) < Grad(p), j — 1 , . . . , m besitzen. 

Durch Umformung ergibt sich 
771 

J2(<i- - fj)pj = o. (1-3) 
3=1 

Darstellungen Y^9jPj — 0 w * e (l-3)» die nichttriviale Darstellungen des Null
polynoms sind, heißen S y z y g i e n zu p i , . . . , p m . Für jede Syzygie läßt sich 
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mindestens ein Polynom p mit zwei unterschiedlichen Darstellungen wie oben 
bei der kanonischen Basis ffnden. 

Für den Test auf kanonische Basis müssen linear unabhängige Syzygien nach
gewiesen werden. Dieser Test ist im allgemeinen kompliziert, weil die Existenz 
von Syzygien mit beliebigem Grad der Komponentenpolynome gj bzw. dazu 
äquivalente Gleichungen oder Bedingungen gezeigt werden müssen. Da durch 
Multiplikation von Syzygien mit Polynomen wieder Syzygien entstehen, sind 
die Syzygien mit niedrigem Grad von gj besonders wichtig. In Spezialfällen 
braucht man nur die Existenz von Syzygien mit Grad (gj) < 1 oder Grad 
\9j) < 2 zu zeigen. 

Beisp ie l 1.9 ; SindPi,P2iP3,P4 G JR[a:, i/J linear unabhängige Polynome vom 
Grad 5, so testet man auf H-Basss folgendermaßen: Da es nur 7 Monome 
vom Grad 6 gibt, gibt es mindestens eine nichttriviele Linearkombination von 

xpix xp2, xp4, xp4, yp\y yp2, ypz 5 

ypA vom Grad 5 oder kleine.. Dieses Pooynom 
4 

kann z.B. durch Koeffizientenvergleich der Monome vom Grad 6 bestimmt 
werden. Bildenpi,P2iP3->P4 eine H-Basis, so gilt wegen q G -4 = (pi,P2,P3,P4) 
auch q E span(j?\,p2, P3).4)- Dazu äquivalent ist die Exisenzz einer Syzygie 

4 

J2(aJx + bjy ~ cj)Pj = 0. CJ I Et-
3=1 

Statt mit x und y multipliziert man dann mit x2xxy,y2 und überprüft die 
Exisenzz von Syzygien mit Gradingj) < 2. 

Die Eigenschaft der kanonischen Basis läßt sich in einem speziellen Fall mit 
Satz 1.11 einfach nachweisen. 

Der folgende Satz über die Konstruktion von Kubaturformeln hat in dieser 
Arbeit eine zentrale Bedeutung. 

Satz 1.10 (Möller [46] S. 39): Für A. = (pi,... , p m ) C JR[#i,...N ]N] seien 
folgenee Bedingungen erfüllt: 

i.) p i , . . . , p m sind d-orthogonal. 

ii.) p i , . . . ,pm bilden ein H-Basss von A.. 
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iii.) p i , . . . , p m haben endlich viele reelle, einfach,, gemeinsaee Nuulstellen 
yi,i = l , . . . , n . 

Dann gibt es eine Kubaturformel vom Grad mindestens d, die die Nuulstellen 
y± als Knoenn hat. 

Damit zerfällt die Konstruktion von Kubaturformeln bzw. die Lösung 
des Gleichungssystems (1.1) in drei Teile. Eine kanonische Basis aus d-
orthogonalen Polynomen wird ermittelt und danach deren gemeinsame Null
stellen bestimmt. Die Gewichte ergeben sich zuletzt als die Lösung eines 
linearen Gleichungssystems. 

Die Konstruktion mit Satz 1.10 führt nicht immer zum Erfolg: Hat man 
eine i/-Basis gefunden, so können die gemeinsamen Nullstellen komplex oder 
mehrfach sein. Auch negative Gewichte sind unerwünscht. Dazu ist nur ein 
unpraktisches Kriterium von Schmid ([61] Satz 2) bekannt. Die Vorzeichen 
der Gewichte kennt man nur in Spezialfällen (siehe Cools und Haegemans [10] 
für G-invariante Formeln, Morrow und Patterson [50] S. 955f, Mysovskikh [52] 
und Schmid [59] für Formeln vom Grad 2v mit minimaler Knotenzahl). In 
dieser Arbeit wird auf die Positivität der Gewichte nicht weiter eingegangen. 

Viele Autoren haben die gemeinsamen Nullstellen von (/-orthogonalen Po
lynomen zur Konstruktion benutzt z.B.: Franke [27], [28], Haegemans und 
Piessens [34], [35], Haegemans [36], Schmid [59], [62], [63], und Stroud [68]. 
Dabei wurde teilweise die Symmetrie des Integrals ausgenutzt (siehe Kapitel 
3). 

Bild 1.2 veranschaulicht ein Ideal, das zur Kubaturformel vom Grad 7 mit 13 
Knoten aus Beispiel 1.1 gehört. Die Kreuze symbolisieren den Ring IR[a:,j/]. 
Die Anzahl der Kreuze in der Zeile k ist gleich dimlPfc — dimlPfc-i- Die Um
rahmungen der Kreuze veranschaulichen das zugehörige Ideal. Die Anzahl 
der umrandeten Kreuze in Zeile k gibt die Anzahl 

dim.4 nI IPfc - dim.4 C\ IP^_i 

an. Hier gilt d i n u ^ n P 4 - dim.4 nI P 3 = 2 und dim.^ f lP5 — dirrL4nP4 = 6. Es 
gibt also ein Fundamentalsystem vom Grad 5. Das sieht man daran, daß in 
Zeile 5 alle Kreuze umrandet sind. 

Ganze Kreise stehen für Polynome aus der kanonischen Basis. In diesem 
Beispiel bilden also 4 Polynome vom Grad 4 und 5 die kanonische Basis. 

Die Gerade symbolisiert die untere Schranke nach Stroud ( siehe Satz 1.6), 
weil kein Polynom vom Grad 3 oder kleiner in den Knoten einer Kubaturfor
mel vom Grad 7 verschwinden kann. Es gilt also H(ß,).) = d i m P 3 = 10. Da 
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(x) [x] (x) (x) (x) (x) 5 

X (X) X (X) X 4 

X X X X 3 

X X X 2 

X X i 

X o 

Abbildung 1.2: Ideal zu C2 : 7 - 3 

für die Knotenanzahl n > i / ( 3 , Ä) gilt, gibt es mehr Knoten in einer Formel 
vom Grad 7 als es Kreuze unterhalb der Geraden gibt. 

Die Anzahl der nicht umrandeten Kreuze ist gleich der Anzahl der Nullstellen 
von A.. 

Mit Hilfe des folgenden Satzes ist es in Spezialfällen einfach zu entscheiden, 
ob Polynome eine kanonische Basis bilden. 

S a t z 1.11 (Max Noether, siehe Stroud [69] S. 21, Möller [49]): Haben 
P11P2 £ ^[^ ,? / ] vom Grad (ii/ fi2 endlich viele paarweise verschiedene, ge
meinaame, affine Nullseellen (a;;,?/t), i = l , . . . , ^ • fi2 und verschwin
det auch P vom Grad \i in diesen Nullseellen, so gibt es q\ G ]PM_Ml und 
q2 € F M - M 2 mit 

P = °[\V\ "i" Q2P2-

Die gemeinsamen Nullstellen von zwei linear unabhängigen {2z/ — 1) -
orthogonalen Polynomen vom Grad v in 2 Variablen eignen sich also als die 
n = v Knoten einer Kubaturformel vom Grad (2v — 1)) falls die Nullstellen 
reell und verschieden sind. So haben Cools und Haegemans [7], Cristescu und 
Loubignac [19], Franke [26] und Mysovskikh [53], [54] Formeln konstruiert. Es 
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gibt aber für zweidimensionale Integrale Kubaturformeln vom Grad (2u — 1) 
mit wesentlich weniger als v Knoten. Für deren Konstruktion mit Satz 1.10 
benötigt man mehr als 2 Polynome in der H-Basis und Satz 1.11 ist nicht 
anwendbar. 

Kennt man die gemeinsamen Nullstellen von p\,,.., pm, so kann man oft 
ablesen, ob diese Polynome eine kanonische Basis bilden. 

S a t z 1.12 : Seien p i , . . . , p m linear unabhängige Polynome vom Grads in 
2 Variablen und sei durch xpjyypj->j = l , . . . , m ein Fundamentalsystem 
vom Grad s + 1 gegeben. Sei vorausgeset,t, daß die homogennn Aneeile von 
Pi, • - • •Pm vvm Grrd s sinen Raum der Dimension m aufspannen. Diieoly
nome P i , . . . , p m bilden genau dann eine H-Basss des Ideals A = (pi,... ,pm), 
wenn pi,... , p m genau n = dimIPS — m gemeinsam,, affine Nullstellen (mit 
Vielfachheit gerechnet) haben. 

BEWEIS: Da xpj, ypj ein Fundamentalsystem vom Grad s + 1 bilden, gilt für 
die Hilbertfunktion H(s, Ä) = H(s + 1 , A) = H(k, A) Vk > s. Deshalb gilt 
für die Anzahl der Nullstellen n = H{s, A). Nach Definition der Hilbertfunk
tion gilt H(s, A) = dimIPs - dimlP s H A und damit H(s, A) < dimIPs - m. 
Angenommen p i , . . . , p m bilden keine kanonische Basis. Dann gibt es ein 
p = YyjLiQjPj m i t Gra(^(^jPj) > Grad(p) für mindestens ein ji, aber keine 
Darstellung p = YllLi fjPj m t Grad(/jPj) < Grad(p), j = 1 , . . . m. Dieses 
p kann vom Grad < s angenommen werden, da es ein Fundamentalsystem 
vom Grad s + 1 gibt, also alle Monome vom Grad > s + 1 erzeugt werden. 
Da p die Bedingung für die kanonische Basis verletzt und die homogenen 
Anteile von pi,..., pm vom Grad s einen Raum der Dimension m erzeu
gen, sind p , p i , . . . , p m linear unabhängig. Aus dim,4 D 1PS > m + 1 folgt 
n = H(s<, A) < dimIPs — m — 11 Genau uann wenn n i , i . . . , p mine eanoni
sche Basis bilden, gibt es kein solches p und die Nullstellenanzahl ist genau 
n = dimP s — m. I 

Beim Konstruktionsweg nach Satz 1.10 bleibt ungeklärt, wie man eine kanoni
sche Basis aus (/-orthogonalen Polynomen findet. Eine Grundidee, die im fol
genden häufig benutzt wird, besteht darin, einen Ansatz aus ^-orthogonalen 
Polynomen zu machen, die von Parametern abhängen. Damit diese Polynome 
(eventuell mit anderen d-orthogonalen zusammen) eine kanonische Basis bil
den, wird die Existenz von Syzygien bzw. dazu äquivalenten Gleichungen 
gefordert, was auf nichtlineare Gleichungen für die Parameter führt. 

Die T - M e t h o d e und die S - M e t h o d e lassen sich in dieses Konzept einord
nen. Mit der T-Methode (Morrow und Patterson [50], Münzel und Renner [51] 
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und Schmid [60], [61] ) werden Formeln vom Grad d = 2v — 1 für zweidimen
sionale, /^-invariante Produktintegrale (z.B. C^-E^ ) konstruiert. Es wird 
mit einem Fundamentalsystem Rj vom Grad v -\-1 mit {2v — l)-orthogonalen 
Polynomen angesetzt: 

V — 1 

Hj = r -f 2_i aij-t ' 5 i = 0 , - - . •> / "r 1- (1.4) 

Dabei sind die a tJ € IR die unbekannten Parameter . Die orthogonalen Po
lynome Pu~1'1 vom Grad v t reten nicht auf, damit die Rj ein ^ - invar ian tes 
Ideal mit einer ^ - inva r i an ten Nullstellenmenge erzeugen (siehe Paragraph 
3.2). Die Polynome 

Qj := xRj - yR^-i e IPj/, j' = 1, . . . , v + 1 

haben den Grad v. Ein Teil der Parameter wird so best immt, daß die Po
lynome Qj orthogonal sind. Dann kann man versuchen, die restlichen Para
meter so zu bestimmen, daß die Qj und Rj zusammen eine H-Basis bilden. 
Dazu muß 

xQj, yQj E span(JRo5 • „ + •> Rv+i) für j = l , . . , i /* -f-l 

erfüllt sein, da es sonst wegen Qj = ^^=0 bj{Pl/~l,t Polynome 

T- (x,y) := xQjxx)y) — yxbjiRi(x,y) ^ 0 und 
i'=0 

V 

T](x,y) := yQj(x, y) — ̂  bjiRi+1(x( y) ^ 0 
t=0 

vom Grad < v — 1 im Ideal .4. = (Qi,..., R„+i) gibt. Existiert ein T* £ 
*4 PI IP1/-i mit T- ^ 0, so bilden die Polynome Q i , . . . , Q^+i, RQ, . . . , i?i,+\ 
keine H-Basis. Hat man die Parameter 6tj in Abhänigkeit der Parameter a^ 
so best immt, daß 

Tj e lP1/i,, A; = l , 2 , j = l , . . , i / 4 - l 

gilt, so ergeben sich aus Tj = 0 nichtlineare Gleichungen für die Parameter 
cttj. Die Bedingungen xQj, yQj G span(jRo, • • • •> Rv+i) ssnd allo äquivalent tu r 
Existenz von Syzygien 

V V 

XQj ~~ Z^OjiRi = 0, yQj — 2^bjiRi+i = >, j = l - . - - , , / + h1 
i=0 i=0 
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Nach Möller [49] S. 187f sind diese notwendigen Bedingungen schon hin
reichend dafür, daß die Polynome Qi,..., Q1/+i, Ro-, , . . , R»+i eine H-Basis 
bilden. Sind die gemeinsamen Nullstellen außerdem reell und einfach, so sind 
die Voraussetzungen von Satz 1.10 für die Existenz einer Kubaturformel vom 
Grad 2z/ - 1 erfüllt. 

In der S-Methode (Cools und Haegemans [8], [13] ) werden zwei Ansätze 
{Ro, R2, • • •} oder {R\, i ^ - R s , . . . } mit Rj aus (1.4) betrachtet , wobei das 
Integral als .Sya-invariant vorausgesetzt wird und ein Teil der Parameter 
üij so festgelegt wird, daß RQ, i?2, • • • bzw. Ri,R3,... einen S''y-invarranten 
Vektorraum aufspannen. Es werden zu Syzygien äquivalente Forderungen 

x Ri — y R{-2 £ span(iio, #2, - • •) , i'• = 2,4 . . . bzw. 

x2R{+\ - y2Ri-i £ span(i?i, i?3 , . . . ) , i = 2 , 4 . . . 

aufgestellt, was auch auf nichtlineare Gleichungen für die Parameter führt. 

In beiden Verfahren werden weitere Voraussetzungen an die Symmetrie des 
Integrals und des Ansatzes gemacht, um Rechnungen praktisch durchführen 
zu können. 

1.3 Kubaturformeln vom Grad 2v- 1 mit mi
nimaler Knotenzahl 

In diesem Abschnitt wird eine untere Schranke für die Knotenanzahl für 
Kubaturformeln mit ungeradem Grad für zweidimensionale Integrale ange
geben. Daraus ergibt sich ein Konstruktionsverfahren (siehe Möller [47], [48] 
und Engels [24]). 

Gesucht sind also die Knoten (x{, yz) £ IR und Gewichte A- £ IR, i = 1,. . . , n, 
einer Kubaturformel vom Grad 2u — 1 für ein Integral 

/ ( / ) = / / w(x,y)f(x,y)dxd,, 17 C IR , 

so daß die Knotenzahl n möglichst klein ist. 

Zur Motivation folgende Überlegungen: Wegen der unteren Schranke nach 
Satz 1.6 und Satz 1.10 liegt es nahe, die Knoten als die gemeinsamen Nullstel
len von linear unabhängigen orthogonalen Polynomen p\,,.., pm £ Kv vom 
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Grad v zu wählen, wobei p i 5 . . . , p m eine .//-Basis bilden. Für m = d imÄ^ 
ergeben sich aber im allgemeinen keine oder nur eine gemeinsame Nullstelle. 
Nach Satz 1.12 bilden dann p i , . . . , p m keine H-Basis. Also gilt m < ddmK». 
Der Test auf .//-Basis (siehe Definition 1.8) beinhaltet u.a. die Überprüfung 
von allen gleichen Darstellungen eines Polynoms p vom Typ 

m m 

p = 2-^ QjPj = 2-, ajPji (1-5) 
3 = 1 3 = 1 

wobei qj E I P i , Ö J E IR, j = 1 , . . . , m gilt und qjpj für mindestens ein j vom 
Grad i/ -f 1 ist. 

Sei i£ := s p a n ( p i , . . . ,pm.. Die Gleichungen aus (1.5) zu untersuchen, ist 
äquivalent damit , ob für alle (Qi ,Q2) E E2 mit Q0 := %Q\ 4- 2/Q2 E IPi/ 
auch Qo £ ü> gilt. Bilden p i , . . . , p m eine kanonische Basis eines Ideals, das 
zu einer Kubaturformel vom Grad 2v — 1 gehört, so gilt E C Kv. Wegen 
Qo £ E C A^, sind also Gleichungen 

^ Q l + ? /^2 == Q o m t t Qu} Q l } Qj2 ^ -**1/ 

zu untersuchen, was nur von v und dem Integral abhängt . 

Definiere 

M := {(Qo> Q\i Q22 £ IP, x ^ „ P V i "+" yQ2 = Qo}-, 

L := {\QQ-> Qi,Q2) £ -^j / \cQi + 2/Q2 = Qo}. 

Es gilt d imM = i/, da (QJ, Q j , QJ),j = 1 , . . . , v rnit 

O"7 = Pu~3,i QJ = _ p i / - J + 1 t i _ 1 und 0 J = xPv~3^ _ yP1/~J+1>J~1 

eine Basis von Af bilden. Sei W ein direktes Komplement von L in M(M = 
L ® PK) und 7 die Dimension von W . 

S a t z 1.13 fMöller [48] S. 224)-' Eine Kubaturformel vom Grad 2z/ - 1 hat 
n > dimlPu-\ -f J Knoten. 

BEWEIS: Sei A. das zugehörige Ideal und E := A. PI P^ mit m := dim£". Aus 
Satz 1.3 folgt J5 C Ä^,. Sei Av ein direktes Komplement von E in ÜT̂ . Für 
P11P2 € i? mit po := %Pi + 2/p2 6 IPi/ gilt Po e E C. K„, also (p0,Pi,p2) E -£. 
Für (Qo, Qi, Q2) E ^ gilt also Qx (fc E oder Q2 £ i?. Deshalb gilt 

dimVF -f dimü? = 7 + 2m < dimK = 2(z/ + 1). 
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Daraus folgt 

dimA,, = dimÄ^ — m = 1 -\-1 — m > —, 

woraus sich mit n > H(i/,A) = dimlP^-i + dimA„ die Behauptung ergibt. I 

Kubaturformeln, deren Knotenzahl gleich der unteren Schranke aus Satz 1.13 
ist, werden Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl genannt. Ideale, die 
zu Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl gehören, besitzen ein Funda
mentalsystem vom Grad v + 1. Denn aus n > H(v + 1,-4.) > H(i/,A) + 1 
folgt nach obigem Beweis n > dimIP„_i + J + 1. 

Möller [47] S. 187 zeigt, daß für Z2-invariante Integrale und für Produktin
tegrale wie z.B. C2 und ET

2 sowie für T2 und v < 6 

7 = 2 v gilt. (1.6) 

Ein Konstruktionsverfahren für Kubaturformeln mit minimaler Knotenzahl 
ergibt sich aus folgendem Satz. 

S a t z 1.14 (Möller [47] S. 190 ) : Seien p i , . . . , p m G Kv linear unabhängige 
Polynome mit m = u-\-l — J undE := span(pi,... ,pm). Sei A := (p\.... , p m ) 
Jas erzeugte Ideal. Es gelte: 

i.) A enthält ein Fundamentalsystem vom Grad v + 1. 

iL) Für (Qo, QIIQT) € L gilt Q„, Qi-, Q2 € £. 

iii.) Es gilt 

dim\\K\,..., He) 6 E | z H\ + syri2 + y K3 = XH4 + yris + #6} 

= 2v —— + dimL. 
z 

Gelten i.),ii.) und iii.), so hat A damit n = rffmP^i + J = (^1) + J vie/e af
/ine Nullstellen. Sind sie reell und verschieden, so gibt es eine Kubaturformel 
vom Grad (2is — 11 mit den Nullstellen all Knoten. 

BEWEIS: Wegen i.) gilt für die Nullstellenanzahl 

n = H(v, A) < d imP„ — m = ddmP^^- + v + 1 — m == d idP^P^ + +. 
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Aus ii.) und iii.) folgt durch vollständige Induktion, daß p i , . . . ,pm eine H-
Basis von A. bilden. Daraus folgt H(z/, A) = dimlP^ — ra, also n = dimIPj,-i + 
J , die untere Schranke aus Satz 1.13. Da die orthogonalen Polynome p1?.. .pm 

insbesondere (2v — l )-orthogonal sind, folgt die Existenz der Kubaturformel 
mit Satz 1.10, falls die gemeinsamen Nullstellen reell und verschieden sind. I 

Mit Satz 1.14 konstruiert man Formeln, in dem man einen Raum E sucht, 
der die Bedingungen i.),ii.) und iii.) erfüllt. 

Man berechnet L und 

F := {(.Äi,.. . , Re) G Ki/\x Ri "I- xyR2 + y R$ = XRA ~\~ yRs + Re}i 

wählt einen Unterraum Fi von F der Dimension 2u — -^ + dimL mit den 
Eigenschaften: 

- Aus (Qo-)Qi-))2) eL folgt 

( 0, 0, 0, Qu, Q2, Qo ) )eF1 

( Qui Q2, 0, Qo-, 0, 0 ) ) F1 

( 0, Qu, Q2, 0, Qo, 0 ) E Fi . 

- Das erzeugte Ideal ist fundamental vom Grad v -f- 1. 

- Die Komponenten i ? i , . . . , RQ von i*x erzeugen einen Raum E der Dimension 
m = v + 1 — JJ 

Dann werden die gemeinsamen Nullstellen berechnet. Falls sie reell und ver
schieden sind, ergeben sich die Gewichte durch ein lineares Gleichungssystem. 
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1.4 Gröbner-Basis: eine weitere Idealbasis 

Eine Gröbner-Basis ist unter schwachen Voraussetzungen auch eine H-Basis. 
Deshalb konnte sie zum Beweis der Existenz von Kubaturformeln eingesetzt 
werden, die mit der T-Methode und der S-Methode konstruiert wurden: 
Möller [49] zeigte den Erfolg der T-Methode und in einem Spezialfall den 
Erfolg der S-Methode. Cools und Haegemans [13], [14] behandelten danach 
die restlichen Fälle der S-Methode. 

Der Vorteil der Gröbner-Basis gegenüber der H-Basis besteht in der leichteren 
Überprüfbarkeit. Für eine H-Basis ]?i,... , pm muß gezeigt werden, daß jedes 

m 

p = ^2 QjPj m ^ Grad(p) < Grad(<?jPj) für ein j G { 1 , . . . , m} 

eine weitere Darstellung 
m 

P = y2 fjPj m t t Gaad(ijPj) ^ Grad(p) Vj = 1 , . . , , m 
• = 1 

besitzt. Dabei bleibt unklar, auf welche p man sich beschränken kann. Die 
zweite Darstellung (also die fj) ist nicht einfach zu finden. Für Gröbner-Basen 
braucht man nur eine weitere Darstellung für die sogenannten S-Polynome 
zu finden, was sukzessive und automatisiert durchgeführt werden kann. Eine 
Einführung findet man in Buchberger [4], Melenk, Möller und Neun [45], 
Möller [49]. 

Eine Gröbner-Basis hängt von der Ordnung der Monome ab. Gebräuchlich 
sind die lexikographische Ordnung 

ajj1 • • • •%N <iex x3i 1 • • •3^ >£=>• (3k <N : %k < jk A V/ > > : k\ = ji)j 

also zum Beispiel für x = X\ und y = x2'. 

1 </ea; x <iex x2 <iex x3 • • • <iex y <\ex xy <\ex xxy <iix x3y . . . 

<iex V <iex xy <iex X 2/ <lex 

^lex y ^lex Xy <lex X 3 <ilex . . . , 

und die lexikographische Ordnung mit Gradberücksichtigung 

<=r» Grad(^) < Grad(#-) V (Grad(^L) = Grad(;r-) A xj- <lex £-), 
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zum Beispiel 

K Kg X <g I/ <g X <g £? / <g X) <g X <g X ]) <g . . . 

Es sind aber auch andere Ordnungen <T zulässig. Sie müssen nur die Bedin

gungen 

1 <T xr- und (x}- <T 2L- ==^' %r ~ <T •£.- ~) 

erfüllen. Beispiele für Ordnungen, die von einer Gruppe abhängen, ffndet 
man in Paragraph 4.3. 

Defini t ion 1.15 ; Das führende M o n o m lt(p) eines Polynoms 

ist das Monom xj- mit der höchsenn Ordnung, das in der Darseellung von p 

durch Monome auftrttt (aj =̂  0, xj- >T Xr Vi € / \ {j} mit a^^ 0). 

Defini t ion 1.16 : G — {pi, . . . ,pm} C lR[:r i , . . ,XN] bildet eine Gröbner-
Bas i s bzgl. <T des Ideals A. = ( p i , . . . ,pm,, wenn für alle p G A. Pooynome 
a\i , • . qm existieren mit 

m 

P = / „ (jiPi fntt lt{qiPi) <T Ityp) °der qi = 0. 
t = i 

Für Gröbner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Grad
berücksichtigung müssen also schärfere Bedingungen als für H-Basen erfüllt 
sein. 

Eine Darstellung Y^ALi QiPi m r r findet man nolgendermaßenn Man wählt t in 
Pi G G, ein Monom x_- mit lt(p) = lt(x_-pi) und eine Konstante a £ 1R, so 
daß sich in g := p—ax_-pi das führende Monom lt{p) weghebt (lt(g) <T H{p))-
Das wiederholt man mit g und mit jedem weiteren entstehenden Polynom bis 
man 0 erhält. Das wird R e d u k t i o n genannt. Dafür wird speziell ein Symbol 
eingeführt. 

Def in i t ion 1.17 : 
Sei F = { p i , . . . , p m } C JR[i£.] \ {0}. Man schreibt p —>p g, wenn es ein 
Polynom q und ein pi £ F gibt mit 

P — 9 -f qpi mi^ lt[g) KT l{p) oder g = 0. 
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Für p —>F gi —>p g2 — > F • • • —*F 9 sshreibt man 

P *F 9' 

Gilt p — > F 0, so gibt es also eine Darstellung 

m 

p = 2_^ QiPi m^^ 't{QiPi) <T *HP) oder qi = 0 i = 1 , . . , , m. 
«=i 

Außerdem ist — > F leicht programmierbar. 

Sei H(pi,pj) — kgV(U(pi),lt)pj)) das kleinste gemeinsame Vielfache von 
lt(p)) und lt(pj). 

Der folgende Satz klärt, was für eine Gröbner-Basis gezeigt werden muß. 

Satz 1.18 (Möller [49] S. 184): Sei G = {pu,... ,pTO} C JRfai] \ {0} mit pt = 
ciilt(pi) -\- qi mit lt(qi) <T lt(p)) und Ü{ £ JR\ {0} und? sei ./4 = (pi.... ,pTO). 
Dann sind äquivalent: 

i.) Vp£ .4 <7?/£ p — > Q 0. 

n . ) G ist eine Gröbner-Basis bzgl. <T • 

iii.) Für alle (iy)) mit 1 < i < j < m gilt 

Q(Pt P.\ •— H(Pi'Pj)n _ HJPiiPj) * U 

Es ist auch üblich für die Definition von Gröbner-Basen Bedingung i.) oder 
iii.) zu verwenden. 

Die Polynome S(pi,pj) heißen S - P o l y n o m e . Die Indexpaare (i,)) heißen 
krit ische Paare , weil S(pi,pj) € A und 

it(S(pi,Pj)) <T ltp 7-7 Z~Pk) k = 2, j . 

aklt(pk) 

gilt und damit eine Darstellung 

^KPiiPj) = z—< QkP* m i ^ tt{qkPk) 5^T tt{&\PiiPj)) für k = 1 , . . , , m 
A ; = l 

nicht offensichtlich ist. 
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Der B u c h b e r g e r - A l g o r i t h m u s (siehe Möller [49]) berechnet aus einer ge
gebenen Basis F = { p i , . . . ,pm} eines Ideals A = ( p i , . . . , p m ) eine Gröbner-
Basis. Man geht aus von G = { p i , . . . ,pm} und der Menge D der kritischen 
Paare. Dann werden nach und nach alle S-Polynome soweit wie möglich re
duziert. Gilt 

S[pi,pj) —> G 0 V((, j ; G D, 

so hat man eine Gröbner-Basis gefunden. Ergibt sich für ein kritisches Paar 

wobei sich g nicht weiter reduzieren läßt, so nimmt man g = pm+i als weiteres 
Polynom in die Basis auf und erweitert die Menge der kritischen Paare D um 
(z, m + 1), i = 1 , . . . , m. Das wird solange wiederholt, bis man eine Gröbner-
Basis gefunden hat . 

Varianten dieses Algorithmus entfernen überflüssige Potynome aus der Basis 
und überprüfen Kriterien für kritische Paare (z, j ) , bei deren Erfülltsein 

b\PiiPj) *G U 

bekannt ist (siehe Gebauer und Möller [30] und Melenk, Möller und Neun 
[45]). 

Stat t mit IR als Koemzientenbereich kann man auch mit ganzen Zahlen oder 
mit parameterabhängigen Koeffizienten rechnen. Stat t des Reduktionsschrit
tes p — > G 9-, wählt man einen geeigneten Koeffizienten a und reduziert ap. 

Zur Lösung von nichtlinearen polynomialen Gleichungssystemen 

<?;(#) = 0, i; = 1,. . . , m 

kann der Buchberger-Algorithmus deshalb eingesetzt werden, weil die 
Lösungen des Gleichungssystems Nullstellen des Ideals A = (qi....) qm) sind. 
Wählt man die lexikographische Ordnung, ist die Gröbner-Basis in vielen 
Fällen eine Basis in oberer Dreiecksgestalt (ähnlich wie beim Gaußschen Al
gorithmus für lineare Gleichungssysteme): 

pN(XI<> • • . •> XN) = 0 

p2\xiix2) = 0 

P\(^i) = 0. 
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Gröbner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradberücksichti
gung haben den Vorteil, daß man an ihnen leicht die Hilbertfunktion und 
damit die Anzahl der Nullstellen ablesen kann. 

Der Buchberger-Algorithmus steht unter REDUCE Version 3.3 unter dem 
Befehl Groebner für die lexikographische Ordnung mit und ohne Grad
berücksichtigung zur Verfügung. Es kann u. a. mit parameterabhängigen 
Koeffizienten gerechnet werden. Die Ordnung der Variablen ist vorgebbar. 
Ein Faktorisierer kann zugeschaltet werden, der die Polynome auf Fak
toren untersucht. Dadurch wird die Bestimmung einer Gröbner-Basis von 
A = (pi,...<,pm) in kleinere Probleme zerlegt, was Groebner automatisch 
durchführt. Ist z.B. pi = Qi • Q2 bekannt, so gilt A = A\ PI A2 mit 
Ai = (Qi,P2-) • • • •Pm)?* — 1,2. Die Menge eer Nullstellln vvn A ist t i e Ver
einigung der Nullstellenmengen von A\ und A2- Dann ist es also sinvoll, 
Gröbner-Basen von A\ und A2 zu berechnen. 

Die Beispiele in den folgenden Kapiteln wurden in Reduce ([38], [58]) unter 
anderem mit Groebner gerechnet. Groebner wurde dazu benutzt , die Glei
chungen für die Parameter zu lösen und die gemeinsamen Nullstellen der 
<i-orthogonalen Polynome zu bestimmen. 

Gröbner-Basen bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradberücksich
tigung sind H-Basen (Möller [49] S. 184). Deshalb ist folgender Konstruk
tionsweg für Kubaturformeln möglich (Möller [49]): 

Sei G — { p i , . . . ,Pm} eine Menge von (/-orthogonalen Polynomen pi, die von 
Parametern abhängen und endlich viele gemeinsame Nullstellen haben. Man 
bilde 

bzgl. der lexikographischen Ordnung mit Gradberücksichtigung. Die Poly
nome qij seien nicht weiter reduzierbar. Da sie von den Parametern abhängen, 
ergeben sich aus der Forderung q^ = 0 V(z,j) Gleichungen für die Pa
rameter. Für jede Lösung dieser Parametergleichungen ist G eine H-Basis. 
Wenn die gemeinsamen Nullstellen reell und verschieden sind, ergibt sich 
nach Satz 1.10 eine Kubaturformel mit den Nullstellen als Knoten. Praktisch 
durchführbar ist dieser Weg nur, wenn wenige pt- von niedrigem Grad und 
wenige Parameter auftreten. 



Kapitel 2 

Überblick über die Theorie der 
linearen Darstellungen 

In späteren Kapiteln dieser Arbeit sollen Kubaturformeln für Integrations
gebiete konstruiert werden, die eine gewisse Symmetrie besitzen, also un
verändert unter einer Gruppe G von (affin) linearen Transformationen blei
ben. Die Wirkung dieser Symmetrie auf Polynomräume kann mit Hilfe li
nearer Darstellungen beschrieben werden. Dadurch kann die Theorie dieser 
Darstellungen bei der Konstruktion von symmetrischen Kubaturformeln mit 
Hilfe von Polynomidealen erfolgreich eingesetzt werden. 

In diesem Kapitel werden zunächst die wichtigsten Begriffe und Sätze aus der 
Theorie der linearen Darstellungen zusammengestellt und für die hier wich
tigen Gruppen genauer präzisiert. Eine ausführliche Einführung mit zahlrei
chen Anwendungen geben E. Stiefel und A. Fässler [67], während die Theorie 
in J.-P. Serre (Part I) [64] kurz und übersichtlich behandelt wird. 

2.1 Lineare Darstellungen 

Gegeben sei eine Gruppe G mit endlicher Ordnung g und ein (C-Vektorraum 
V der Dimension n. Eine l ineare Dars te l lung von G auf V ist eine Abbil
dung p : G — • GL(V) mit der Eigenschaft 

p{s •t) = p(s) • •[t) 

für alle s,t G G (Serre S. 3 [64]). Dabei ist GL(V) die Gruppe der Isomor
phismen R : V — • V. V heißt Dars te l lungsraum und n die D i m e n s i o n 
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von p (Stiefel/Fässler S. 16 [67]). In späteren Kapiteln dieser Arbeit ist der 
Darstellungsraum meistens ein Polynomraum. 

Das einfachste Beispiel einer linearen Darstellung ist 

p : G —> GL(V), p(i) = id Vt € G, mit dim(V) = 1, 

die E insdars te l lung (Stiefel/Fässler S. 16 [67] ) oder tr iv ia le Dars te l lung 
(Serre S. 4 [64]) genannt wird. 

Da der Darstellungsraum V endlichdimensional ist, können die linearen 
Transformationen p(t) bzgl. einer Basis als Matrizen D()) E C n ' n ,£ £ G 
angegeben werden. 

Es ist üblich, gewisse Darstellungen miteinander zu identifizieren. Zwei li
neare Darstellungen $ : G — • GL(U) und p : G —> GL(V) heißen 
äquivalent (Stiefel/Fässler S. 20 [67]) bzw. i somorph (Serre S. 4 [64]), 
wenn es einen Isomorphismus r : U —> V gibt mit der Eigenschaft: 

r o $(t) = p(t) o r Vt £ G. 

Dann werden die Vektoren in V und U sozusagen gleich transformiert. 

Ein Teilraum W < V heißt G-invariant (bzgl. p), wenn p(t){W) C W für 
alle t G G gilt. Dann ist die Einschränkung 

, : G —> GL[W), p (t) = p{t)\w Vi G G 

der gegebenen linearen Darstellung p eine Te i ldarste l lung (Serre S. 5 [64]). 

Satz 2.1 (Serre [64] S. 6) : Ist p : G — • GL(V) eine lineare Darstellung 
und p : G —•• GL(W) eine Teildarstellung, so gibt es ein G-invariantes 
direkess Komplement W zu W in V und eine Teildarstellung p : G — • 
GL(W)) von p. 

Man schreibt p = p -\- p 

Beispie l 2.2 : Sei G eine Gruppe von affin linearen Transformatienen des 
1R ; die ein Integrationsgebiet 17 C 1R invariatt lassen. Durch p : G — • 
GL(JPd ), p(t)(p(x)) := p(t(x_))tt £ G ergibt sich dann eine lineare Darstel
lung auf dem Raum der Polynome vom Grad < d in N Variablen. Eine 
Teildarstellung ergibt sich z.B. auf dem Raum der G-inaarianten Polynome 
(p(t(x)) = p(x), tt £ G). Das ist eine mehrfache Summe der Einsdarstellung. 
Über diese G-invarianten Polynome ergeben sich weitere Aussagnn durch die 
Invariantentheorie (siehe Paragraph 4-1)• 

Ausführlichere Beispiele findet man in Paragraph 3.1. 
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2.2 Irreduzible Darstellungen, kanonische 
Zerlegung 

Eine Hauptaussage der linearen Darstellungstheorie betrifft die Zerlegbarkeit 
einer Darstellung in Teildarstellungen. Dazu folgende Definition. 

Defini t ion 2.3 (Serre S. 7 [64]) • Eine lineare Darseellung p : G — • 
GL(V), die keine echten Teildarstellungen hat, wenn also V außer {0} und 
V selbst keine G-invarianten Teilräume besitzt, heißt i rreduzibel . 

Für eine endliche Gruppe G gibt es bis auf Isomorphic nur wenige irredu
zible Darstellungen (Stiefel/Fässler S. 26 [67]). Diese sind für die wichtigsten 
Gruppen bekannt (z.B. Serre S. 35-43 [64]). In Paragraph 2.6 werden sie für 
Gruppen, die bei der Konstruktion von Kubaturformeln auftreten, aufgeli
stet. 

Aus Satz 2.1 folgt: 

S a t z 2.4 (Serre S. 7 [64])-' Jede lineare Darseellung einer endlichnn Gruppe 
G auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V ist die direkte Summe von 
irreduziblen Darstellungen. 

Sei p : G — • GL(V) eine lineare Darstellung. Die Gruppe G habe die 
paarweise inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen 

p{ :G —> GL[Wi) iI = 1 , . . . , h 

mit Dimension nt- € IN. 

Nach Satz 2.4 gibt es eine Zerlegung von p : 

h ci 

— \^ V^ i 

r h j { j ' J ' 

h ci 

i=l 3=1 

wobei die irreduziblen Darstellungen 

pj - Cr > GL[Vj ), j = l , . . , c-,, C{ e IN U {0} 
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äquivalent zu pl : G — • GL{Wi) sind. Diese Zerlegung ist im allgemeinen 
nicht eindeutig. Aber unabhängig von der gewählten Zerlegung in irreduzible 
Darstellungen erhält man folgende kanonische Zerlegung, die eindeutig ist 
(Serre S. 21 [64] ): 

h Ci 

i = i j=i 

Die Räume Vi der Dimension nt-ct- heißen K o n g l o m e r a t e (Stiefel/Fässler 
[67] S. 40) und die Anzahlen ct äquivalenter, irreduzibler Darstellungen Vie l 
f a c h h e i t e n (Stiefel/Fässler [67] S. 39). Man sagt, die Elemente von Vi haben 
die Symmetrie der Darstellung p%. 

Die lineare Darstellung p hat also die vol le A u s r e d u k t i o n (Stiefel/Fässler 
[67] S. 39) 

p = C1p -+- . . . -f- Chp . 

2.3 Charakter einer linearen Darstellung 

In den Anwendungen sind häufig für eine gegebene lineare Darstellung p die 
Vielfachheiten ct und die Konglomerate Vi und deren weitere Zerlegung in 
irreduzible Teilräume V- zu berechnen. Für die ersten beiden Aufgaben hat 
der folgende Begriff eine zentrale Bedeutung. 

Defini t ion 2.5 ; Sei p : G — • GL(V) eine lineare Darseellung mit Darstel
lungsmatrizen D(t),t 6 G. Die Abbildung 

X ' G —>• C , x ( 0 )) Spur(D(t)) 

heißt der zu p gehörige Charakter (Serre [64] S. 10). 

Da die Spur unabhängig von der gewählten Basis ist, ist der Charakter un
abhängig von dem gewählten Satz an Darstellungsmatrizen. Zwei Darstellun
gen einer endlichen Gruppe sind genau dann äquivalent, wenn sie denselben 
Charakter haben (Serre [64] S. 16). 

Sind p : G — • GL(V) und $ : G — • GL(W) zwei lineare Darstellungen 
mit zugehörigen Charakteren x und ift , so oat ^id Darsrellung g-\- + f : — • 
GL(V e VF), {p -\- "d)(t)(v -r w) := p(t){v) + "t(t)(w) den Charakter X -f~ i/> 
(Serre [64] S. 11). 
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Zwei Gruppenelemente r,s 6 G heißen zueinander ähnl ich, wenn t G G 
existiert mit r = t • s • t~l (Serre [64] S. 19). 

Durch diese Äquivalenzrelation zerfällt die Gruppe in A h n l i c h k e i t s k l a s s e n . 
Charaktere haben auf Ahnlichkeitsklassen den gleichen Wert (x( 5 ) = 

X(t3t-1)). 

Allgemein heißen Funktionen / : G — • C, die diese Eigenschaft haben, 
Klassenfunkt ionen (Serre [64] S. 18). Auf dem Raum der Klassenfunktio
nen kann ein Skalarprodukt folgendermaßen eingeführt werden: 

( / i , / 2 ) = - E_j ii{t) • J2)t) (Serre [64] S. 15). 

Seien p% : G — • GL(Wi), i = 1 , . . . , h die paarweise inäquivalenten, irredu-

ziblen Darstellungen von G und x\l'• = 1? • • • •> > hid zugehörigen nharakterer 

Satz 2.6 (Serre S. 19 [64])- Die Charaktere x%* = 1, • • •, /i der irreduziblen 
Darseellungen bilden eine Orthonormalbasss des Raumss der Klassenfunktio
nen. 

Damit ist die Anzahl h der inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen gleich 
der Anzahl der Äquivalenzklassen. 

Hat p die volle Ausreduktion 

p = C\pl + c2p
2 + • • • + ChPhi 

so gilt für den zugehörigen Charakter 

X = clX "1" c2X ~T" • ' • "I" chX • 

Am Charakter kann man also die volle Ausreduktion ablesen. Die Vielfach
heiten C{ lassen ssch mii dem folgenden Satz einfach bereehnen. 

Satz 2.7 (Stiefel/Fässler S. 140 [67]): 

ci = (x,Xi) = -T,x(t)W), i = l,...,h. 

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen werden für einige Gruppen in 
Paragraph 2.6 angegeben. 
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2.4 Konkrete Berechnung der Konglome
rate 

Eine der Hauptaufgaben ist die Berechnung der Konglomerate V{. Das ist 
mit Hilfe von Projektionen möglich. 

S a t z 2.8 (Stiefel/Fässler [67] S. 143): Sei p : G —> GL(V) eine lineare 
Darseellung einer endlichen Gruppe G der Ordnung.. Sei p — c\p \ • • "\-c-hp  
die volle Ausreduktion, seien x% die zu p\ii = l , . . . / /& gehörignn Charaktere 
und sei V = Vi -f • • • + Vh die Zerlegung in die Konglomerate Vi, die die 
Dimension CiUi haben. Dann sind durch 

ui '" ib. £ x1'W/̂ M» f = i , . . . , Ä, 
9 tea 

Projektionen von V auf 9i gegeben. 

Benötigt man außer dem Konglomerat Vi auch alle weitergehenden Zerle
gungen in G-invariante Teilräume, so muß nur für den Fall n t > 2 eine 
spezielle Basis von Vi berechnet werden. Für rii = 1 ist jede Linearkombina
tion von vj eine Basis eines G-invarianten, eindimensionalen Raumes, wenn 
vljj = 1 , . . . , a eine Basis von Vi bezeichnet. Man beachte, daß nur bei der 
trivialen Darstellung die Vektoren vj selbst unverändert bleiben. 

Für eine irreduzible Darstellung p% : G — • GL{Wi) der Dimension nt- > 1 
wird für die weitere Zerlegung des Konglomerats Vi in ^-invariante Teilräume 
ein Satz von Darstellungsmatrizen D(t,, t G G (zugehörig zu p%) benötigt. Für 
wichtige Gruppen liegen Darstellungsmatrizen der irreduziblen Darstellungen 
vor ( siehe Serre [64] S. 35-38, Stiefel/Fässler [67] S. 118f). 

Eine s y m m e t r i e g e r e c h t e Bas is (Stiefel/Fässler [67] S. 43) des Konglome
rates Vi der Dimension rztCj zugehörig zur irreduziblen Darstellung /?*, ist eine 
Basis 

v\ v\ v\ . . . v\. 

v\ v\ V3 

Vi v>i v3> ... v%. 

file:///-c-hp
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mit der Eigenschaft, daß jede Zeile k einen G-invarianten Raum aufspannt, 
der bzgl. der Basis vf,...,uj. nach den Matrizen D(t),t E G transformiert 
wird. Die lineare Darstellung 

Ci p p% : G — • GL(Vi), Cipl(i) := p\Vi{t) 

hat also bzgl. der Basis v\, v\..,., v\ , v%..,., v%. die Darstellunggmattrzen 

/ rii 

|D(t) | 0 

D(t) } rii 

V 0 D(t) 1 

Ci Kästchen 

Diese symmetriegerechte Basis kann ebenfalls mittels Projektionen berechnet 
werden (Serre [64] S. 23f, Stiefel/Fässler [67] S. 100-111). Sei 

rii ftk,i '— /_^ rl,k\t jPV'Ji K,/ = 1, . . , , rii, 
9 teo 

(2.1) 

wobei die Darstellungsmatrizen durch D{i) = (rkti()))k,i=i,...,m, t E G gege
ben sind. Die symmetriegerechte Basis wird spaltenweise zusammengefaßt: 

Viti := span(uj , v\, u 1 . . , . , t^ ' ) , • • •, K>< := span(i?n., ?n . , i ? n , , . . . , <%.). 

Satz 2.9 (Serre 5. 23 [64]): 

i-) Kk,k ist eine Projektion von V auf Vi^ für k — 1 , . . . , rii. 
Es gilt 

n, 
n i = ^2 *,,k. 

fc=i 

ii.) TTkj ist eine Abbildung von V aufVitk- f̂c./iv; , ist ein Isomorphismus von 
Vij auf Vi^k • 

Um eine symmetriegerechte Basis von Vi zu finden, kann man also folgen
dermaßen vorgehen (Stiefel/Fässler [67] S. 108f). Man ermittelt mit Hilfe 
von T^1 eine Basis uj,vj,... , i^* von K",i- Durch 7^,1 erhält man dann 

V2 -= 7r2,l(Vj), j = 1, . . . , C;. 
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Analog ergibt sich 

vj := fti,i{vi), Z = 3 , , . . r rii, j = 1 1 . . . . c,-. 

Für jede andere Wahl einer Basis von V^\ ergibt sich eine andere exp l i z i t e 
Zerlegung des Konglomerates Vi in G-invariante Räume der Dimension n^. 
Das sind alle Möglichkeiten, da sich ein n t-dimensionaler, G-invarianter Un
terraum von Vi bzgl. einer geeignet gewählten Basis sich nach den Matrizen 
D(t),t E G transformiert. 

2.5 Kronecker-Produkte von linearen Dar
stellungen 

Bei der Konstruktion von Kubaturformeln treten lineare Darstellungen p : 
G — • GL(V) auf, wobei die Elemente von V Polynome sind. Bei der bisher 
in diesem Kapitel zusammengefaßten Theorie wird nur die Vektorraumstruk
tur von V benutzt . Bei der Multiplikation hingegen wirkt die Symmetrie 
ähnlich wie das Kronecker-Produkt. Dieser entscheidende Sachverhalt wird 
in Paragraph 3.3 untersucht. 

Seien p : G — • GL{V),"d : G — • GL(W) zwei lineare Darstellungen und 
sei i ? i . . , . , vn eine Basis von V bzw. w\,..., wm eine Basis von W. Das Ten
sorprodukt V x W hat dann die Basis V- ® Wj, i: = 1 , . . . , n, j' = 1 , . . . , m. 

Defini t ion 2.10 (Serre [64] S. 8) : Das Kronecker -Produkt oder Ten
sorprodutt p x i? : G — • GL(V x W) ist durch die Isomorphhsmen 

(p x $)(*) :V xW —> V xW, (p x i?)(^)(t; ® I Ü ) = p(t)(v) ® i?(£)(tu) 

defineert. 

Sind x u n d V' die zu p und ^ gehörenden Charaktere, so hat p x d den 
Charakter x • V* (Serre [64] S. 11). 

In Paragraph 2.6 werden für einige Gruppen Tabellen angegeben, die die Cha
raktere von Kronecker-Produkten von irreduziblen Darstellungen enthalten. 

Auf dem Darstellungsraum V ist häufig ein Skalarprodukt gegeben. Im Fall 
des Polynomraums der Anwendung in dieser Arbeit ist das Skalarprodukt 
durch ein Integral gegeben. 
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Ist das Skalarprodukt bzgl. p : G — • GL(V) G - i n v a r i a n t , d.h. 

(p(t)(v), p(t)[w)) = (v,w), \/v,w e V, Vt G C 

und wählt man die Darstellungsmatrizen -D(£) bzgl. einer orthonormalen Ba
sis, so sind die Matrizen unitär (Serre [64] S. 6). Man spricht von einer 
u n i t ä r e n D a r s t e l l u n g . 

S a t z 2 .11 (Stiefel/Fässler [67] S. 110): Bei einer unitären Darseellung p : 
G —> GL(V) sind in der kanonischen Zerlegung V = V\ + • • • -+- Vh die 
Konglomerate Vi paarweise zueinander orthogonal. 

2.6 Irreduzible Darstellungen und Charak
tere von .03,^03,1)4,54 

Die Diedergruppe D3 = {id, r, r2 , s, sr , sr2} läßt sich als Drehungen und Spie
gelungen eines gleichseitigen Dreiecks realisieren. Sie hat 2 eindimensionale, 
irreduzible Darstellungen TD} und $2 m t den zugehörigen Charakteren ipi und 
•02 (Tabelle 2.1). 

Die drit te und letzte irreduzible Darstellung $\ ist zweidimensional und hat 
die Darstellungsmatrizen 

( uk 0 \ ( 0 iü~k \ 
Dir = — \ \ •> D(sr ) = I , A; = 0 , 1 , 2 , 

\ 0 ü / \Lük 0 J 

wobei LÜ = e~3~ gilt (Serre [64] S.37f). Der zugehörige Charakter ist 

X[r ) = 2 cos ——-, X\sr ) = 0, k = 0 ,1 ,2 . 

Die kanonische Zerlegung eines Kronecker-Produktes zweier irreduzibler Dar
stellungen läßt sich aus Tabelle 2.1 ablesen. Das Tensorprodukt d\ x d\ mit 
Charakter x • X = ^1 + ^2 + X n a t Z-B- die volle Ausreduktion $} -f $2 + ^ i -

Die Untergruppe Ro3 = {id, r, r 2 } von Z)3 hat nur 3 eindimensionale, irredu-
•1_1 T̂ v 11 / • l. r p 1 n r» r» \ i 2 ü l . , , 

zible Darstellungen (siehe labelle 2.2), wobei UJ = e 3 giltt 
Die Diedergruppe D4 = {idrr,r2,r3,srsr,sr2,sr3} hat vier eindimensionale, 
irreduzible Darstellungen 1̂ 1,1̂ 2, ^ 3 , ^4 mit den Charakteren 1^1,1^2-, ^3? V^ a u s 

Tabelle 2.3 (Serre [64] S. 37). 
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01 02 X 

01 0i 02 X 

i>2 02 01 X 

X 1 *• X 01 + 02 + X 

rk srk 

01 

02 

1 

1 

1 

-1 

Tabelle 2.1: zwei Charaktere und Charakterprodukte von D3 

01 02 03 

"01 r^r 02 03 

02 02 03 •01 

03 03 01 02 

id r r2 

01 1 1 1 

02 1 u; OJ 

03 1 u;2 u; 

Tabelle 2.2: Charaktere und Charakterprodukte von R03 

rk srh 

01 1 1 

02 1 - 1 

03 
( — - * • / ( -U 

04 
| ( * • ) 

Tabelle 2.3: vier Charaktere von D4 
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Außerdem gibt es eine zweidimensionale Darstellung $\ mit Charakter \ u n d 
den Darstellungsmatrizen 

7~)l r i — 
U\l ) — 

( u ,* 0 \ . 
\ , Lf[sr ) = 

( 0 LO \ 

\ 0 LÜ ) \ ÜJ 0 j 

Dabei ist UJ = e~^ und der zugehörige Charakter ist durch 

, k = 0, 1, 2, 3. 

gegeben. 

X(r ) = 2 c( cos 
2irfc 

Xssr ) = 0, cc = 0 , l , 2 , 3 

[ V>i 02 03 04 X 

01 •01 02 03 04 X 

•02 02 01 04 03 X 

03 03 04 01 02 X 

04 04 03 02 01 X 

1_ X X X X 01 + 02 + 03 + 04 

Tabelle 2.4: Charakterprodukte für D4 

Die symmetrische Gruppe 5*4 aller Permutat ionen von a,b,c,d läßt sich durch 
alle eigentlichen und uneigentlichen Bewegungen eines regelmäßigen Tetra
eders realisieren. Sie hat die Ordnung 24. 

Es gibt zwei eindimensionale, irreduzible Darstellungen, die triviale Darstel
lung $\ und die a l ternierende Darstellung d\ (Stiefel/Fässler [67] S. 26). 
Die Darstellungsmatrizen der zweidimensionalen Darstellung $\ und der drei
dimensionalen Darstellung °d\ finden sich in Stiefel/Fässler [67] S. 118-119. 

Außerdem gibt es eine zweite dreidimensionale Darstellung d\ = $ j x .\. Die 
zugehörigen Charaktere (Tabelle 2.5) wurden Serre [64] S. 43 entnommen. 

Da einem Würfel ein regelmäßiger Tetraeder so eingeschrieben werden kann, 
daß die Ecken des Tetraeders auch Ecken des Würfels sind, ist die Symme
triegruppe des Würfels isomorph zu Z2 X S4 (für Z2 siehe Definition 3.4). Die 
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id (ab) (ab)(cd) (abc) (abcd) 

Xo 1 1 1 1 1 

e 1 - 1 1 1 - 1 

0 2 0 2 - 1 0 

xp 3 1 - 1 0 - 1 

£Xp 3 - 1 - 1 0 1 

Tabelle 2.5: Charaktere von S4 

Xo £ 9 xp £Xp 

Xo Xo £ 9 xP £Xp 

£ £ Xo 9 £Xp xP 

9 9 9 9 + £ + Xo Xp -\- £Xp Xp -\- £Xp 

*l> V> £Xp Xp -f £1p Xo + 0 + Xp + £Xp £ + 9 + Xp -\- £Xp 

£Xp £Xp Xp Xp -f £1p £ + 9 + Xp + £Xp Xo + 0 + xp + £xp 

Tabelle 2.6: Charakterprodukte für »$4 

Transformationen id X t,t (E S4 lassen den Würfel und den Tetraeder invari
ant, während r2 x id, r2 6 Z2 die Punktspiegelung am Schwerpunkt bedeutet, 
die den Würfel aber nicht den Tetraeder invariant läßt. Die 10 irreduziblen 
Darstellungen von Z2 x S4 ergeben sich aus denen von S4. 

.. 

2.7 Übertragung auf reelle lineare .Darstel
lungen 

In Stiefel und Fässler [67] und Serre [64] wird die lineare Darstellungstheorie 
nur für komplexe lineare Darstellungen behandelt. Überlicherweise interessie-
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ren aber lineare Darstellungen p : G —•• GL(V) mit reellen Isomorphismen 
auf dem IR-Vektorraum V, die sich auf natürliche Weise als komplexe Darstel
lung betrachten läßt. Wie sich die Theorie auf diesen reellen Fall übertragen 
läßt, hängt von der Gruppe G ab. 

1. Fall : Alle inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen p% von G sind 
reell, d.h. die zugehörigen Charaktere \% sind reellwertig und die Sätze an 
Darstellungsmatrizen Dl(tt,t 6 G sind reell wählbar. 

Gruppen, die diese Eigenschaft haben, sind zum Beispiel D$, D4, S4. Für 
diesen Fall kann man die komplexe Theorie einfach übernehmen. 

Die Projektionen IP, , 1 " ^ und die Abbildungen irkj sind reell, weil die Cha
raktere und Darstellungsmatrizen reell sind. Die reellen Bilder von II1 sind 
die Konglomerate in der reellen kanonischen Zerlegung 

h 

Eine symmetriegerechte Basis, die bzgl. der reellen Darstellungsmatrizen 
transformiert wird, besteht aus Vektoren des IR-Vektorraums V, da sie Bilder 
der reellen Abbildungen TTk,i sind. 

Für einen IR-Vektorraum W mit der Basis wi,... ,wm erhält man einen C-
Vektorraum VKC, der von IÜI, . , . , wm aufgespannt wird, wenn die Multipli
kation mit komplexen Zahlen zugelassen wird. In diesem Sinne gibt die obige 
reelle kanonische Zerlegung 

v = Vi © • • • • Vh 

auch die Zerlegung von V als C-Vektorraum wieder. 

2. Fall : Die inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen sind entweder re
ell oder haben einen zugehörigen Charakter, der nicht reellwertig ist. Ein 
Beispiel ist Ro3. 

Sei p? : G —> GL(W)) eine irreduzible Darstellung von G mit zugehörigem 
Charakter x3 •> der nicht reellwertig ist (x*7^) ^ D^ für mindestens ein t £ G)) 
Dann ist 

^ : G — • GL(Wji) p (t) = =j(t~1) 

auch eine irreduzible Darstellung. Da für den zugehörigen Charakter \ l nach 
Serre [64] S. 10 

X t)) = x3(*-x) = XJW> t e G 
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gilt, sind />J und p nicht äquivalent, denn äquivalente Darstellungen haben 
den gleichen Charakter. 

Faßt man die reelle lineare Darstellung p : G —> GL(V) mit zugehörigem 
Charakter x komplex auf, so treten in der vollen Ausreduktion 

h 

P = Z^ Cip 

die irreduziblen Darstellungen p% und p mit gleicher Vielfachheit 

Cj = (Xi X ) = {X-> X ) = ci 

auf (Satz 2.7). 

In der komplexen kanonischen Zerlegung 

V = Vi © • • • © Vh 

haben die Konglomerate Vj und Vi die gleiche Dimension CjUj = c/nj. Es gilt 
sogar Vj = Vi, weil die Projektionen konjugiert komplex zueinander sind: 

nj; = — 5Z xj(t)p(t) = — E) xl(t)p(t) = n'. 
y teG y teG 

Meistens ist man aber an reellen, G-invarianten Unterräumen des 1R-
Vektorraums V interessiert. 

Da für v G Vj auch v 6 VJ gilt, gibt es einen 1R-Vektorraum Vji mit 

V® —Vj-\-Vi. 

Bei einer reellen Zerlegung von V t r i t t Vji auf, wobei die zugehörige Teildar
stellung den reellen Charakter Cj(xJ+X ) besitzt. Wegen IT-7 = TL1 und Vj _L Vi 
für ein G-invariantes Skalarprodukt (siehe Satz 2.11) ist 

iF + n' 

eine reelle Projektion auf Vji und 

z'(IF - II') 

eine reelle Abbildung mit Bild Vji. 

3 . Fall : Es gibt eine irreduzible Darstellung mit reellwertigem Charakter, 
aber nicht alle Darstellungsmatrizen sind gleichzeitig reell wählbar. Gruppen 
mit dieser Eigenschaft treten in dieser Arbeit nicht auf. 



Kapitel 3 

G-invariante Kubaturformeln 
und lineare Darstellungen 

In diesem Kapitel wird der Konstruktionsweg mit gemeinsamen Nullstellen 
von hinreichend orthogonalen Polynomen aus Kapitel 1 mit der Theorie der 
linearen Darstellungen aus Kapitel 2 zur Konstruktion von G-invarianten 
Kubaturformeln verbunden. Nach einigen Beispielen für lineare Darstellun
gen auf Polynomräumen wird geklärt, welche G-invarianten Ansätze für die 
c?-orthogonalen Polynome möglich sind. Danach wird die Struktur der Sym
metrie auf dem Ideal betrachtet und daraus ein Konstruktionsprinzip für 
G-invariante Kubaturformeln abgeleitet. 

3.1 Beispiele für lineare Darstellungen auf 
Polynomräumen 

Die Diedergruppe D4 := {id,r,r ,r• ,sr,r,sr ,sr• } ist die Gruppe der Dre-
hungen und Spiegelungen des JK , die das (Quadrat G2 unverändert lassen. 

r ] lix —» 1K , (x, )) —> -y,z )) 

ist die Drehung um 7r/2 und 

5 : ]R2 y ip^2 (x y\ ), _—x y) 
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die Spiegelung an der y-Achse. Die anderen linearen Abbildungen ergeben 
sich aus diesen beiden, da s und r die Gruppe Z)4 erzeugen. C<ist t lso o4-
invariant. Damit ist auch das Integral 

/[f))= / / f(x,y)dxdy. 

Z^-invariant. Daraus ergibt sich eine lineare Darstellung auf dem Polynom
ring IR[x,?/]. 

Be i sp ie l 3.1 : Wir bezeichnen mit 

p : D4 — • GL(JR[x, y]) die durch 

p(r) : lR[x,y]—>J IR[;c,t/], p{x,y)—* p(—y)x) •> 

p(s) : JR[x,y]—>IR[a:,y], p(x,y)—> p(—x,y) 

definierte lineare Darstellung. Da r und s D4 erzeugen, ist durch p(r) und 
p(s) bereits eine lineare Darstellung festgelegt. 

In Kapitel 2 werden nur lineare Darstellungen auf endlichdimensionalen Vek
torräumen betrachtet . Aber p ist auf dem Ring IR[:r,7/] definiert. Da die 
Teildarstellungen p k tur beliebiges k G IN auf endlichdimensionalen Vek-
torräumen definiert sind, lassen sich alle Resultate darauf übertragen. In 
Paragraph 2.7 wird ausgeführt, daß es für diese Gruppe keinen Unterschied 
macht, ob die lineare Darstellung auf einem komplexen oder reellen Vektor
raum definiert ist. 

p zerfällt in irreduzible Darstellungen. Beispiele für irreduzible Teildarstel
lungen sind 

p1 : D4 — • GL(span(z2 + y2)), 

p2 : D4 — • GL(spa,n(xyx22 - yy))), 

p3 :D4 —> GZ(span(z2 - y2)), 

p4 : D4 —> GL(spa,n(xy)), 

p5 : D4 — • GL(spa,n(xx y)), 

wobei die linearen Abbildungen pl(t),i = l , . . . , 5 , t G D4 jeweils Ein-
1 " 1 / i \ • 1 l • J 1 m ' l j i. 11 „ „ A l l K \ /" 1 

scnrankungen von p[t) sind. p sind also leildarstellungen von p. Alle o Vek-
j_ " 1 T\ J. 1_ J T J 1 2 1 2 • i. 7~i i. ' 

torraume sind 1/4-mvanant, aber nur das Polynom x -\-y ist ^ - i n v a r i a n t im 
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Sinne der Definition aus Paragraph 1.1, weil p1 die triviale Darstellung ist. 
Für PA{X-,)) := XV ist span(p4) ^ - i n v a r i a n t , aber nicht p4 selbst. Es gilt z.B. 
p4(s)(p4) — —p4. Die zugehörigen Charaktere ^ i , "02, ̂ 3? ^4 zu p1 ,^2> P3'•> ) 4 

entnimmt man Tabelle 2.3, sowie den Charakter x zugehörig zu p5 aus Ab
schnitt 2.6. 

Da px,p2,p3,p4 eindimensionale Darstellungen sind, haben die Charaktere 
folgende Bedeutung: 

pi{t){p) = ipi(t) • p , ' = i , . . , ,4 , Vt E D4. 

Sei W := span((rc2 -f y2){x2 — V2))- Dann ist die Teiidarstellung pw : D4 —> 
GL(W) von p äquivalent zu p3. Die äquivalenten, irreduziblen Darstellungen 
werden in der vollen Ausreduktion zusammengefaßt. Die volle Ausreduktion 
z.B. von 

p i : Z)4 —• GLJW)) ist 

p** = 4: • p1 -\- l • p2 + 2 2 •3 + + 2 p4 ^ + • p5. 

Für den zugehörigen Charakter x° von pWi gilt also 

X = 4 • ?/>i + 1 • V>2 + 2 2 • ^ 3 + • i•V + 3 • 3• 

Die kanonische Zerlegung ist dann 

IP4 = Vi + ^2 + ^3 + V4 + ^5 mit 

Vi = s p a n ( l , z 2 + ^ , x y,(:x + y )2) , 

V2 = span(a:?/(x - y )), 

V3 = span(x2 — y2, (x2 — 22)(x2 + y2))-, 

V4 = spa,n(xyxxy2x2 + y2)), 

V5 = sp&n(x,&,x3,y3,x2y,xy2). 

Es gilt 
5 

]TdimVi = 4 + 1 + 2 + 2 + 6 = 15 = dimlP^ 
t= i 

Diese Konglomerate V{,i = 1 , . . . , 5 berechnet man leicht mit Hilfe der Pro
jektionen aus Satz 2.8 und die Vielfachheiten der irreduziblen Darstellungen 
mit Satz 2.7. Zum Beispiel ist II5 , definiert durch 

q := II (p) = — 22 x(t)p{t){p) = Q(^P(^)(P) - ^p{r2){p)), 
8 teD, 8 
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die Projektion auf das Konglomerat V5. 

Betrachtet man die volle Ausreduktion und kanonische Zerlegung für IP& mit 
k > 4, so erhöhen sich die Vielfachheiten in der vollen Ausreduktion und 
auch die Konglomerate sind entsprechend größer. 

Das Integrationsgebiet T2, das Dreieck, hat die Symmetrie der Diedergruppe 
D3 := {idrr,r2,,s,sr,sr2}, wobei die affin linearen Abbildungen 

r I IR — • ]R , (#,y) — • (y,l — x — y) 

s ] IR —> IR , (xy)) —> {y,x) 

die Gruppe erzeugen. Unter D3 sind das Dreieck T2 und das Integral 

/(/) = f(%,y)dxdy 

invariant. Auch auf dem Polynomraum ergibt sich wie für D4 eine lineare 
Darstellung: 

Be i sp ie l 3.2 ; Durch p : D3 — • GL(\R[x,y]) ist mit 

p(r) : IR[x, y] —> IR[x,y], p(xyy) — • p{y, 1 - x - y), 

p(s) : lR\x,y> — • IR[x,y], p{x,y) • > p(y,x) 

eine lineare Darseellung definiert, wobei sich alle p(t) aus p(r)pp)s) ergeben. 

Nach Abschnitt 2.6 hat D3 als inäquivalente, irreduzible Darstellungen zwei 
eindimensionale Darstellungen und eine zweidimensionale Darstellung. Dort 
werden auch die zugehörigen Charaktere ^15^2 und \ angegeben. 

Für die kanonische Zerlegung IP3 = Vi -+- V2 + V3 gilt 

span(lq q(x, y)l xy{\ — x — y)) = Vi, 

span((a; - y)(l - 2x - y)(l - x - 2y)) = V2, 

sp&n(:r , y , (x )<?()? y)-> {y )Q{XI y)) C V3, 

wobei q(x, y) := x2 + y2 + (1 — x — y)2 giltt 

Das Integrationsgebiet T3 ist invariant unter einer Gruppe von affin linearen 
Transformationen, die isomorph zu 64, der Gruppe der Permutationen von 4 
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Elementen, ist. Eine Permutat ion der Elemente a,b,c,d entspricht der analo
gen Permutat ion der baryzentrischen Koordinaten x,y,z,l — x — y — z zzww 
der Permutat ion der Ecken des Tetraeders, (et, 6) entspricht der Abbildung 

H 3 — I IR3, (x,y,z(—> (y,x,z) 

und (a,d) entspricht der Abbildung 

IR3 — • IR3, (x,y, z) — • ({ — x - y - z, y, z). 

Bei sp i e l 3 .3 ; Durch 

p S S4 —> GL(lR[x,y, z]), 

p(t) :JR[x,yz]] —y JR[x,y,z,, p{x,y, z) —> p(t{x, V-,z)) 

ist eine lineare Darstellung gegeben. 

Die paarweise inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen von S4 sind 2 ein
dimensionale und eine zweidimensionale sowie 2 dreidimensionale Darstel
lungen (siehe Paragraph 2.6) mit den zugehörigen Charakteren xo-, e, 0, ?/s ^ 
aus Tabelle 2.5. 

Die Diedergruppen D3 und Z)4 haben Untergruppen, die hier auch betrachtet 
werden sollen. 

Die zyklische Gruppe R03 := {id, r, r2} C D3 beschreibt eine Untersymmetrie 
von T2. Nach Abschnitt 2.6 gibt es 3 inäquivalente, irreduzible Darstellungen. 
Schränkt man die lineare Darstellung p : D 3 —> GL(JPk) aus Beispiel 3.2, 
die man jetzt komplex auffaßt, auf Ro3 ein, so gibt es also 3 Konglomerate 
W®, W®, W® C C[#,y] , zugehörig zu den irreduziblen Darstellungen von 
Ro3. Seien V^c, V^c, V® C C[:r, y] die Konglomerate zugehörig zu D3, SO gilt 

•^? = M + V2 unc^ W? + H/3 = V3 . 

Welche reellen, i?o3-invarianten Unterräume von P& existieren, wird in Ab
schnitt 2.7 im 2. Fall beschrieben. 

Defini t ion 3.4 ; Einige Untergruppen der Diedergruppe D4 seien durch 

Sya := {id, r 2 , s , s r 2 } 

Syd := \ia,r ,sr,sr} 
D f * J 2 3T 

H04 : = \ia,r,r ,r \ 

Z2 := { id ,r 2 } . 
bezeichnet. Die Untergruppe von S4, die alle geraden Permutationen der 
baryzentrischen Koordinaten enthält, wird mit A4 bezeichnet. 
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Für die Untergruppen Sya, Syd, Ro4 von D4 und A4 von S4 bzw. die Ein
schränkungen der Darstellungen p : D4 —> GL(lR[x, y]) aus Beispiel 3.1 und 
p : S4 — • GL(]R[x, y,z]) aus Beispiel 3.3 und die Konglomerate dazu gelten 
ähnliche Beziehungen wie für die Konglomerate von Ro3 und D3. Das hat 
Folgen, auf die in Paragraph 4.2 eingegangen wird. 

Die lineare Darstellung 

p : Z2 —> GL(JPk) mit 

p(r ) :JPk —*• IPfc, p(x,y) —> p(~xi -y) 

hat die kanonische Zerlegung 

IPfc = Wi © W2, 

wobei W\ von allen geraden Monomen und W2 von allen ungeraden Monomen 
aufgespannt wird. 

Der Würfel C3 ist invariant unter einer Gruppe mit Ordnung 48, die isomorph 
ist zu Z2 x S4. Dabei entspricht r2 x id der Punktspiegelung 

und id x (a, 6) der Spiegelung 

IR3 —> IR3, (x, y, 2) — • (y, z, 2). 

Dabei lassen die Transformationen id x t,t G 5*4 einen eingeschriebenen, 
regelmäßigen Tetraeder invariant. Durch 

p : Z2 x S4 —> GZf(El[a;, y, 2]) mit 

/?(*) : ]R[a:,y,z]—>lR[x,y,2r], p(x,y,z)•• p(t(xyy)z)), t e Z2 x S4 

wird eine lineare Darstellung definiert. 

3.2 G-invariante Ansätze 

In Kapitel 1 wird für die Konstruktion von Kubaturformeln vom Grad d 
ausgeführt, daß man einen Ansatz mit (/-orthogonalen Polynomen für die 
iJ-Basis des zugehörigen Ideals machen kann. Hier wird geklärt, welche 
möglichen Ansätze es für eine G-invariante Kubaturformel gibt. 
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Gegeben sei also eine Gruppe G von linearen bzw. affin linearen Transforma
tionen des ]R und ein positives Integral 

/ ( / ) = f f w{^.)f{x.)d^.i Ü C JR , w{x_) G C(1R ) . 
n 

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß / G-invariant ist, d.h. 

*(Q) = f2, w(txx_)) = w(x)) V*GG,x_ G O gilt. 

Zur Definition der G-Invarianz von Polynomräumen kann die lineare Dar
stellung 

p : G — • GL(JR[:r]), 

p(t) : JR[x] —> IR[xj, p(x)) —>• ?(*(x_)) 

benutzt werden. Das Integral / ist genau dann G-invariant, wenn 

I(p) = I(p(t)(p)) Vt G G,p e fit[ii] 

gilt. Eine Kubaturformel Q ist G-invariant, wenn 

Q\P) = Q\P\t)\P)) v^ G G , p € IR[jrJ 

gilt. 

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn die Knotenmenge K(Q) 
G-invariant ist, d. h. wenn 

t(yi) G K(Q) V* v G,yi G #(<2) 

gilt, und die Gewichte Ai,Aj gleich sind, wenn die zugehörigen Knoten t/;, yj 
zur gleichen G-Korona ( G-Orbit) gehören. 

Zur Knotenmenge K(Q) gibt es ein Ideal A C H[:r], das alle Polynome 
p G IR[ai] umfaßt, die in den Knoten verschwinden. Manchmal ist es auch 
sinnvoll, das komplexe, zugehörige Ideal 

A := {p G C[aLj| p{y_) = 0 Vy G K)Q) } C C[x] 

zu betrachten. Da K(Q) nur reelle Punkte enthält , gilt ~p G -4. für jedes 
p G «4 . Umgekehrt ist jedem Ideal A C C [x] mit der Eigenschaft 

p G -4C = » p G . 4 / 
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eindeutig ein reelles Ideal A C IR[#] zugeordnet. Die Menge der Nullstellen 
M von A ist dann auch die Menge der Nullstellen von A. M enthält reelle 
Punkte und Paare von zueinander konjugiert komplexen Punkten. 

Da die (affin) linearen Abbildungen t : JR — • IR der Gruppe G zu kom
plexen Abbildungen t : C —> C erweitert werden können, ist der Begriff 
der G-Invarianz auf komplexe Punktmengen M C C übertragbar. J\f C € 
ist G-invariant, wenn 

t(y) E N Vt E G Vy_e Af 

gilt. 

Außerdem kann p zu einer komplexen linearen Darstellung auf C [x\ erweitert 
werden. Ein Vektorraum W C IR[;r] bzw. W C €![#] ist also G-invariant, 
wenn 

p(t){p)ew VteG Vpelf 

gilt. Damit gilt folgendes, bekanntes Lemma. 

L e m m a 3.5 ; Sei M C IR eine Menge von Punkten und 

A := {p G IR[ai]| p(y) = 0 Vy G M} bzw. 

A := {p G C [x] | V\U) = 0 ^V_ £ Af} 

das zugehörige Ideal. Dann ist A (bzw. A ) genau dann G-inaaria,t, wenn 
M G-invariant ist. 

BEWEIS: Sei Jx G-invariant und p € A. Dann gilt für beliebiges t G G und 
q := p(t)(p) auch q G A, weil wegen t{y) G M für y G J\ 

q(y) = P\*)\P\U)) - P(t\U)) = o 

gilt. Sei umgekehrt A G-invariant und y G IR eine Nullstelle des Ideals, d.h. 

p(y)= 0 ^P G *̂ * 

Für alle t G G gilt p{t)(p) G A, also p(t)(p(y^) = 0 = p(^(|/))- Es gilt also 
auch t(y) G .A/", d.h. M ist G-invariant. I 

Hat ein G-invariantes Ideal A C IR[i£.] eine komplexe Nullstellenmenge JV" C 
C , so ist Jx auch G-invariant. 

file:///iy_tAf


52 Kapitel 3 

3 

Wählt man eine H-Basis also so, daß das erzeugte Ideal A (^-invariant ist, so 
bilden die Nullstellen eine (7-invariante Menge. Sind außerdem die Bedingun
gen aus Satz 1.5 für die Existenz einer Kubaturformel vom Grad d erfüllt, 
so kann man nach folgendem Satz die Gewichte so wählen, daß die Formel 
G-invariant ist. In diesem Sinne sind viele Formeln konstruiert worden. 

S a t z 3.6 ; Sei A C IRfai] ein G-invariantes Ideal mit n paarweise vvrschie
denen, reellen Nullstellen yjjj = 1 , . . . , n und sei 

-MnPd = 0 

erfüll.. Dann gibt es eine G-inaariaete Kubaturformel 

n 

1 = 1 

vom Grad mindestens d mit den Nullseellen als Knoten. 

BEWEIS: Da A (j-invariant ist, folgt die G-Invarianz der Nullstellenmenge 
aus Lemma 3.5. Nach Satz 1.5 folgt die Existenz von Gewichten Ai, so 
daß Q(f) mindestens den Grad d hat . Es bleibt also zu zeigen, daß die Ge
wichte zusätzlich so gewählt werden können, daß A{ = Aj gilt, falls für die 
zugehörigen Knoten ein t £ G existiert mit t(y)) = yj. 

Es gibt einen affin linearen Raum als Lösungsmenge für die Gewichte. Dieser 
Raum ist G-invariant, denn ist 

i = i 

eine Kubaturformel vom Grad d, so ist auch 

n n 

Qt(f) = z2 ^WM^i)) = 22 ̂ t-Hy^fiUi) - Q(f ° *)• 
j = l i=l 

eine Kubaturformel vom Grad d mit den gleichen Knoten. Dann ist 

<3E ( / ) = -12teGQt(f) = - E f e o E L i A/i/M?/i)) 

— Y^=l(l^teG^-t(yi))f(yi) 
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eine G-invariante Kubaturformel vom Grad d. I 

Ein Teil der Aussage des obigen Satzes wird auch von Münzel und Renner [51] 
bewiesen. Dort wird vorausgesetzt, daß die Knoten die Gewichte eindeutig 
bestimmen. 

Ist A G-invariant, so sind auch A fl IPjt für beliebiges k G-invariant, da die 
Schnittmenge von G-invarianten Räumen G-invariant ist. 

Als nächstes wird die Frage geklärt, welche H-Basen p i , . . . , p m für G-
invariante Ideale A = ( p i , . . . , p m ) möglich sind. 

Ist für eine beliebige Idealbasis p i , . . . ,pm der Vektorraum s p a n ( p i , . . . , p m ) 
G-invariant, so ist damit auch das Ideal A = ( p i , . . . , p m ) G-invariant. 
Für eine Idealbasis p i , . . . , p m ist allerdings auch der Fall möglich, 
daß s p a n ( p i , . . . , p m ) nicht G-invariant ist, aber ein G-invariantes Ideal 
A= ( p i , . . . ,pm) erzeugt wird. 

Im folgenden werden volle Ausreduktionen, kanonische Zerlegungen und 
symmetriegerechte Basen von Teildarstellungen von p betrachtet . Da p ur
sprünglich eine reelle Darstellung ist, hängen die folgenden Betrachtungen 
von der Gruppe G ab, die in Paragraph 2.7 in drei Fälle unterteilt wurde. 

Angenommen G hat h paarweise inäquivalente, irreduzible Darstellungen ?% 
die alle reell sind, so gibt es eine kanonische Zerlegung 

JRpi,..., xjy] = Vi © • • • 0 Vh mii Vi C IR[^]. 

Dabei gehört jedes Konglomerat Vi zu einer irreduziblen Darstellung p%. Für 
ein G-invariantes Ideal A C lR[x] gilt für die kanonische Zerlegung 

A = Vf ©V2 © • • • © VV 

K" — ,ii ' « = 1, . . . ,Ä. 

Gibt es für G außer reelle, irreduzible Darstellungen auch irreduzible Dar
stellungen mit nichtreellem Charakter, so gibt es für den Polynomring 
C [xi,.,., XN] eine komplexe kanonische Zerlegung: 

C[#i , . . . ,x jy] = Vi © • • • 0 Vfr mii Vi C C [ # i i , . . , xjy]. 

Für ein G-invariantes Ideal A C IR[x i i . . . , xjy] hat das zugehörige, komplexe 
Ideal Ac C C [x] eine kanonische Zerlegung 

A =V1 0 • • V 0 Vh mit V^ C Vi i = 1,..., h. 
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Für A betrachtet man die reelle kanonische Zerlegung von A und M\x], wobei 
auch 

Vi C Vi, i = 1 , , . . , / 

gilt. Dabei werden Konglomerate aus der komplexen kanonischen Zerlegung, 
die zueinander konjugiert komplex sind, zusammengefaßt zu reellen Konglo
meraten. 

Folgender Satz besagt, daß man die Polynome aus einer H-Basis eines G-
invarianten Ideals A aus jeweils einem Konglomerat Vx• , also jeweils von 
einem Symmetrietyp, wählen kann. 

Satz 3.7 ; Sei A C JR[^J ein G-invariantes Ideal. Bilden p\,... , p m € lR\x\ 
eine H-Basis, so bilden für jedes t € G auch 

p(t){Pi)-> p - • 5 p{t){Pm) 

eine H-Basss von A. Hat die Gruppe G h inäquivalen,e, irreduzible Darstel
lungen, die alle reell sind, so hat A die kanonische Zerlegung 

A= Vi 0 V • • ® Vh mit Vi C 1R[:E]. 

A hat dann eine H-Basis 

p%j; e V- , i = l , . . . , /i, i' = 1 , , . . , rrii:, 

die einen G-invarianten Vektorraum E C A aufspannen. 

Falls die Gruppe G h irreduzible Darseellungen hat, die entweder reell sind 
oder einen nichtreellen, zugehörigen Charakter haben, so hat A eine reelle 
kanonische Zerlegung 

A = V1 © • • V © Vj mit Vi C IR[^.] 

mit l < h — 1. Die Aussage über die H-Basss gilt entsprechend. 

BEWEIS: pi,...,pm e JR[:r] bilden eine H-Basis von A C JR[x]. Für alle 
p £ A existieren also qj vom Grad < Grad(p) — Grad(pj) mit 

m 

P = 2s QjPj -
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Sei t G G beliebig, aber fest gewählt. Für alle p £ A hat also auch p(t 1)(p) 
obige Darstellung 

m 

P{t~ ){P) = Z^QjPj-
3 = 1 

Da die lineare Darstellung p den Grad erhält, gilt also 

Grad(p(*)(qj)) < Grad(p) - Grad(/o(£)(pj)) 

und 

~r[ m/>«(t)•/>(t)(»)• 

Damit ist gezeigt, daß auch p(t)(pjj,j = l , . . . , m für festes i eine H-Basis 
von A bilden. 

Damit bilden erst recht p(t)(pjj,j = 1 , . . . ra, wobei die Polynome für alle t 
aufgelistet werden, eine H-Basis. Sie erzeugen einen G-invarianten Raum. Un
ter den Voraussetzungen an G sind die Projektionen IP auf die Konglomerate 
entweder reell oder es gibt eine weitere Projektion 11^ = n% so daß mittels 
IP bzw. IP -f- IIA eine Basis p*-^j = 1 , . . . ,m , berechnet werden kann, deren 
Polynome p%- Elemente der Konglomerate V^4, i — 1 , . . . , h (bzw. i = 1 , . . . , /) 
sind. Da nur eine andere Vektorraumbasis gebildet wird, wobei der Poly
nomgrad gleich bleibt oder erniedrigt wird, bilden auch die Polynome p%- eine 
H-Basis von A. I 

Für jedes Ideal A gibt es eine H-Basis mit minimaler Anzahl der Polynome 
in der H-Basis. Man kann zeigen, daß es für ein G-invariantes Ideal eine H-
Basis mit Polynomen aus den Konglomeraten gibt, so daß die Anzahl der 
Polynome in der H-Basis gleich der kleinstmöglichen Anzahl ist. 

Bilden die p1, die H-Basis eines G-invarianten Ideals, das zu einer G-
invarianten Kubaturformel vom Grad d gehört, so sind die Polynome/?* nach 
Satz 1.3 (/-orthogonal. Diese weitere Einschränkung wird jetzt untersucht und 
damit geklärt, welche G-invarianten Ansätze möglich sind. 

IPfc ist für beliebiges k 6 IN ein G-invarianter Unterraum. IPfc-i ist insbe
sondere ein G-invarianter Unterraum von IP^. Nach Satz 2.1 gibt es einen 
G-invarianten Unterraum Mk von IP* mit der Eigenschaft 

P c = Mj © IPfc_1. 

Mk ist natürlich nicht eindeutig bestimmt. Ein Beispiel für Mk ist Kki der 
Raum der orthogonalen Polynome vom Grad k. 
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Lemma 3.8 ; Kk, der Raum der orthogonalen Polynome vom Grad k, ist 
G-invarian.. 

BEWEIS: Sei pG Kk- Es gilt also 

l(pq) = 0 V<7 E IPfc-i. 

Dann folgt aus der G-Invarianz des Integrals / 

i(p(t)(p)q) = /(pp(t~ )(<?)) = o V<? E IPfc-iW e G. 

Also gilt p(t)(p) E Kk^t E G,p E ÄV I 

Da die Zerlegung für beliebigen Grad gemacht werden kann, gilt 

j=0 

wobei M0 := span(l) gilt und die Mjjj > 1 nicht eindeutig bestimmte, 
G-invariante Unterräume sind. Nach Lemma 3.8 gilt z.B. 

Sind alle irreduziblen Darstellungen von G reell, so kann man jeden G-
invarianten Raum Mj in Konglomerate Ml- C K[xii , . . ,xjq\ , i = 1 , . . . , h 
in der kanonischen Zerlegung 

M3 = Y,Mi, 

aufspalten. Es gilt also 

it h 

ii k = M0 + 2^J2^M-. (3.-) 
j = i t = i 

Dabei gilt für die kanonische Zerlegung 

IP* = vi © v2 © • • • • 14 

^i = M0 + £^, ^ j un(l K" = ^ M,5 i = 2 , . . , , h 
J= l j = l 
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I I Konglomerat 1 IXI Konglomerat 3 

Z)4-invariante Polynome 
LEI Konglomerat 4 

EH Konglomerat 2 IZl 0 Konglomerat 5 

Abbildung 3.1: Struktur des Polynomringes unter D4 
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Ein Spezialfall ist M%- = Kj- mit den Konglomeraten Ä j aus der kanonischen 
Zerlegung 

Im Fall von G = D4 veranschaulicht Bild 3.1 die Struktur des Ringes IR[:r, y], 
die in (3.1) ausgedrückt wird. 

Die konkrete Berechnung der M- -der re r r imens ion non Ml- jrfolgt t abe i 
nach Kapitel 2 mit Hilfe der Sätze 2.7, 2.8 und 2.9. 

Be i sp i e l 3.9 ; Der D^-invarianee Raum Ml ist nicht eindeutig bestimmt. 
Unter unendlich vielen Möglichkeiten sind z.B. 

Mj = span(x4 -f- y4,x2y2), 

Ml = Span(x4 -f y4 -f 3(x2 + y2)-, x2y2 + 5(x2 + y2) -f 2), 

Ml = Kl = span(P4-0 + P ° ' 4 , P 2 ' 2 ) , 

wobei P M dz'e Basis von Kk nach Jackson aus Paragraph 1.2 ist. 

Ist G eine Gruppe mit /i inäquivalenten, irreduziblen Darstellungen, die reell 
sind oder zugehörige Charaktere hat , die nicht reellwertig sind, so gibt es 
analoge Zerlegungen. Faßt man Mj und die Teildarstellung pM* komplex auf, 
so gibt es eine komplexe kanonische Zerlegung 

h 

Mj — 2_j Mj mit Mf C C [ rc i , , . . . XN\. 
t = i 

Faßt man die zueinander konjugierten Konglomerate zusammen, so ergibt 
sich eine reelle kanonische Zerlegung 

1 

M3 = 2_^ MXj mtt Mj C I R j x i , . . . . xN]. 

Für JPk C C[x] gilt dann also 

* h 

Pfc = M0 -f 2_^ 2_j Mj mit MT C C [x] 

und für IP* C 1R[x] 

k l 

IPfc = Mo + 2-j z ^ ^ i m i t ^ j *- Rfe ] ' 
i = i t = i 
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S a t z 3 .10 ; Sei G eine Gruppe mit der Eigenschaft, daß alle irreduziblen 
Darstellungen p\ i = 1 , . . . , h reell sind. Sei A C I R [ z i i , . . , XN] das Ideal der 
Polynome, die in den Knoten einer G-invarianeen Kubaturformel vom Grad 
d verschwinden. Dann gibt es eine H-Basis 

plj (E V{ C I R [ x i . . . . , XN], i; = l , . . . , /i, j' = l , . . . , nri; 

aus d-orthogonalen Polynomen, wobei V-* die Konglomerate aus der kanoni
schen Zerlegung 

A=i:v.* 
sind. Dann hat p%- vom Grad s folgende Darstellung: 

s-\ 

fc=d-a+l 

mit g* • ^ 0, qlkjG Kf. C TR[x\] k — d — s -+ 11, . . . s. 7s£ p% %ene mehrdi
mensionale, irreduzible Darstellung der Dimension rii > 2, so können in der 
H-Basis die Polynome p^j = 1 , . . . , «n,- (mt- = An,-) so gewählt werden, 
daß sie eine symmetriegerechte Basis bilden. Haben sie den Grad s, können 
sie also folgendermaßen gewählt werden: Sei 

W> 1 

Ql 
• 

Ql, 
: Q 

Q? ••• Ql 

eine symmetriegerechte Basis von 2jj=d_s+1 Aj (mit der Dimension riiCij mit 
der Eigenschafte daß eiBaus orthogonalen Polynomed besteht. Dant gibt es 
Koeffizienten a,X E IR, u = 1,ort, Q , A = n01,..., /c — 1 mit 

c, 

Pi+Xnt = Z ^ a Qi / = l , . . , n wt-, A = 0 , , . . . , — l . 

B e m e r k u n g 3.11 : Für Gruppen wie Ro3, bei denen reelle, irreduzible Dar
stellungen und welche mit nichtreellem, zugehörigen Charakter auftreten, gilt 
der Satz analog. 
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BEWEIS: Nach Satz 3.7 kann die H-Basis eines G-invarianten Ideals A so 
gewählt werden, daß pl- 6 V* gilt. Nach Satz 1.3 ist pl- c?-orthogonal. Mögliche 
Darstellungen von c?-orthogonalen Polynomen werden in Lemma 1.4 angege
ben. Aus der kanonischen Zerlegung 

h s 

> D F s = Y^ V{ni F s und V{/nps c £l Kk 
i=\ k=d-s+l 

folgt dann Darstellung (3.2). 

Nach Satz 3.7 kann die H-Basis so gewählt werden, daß sie einen G-
invarianten Vektorraum erzeugt. Also erzeugen p^jj = 1 , . . . , Acn; für festes 
i einen G-invarianten Raum. Für n, > 2 folgt aus den Eigenschaften der 
symmetriegerechten Basis, daß die Polynome pl: der H-Basis auch als sym
metriegerechte Basis gewählt werden können. I 

Als nächstes werden 2 Beispiele mit Kubaturformeln mit minimaler Knoten
zahl behandelt . Dann haben die Polynome in der H-Basis gleichen Grad. Der 
kompliziertere Ansatz für eine H-Basis mit Polynomen mit unterschiedlichem 
Grad wird im nächsten Paragraphen ausgeführt. Die notwendigen Bedingun
gen für die H-Basis, der Existenz von Syzygien (siehe Beispiel 1.9), wird erst 
im nächsten Paragraphen im Zusammenhang mit der G-Invarianz betrachtet . 
In den folgenden beiden Beispielen ist es aber wegen Satz 1.12 möglich, an
hand der Anzahl der gemeinsamen Nullstellen v o n p i , . . . , p m zu entscheiden, 
ob pi,... ,pm eine H-Basis von A. — ( p i , . . . ,pm) bilden. 

Beisp ie l 3 .12 ; Um eine D^-invariante Kubaturformel vom Grad 5 mit mi
nimaler Knoennzahl 7 für T<i iu konstruieren, kann man nach Satz 1.14 die 
gemeinsamen Nullstellen von 3 linear unabhängigen, orthogonalen Polyno
men pi,P2iP3 € K3 als Knoenn wählen, wenn sie eine H-Basss bilden. 

Nach Satz 3.10 kann man die 3 orthogonalen Polynome aus den Konglome
raten von D3 so wählen, daß sie einen dreidimensionalen, D^-invarianten 
Vektorraum aufspannen. In Beispiel 3.2 wird erklär,, wie D3 auflR,[x, y] ope
riert. Dz hat 3 inäquivalente, irreduzible Darseellungen (siehe Paragraph 2.6 
und 3.1). IP3 hat die kanonische Zerlegung IP3 = Vi + V-j + V3. K3 hat die 
kanonische Zerlegung K3 = K\ -f Kl -+- Kl mit K^ C Vi,i — 1,2,3. 
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K K S S S 4 
\\ (g) (g) (g) s 

Konglomerat 1 

-* 1/fî  Konglomerat 2 

Konglomerat 3 

Abbildung 3.2: ZVinvariantes Ideal zugehörig zu T2 : 5 — 1 von Radon 

.Es gi/£ 

Kl = spanty^), /\Y — P2'1 + P112 , 

ÜT| = span^lj), hl = P3-0 - P 0 ' 3 -f- | (P2-1 - P1-2) , 

7^3 = spa^/igj, ^32,, /3^ = P 3 ' 0 + P 2 ' 1 + P 1 ' 2 , 

Ä^ = P 2 ' 1 + P1-2 + P0-3 , 

wobei PM die Basis nac/i Jackson bezeichnet. Die Basis der Konglomerate 
wird berechnet mit Hilfe der Projektionen IP aus Satz 2.8 mit den Charakte
ren aus Tabelle 2.1 in Paragraph 2.6. 

Es gibt also nach Satz 3.10 nur zwei sinnvolle Ansätze mit 3 Polynomen: 

"31 > ^3i5 ^32 oder 

1 2 1 3 7 3 
^31 > ^311 ^32 • 
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Der erste Ansazz hat zuwenige 
gemeinsaee Nullstellen und bil
det also nach Satz 1.12 keine H-
Basis. Der letzte Ansazz hat 7 ge
meinaame Nullstellen und bildet 
also nach Satz 1.12 eine H-Basis, 
da das erzeugee Ideal fundamen
tal vom Grad 4 ist. Die Nullstel
len sind die Knoten der Formel 
T2 '. 5 — 1 von Radon (Stroud [69]) 
vom Gradb. Das Bild nebenan gibt 
die Lage der Knoten wieder und 
Abbildung 3.2 symbolisiert das zu
gehörige Ideal. Kreise stehen für 
Polynome aus der H-Basis Um
randungnn für andere Pooynome 
aus dem Ideal. 

Nullseellen von h^ 

Knoten von T2 : 5 — 1 von RRdon 

Beisp ie l 3 .13 ; D^-invariante Formenn vom Gradl mit minimaler Knoten
zahl 12 werden so konstruiert: Nach Satz 1.14 verwendet man die ggmein
samen Nullseellen von 3 linear unabhängigen, orthogonalen Polynomnn vom 
Grad 4 als die Knoten einer Kubaturformel vom Grad 1, wenn sie eine H-
Basis bilden und 12 reelle Nullseellen haben. Die Polynome spannnn für eine 
D^-invariante Formel einen D^-invarianten Raum auf. 

Nach Satz 3.10 setzt man mit Polynomnn aus den Konglomeraten an. Die 
kanonische Zerlegung von K4 ist 

K4 = K4 © K4 © K\ © K\ 

mit 

K\ — span(hl
4l4h\2), h4l = P4,0 + pO,4, 

K4 = span{h44), h\\ = P3, , _ p , , 3 

K\ = span^U, h\x 
= p 4 , 0 _ p 0 , 4 

Kl = span(h41), 
1 A 

h41 
= P3,l l̂ _ p , , 3 

h\2 = P2'2, 

(Pl,J - Basis nach Jackson) (siehe Bild (3.1)). Die Basis der Konglomerate 
erhält man mittels der Projektionen IP aus Satz 2.8 mit den Charakteren aus 
Tabelle 2.3. Nach Satz 3.10 gibt es verschiedene Ansätze mit 3 Polynomen 
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aus den Konglomeraten: 

^415^415^41 —* (0?0) ist mehrfache Nullstellee 

h41, h42-> h\i-, ? — 2,3 ,4 — • zuwenige gemeinsame Nullstellen. 

h41 -\- «h42, h4i, h41 —> für a = -^ C2 '. 7 - l([69])von Ty/er. 

h41 -f bh425 h41, h41 —> für 6 = ^ C2 : 7 - 2{[69])voc Mysovskikh. 

h4i -\- ch42, h41, h41 —> zuwenige gemeinsame Nullstellen. 

Die Parameter <z, 6 kann man in diesem speziellen Fall dadurch bestimmen, 
daß man die gemeinsamen Nullseellen in Abhängigkeit vom Parameter be
rechnet und den Wert bestimmt, für den wirklich 12 gemeinsaee Nuulstellen 
vorliegen. Nach Satz 1.12 bilden die Polynome dann eine H-Basss und nach 
Satz 3.6 gibt es eine D^-invariante Kubaturformel vom Grad 7 mit 12 Kno
ten. Grundsätzlich erhält man Gleichungnn für die Parameter aus notwen
digen Bedingungen dafür, daß die Polynome im Ansazz eine H-Basss bilden. 
Dazu wird die Existezz von Syzygien (siehe Paragraph 1.2 und 1.3) gefordert. 
Im nächsenn Paragraphnn wird darauf eingegangn,, daß dabei die SSmmetrie 
ausgenutzt werden kann. 

Im nächsten Beispiel wird deutlich, daß der Ansatz der T-Methode (siehe 
Paragraph 1.2) für ^ - invar i an te Formeln mit Satz 3.10 erklärt werden kann. 

Beispie l 3 .14 : Wie macht man einen Ansazz für ein Fundamentalsystem 
Rj vom Grad v + 1 für eine Kubaturformel vom Grad 2v — 1 für ein Z2-
invariantes Integral I, so daß das Fundamentalsystem einen Z^-invarianten 
Vektorraum bzw. ein Z2-invariantes Ideal aufspannt ? Nach Lemma 1.4 gilt 
Rj £ Ku+i H~ Kv + Ku-\. Z2 hat 2 irreduzible Darseellungen (Abschnttt 3.1). 
Für die kanonische Zerlegung gilt: 

Kk = 

Entweder gilt Kj. = {0} oder Kk hat die Basis P 3,3,j = 0 , . . . , k (nach 

Kl , falls k gerade, 

Kl , falls k ungerade. 

l.lk = {0} oder Kk 
Jackson). Da die Rj ein Z2-invariantes Fundamentalsystem bilden sollen, ist 
nach Satz 3.10 

Rj = P + £s d{jP ' , j = 0 , . . . , 1/ + 1 
i = 0 

ein sinnvoller Ansatz. Das ist der Ansazz für die TTMethode. 
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Das Beispiel zeigt, daß man für Gruppen mit kleiner Ordnung auch ohne 
lineare Darstellungen auf geeignete Ansätze für c?-orthogonale Polynome 
kommt, deren gemeinsame Nullstellen die Knoten einer G-invarianten Ku
baturformel bilden. Ist allerdings die Gruppenordnung größer oder die li
neare Darstellung p : G — • GL(\P)) unübersichtlich, so nützen Glück und 
Intuition nichts mehr. 

3.3 Die Konstruktion von G-invarianten 
Kubaturformeln mit Hilfe von linearen 
Darstellungen 

Im letzten Paragraphen wurde gezeigt, daß man für eine H-Basis für ein Gr
invariantes Ideal mit Polynomen aus je einem Konglomerat ansetzen kann. 
In den Beispielen wurden Ansätze mit Polynomen vom gleichen Grad behan
delt. Für Ansätze mit Polynomen von verschiedenem Grad sind zusätzliche 
Überlegungen erforderlich, auf die in diesem Paragraphen eingegangen wird. 

Danach wird geklärt, wie man aus den notwendigen Bedingungen für die 
Eigenschaft der H-Basis unter Ausnutzung der Symmetrie auf Gleichungen 
für die Paramter im Ansatz kommt. Das vollständige Konstruktionsprinzip 
wird erläutert. 

Für beides wird die multiplikative Struktur des G-invarianten Ideals im Zu
sammenhang mit der G-Invarianz untersucht, während in Paragraph 3.2 mei
stens nur die Struktur des Vektorraums des Ideals ausgenutzt wurde. 

Angenommen IPS C TR[#, y] hat die kanonische Zerlegung Vi -f- V2 + • • • • +h-
Seien pi G K,P2 G Vj Polynome vom Grad s. Seien pi und p2 die ein
zigen linear unabhängigen Polynome vom Grad < s im Ansatz für die 
H-Basis für ein G-invariantes Ideal. Ist p3 eine Linearkombination von 
Pii xP\i yP2iP2i xP2i VP2 2om Grad d s + 1om Symmetrietyp fc, ss isi ee snsin
nig, den Ansatz mit P3 + P4 mit p4 £ Vk zu ergänzen. Welche Symmetrietypen 
entstehen also bei der Multiplikation mit x und y ? 

Sei E = span( /? i , . . . ,pm) ein G-invarianter Teilraum der Dimension m eines 
G-invarianten Ideals A C JR[x]. Ist W = s p a n ( ^ i i . . . , qk) C IR[x] ein G-
invarianter Vektorraum der Dimension k. Dann ist auch 

U = W 0 E := span^l^j/pj| i> = ! , . . . , & , j = l,...,m }) 
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ein Gr-invarianter Teilraum von A.. Das folgt aus 

p(t){<ivPj) = P(t)(qv)• p(t)(pj) = P Mfe) • • W(pj) 

\/t G Cr,v = 1 , . . . , k, j — 1 , . . . , m. Ein Vergleich mit dem Kronecker-Produkt 
(Definition 2.10) der Teildarstellungen p und p , das durch 

p x p : G —> GL(W x E) 

(pW X pE(t)((qu ®pj) = PW(t)(qu) ® pE(t)(pj) 

\/t £ G,v = l , . . , f f c , j = l , . . . , 772 gegeben ist, läßt die Ähnlichkeit der 
Darstellungen / ^ und pw x / ^ erkennen. W x E hat die Dimension fc • m. 
Es gilt für den zugehörigen Charakter xWxE = X^ ' XE - Die Bedeutung des 
Charakters liegt darin, daß man die volle Ausreduktion daran ablesen kann. 

Hat U = W 0 E ebenfalls die Dimension k • m, so sind die Darstellungen p 
und pw x pE äquivalent. Damit haben sie die gleiche volle Ausreduktion und 
den gleichen Charakter. Für dim{7 = k • m gilt also 

xu = xw • xE-

Hat G h paarweise inäquivalente, irreduzible Darstellungen pl mit zu
gehörigen Charakteren x%? = 1 , . . . , A, so gibt es nach Satz 2.6 Vielfachheiten 
c}v,cf, i = 1,.. . ,h mit 

i=l t = l 

Für den Charakter der Darstellung auf U gilt dann also 

h h 

xu = xw -xE = Ysll cfcfx'x'-

Die Darstellung der Charakterprodukte x*XJ a^ s Linearkombination von 
X1 findet man für einige wichtige Gruppen in Abschnitt 2.6. Falls also 
dimU/ = k • m gilt, lassen sich die Vielfachheiten cf in der vollen Ausre
duktion der Teildarstellung pu also leicht berechnen. Es kann aber auch 
der Fall dimll < k • m eintreten. Für E = W = spa,n(xy)) gilt z.B. 
JJ = WQE = span(z 2 , xy, y2). Für solche Fälle lassen sich mit der folgenden 
Definition noch Aussagen gewinnen. 
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Def in i t i on 3 .15 : G habe h inäquivalen,e, irreduzible Darseellungen p\ii = 
1 , . . . , h mit zugehörigen Charakteren \•• Für 2 Teildarstellungen p und p 
mit den vollen Ausreduktionen 

PW = x > r v «*d P
v=x>ry 

t = i t = i 

mit den zugehörigen Chaaakteren 

h h 

xw = H C;*V und xv = Yl <%xl 

sei p < p bzw. x < X durch 

cY — CI Vi = l , . . . , Ä 

definiert. 

S a t z 3.16 ; iSei G eine Gruppe mit h inäquivalenten, irreduzbblen Darstel
lungen mit zugehörigen Charakeeren x \ « = l,...,/i. Seien W,E C JR[^] 
G-invariaete Polynomräume der Dimension k bzw. m. Seien X iX die zu 
den Teildarstellungen p ,p zugehörigen Charaktere. Dann gilt für den G-
invarianten Raum U = W © E mit zugehöriger Teildarstellung p mit Cha
rakter x 

xu<-w-xE-
Hat U die Dimension k • m, so gilt x = X X -

BEWEIS: U ist G-invariant und es gilt dimU < k • m. I 

In folgendem Beispiel wird ein Ansatz für eine H-Basis für eine Z^-invariante 
Formel mit Polynomen vom Grad 3 und 4 gemacht. 

Be i sp i e l 3 .17 : Nach Satz 1.13 ist die minimale Knotenzahl 7 für eine Ku
baturformel vom Grad5 für C2- Ist eine Kubaturformel vom Grad5 zusätzlich 
D^-invariant, so hat sie mindestens 8 Knoten. Nach Satz 3.10 könnnn die Po
lynome im Ansazz für die H-Basss aus den Konglomeraten von K3 und vom 
Grad A wegen Lemma 1.4 aus den Konglomeraten von K4 + K3 + K2 gewählt 
werden. Die kanonische Zerlegung K'.\ © K%® K\© K\ findet man in Beispiel 
3.13. Es gilt 

K3 = K3 = span(h31, h^2, h33, h34) mit 
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(I I ) 11 11 ilzSi vj^y v-^-v ' I Konglomerat 1 
D^-invariante Polynome 

0 S ( jZl) ) S ) 3 B3 Konglomera rat 2 

I I LXJ hn 2 vSl Konglomerat 3 

L_J l_J * \-U Konglomerat 4 

I I ö IZJ LAI Konglomerat 5 

Abbildung 3.3: ^ - i v a r i i a n t e s Ideal zu C2 : 5 — 3 von Burnside 

L 5 E)3,0 L 5 p0,3 
31 ' 32 ' 

",5 _ *2,l h5 _ rl,2 
33 — ' 44 — , 

G?z'e eine symmetriererechte Basis bilden. Weiterhin gilt K2 = K\ © K2 ® Ä^ 
raz'£ 

Ä̂ 2 = span(h)1) mit h21 = P ' + P , , 

Ä 2̂ = span(h21) mit h21 = P ' - P ' , 

K2 = span[h2i) mit h21 = P ' . 

£ m e VR-Basis von K3 ist keine H-Basss nach Satz 1.12, weil sie nur (0,0) als 
gemeinsame Nullseelle haben. Außer K3 und {0} gibt es nur zweidimensio
nale, D^-invariante Unterräume. Da ^31,^32,^33,^34 eme symmetriegerechte 
Basis bilden, ist 

E := span(h31 + ^33? ^32 "t" anzA) 

für alle a G IR ein zweidimensionaler, D4-invarianter Raum. Durch xp,yp 
mit p G E erhält man einen D4-invarianten Raum, dessen homogene Terme 
vom Grad 4 einen vierdimenoionalen Raum aufspannen. 

Mit einem weiterem Polynom vom Grad 4 mit unabhängige,, homogenem 
Term vom Grad 4 erhält man ein Fundamentalsystem. Sei M = span(x,y). 
Die volle Ausreduktion von M 0 E läßt sich an den Charakteren aabesen. 
Nach Satz 3.16 gilt 

MQE =- x . Y =- ^/J _J_ ^J _^ |A+ _|_ | / J . 

file:///feQj
file:///tt3j
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wobei die Bezecchnungen der Charaktere mit Abschnttt 2.6 übereinstimmen 
und die Produkttabelle 2.4 verwendet wurde. Wegen 

X 4 = 2i/>i + ip2 + ^ 3 ~t" iV± 

ist es sinnvoll ein weiteres Polynom für die H-Basss aus K\ + K\ vom Grad 
4 zu wählen. 

l i o-i "T * t t t o o . / t o o "T ö " ? , 4 5 "MS I """9 21 

ist also ein sinnvoller Ansatz. Da das erzeugee Ideal A. fundamental vom 
Grad 4 ist, gilt für die Hilbertfunktion H(4A)) = H(kA)) VA; > 5. Es gilt 
H(4:,A) < 8. Für bestimmee a, b E IR <7̂ £ es 8 reelle gemeinsaee Nullstellen. 
Nach Satz 1.12 bilden die Polynome dann eine H-Basss und es gibt nach Satz 
3.6 eine D^-invariante Kubaturformel vom Grad 5 mit diesen Nuulstellen 
als Knote.. Das ist die Formel C2 : 5 — 3 (Stroud [69]) von Burnside. Die 
Bestimmung der Parameter a,b kann aus den notwendigen Bedingungen für 
die H-Basss nach Satz 3.19 erfolgen. Burnside [5] selbst hat als Hinwess auf 
die Konstruktion nur die Konstruktion von Gaußformnln für eindimensionale 
Integraee mit Hilfe von orthogonalen Polynomnn angegeben. 

Im vorherigen Paragraphen und zu Beginn dieses Paragraphen wurde 
erläutert, wie man einen Ansatz für eine H-Basis eines C-invarianten Ide
als macht, dessen Nullstellen als die Knoten einer C-invarianten Kuba
turformel vom Grad d verwendet werden können. Die Ansatzpolynome 
plj,i = 1,...,A,j = l , . . , , r ; ; der H-Basis hängen dabei von Parametern 
ab. In Paragraph 1.2 wurde auf den engen Zusammenhang zwischen einer H-
Basis p i , . . . ,pm und Syzygien (nichttriviale Darstellungen des Nullpolynoms 
YlT=i9jPj = 0> 9j € JRja:]) hingewiesen. 

Fordert man für einen parameterabhängigen Ansatz für eine H-Basis, die 
Existenz von Syzygien mit Grad(^j) < 1 oder 2 (oder dazu äquivalente Be
dingungen), so ergeben sich daraus Gleichungen für die Parameter . Auch hier 
kann man die G-Invarianz ausnutzen. Sei A = ( p i , • . • • , m ) ) in G-invariantee 
Ideal. Sei E := s p a n ( p i , . . . , p m ) ein G-invarianter Raum der Dimension m. 
Sei weiterhin M C IR[#] ein G-invarianter Unterraum der Dimension k. Dann 
kann man auch auf einem Unterraum des Syzygienraumes 

m 

Y := \{9ii • • • i9m) £ M I 2^9jPj = 0) 
3—*• 
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eine lineare Darstellung d : G — • GL(Y) einführen, wobei $(£) durch p{i) 
gegeben ist, denn mit 

m m 

D-j9jPj = 0 g ^ auch 2-j p(t){9j)p{t){Pj) = 0. 

Weil E ein G-invarianter Raum ist, läßt sich p(t)(pj) durch pi,.pm , p m dar
stellen, was die Gr-Invarianz des Syzygienunterraumes Y zeigt. 

Betrachte die Zusammenhänge der vollen Ausreduktionen. Sei 

X = c f x 1 + • • • + / i X X h 

XM = CM Yl + . . • + c¥y? 

X = ci X + •' • • +h X -

S a t z 3.18 ; Unter obigen Voraussetzungen gilt 

BEWEIS: M 0 E und Y sind Gr-invariant. Es gilt 

d imM x E = k • m = d imM 0 £ + d i m K l 

Wenn p i , . . . , p m eine H-Basis bilden und das Ideal A nulldimensional ist, 
also ein Fundamentalsystem enthält , ist über die Dimension und die volle 
Ausreduktion von M 0 E mehr bekannt. Dann kennt man also die volle Aus
reduktion von y , was für die Konstruktion einer H-Basis eines G-invarianten 
Ideals ausgenutzt werden kann. 

S a t z 3.19 ; Seien pi,..,,pO linear unabhängige Polynome vom gleechen 
Grad v, die eine H-Basss von A bilden. Seien der Vektorraum E : = 
span(p\,... , p m ) und das Ideal A = ( p i , . . . ,pm) G-invaria.t. Sei M := IP^, 
A := A D JPi,+fc_i, B ein G-invariantes, direkess Komplement von A in 
i n IPi,+A:-' J n IPj/+fc = A® . . Sei 

m 

Y := {(<7i,... ,gm) £ Mm \ ^^gjPj = 0}. 

Dann gilt 

xMxxE = x^ + x ß + xY-
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B e m e r k u n g 3 .20 ; Falls die Polynome pi,... ,pm unterschiedlienen Grad 
haben, gibt es eine analoge Formulierung von Satz 3.19. 

Seien p i , . . . , p m linear unabhängige Polynome vom Grad z/, wobei auch die 
homogenen Anteile vom Grad v in p i , . . . , p m linear unabhängig seien. Die 
Polynome können von Parametern abhängen, die so best immt werden sollen, 
daß pi,... , p m eine H-Basis bilden. Für E := span(p l5 . . . , p m ) und M := Pk 
sind die Charaktere \ und x bekannt. x ' X wird daraus leicht mit 
einer Charakterprodukttabelle berechnet. In vielen Fällen kennt man \ A u n d 
XB für diejenigen Parameterwerte, für die p i , . . . , p m tatsächlich eine H-Basis 
bilden. Wenn z. B. MQE ein Fundamentalsystem vom Grad v+k enthält , gilt 
XB = XK"+k• Falls sich für M = IP^-i keine notwendigen Bedingungen für die 
H-Basis ergeben haben, gilt A = EQWk-i- Nach Satz 3.19 kennt man xY und 
damit die volle Ausreduktion des Syzygienraumes Y. Für cj > 0 berechnet 
man eine Basis des z-ten Konglomerates von MQE SO, daß eine Basis des i-ten 
Konglomerates von E ergänzt wird zu einer Basis des i-ten Konglomerates 
von E 0 IPi. So geht man weiter vor, bis die Basis des i-ten Konglomerates 
von E 0 IPfc-i zu einer Basis des i-ten Konglomerates von E 0 IP^ ergänzt 
wird. Jede Linearkombination Q* davon vom Grad < v — l (bzw. vom Grad 
< v -|_ k — 1 ohne homogene Anteile vom Grad i v + h — 1 von PPlyynmee 

aus dem i-ten Konglomerat von IPfc-i 0 E) muß bereits eine Darstellung des 
Nullpolynoms (also eine Syzygie) sein. Das ergibt die Gleichungen für die 
Parameter . 

Praktisch berechnet man die Linearkombinationen Qlj durch systematische 

Gradreduktion. Zuerst bildet man Linearkombinationen Ql aus den Basis-

Polynomen vom Grad v -f k im i-ten Konglomerat von M 0 E so daß Ü-

den Grad < v -f k — 1 hat . Danach berechnet man Linearkombinationen 

von Q% und den rrstlichen Basis-Pollnomen aus dem i-ten Kongl lmerat t v o 

E 0 IPjb_i von möglichst niedrigem Grad. 

Die Anzahl der Gleichungen hängt von cj,k,k und den Anforderungen an 
die Orthogonalität der p i , . . . , p m ab und kann im voraus berechnet werden. 
Das wird in Paragraph 5.2 ausgeführt. 

K o n s t r u k t i o n von G-invarianten Kubatur formeln v o m Grad d: 

1.) Man macht nach Satz 3.10 einen parameterabhängigen Ansatz für eine 
H-Basis 

p%j, i: = 1 , . . , / * , j = l , . . . , Uli 
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mit linear unabhängigen, d-orthogonalen Polynomen aus den Konglo
meraten Vi, so daß die homogenen Terme in pl- jeweils vom Höchstgrad 
auch linear unabhängig sind und das erzeugte Ideal A nulldimensional 
ist. 

2.) x u n d X werden berechnet, z.B. gilt 

falls ein Fundamentalsystem vom Grad v-\- k existiert und sich für k—1 

keine notwendigen Bedingungen für die H-Basis ergeben haben. 

3.) x — cf X + ' • ' " + - c% x wird berechnet. Der Ansatz wird verworfen, 
wenn die Anzahl der Gleichungen für die Parameter zu groß ist. An
sonsten weiter mit 4.). 

4.) Für i — l , . . , / i*. , j< = l , . . . , c f berechnet man linear unabhängige 
Qlj G M 0 E PI Vi vom Grad < v - 1 (bzw. vom Grad < u -f k - 1 
ohne homogene Anteile vom Grad v,..., v -\- h — 1 von Polynomen aus 
£"OlPfc_,), wobei das Wissen über die Konglomerate i ausgenutzt wird. 

5.) Gleichungen für die Parameter ergeben sich aus 

Q*j; = 0, i = l , . . , , h, i = l , . . . , cx• . 

Falls notwendig werden die Schritte 2.) - 5.) für k + 1 s tat t mit k 
wiederholt. 

6.) Die Parametergleichungen werden gelöst. Falls keine reelle Lösung vor
handen ist, wird abgebrochen. 

7.) Man berechnet die gemeinsamen Nullstellen von pj,i = l , . . . , / i , j = 
1 , . . . , rrii. Abbruch, falls sie komplex, vielfach oder zu wenige sind. 

8.) Durch ein lineares Gleichungssystem werden die Gewichte best immt. 

Die Gleichungen Qx- = 0 aus Schritt 5.) sind nur notwendige Bedingungen 
dafür, daß die Polynome p%- eine H-Basis bilden. Eine notwendige und hin
reichende Bedingung ergibt sich aus Satz 1.12 (bzw. einer Verallgemeinerung 
davon) aus der Anzahl der gemeinsamen Nullstellen. Deshalb wird der Ansatz 
in Schritt 7.) bei zu wenigen gemeinsamen Nullstellen verworfen. 
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©©(g)(g)(g) ' 
K i\ tK ^ s 

t\ \^ ^ * 
IK ^ 

k 

Konglomerat 1 

I I \ Konglomerat 2 

Konglomerat 3 

Abbildung 3.4: i?03-invarianter Ansatz für d — 6 ,n = 10 

Be i sp i e l 3 .21 : 

Es wird gezeigt, daß es keine Ro3-invariante Kubaturformll vom Grad 6 mit 
10 Knoten fürs Dreieck T2 gibt. Für R03 ergeben sich die kanonischen Zer
legungen 

Kf = K\® 0 K%c 0 K%c , 

K$ = K3® 0 K$G 0 Ä r | c mit 

Kf€ = spanty^), 

K%c = spar^ÄjjlÄj^), 

/ ^ | c = spaniji^,h\2)-> mit h\x = h^, h\2 = /142 

A3 = span(h31, n32)j 

K3
€ = span(h31), 

K$€ = span(h31) mit h31 = h31. 

Falls die Formel existiert, sind die Knoten die gemeinsamen Nullstellen eines 
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Fundamentalsystems vom Grad 4 aus 6-orthogonalen Polynomen: 

P\ = ^41 "•" ̂ s3l i" / "32' 

P\ = ^41 "t" (( ~l" ^0^31, 

P\ = ^42 "I" ( c + dijh^n 

P\ = ^41 "I" (a - ^0^31, 

Pl = /i42 + (c - A2j/i31-

P11P1 ~f" Pi'HPi ~ P1J5P2 "I" P25Z(P1 ~ P2) spannnn in Abhängigkeit von 
a,bcc,d,e,f £ IR einen Ro^-invarian,en, reellen Vektorraum E auf. Das 
sind alle Möglichkeiten für ein Fundamentalsystem vom Grad 4 für eine R03-
invariante Kubaturformel. 

Bei 10 Knoten ist ( | , | ) ein Knoen,, also Nullseelle. Wenn man den Para
meter e geeignet festlegt, haben die Ansatzpolynome ( | , | ) als gemeinsame 
Nullstelle. IPi /iat efoe volle Ausreduktion p1 -\- p2 -\- p3 mit g\ — 1 une? #2,#3 
aus den Konglomeraten 2 WTU? 3. £ s gilt A = E mit x — i>i ~\- 202 + 203-
Weiterhin gilt \ = X — 20i + 202 + 203. Daraus folgt 

xY = xMxM - xA - x B 

= 0^i + 0^2 + 0^3 - yPi + 202 + 303) - (2^i + 2ip2 + 203) 

= 2ipi + ip2 + 03. 

Es sind also 2 Syzygien vom Typ 1 wnc? eine vom Typ 2 zw konstruieren. Die 
vom Typ 3 ergibt sich durch Konjugation. Man bildet aus 

Pu 92P3i 92P21 93P2i 93P2 

derartige Linearkombinotionen, daß sich die führenden Monome vom Grad 5 
und4 wegheben. Das ergibt^! linear unabhängige Polynome Q\,Q\ € K\-\-K\ 
vom Grad 3. Das gleiche macht man mit 

92P11 9zPz-> #3P3, P2, P2-

Das ergibt Q\ G K2 + K.. Aus Q\ = 0, Q\ = 0,Q2 = 0 erhält man eenfache 
quadratische Gleichungen für a,6, c, d, / £ IR, die a&er nur Lösungnn haben, 
die nicht reell sind. Also gibt es keine R03-invariante Kubaturformel vom 
Grad 6 mit 10 Knoten für T2. Auch für E"^ existiett keine Formel dieses 
Typs. 
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JQ S CA] JS S S • 
. r.-> ry£ ry£ r-^\ ry^\ r v Ŵ_> r ^ 

vi ^ ^ ' V ^'V ^.fV yz'^ ^ y ^ y ^ y 

: . A A A @ @ @ 

. : . X X A A A 

A A A 

. *.Xo X 6 A ^ ŷ r e^ 
Abbildung 3.5: Ansatz für ^-invariante Formeln vom Grad 5 für T3 



75 

Beisp ie l 3.22 ; In diesem Beispiel werden Kubaturformeln für T3 vom Grad 
5 konstuiert, die S'4-invariant sind und 15 Knoenn haben. Nach Paragraph 2.6 
hat SA 5 irreduzible Darstellungen mit den Charakeeren Xo^i^,^-,^- Für 
den Charakerr zur Teildarstellung von p auf K4 bzw. K3 gilt 

X
Ki = 2 . X o + 2 - 0 + 2 . ^ + e 0 , 

X = Xo4- ^ . tp + £ip* 

Für die Konglomerate in der kanonischen Zerlegung 

K3 = Kl + K$ -f Kl gilt 

Kl = span(hb
313 hb

322hl3), 

A3 = span(h31, h32, h33, /i34 , /i35 , h36), 

mit 

^5 _ p3,0,0 , 2 p 2 , l , 0 _ 2pl>2-0 _ pO,3,0 , p2,0, l • pO,2,l , p l ,0 ,2 _ pO,2,l 

'i2,2(xyV)z) = hsiiv•>x•>z)•> 
h33(x,y, z) = h31(z1y,x), 

h31 = -\-P 0 ° + P ° ' + <? + 3 - P 1 ' , 
^4 __ p3,0,0 p0,3,0 q . p ) , l , l 

/4 = _ p 0 , 3 , 0 0 p0,0,0 _ _ 3 . p l . , . 1 

L 4 __ p2, l ,0 p l ,2 ,0 pO,2,l pO,l,2 , p2,0, l , p l ,0 ,2 ^ . p l ,1 .1 

L4 p2,lI0 p l ,2 ,0 + pO,2,, + p0, l ,2 +i_ p2,0, l l p l , 0 , ) 2i+ o p p l , ) l 5 

^4 __ _i_p2,l,0 1 p l ,2 ,0 p0,2, l r)l,l ,2 _I_ p , , 0 , l p pl ,0 ,+ _i2 o . , l , l , 1 

wobei q = 5 (P 2 ' 1 , 0 -|- p 1 ' 2 - 0 +. p0-2»1 +. p0-1-2 _i_ p2,i.+ _i_ pi>°>2\ ffZ'^ 

Dabei bilden h3:jj = 1 , . . . , 6 eine symmetriererechte Basis bzgl. der Darstel
lungsmatrizen in Stiefll und Fässler [67] S. 118f. Die Indizss sind so gewählt, 
daß h3:jj = 1,2,3 einen S'4-invarianten Raum aufspannen. Ein ssnnvoller 
Ansazz für eine H-Basss ist 

/&31+AA34, /*32 + A/i35, ^33 + A/igg, / i ^ , Äl^, h33, 
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die für jedes X (E 1R einen 6-dimnnsionalen, S\-invarianten Raum E aufspan
nen (siehe Bild 3.5). Es gilt A = E mit Charakter 

x A = x E = *0 + £1P-

Für M = IPi gilt \ — Xo ~t~ 0'? a'so nach Tabelle 2.6 

X 
MI . %E = ^ 0 -(- e -f 26 + 3,0 + 3e?/>. 

Für Mi = spanxx — 0.25, y — 0.225 , — 0.05) )it tugehhrigem. Charakker x 1 — 
I/J gilt 

X 
, M i • x = "0 • (0 + e^) = xo + £ + 28 -+ 2?/> + 2sift. 

Wegen \ = 2Xo + 20 + 2tp -+- £0 enthätt M\ 0 i? einen S^-invarianten 
Unterraum, von Polynomnn vom Grad 4 mit Charakter Xo-\-^8-{-2^-\-eip. Falls 
die Ansatzpolynome von A. eine H-Basss bilden, gilt für ein G-invariantes, 
direktes Komplement B von A in AnC\ IP 4 

X = Xo + 2» -f 2<p + e?/0 

und damtt nach Satz 3.19 

X = X XX — X — X = t ~f £ ^ . 

Wegen MQE C K4-\-K%-\-K2 und \ = ifi + £if> folgt die Existenz von 4 4yzy-
gien für jedes X G IR mit zugehörigen Charakteren e und eip, weil Pooynome 
vom Symmetrietyp 5 erst vom Grad 3 und ein Polynom vom Symmetrietyp 2 
sogar erst ab dem Grad 6 auftreten. Da ein Fundamentalsystem vom Grad 5 
existiert, gilt H(b, )) < 15. Tatsächlich haben die Polynome aus dem Ansatz 
15 gemeinsaee Nullstellen: 

(#1, a?i, X\; 1 - 3xi)s4 mif 1 /2 A_ 11 1 / ( - 2 A + 1 1 ) ( 2 A + 2 1 ) \ 

/ n r n c \ 8 V 2A-7 \/ 7(2A-7)2 

( x 3 , £ 3 , U.O — £ 3 ; U.O — ^ 3 J 5 4
 X l_ 

Xrt = I + I / 2A-fcT 05 4 2 V 1 

_I_ I ZA— 1 X 1 

8 I 2 A - 7 T y 7(2A—7)2 
(#2 , %2, z2'l 1 - 3z2)s4 „ / „ x „„ / / o \ • n \ / n \ , o , \ ' 

__ X l 2A —11 / ( - 2A+11) (2A+21) 
8 \ 2A-7 W 7( 

_ = I + I / 2A+3 
( l I I \ °> 4 2 V 14(2A+1) 
V 4 ' 4 ' 4 / 

Fwr A e (-"Y? — ) ) ^ ( — , ' ~2~\{f2~} 5 ? w ^ a^e Nullstellen reell (siehe Bild 3.6). 

Mit Verallgemeinerung von Satz 1.12 folg,, daß dann die Polynome eine H-
Basis bilden. Es existieren also nach Satz 3.6 S^-invariante Kubaturformeln 
vom Grad 5 mit den 15 Nullseellen als Knote.. Auf anderem Rechenwege 
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I T3 d=5 n-15 Knoten i i ~\ 

1 

— f~ 1 \ 1 4- j . — _ _ | _ H +-- 4-
f! 

-j 1 -| } - _ 

t 
i 

-Vi 

Abbildung 3.6: x-Komponente einiger Knoten 

/ / I 

Abbildung 3.7: Gewichte der Formeln für T3 
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A Referenz Besonderheiten 

17 
2 

Grundmann,Möller [33] gehört zu einer Formelklasse 

ÄS 0.245 Grundmann,Möller [33] A4 = 0, 14 Knoten 

9 
22 Stroud [68],[69] T3 : 5 - 1 

29 
49 

Keast [42] 1 3 

PÖ 2.473 A4 = 0, 14 Knoten 

Tabelle 3.1: Kubaturformeln für T3 vom Grad 5 

wurde das von Beckess [2] bestätigt. Die Gewichee ergeben sich als die Lösung 
eines linearen Gleichungssystems mit 4 Gleichungen und 4 Variablen (Satz 
1.2). Sie sind teilweise negativ (siehe Bild 3.7). Die Betrahhtung des Feh
lers der Kubaturformeln für einige Polynome höheren Grades ergibt, daß die 
Formeln für X £ (0.3,1.3), für die alle Gewichee positiv sind, empfehlenswert 
sind. Dabei zeigte sich, daß Knoten weit außerhabb des Gebietes zu großen 
Fehlern führen. Kubaturformeln mit negativnn Gewichten oder Knoten leicht 
außerhabb des Gebietes liefern brauchbare Ergebnisse. 

In Tabelle 3.1 werden einige bekannee oder besondeee Formenn des Kontinu-
ums hervorgehoben. Die Formel von Stroud T3 : 5 — 1 wurde auch mit Hiife 
von orthogonalen Polynomnn konstruiert, die einen S^-invarianten Raum er
zeugen (siehe Stroud [68]). 

Für beliebiges X (E IR ist es zumindest schwierig, auf einen derartig einfachen 
Ansazz ohne Hilfe der linearen Darseellungstheorie zu kkmmen. 

Man erkennt deutlich, daß die Ursache dafür, daß 6 linear unabhängige Po
lynome in 3 Variablen 15 gemeinsaee Nullstellen haben, die Symmetrie ist. 
Der Grund dafür liegt darin, daß Polynome vom Symmetrietyp 2 und 5 erst 
vom Grad 6 (bzw. 3) ab auftreten. 

Beisp ie l 3 .23 : In diesem Beispiel werden D^-invariante Kubaturformeln 
vom Grad 15 mit 44 Knoten konstruiert. Mit Hilfe der Sätze 3.10 und 3.16 
ermtttelt man, daß es zwei erfolgversprechende Ansätze für die H-Basss gibt. 
Sie sind in den Bildern 3.8 und 3.9 dargestellt. 
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D) Jj) (PJ ® ® ® ® @ ® ® ® iö 

@ (H) 0 s (0) ® @ ® @ S * 
D D D (8) (§) (@) 0 ffl EB * 

0 0 0 0 0 0 

Abbildung 3.8: Ansatz für ^-invaiiante Formel, xE — 2^2 + 03 + X + V'i 

o ) cd) Cd) CIO Cd) Cd) Cd) Cd) Cd) Cd) Cd) i 0 

@ ( (§ 0 s @ (s) Cd) Cd) Cd) Cd) 9 

0DD(S)(§)KIE](ffl)ffl « 

0 0 0 0 0 H 0 s 
Abbildung 3.9: Ansatz für ^-invariante Formel, \ — 202 + ^4 + X ~t~ 0i 
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Die kanonische Zerlegung von Kg ist 

K8 = K8 0 Kl 0 Kl 0 /ig mit 

Kl = spanhh^lyh82), ^ l i = P P , h\2 = P ' - P , 

Kl = spanftl^h^), h^ = p8,0 - O0,8, ^|2 = p6)2 - P2,6, 

A' | = spanh/z|l5,i|2), ^l i = p 7 ' 1 + P 1 ' 7 , /i|2 = P 5 ' 3 + P 3 ' > . 

7ra Ansazz für die H-Basss sind die Pooynome 

/ ig! , " g 2 ^ ^ « p3 : = "81 "t" a * ^82 OZW. P4 '4= / z g l + 0 • /i^8 

£Tzer isi es günstiger vom Konstruktionsprinzip, bei dem die Parameter aus 
Gleichungen über Syzygien berechnet werden, abzuwechhen. Da h81 und h\2 

die Achsen, die Diagonalen und zwei D4-Koronen mit je 8 Punkten als ge
meinaame Nullstellen haben, bestimmt man den Parameter a (bzw. b) durch 
die Forderun,, daß p3 (bzw. p4) in den zwei D^-Koronen verschwindet. Das 
sind 2 Gleichungen für einen Parameter. Trotzdem gibt es eine Lösung, weil 
die äquivalenee Forderung nach der Exisenzz einer Syzygee nur auf eine Glei
chung für den Parameter führt. 

Mit pz (p4) sind drei D4-Koronen auf den Achsen (bzw. Diagonalen) festge
legt. Bei der Berechnung der restlichnn vier D4-Koronen auf den Diagona
len (bzw. Achsn)) und den bisherignn Rechnungen wurden die Invarianten 
o~\ = x -f y ,o~2 = x y ausgenutzt (siehe Kapitel 4)-

Für C2 ergibt sich mit^^ die Formel von Rabinowztz/Richter [57] (C2 : 15 — 1 
in Stroud [69]) und der andere Ansazz mit p4 führt auf kompexee gemeinsame 
Nullstellen. Für E2 ergibt sich aus dem Ansazz mit p4 die Formel E2 '• 
15 — 1 in Stroud [69] von Rabinowztz/Richter [57] (siehe Tabelle 3.2). Da 
E2 rotationssymmetrisch ist, ergibt sich aus dem Ansazz mit p3 die um | 
gedrehte Formel E2 : 15 — 1. Diese Formeln können nicht mit der T- und 
der S-Methode konstruiert werden. 

Die Beispiele zeigen, daß man mit Satz 3.10 leicht Ansätze machen kann, 
die zum Erfolg führen. Durch die Berechnung von Syzygien in den Kon
glomeraten, den symmetriegerechten Syzygien, erhält man leicht Gleichun
gen für die Parameter . Das wird durch die Ausnutzung der Symmetrie erst 
praktisch durchführbar. Nach Schritt 3.) des Konstruktionsverfahrens hat 
man frühzeitig die Möglichkeit einen Ansatz zu verwerfen, denn bei mehr 
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t/2 , d — 15, n — 44, G — D4, \ — ^Y2 + WA + X + ¥>i j 

" 1 &2 X y Gewicht 

6 + v^ 

6-V6 

5 

6 + V2I 

6->/§I 

0.29047 

1.72345 

5.56807 

12.52019 

21+6^ 
4 

2 1 - 6 ^ 
4 

25/4 

0 

0 

0 

0 

0.00027354496 

0.02087984557 

0.00565486678 

0.00003671735 

0.17777742684 

0.43724885438 

0.11876093308 

0.00360457742 

0.00000800648 

6 + v^ 

6-V6 

5 

6 + V2I 

6->/§I 

0.29047 

1.72345 

5.56807 

12.52019 

21+6^ 
4 

2 1 - 6 ^ 
4 

25/4 

0 

0 

0 

0 

. I e+y6+^21+6^6 
V 2 

/e+\/6-\/2\+6\/e 0.00027354496 

0.02087984557 

0.00565486678 

0.00003671735 

0.17777742684 

0.43724885438 

0.11876093308 

0.00360457742 

0.00000800648 

6 + v^ 

6-V6 

5 

6 + V2I 

6->/§I 

0.29047 

1.72345 

5.56807 

12.52019 

21+6^ 
4 

2 1 - 6 ^ 
4 

25/4 

0 

0 

0 

0 

16—-/E+y/ 21—6y/6 
V 2 

0.53896 

1.31280 

2.35968 

3.53839 

6—\/6— y 61— 6\/6 
V 2 

V 2 

0 

0 

0 

0 

0.00027354496 

0.02087984557 

0.00565486678 

0.00003671735 

0.17777742684 

0.43724885438 

0.11876093308 

0.00360457742 

0.00000800648 

Die letzten <7iiWerte sind die Nullstellen von 

548<7J - 11016<7? + 58440o"i - 81900o"i -f 19125. 

Tabelle 3.2: JEJ : 15 — 1 von RabinowitzzRichter S. 777 

Gleichungen als Parameter ist keine Lösung zu erwarten. Nur bei den un
gewöhnlichen Integralen C} C22 trifft das nicht zu (siehe dazu Verlinden et 
al. [70]). Dadurch daß einige orthogonale Polynome aus den Konglomeraten 
(x2 + y2 — 11 als gemeinsame Komponente haben, ergeben ssch anscheinend 
weniger Gleichungen. 

Die Anzahl der Gleichungen der Parameter wird in Paragraph 5.2 ausführlich 
diskutiert. 



Kapitel 4 

Konstruktion mit Invarianten 

In Kapitel 3 wird beschrieben, wie man (r-invariante Kubaturformeln aus 
gemeinsamen Nullstellen von ^-orthogonalen Polynomen konstruiert, die ein 
G-invariantes Ideal erzeugen und eine H-Basis bilden. In diesem Kapitel da
gegen werden die gemeinsame Nullstellen von G-invarianten Polynomen be
nutzt , die <i-orthogonal sind. Dabei wird ein Prinzip verwendet, das auf Inva
riantentheorie beruht und eine Vereinfachung durch Erniedrigung der Poly
nomgrade bedeutet . Zunächst wird ein Überblick über die Invariantentheorie 
gegeben. 

4.1 Überblick über die Invariantentheorie 

In diesem Paragraphen werden Ergebnisse aus der klassischen Invarianten
theorie zusammengestellt. Einen vollständigeren Überblick findet man z.B. 
auch in Flat to [25], Hiller S. 57ff [40] und in Sloane S. 94ff [65]. 

Gegeben sei eine Gruppe G von linearen Abbildungen t : <C —> C mit 
endlicher Ordnung g. ( Die Gruppen D3 und 5*4 von affin linearen Abbil
dungen, wie sie in Beispiel 3.2 und 3.3 definiert wurden, gehören zwar nicht 
dazu, aber die folgenden Ergebnisse lassen sich leicht übertragen.) 

Ein Polynom pE C [ rc i , , . . , xjy] heißt (r-invariant, wenn 

p{%) = p(){x)) Vi £ G 

gilt (siehe Kapitel 1 ). Die Menge der G-invarianten Polynome trägt die 
Struktur eines Ringes und heißt deshalb Invariantenring C [xi,.,., XN]G-
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B e m e r k u n g 4.1 : Betrachee G = D4 und die lineare Darseellung p von D4 
auf C[x,y], wie in Beispiel 3.1. Dann ist das Konglomerat V® zugehörig 
zur trivialen Darseellung gleich dem Invaranntenring C[a:,y] 4 (siehe auch 
Beispiel 2.2). 

In der Invariantentheorie wird untersucht, ob sich jedes G-invariante Polynom 
durch einige G-invariante Polynome ausdrücken läßt. 

Zunächst sei daran erinnert, daß Polynome p i , . . , / ? / £ C [ x i , . . . , XN] al
gebraisch abhängig heißen, wenn ein Polynom Q £ C[i / i , . . . ,y{\ existiert 
mit Q(pi,... ,pi) = 0. Ansonsten heißen die Polynome a lgebraisch un
abhängig. 

Satz 4.2 (Sloane [65] S. 96): Es gibt N algebraisch unabhängige, G-
invariante Polynome. 

Satz 4.3 (Sloane [65] S. 96): N -f 1 G-invariante Polynome in N Variablen 
sind algebraisch abhängig. 

Angestrebt wird aber, daß sich jedes G-invariante Polynom als Polynom in 
einigen G-invarianten Polynomen o~{ darstellen läßt. 

Definit ion 4.4 ; G-invariante Polynome <Ji,...,cr; £ C [ X I , . . . ,xjy] bil
den eine Bas is des Invaraantenringes C [ i i , . . . ,XN], wenn für jedes p £ 
€ [#! , . . . ,%N] ein Q £ C[yi,...y?//] existiett mit p = Q(o~ii,.., o~i). 

Hubert [39] zeigte, daß jeder Invariantenring C[:r] eine Basis aus endlich 
vielen G-invarianten Polynomen besitzt. Zwischen diesen Bas is invarianten 
bestehen gegebenenfalls Relationen, genannt Syzygien (nicht zu verwechseln 
mit den Syzygien aus Paragraph 1.2). Hubert führte diesen Namen für Po
lynome Q £ C [?/ i , , . . , yi] mit Q(<7i(;r),.,., 0"/(«£.)) = 0 e m - Es reichen endlich 
viele Syzygien, um die Abhängigkeit der Basisinvarianten zu beschreiben. 

Beispie l 4.5 : Der Invaraantenring C [#,?/] 4 ist isomorph zu Cfcrj(^] mit 

o~\ = x -\- y und o~2 = x2y.. Für den Invariantenring zu Ro4 gilt: 

C [x, y] °4 - C [d,,(J2,o~s]/a3 = <JjO'2 - 4<J2 

mit o~\ = x2 -f -2, o~0 — xxy2 uud &0 = xy(x2 — y2)) Das wird iinaragraph 
4-2 ausggführt. 
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Bei Noether [56] findet man eine obere Schranke für die Anzahl der Basisin
varianten und einen Weg, mit dem sie konstruiert werden können. 

Für einige Gruppen ist die Frage nach einer Basis des Invariantenringes be
sonders einfach. 

Definit ion 4.6 : Eine endliche Spiegelungsgruppe ist eine Gruppe G von li
nearen Abbildungen auf dem C , die von Spiegelungen (lineare AAbildungen, 
die eine Hyperebene der Dimension N — 1 fest lassen) erzeugt wird. 

S a t z 4 .7 (Chevalley [6]): Sei G eine endliche Spiegelungsgruppe auf dem 
C . Dann gibt es eine Basis des Invaraantenringes C [ # i , . . . , #jv] aus N 
algebraisch unabhängigen, homogennn Polynomnn <JJi,.. , <7AT. 

Nach dem Satz von Shephard und Todd (Flat to [25] S. 251) sind die endlichen 
Spiegelungsgruppen die einzigen Gruppen, deren Invariantenring eine Basis 
aus N homogenen Polynomen hat. In einigen Fällen ist auch etwas über die 
Grade der homogenen Basisinvarianten bekannt. 

S a t z 4.8 (Flatto S. 249 [25]): Sei G eine endliche Gruppe auf dem € 
mit der Ordnung g. Der Invariantenring C [ : c i i , . . , xjy] habe eine Basis 
<7"i,.., (T/v mit homogennn Polynomnn vom Grad d\...., d^. Dann gilt 

N N 

Y[di=g, ^ « - - 1 ) = r, 
t=l i=\ 

wobei r die Anzahl der Spiegelungen in G ist. 

B e m e r k u n g 4.9 ; Für die Gruppen D3 und S4 von affin linearen Abbiidun
gen, wie sie in Beispiel 3.2 und 3.3 definiert wurden, ist der Satz ^.7 nicht 
direkt anwendbar. Da D3 und 54 durch jeweils eine affin lineare Abbildung 
aus Spiegelungsgruppen entstehen, gibt es eine Basis des Invariantenringes 
aus algebraisch unabhängigen Polynomen, die wegen der Translation nicht 
homogen sind. Allgemein formulie:t: Ist G eine endliche Spiegelungsgruppe 
des C mit Invariantenbasis <Ti1,..,07/v und T : C —> C eine inver
tierbare, affin lineare Abbildun,, so hat G := {t \ t = TtT-1 ,i (E G} die 
Invariantenbasis a1(T~1(x_.)),.., c r^X 1 - 1 (;£.))-
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Gruppe Invarianten Grad Referenz 

£3 °\ = £2 -\- y2 + ( l — x — y)2, 

0"2 = x + y ~t~ (1 - x - y) 

c?i = 2 , 

(̂ 2 = 3 

Mysovskikh [55] 

DA &i = x2 -f y2 

_ ~.2~.2 
(72 = 2; y 

Ü?I = 2 , 

ö?2 = 4 

Mysovskikh [55] 

Verlinden et al. [70] 

Dn 

„2 „ „ /) 

(J2 = r x = rcos u 

<jn — rn cosnß y = rs'm# 

C?2 = 2 , 

dn = n 
Cools/Haeg. [9] 

S4 

&I = % + V -f- z + (1 - x - y - z) 

_ ™3 1 „ ,3 1 ~ 3 1 / 1 ™ „, - A 3 

(72 — ^; -+- y -+-z -\-[L-x — y - z) 

a3 = x -\- - -r z z4- [L — — x y — z) 

4i = 2, 

Ü2 = 3 , 

c/3 = 4 

Mysovskikh [55] 

Beckers/Haeg. [1] 

Z2 X S4 

U\ = x -f y -f 2 , 

(j2 = a:2y2 + x2z2 + yyz2, 

(73 = z y z 

c?i = 2, 

c?2 = 4, 

J3 = 6 

Mysovskikh [55] 

Haeg./Cools [37] 

Tabelle 4.1: Invariantenbasis einiger Gruppen 

Für Gruppen, die bei der Konstruktion von Kubaturformeln auftreten, sind 
eine Basis des Invariantenringes und der Grad der Basisinvarianten bekannt 
(siehe Tabelle 4.1). Die Spiegelungsgruppen, die Coxetergruppen sind, wer
den in Flat to [25] (S. 257ff) klassifiziert und die Grade der homogenen Ba
sisinvarianten angegeben. 

Sind (7i,(72 Basisinvarianten vom gleichem Grad, so bilden auch andere Li
nearkombinationen davon, z. B. (T\ + (J2-,V\ — ̂ 2-, Basissnvaaranten. 

Für Gruppen, die keine Spiegelungsgruppen sind, ist die Bestimmung einer 
Basis des Invariantenringes schwieriger. Ein Hilfsmittel ist dabei die Formel 
von Molien (siehe z.B. Flat to [25] S. 243, Hiller [40] S. 67). Daraus ergibt sich 
auch dim IP ̂  , die Dimension des Raumes der C-invarianten Polynome vom 
Grad d oder kleiner. Dieser Weg wurde von Cools/Haegemans [11], [12] für 
G = Ro3 und G = Ro4 benutzt . Dort wird auch eine g u t e Invariantenbasis 
definiert, Ö"Ij . . . , o\ bilden eine solche gute Basis von C [ x i , , . . , XN] , wenn 
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<7i,,.. ,<J]v algebraisch unabhängig ssnd, 

/ 
C[a?]G ~ C[(7i, . . , c <7JV] 0 ^ 0"i/C[(Ji, . .. ,&N] 

u—N+1 

und <7j(jj = qij(<Ti,..., <Jyv) mit z, j = TV -f 1,. 1 , . .. ,ij G C | j / i , . . . . J/Ny gilt. 

4.2 Invariantenbasis und dim P^ für Unter
gruppen von Spiegelungsgruppen 

In diesem Paragraphen wird auf die Struktur des Invariantenringes für G G 
{Ro3, Ro4, A4} eingegangen, die Untergruppen von Spiegelungsgruppen sind. 

Die kanonische Zerlegung der Darstellung von D4 auf C[aj, y] aus Beispiel 3.1 
ist 

vb[j;,y] = KJ © K2 © ^3 © M © ^ . 

Dabei gilt ^ = <b [x, y] . Für die entsprechende reelle kanonische Zerlegung 

m[Xj y] = n © V2 © l/3 © V4 © V5 

gilt Vi = Ufa;,?/]04. 

Ein Polynom p2 € V2 verschwindet auf den Achsen und Diagonalen, da für 
eine Spiegelung s an einer dieser Geraden 

p(s){P2) = 02(s)p2 = ~Vl 

gilt. Für Drehungen r G D4 gilt 

P(r(\P2) — Y2\r)P2 =P2> 

Also gilt 

p2(xy)) = xy(x2 — y2)q\(x,y) 

mit einem D4-invarianten Polynom q\ G V\. Umgekehrt ist für jedes pi G 
Vi,p2 G V2 auch P2P1 ein Polynom aus V2. Damit ist folgendes Lemma be
wiesen: 

L e m m a 4 .10 : Sei lR[X,y] = Vi -f • • • + V5 5fo'e erelle eanonische Zerlegung 
ür JJ4. V2 ist ein freier Vi-Modul, der von o~z\x,)) = xyyx — y ) eezeugt 

wird. 
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Da jedes p2 G V2 R04-invariant ist und V3, V4 und V5 keine i?c>4-invarianten 
Polynome enthalten, gilt 

TD r ~\ROA T / /T> 1 / TT) I" , lZ?4 /-TS _ TT) r „ IJDJI 

JK,[:Ey?/J = Vi (£) V2 = ux[xyy\ © cr3iri[a:, y \ . 

Satz 4.11 : Der Invariantenring JR[;r, y] i zs£ isomorph zu 

wobei o~i(x,y) = x2-j-y und o~2(x,y) = x2y2 eine Basis des Invariantenringes 
lR[;ry?/] 4 bilden und für a3(x^y) = xy(x — y ) <foe SSzygie 

a3 = <J\(J2 — 4<72 # « t . 

^ 1 ^ 2 , ^3 bilden also eine eute Invariaatenbasiss 

Schon in Kapitel 1 wurde der Satz von Sobolev 1.2 erwähnt, der besagt, 
daß eine G-invariante Kubaturformel, die alle G-invarianten Polynome vom 
Grad < d (IP^ ) exakt integriert, schon den Grad d hat . 

Zur Aufstellung des Gleichungssystems (1.2) wird eine Basis von Pj 
benötigt. Insbesondere interessiert also die Dimension von IP^ . 

Für G = R04 gilt nach Lemma 4.10 

dimlP^4 4 - d imlP^ 4 + dimIP d^ 4 Vc? > 4. 

Diese Argumentation läßt sich auf andere Untergruppen übertragen, denn 
Lemma 4.10 ist ein Spezialfall folgenden Satzes: 

Satz 4.12 (Hiller [40] S. 90): Sei G eine Spiegelungsgruppe auf dem C 
endlichrr Ordnung. Sei p : G —> GL((C[x\), p(t)(p(x_)) = p(t(x_)) eine llneare 
Darseellung auf dem Polynomring in N Variablen. Bezechhnet Vi = ^C[x\ 
das Konglomerat zur trivialnn Darstellung und Vi ft ^ ^-) ei>n Kooglomerat 
zugehörig zu einer eindimenoionalen, irreduziblen Darseellung (ungleich der 
trivialnn Darseellung), so gibt es ein pi (E V{ mit 

Vi = pi 1 . \ . 

Für andere Untergruppen kann man Überlegungen anstellen, die analog zu 
denen für R04 sind. Die Dimensionsangaben für PJ findet man in Tabelle 4.2 
und teilweise in [11], [12], [29]. Für d < 0 gilt in Tabelle 4.2 die Konvention 
dimPf = 0. 
Die Invariantenbasis wurde im Zusammenhang mit dem Satz 1.2 bei der 
Aufstellung der Momentengleichungen schon von Mysovshikh [55] und dann 
unter anderen von Cools und Haegemans [9], [11] verwendet. Auch Goethals 
und Seidel [32] haben Invariantentheorie angewendet. 
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G Invariantenbasis Syzygien d i m P ^ 

\Ro4 

<7i = x2 + y2, <?r — x2x2-> 

&3 = xy(x - y ) 
(J3 = (J\<72 — 4("2 

dimPj4 + 

<KmP£4 

\Sya 
<7i = ex2 + 7y <vi — x 

oder 
a2== x - y &2 = y 

dimP?4 + 

dimP£2 

\Syd 
<jx = x2 4- y 2 , 

<r2 = zy 

dimPf44-

dimP£2 

X1O3 

<Ti = rc -\- y -\- (1 - x - y) 

a2 = x3 -\- y3 -\- (1 - x - y)3 

&3 = (s - y)(l - 2z - y)(l - s - 2y) 

-|-6(Ji<J2 - 2 e r ! 

4 / T _l_ 3 T 1 
— 3 2 ' 2 * _ 6 

dimPf3-f-

dimP?i3 

A4 

CTJ = x -\- y2 -\- z2 -\- (\ — x — y - z)2 

cr2 = a;3 -|- y 3 + ^r 3 - | - (1 - ar - ?/ - z)3 

(73 = x4 -\- y4 -\- z4 -\- (1 — x ( y — z)4 

(T4 = (x — y)(x — zz)l — 22x — y z) 

•(y — \)(l — x — 2y — z) 

•(1 — x — y — 2z) 

^"4 = (l\cr\->(J2->Gz) 
dimPf4 -f 

dimPfi6 

Tabelle 4.2: Invariantenbasis einiger Untergruppen 

file:///l-x-y-2z
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4.3 Konstruktion mit G-invarianten Polyno
men 

In diesem Paragraphen wird diskutiert, wann die gemeinsamen Nullstel
len von d-orthogonalen, (jr-invarianten Polynomen als die Knoten einer G-
invarianten Kubaturformel genutzt werden können. Grundlegend ist dabei 
folgendes bekanntes Prinzip: 

Satz 4.13 ; Sei G eine endliche Spiegelungsgruppe des IR oder G = {t \ 
t = TtT, i G G}, wobei G eine endliche Spiegelungsgruppe und T eine af
fin lineare Abbildung ist, oder sei G eine der Untergruppnn Ro^^Ro^, A4. Für 
die Spiegelungsgruppen sei c r i 1 , . . , O~N eine Basis von JK[x\ . Für die anderen 
Gruppen sei a\I,.. ,<T/V+I eine gute Invaraantenbasis aus Tabelle J^.2 mit Sy-
zygie Sy(a_) := 0"jv+1 - q(o~i,..., <7/v) = 0. Seien Qu,..,, Qm G IR[<Ti,..., O~N] 
( bzw. Qi,...m Qm G IR[<Ti, , . . , O~N] © <7JJV+IR[O'I, . . . , O~N]) und 

Pi{2L) : = Qii&iySL)-, • • • • Cir—))' l'' ~ 11 , . . . m 

die zugehörignn G-inaarianten Polynome (l = N bzw. I = N -f 1). Die ge
meinsamnn Nullstellen [<7\,..., 07) G C von Qi,..., Qm ( und Sy) entspre
chen eindeutig den G-Koronen an gemeinsamen Nullseellen y G C von 

V\ 1 • • • , Pm • 

BEWEIS: Sei y eine gemeinsame Nullstelle vonp i , • • • ->pm. Dann ist auch jeder 
andere Punkt der G-Korona ky eine gemeinsame Nullstelle von pi,... ,pm-
Durch 

<jf := CTj(y), i = l , . . . , / 

wird der C-Korona ky ein Punkt (a^,,.., af) G C zugeordnet, (of,..., crf) 
ist eine gemeinsame Nullstelle der Qi (und Sy): 

Qi(&\j,.., crf) = Q,{o~i(y)/..., o~i(y)) = Pi(y) = 0, i = 1 , . . . , m. 

Sei umgekehrt (<Ti,..., 07) G C eine gemeinsame Nullstelle von Qi,..., Qm-
Für die Gruppen, die keine Spiegelungsgruppen sind, sei der Punkt auch eine 
Nullstelle der Syzygie Sy. 

l .Fal l : G sei eine endliche Spiegelungsgruppe. Die Basisinvarianten 
o"i , , . . , <7yv seien homogene Polynome vom Grad c? i . . . . , C?JV. Nach dem Satz 
von Bezout ( siehe Abschnitt 1.2) haben 

&\{x) — 5",, . . . , &N(X) - <7jV 
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also YuLi di gemeinsame Nullstellen oder unendlich viele. Sie können aber 
nicht unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben. Dann hät ten sie eine 
Nullstelle im Unendlichen, d.h. <TII,..,<T/V hät ten auch unendlich viele ge
meinsame Nullstellen. Sie können aber nur ( 0 , . . . ,0) als gemeinsame Null
stelle haben. Wäre auch £ eine weitere Nullstelle, so ließe sich ein G-
invariantes Polynom konstruieren, das in ( 0 , . . . , 0) verschwindet, aber nicht 
in y_ Dieses Polynom ließe sich dann nicht als Polynom in <TI, i , . , CTV darstel
len. Also haben o~i(x) — b{ genau u^-£ i% ^emeininme Nullstellen. 

Mit y G C ist aber auch t(y) \/t G G, die Elemente der G-Koroaa ky, eine 
Nullstelle. 

Rechnet man mit Vielfachheit, so ist die Anzahl der Nullstellen in ky gleich 
der Ordnung g von G. Da nach Satz 4.8 

N 

t ' = l 

gilt, entspricht einer Nullstelle (<7 li,.. , cr/v) genau einer G-Korona an Null
stellen ky. 

Falls sich G von einer endlichen Spiegelungsgruppe nur durch eine affin lineare 
Abbildung T unterscheidet, gilt auch die eindeutige Zuordnung zwischen den 
G-Koronen an gemeinsamen Nullstellen der p; und den gemeisamen Nullstel
len der Qi. 

2.Fall: G ist keine Spiegelungsgruppe, aber eine Untergruppe einer Spie
gelungsgruppe Gs. <J i , . . . , &N bilden eine Invariantenbasis von C[V) s und 
&1,..., Cjv-f-I eine Basis von C[j£.] , wobei crN+1 = q(cri\..., (j^) mit q G 
C[Vi,. ., ? VN\ gilt. 

Sei (<7i, . . . , CT/V+I) eine gemeinsame Nullstelle von Qi,..., Qm mit crjv+1 = 
q(Ö"I, ...,<7yv). Nach Fall 1.) ist (<7i1... ,<7TV) eindeutig eine G5-Korona ky 
zugeordnet. 

Für y £ k* gilt dann 

(GN+iiyj) = ?i&iiyj-, . . . , ̂ Nyyj) = &N+1-> 

also CTJV+I(?/) = aN+i oder <7N-\-i{y) = —<T;V+I. Falls <T/v+i(y) = aN+I gilt, ist 
auch 

<N+iityy)) = &N+1 Vi G G. 

Der Nullstelle (<7i,...,crjv+i) entspricht also eine G-Korona an Nullstellen 
v o n p ! , . . . , p m . 
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Ist <7/v+i 7̂  0 und <7TV+I(?/) = — &N+I-> so gilt (TN+i{t{y)) = &N+I für ein 
teGS\G. • 

Sucht man die gemeinsamen Nullstellen von G-invarianten Polynomen 
Pi-> • • • •Pm) s o oestimmt maa nuerst t i e eemeinsamen Nullstellen n<Tir.... <7/) 
der zugehörigen Polynome Q i , . . . , Q m und löst dann 

&{{%.) = &i, 2 = 1 , , . . , /. 

Für G = Z)ß reduziert sich damit z.B. die Frage, ob 3 ^^3-ivVaiiante Polynome 
Pi->P2iP3 18 gemeinsame Nullstellen haben, auf die Frage, ob Q\,Q2,Q?> 3 
gemeinsame Nullstellen haben. 

Dieses Prinzip ist auch noch sinnvoll anwendbar, wenn man gemeinsame 

Nullstellen von 

<?t = riPi, i = l , . . . , m 

sucht, wobei nur die pt G-invariant sind (siehe Beispiel 3.23). Für G = Sya 
haben auch Haegemans und Piessens [34] dieses Prinzip mit den Invarianten 
G\ = x2,(T2 = yy 2enutzt, , h n e euf fie envariantenthherie einzuweisen. 

In Kapitel 1 wurde darauf hingewiesen, daß die Lösung des nichtlinearen 
Gleichungssystems (1.1) für die Knoten und Gewichte aufgeteilt wird in eine 
Suche nach gemeinsamen Nullstellen als Knoten und einem linearen Glei
chungssystems für die Gewichte. 

Das nach Satz 1.2 reduzierte System (1.2) für G-invariante Kubaturformeln 
zerfällt analog, wie der folgende Satz zeigt. 

S a t z 4.14 : Sei G eine der Gruppen aus Satz J^.IS und < 7 i , . . ,07 (l = TV 
bzw. I — N -\- 1) die entsprechende Basis des Invariantenringes. Sei A. ein 
Ideal in JR[x\ . Sei B C IR[c"i,. . . , er/] das zugehörige Ideal mit 

Vp£ G. 3B (E B mit J3(<7i(:r)),r.x, <7i\x)) = p\x) 

und B((j\(x))....( <Ji{x)) £ >A V£ E B. 

Ist G keine Spiegelungsgruppe, so sei auch die Syzygee Sy{(T_) := cr^+ 1 — 
q(<Ji,•.• •CTN) )in Element von B. .ei i Iin G-invariantes IInegral. Seien die 
folgenden Bedingungen erfüllt. 

i.) Es gilt /uGnp^ = 0. 

ii.) B hat reelle, einfache Nullseellen (< j j j , . . , <7j?), j' = 1 , . . . , 77. 
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iii.) Für jedes j hat das System a\ = o~i(x), i = 1 , , . . , / reelle Lösungen y_J.. 

Unter den Voraussetzungen i.),ii.) und iii.) gibt es eine G-invariaete Kuba
turformll 

vom Grad mindestens d. 

Dieser Satz wird auch von Cools [18] S. 144 angegeben. 

BEWEIS: : Nach Satz 1.2 gilt 

I\P) = Q(P) *P ^ ^d 

genau dann, wenn 

I{p) = Q(P) ^P £ P? 
gilt. Aus Bedingung ii.) und iii.) folgt mit Satz 4.13, daß die Nullstellen 
von A die Lösungen yi. sind, die in n G-Koronen angeordnet sind. Eine G-

invariante Kubaturformel mit diesen G-Koronen als Knoten integriert wegen 
i.) alle Polynome 

P E AG n IPG 

exakt. 

Die Kodimension von A in IR[^.] ist gleich der Kodimension von B in 
IRfcTj,..., o~{\. Diese Kodimension kann mit Hilfe der Hilbertfunktion H(k, B) 
ermittelt werden. Weil B nulldimensional ist, gilt ab einem K 6 IN 

H(k,)) = n für Vfc > K. 

Also ist die Kodimension von AG in IR[a;] höchstens n. Andererseits ist 
jeweils ein Gewicht pro G-Korona zu bestimmen. Da n G-Koronen vorliegen, 
gibt es mindestens eine Lösung für die Gewichte Aj, so daß alle Polynome 
p E IPj und damit alle p £ IP^ exakt integriert werden. I 

Beisp ie l 4.15 ; Eine neue 54- invariante Formel fürs TetraederT^ vom Grad 
2 wird folgendermaßen konstruie.t. Als Basisinvarianten des Invariantenrin
ges !R,[x,y, z] 4 werden 

_ ~2 1 _ 2 1 „2 1 /1 _ _ \ 2 

<Ji = x -j- y + z -j- [L - x - y — z) , 

o~2 = x + y ~\- z - f { l — - — y - zf, 

<J3 = xyz\\ — x — y — zz 
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verwendet. Für Qi(o~\,o~2, ^3) := °~i — 5 ist das zugehörige S^-invarianee Po
lynom pi := Q1(o,i[X) y2 z)( o~2[x2 y2 z), 0"3(a:, £/, <£)) orthogon.l. Wählt man Po
lynome 

Q2(öril <T2, (J3) = ^"2 ~ ^2r V s s ^ i , ^27 ^ 3 ) = °~3 3 ^3 

beliebig so gibt es eine gemeinsame Nullseelle ( - <5"2 cr3) von B = 

(QiiQ2iQ3)- Die Voraussetzung i.) des Satzes für die Exisenzz einer 54-

invarianten Formel vom Grad 2 mit einer S^-Korona als Knotenmenge, 

die dieser Nullseelle entspricht, ist erfüllt. Eine beliebige S^-Korona hat 24 
Punkte. Das sind zuviele Knoenn für eint Formel vom Grad 2. Deshalb ver

langt man, daß die S^-Korona vom Typ (xxx,x; 1 — 3a:) ist. Als Lösung von 

0~i(x,Xx)) = (J\ - -

erhält man 

I = - ± — 
4 20 

Mit dem Gewicht A\ = rr sind das 2 Formeln (Tpj : 2 — 1 in Stroud [69]]) 
Verlangt man, daß die Korona vom Typ (x, £, 0.5 — x; 0.5 — xx ist, ergibbtich 

Mit dem Gewicht A\ = ^ ist das eine S^-invariante Formel mit 6 Knoten. 

Es ist vorteilhaft mit dem Ideal B zu arbeiten, da die Polynome in einer 
Idealbasis von B niedrigeren Grad haben und weniger Terme enthalten als die 
zugehörigen Polynome in AG. Die Berechnung der gemeinsamen Nullstellen 
ist einfacher, da es weniger sind. Für die dreidimensionalen Integrale ergeben 
sich allerdings im allgemeinen G-Koronen mit vielen Punkten, so daß die 
Kubaturformeln viele Knoten enthalten. 

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Konstruktion mit dem letzten 
Satz 4.14 und der mit Satz 3.6 ? Zu jedem G-invarianten Ideal A C JR[ai] gibt 
es eindeutig ein Ideal AG := ^4nH[:r]G mit G-invarianten Polynomen. Einem 
Ideal A C IR[x] sind dagegen in einigen Fällen mehrere G-invariante Ideale 
A C IRfx] zugeordnet mit der Eigenschaft 

AG = An JR[x]G. 

Das hängt davon ab, ob A nur einfache oder auch mehrfache Nullstellen hat . 
Hier interessiert das maximale, G-invariante Ideal, das AG zugeordnet ist. 
Gilt für A C lRjrc] 

•l\AGr\JPd — 0 , 
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so gilt auch für das maximale (jr-invariante Ideal A C JR[#] mit A PI IR[:r] = 
A auch 

I\AnPd = 0. (4.1) 

Für Bedingung (4.1), die nach Satz 1.5 zur Konstruktion benötigt wird, ist 

I\AnWdr\V, = 05 « ^1 1 

zu zeigen, wobei VJ,i = 1 , . . . , h (bzw. z = 1 , . . . , / mit l < h — 1) die reellen 
Konglomerate aus der kanonischen Zerlegung von p : G — • GL(IR\x\) sind. 

Da das Integral I G-invariant ist, ist auch das induzierte Skalarprodukt 
{p,q) := I{pq) G--nvariant. 

Nach Satz 2.11 sind die Konglomerate orthogonal zueinander. Wegen 1 £ Vi 
gilt also 

I\y. = 0, i ^l .. Aus IAGnTPd = 0 

und Vi = IR[x]G folgt Bedingung (4.1). 

Als Motivation überlegt man folgendes. Welche Bedingungen muß eine Ide
albasis Qi,..., Qm von ß C IR[c"i, , . . , er/] erfüllen, damit für das zugehörige 
Ideal A C IR[;r] die Bedingung i.) aus Satz 4.14 

•i\AGn~Pd = 0 

erfüllt ist? Zunächst müssen die zugehörigen Polynome 

Pi{z) := Qi(^1(^), • • • •> c r/(^))5 i = 1 , . . . , 772 

c?-orthogonal sein. Für jedes B E ß und zugehöriges p{x) := 
B(<J\x_),•.• •<7/(;r)) )ntspricht t ine ears te l lung 

m 

B = ^2 RiQi m i t Ri E IR[c"i,.. •, 07], i = 1 , . . . m 

eine Darstellung 
771 

/? = 2_^ riPi m i i ; *i\3L) — -n - i ^ i e • • • • •> G(\*L)) € ux[X] , z = 1, . . . , m. 

Gibt es für jedes p G AGC\Wd eine Darstellung mit Grad rr ,,7?;) < Grad(p), z = 
l . . , , m , so ist Bedingung i.) erfüllt. Solche Darstellungen gibt es, wenn 
Qi-, • • ">Qm eine Gröbner-Basis (siehe Paragraph 1.4) bzgl. einer speziellen 
Ordnung <G bilden. Diese Ordnung erfüllt zwei Bedingungen: 
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i.) Für zwei Monome a1,qi- G IRjc i , , . . ,<7/] gilt <zL <G £- , wenn für die 
zugehörigen Polynome 

rrc£(2l) := Qr(x) und rrij(x) := (T?-(x) Grad(m^) < Grad(mj) gilt. 

(Falls G G {R03, -R04, A4}, Grad(mjJ = Grad(mj) , so gilt 

iN+l < JN+l ^ £L~ < ^—/ 

ii.) Folgende Regularitätsbedingung, die schon in Paragraph 1.4 erwähnt 
wurde, sei erfüllt: 

1 < G o} und (a 1
 <G Hr =$r <2L ~~ <G £. ) . 

Beispie l 4 .16 ; Für D3 und den Basisinvarianten 

<7\ = x -\- y + (( l x - yy \ (7i = x -\- y + (( l x - yy 

erfüllt die Ordnung 

1 2 2 3 
1 < D 3 °~l <D3 °2 <D3 CTj ^ 0 3 °~\°~2 <Z>3 °~2 ^Dz °~\ 

<L>3 0~°2~2 ^ A } ^1^"2 ^ A ? 0"i < D 3 

obige Bedingungen. 

Der folgende Satz ist das Analogon zu Satz 1.10. 

Satz 4.17 ; Sei I ein G-invariantes Integra,, wobei G eine der Gruppen aus 
Satz 4-13 sei. Für die Spiegelungsgruppen sei o~\i... <7jv eine Invariantenbasis 
von JR[x] . Ansonsten sei <7i,... <7./v+i eine gute Invariantenbasis mit der 
Syzygee Sy{oi) := o"]^+1 — q(o~i,... ,#>/) aus Tabelle J^.2. Es seien folgende 
Voraussetzungen einfüllt. 

i.) Qi, . . . ,Qm G H[<i] bilden eine Gröbner-Basis bzgl. <Q von ß := 
(Qi,.. .Qm)- ( Falls G G {Ro3, ^04, ^4} bilden die Qi zusammnn mit 
Sy eine Gröbner-Basis von ß := (Qi,..• Qm-> ,y))) 

ii.) pi := Qi(o~i(x_),,.., o~i(x)) G IR[x], i = 1 , . . . , ra sind d-orthogonal. 

iii.) Qi,..., Qm ( und Sy ) haben reelle, einfach,, gemeinsaee Nullssellen 

(<[,{,.. aj) £ IR , j = i , . . , , 7 / . 
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iv.) Alle Lösungnn yJ der Systeme 

(Ti(x_) = 5"t-, i = l , . . . / /, j' = 1 , . . . , rj 

sind reell. 

Sind die Voraussetzungen i.) — iv)) erfüll,, gibt es eine G-invariaete Kuba
turformel vom Grad mindestens d mit den Knoten yJ

k. 

BEWEIS: E S ist nach Satz 4.14 zu zeigen, daß für das zu ß zugehörige Ideal 
AG C IR[x]G die Bedingung 

M G n P r f = 0 

erfüllt ist. Für jedes p 6 AG D IP^ existiert ein B E B. Da Q i , . . . , Qm (und 

Sy) eine Gröbner-Basis bzgl. <Q bilden, existieren R{ £ IR[cr] mit 
m 

B = jt^RiQi (+Rm+-[Sy) mit It(R{Qi) <G ltHB). 
1 = 1 

Da die Ordnung <G mit dem Grad in !R[:c] verträglich ist, gilt für die 
zugehörige Darstellung 

TTh 

p = 2 j TiPi also Grad(r;p)) < Grad(p), i = 1 , . . . , m. 

Aus Bedingung ii.) folgt dann /(p) = 0. I 

B e m e r k u n g 4.18 : Auf diesen Satz wurde schon durch die Bemerkung von 
Möller [49] S. 189f hingewiesen. Verlinden et al. [70] haben im Appen
dix erwähn,, daß sie die Eigenschaft der Gröbner-Basis von Polynomnn in 
IR[Ö"I,(72] benutzt haben, um numerisch berechnete, D^-invariante Formeln 

für C-2 , C2 2 zu verifizieren. 

K o n s t r u k t i o n s w e g : 

1.) Für jeden Grad k = 1 , . . . ,d wird eine Basis b3
k(x)) £ fR,[gc\ des Raumes 

K\ der orthogonalen, G-invarianten Polynome vom Grad k ermittelt 
und die Basisinvarianten <Ti,,. . , o~\ substituiert. Das ergibt Polynome 

B]\o_) £ nx[Qi\ mit Bk[o~i{gi),... ,o~i[xj) = ok[x_)• 

Sei die Basis so gewählt, daß 

lt(BJ
k) <a lt(BJ

k
+1) 

gilt und für G 6 {R03, R04, A4] die letzte Invariante cr/v+I nur linear 
auftritt . 
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2.) Man macht einen Ansatz, der von Parametern abhängt, für die 
Gröbner-Basis Q\i,..,Qm-> so daß Bedingung ii.) aus Satz 4.17 (die 
Bedingung der <i-Orthogonalität) erfüllt ist und 

gilt und ß = (Qi,..., Qm) (bzw. B = (Qu, . . . , Qm-, Sy)) nulldimensio-
nal ist. 

3.) Der Test auf Gröbner-Basis besteht darin, die S'-Polynome über F = 

{Qi -, . • • • Qm} (bzw. F = { Q \ i , . . . QmS Sy} ) )u rrduzieren: 

Sij := S(Q,, Qj) —>*F Sij Vz, j = 1 , . . . , m, i =fi j . 

Aus Sij = 0 ergeben sich Gleichungen für die Parameter . ( Die formale 
Anzahl der Gleichungen für ein Sij ist gleich der Anzahl der Monome 
m mit m <G lt(Qi). Wegen der Orthogonalität von Sij können es auch 
weniger sein. 

4.) Löse die Gleichungen für die Parameter . Falls es keine oder nur nicht
reelle Lösungen gibt, versucht man einen neuen Ansatz. 

5.) Berechne die gemeinsamen Nullstellen (<7jj , . . , crf) von Qi, • . . ,Qm 
(und Sy.. Falls einige Nullstellen nichtreell sind, weiter mit 2.). 

6.) Man löst für jedes j = 1 , . . . , 77 das System 

^(^ . j = &i -, i = l , . . . , / . 

Abbruch, falls sich nichtreelle Lösungen ?/{ ergeben. 

7.) Die Gewichte sind die Lösung eines linearen Gleichungssystems. 

B e m e r k u n g 4.19 ; Eine hinreichende Bedingugg dafür, daß F eine 
Gröbner-Basis ist, besteht darin, daß alle S-Polynome Sij ( und Si := 
S(Qi, Sy)) über F zu Null reduzieren. Um auf Gleichungen für die Para
meter zu kommen, reicht es, einige Sij zu berechnen, da Sij = 0 für andere 
Sij nach gewissen Kriterien (siehe [30], [45]) bekannt ist. Zur Bestimmung 
der gemeinsamen Nullseellen in 5.) und 6.) ersteltt man eine Gröbner-Basis 
bzgl. der lexikographischen Ordnung. 
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Bei sp i e l 4 .20 : D^-invariante Kubaturjormeln fürs Dreieck T2 vom Grad7 
werden nach diesem Weg folgendermaßen konstruiert. Eine Basis der ortho
gonalen, D^-invarianten Polynome ist 

- ^ ( ^ I ? ) ) = 0"i -\—, 

B (er a ^ = a — —o~ -
7 105' 

R ( \ — 2_L _L _L 
4^ i 5 2 ; — i ~ r „ 2 T „ i - r „ „ , 

1 ' ; 11 l 11 33 1155' 
, , 2 4 1 2 23 7 7 

Ba / C-i , Gn , = 0~0 0\Gn -\ O", CTo -\ 0~i -\ . 
6 1 u v 2 13 1 2 78 x 11 -13 2 2145 * 51480 

Dafür wurden die Pt,J(x_) nach der Formel aus Grundmnnn und Möller [33] 
berechne,, auf D^-invariante Polynome projiziert und mit REDUCE die Ba
sisinvarianten 

o~i = x -\- y -f xy - x - y, o~2 = x y ~f XV - XV 

substituie.t. Ein sinnvoller Ansazz ist 

Qx '•= -B4: Q2 := B5 + 0^3, Q3 := B\ -+ bB3 -\- ci?2-

Nach Berechnung von 

S(Qu,O2) >F *->i,2, S(QjjQ3) >. S2,3 

mit F = {Q1,§2,03} und Lösung der Gleichungen, ergeben sich für die 
Parameter 

1 9 3 2 
~~ 8 • 9 • 1 1 14 • I Q a 9 , 

-
c = a. 

Für jedes 0 (E 1R haben Q\,Q2->Q3 3 reelle Nullstellen. Nachdem eine 
Gröbner-Basis bzgl. der lexikographischen Ordnung aufgestellt wurde, werden 
die Nullstellen in Abhängigkeit von a numerisch berechne.. Wegen der Null
stellenzahl 3 bilden Q11Q2->Q3 eine Gröbner-Basis bzgl. <D3- Für a 6 (01,^2) 
( «i « 1.36 • 10 _ 4 , a2 ~ 1.021 • 10-2,) entsprechnn sie D3-Koronen mit je 6 
reellen Punkten. 
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B. (cj{(x y)•>&2{x•>y)) = 0 
Die 3 Gewichte ergeben sich in 
Abhängigkeit von a durch ein Sy
stem von 3 linearen Gleichungen. Es 
gibt also ein Kontinuum von D3-
invarianten Formeln vom Grad 7 mit 
18 Knoten. Für a = ai und a = ci2 ent
spricht jeweils eine gemeinsame Null-
stelle von Q\iQ2, Q3 einer D^-Korona 
mit 3 Punkten au] den Seitenhalbie
renden. Für a — Ü\ ist diese Formel 
mit nur 15 Knoten von Laursen und 
Geliert [44] bekannt. 

Folgendes Beispiel zeigt, daß der Ansatz mit Satz 3.10 dem von Satz 4.17 
überlegen ist. 

Be i sp i e l 4 .21 ; T2 ist D3-invarinnt, also insbesondere Ro3-invariant. Um 
eine Ro3-invariante Formel vom Grad 7 für T2 zu berechnen, braucht man die 
Polynome B2-,B3

l, ^ 3 , B4,B^, ü?|, BQ,BQ,BQ. Ein Ansatz mit 8 Parametern 
für eine Formel mit 4 Koronen ist: 

'• — 

: = 
Qi 

Q3 : = 

Q4 '• = 

.04 , 

Bl -f aBl -f 6 5 | , 

Bl -f cB\ -f dB3l 

Bl + eBl + fB+ -f lB3 + hB2. 

Der Ansatz nach Satz 3.10 hat aber nur 2 Parameter. 

Nach Satz 1.13 ist die minimale Knotenzahl für eine Kubaturformll vom 
Grad 7 fürs Dreieck T2 12. Für die Konstruktinn einer Ro3-invarianten For
mel mit minimaler Knotenzahl benötigt man die gemeinsamen Nullstellen 
von 3 orthogonalen Polynomen vom Grad 4, die einen dreidimensionalen, 
Ro3-invarinnten Raum aufspannen. Ro3 hat 3 irreduzible Darstellungen, de
ren Charaktere in 2 Fällen nichtreell sind (siehe Abschnitt 2.6, 2.7 und 3.1). 
Also zerfällt K4 C ]R[ai] in zwei Ro3-inaariante Unterräume: 

K4 = Kl © V™mit 

K\ = span(h\)) und V4
23 = span(gi, g2, g3, 9A) 
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^ 

d> 

@® 
S K S 5 

L[\. -trs 4 

t\ t\ tK ^s S 

t\ \\\ ^ 2 
k Konglomerat 1 

I | \ Konglomerat 2 

Konglomerat 3 

Abbildung 4.1: Po3-invariantes Ideal 

mit h\x = P4'0 -{- 2P3 '1 -f 3P2 '2 + 2P1 '3 -f P0 '4 tmc/ 

^1 = P4'0 + P0 '4 +f 2P3 '1 + 2P1 '3, 33 = p4>° _ p°-4
5 - 2P3 '1 + 2P1 '3, 33 

^ 2 = p3 , i _j_ p i , 3 _j_ 2P> ' 2 , g4 = p 3 ' , _ P , - 3 . 

Faßt man V4
Z a/s C-Vektorraum auf, so ist seine kanonische Zerlegung 

3C 
C C [x,?/] y23C _ j^2€ ^ j{3<D m^ j^2C ^ j^3 

(siehe dazu Paragraph 2.7). Sei 

K\ — span^h2
41,h

2
42) und 

K4 = span{h3
41, h\2) mit h41 = h\\,h3

42 = ^42-

Weil die Charaktere ^2 undip3 der irreduziblen Darstellungen konjugiert kom
plex zueinander sind und p eine reelle Darstellung ist, gilt für p G K4

€ also 
p G K3<c, sowie p + p,i(p ) p) G IR[z,y] C\ V4

23. 

PI = 9i + ag3 + ^4 und p? = p(r)(p\ ) 

erzeugen für feste Parameter a,b G IR einen Ro3-invarianten, zweidimensio
nalen, reellen Raum. Damit sind alle zweidimensionale,, Ro3-invarianten, 
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reellen Unterrräume von V£ erfaß.. Als <D-Vektorraum hat V2 ein-, zwei-
und dreidimensionale, Ro^-invariante Unterräume, als HR,-Vektorraum außer 
{0} und VP selbst nur zweidimensionale, Ro^-invariante Unterräume. 

Aus xp23,x2p23,yp23,y2p23 erhält man durch Projektion Ro^-invariante Po
lynome vom Grad 5 und 6. Mit REDUCE können jetzt die Basisisvarianten 
°~\')0~2->0~'s substituiert werden. Ab Schrttt 3.) werden alle Schritte des Kon
struktionsweses mit Gröbner-Basen durchgeführt. Die Basis 9\-t#2?93,9* und 
der Ansazz p23 wurde so geschickt gewähl,, daß sich für (—a, —b) genau die 
gespiegelten Knoten als für (a, b) ergeben. Dadurch haben die Gleichungen für 
die Parameter nach Schritt 3.) die Symmetrie, daß mit (a, b) auch (—a, —6) 
eine Lösung ist. In den Gleichungen treten also nur gerade oder nur ungerade 
Monome auf. Die Lösung a = ^T6, b2 = j^r ergibt die Ro^-invariante Formel 
aus [29]. 



Kapitel 5 

Verallgemeinerte 
Kronrod- Formeln 

Für eindimensionale Integrale über ein Intervall gibt es Kronrod-Formeln. 
Das sind Formeln, die die Knoten einer Gaußformel niedrigeren Grades ent
halten. Die Differenz beider Formeln wird als Fehlerabschätzung in adaptiven 
Verfahren verwendet. 

Auch für mehrdimensionale Integrale gibt es solche Formelpaare und adaptive 
Verfahren. Das in Kapitel 3 hergeleitete Konstruktionsprinzip mit Hilfe von 
linearen Darstellungen wird in diesem Kapitel darauf spezialisiert, eine G-
invariante Formel Q2 vom Grad 6,2 zu bestimmen, die die Knoten einer G-
invarianten Formel Qi vom Grad d\ < (Li wiederverwendet. 

5.1 Paare 

Definition 5.1 ; SindQ\ eine Kubaturformel vom Gradd\ und Q2 eine Ku
baturformel vom Grad d2 > di mit der Eigenschaf,, daß die Knoten von Q\ 
auch Knoten von Q2 sind, so spricht man von einem Paar von Kubaturfor
meln. 

Sind Qi,Q2 und Q2,Qß jeweils ein Paar, so nennt man Qi,Q2,33 eine Se
quenz. 

Geht man davon aus, daß Q2(f) — Qi{f) die gleiche Größenordnung hat wie 
der Fehler / ( / ) — ((Ji /) , ,o kann man Q2 — Q\ \ls schätzung gür ren nehler in 
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Programm 0 Formeln Referenz 

CUBTRI T2 

di = 5, ri\ — 7, 

d2 = 8, 722 = 19 
Laurie [43] 

TRIEX T2 

Gt̂  = 9, Tlj = 19, 

d2 = l l , 722 = 28 
de Doncker/Robinson [21], [22] 

TWODQD T2 

«?i = 9, 72i = 19, 

c?2 = 11, n 2 = 28 
Kahaner/Rechard [41] 

HALF Gjv di = 5 , c?2 = 7 van Dooren/de Ridder [23] 

ADAPT UjV di = 5,J2 = 7 Genz/Malik [31] 

Tabelle 5.1: Adaptive Programme 

adaptiven Verfahren verwenden. Paare haben gegenüber 2 beliebigen Kuba
turformeln den Vorteil, relativ wenig Funktionsauswertungen zu benötigen. 

In Davis und Rabinowitz [20] S. 450ff werden adaptive, numerische Integra
tionsprogramme aufgeführt. Einige Programme, die verschiedene Formeln zur 
Fehlerabschätzung benutzen, sind in Tabelle 5.1 aufgelistet. 

Die Sequenzen für T2,T3(T/v) von Grundmann und Möller [33] sind in der 
Programmbibliothek NAG implementiert. 

Für den Würfel C3 haben Berntsen und Espelid [3] (Z2 x A4)-invariante 
Paare vom Grad 7 und 9 berechnet. 

Unter anderem gibt es 2 wichtige Wege, Paare zu konstruieren: 

von unten nach oben: Ist eine Formel Qi vom Grad di gegeben, versucht 
man Knoten so zu ergänzen, daß eine Kubaturformel Q2 vom Grad 
d2 > di mit den Knoten von Qi existiert ( siehe Paragraph 5.2). 

v o n o b e n nach unten: Für eine gegebene Kubaturformel Q2 vom Grad d2 

wird geprüft, ob bei Vernachlässigung einiger Knoten, die Gewichte 
der restlichen so bestimmt werden können, daß die neue Formel Qi 
den Grad di < d2 hat . Dieser Weg wird von Cools und Haegemans [17] 
beschritten. 
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Der zweite Weg wird verständlich, wenn man sich Satz 1.5 und den Beweis 
dazu genauer ansieht. Sei A das Ideal der Polynome, die in den ri2 Knoten der 
Kubaturformel Q2 verschwinden und sei 7̂ 2 — H(d,2,A). Dann verschwindet 
das Integral I auf A PI \I^ mit d\ < c?22 Um eene Kubaturformel vom Grrd 
d\ mit Hilfe der n<i Knoten zu konstruieren, löst man für die Gewichte ein 
lineares Gleichungssystem mit H(di,)) Gleichungen. Ist 

Tii = H[d2,)) = H[di,A)\ 

so sind die Gewichte eindeutig best immt. Es ensteht wieder (^2- Gilt aber 

H\d\,A) < H[d2-)A) — 1, 

so bilden die Lösungen des linearen Gleichungssystems einen affinen Raum. 
Diese Freiheit kann dazu benutzt werden, ein oder mehrere Gewichte zu 
Null zu machen. Sind die Gewichte von Q2 alle positiv, so können auch alle 
Gewichte von Qi positiv sein (Cools/Haegemans [17] Theorem 10). 

Ist Q2 G-invariant, so ist Q\ nicht notwendig auch G-invariant. Man be
trachte dazu Satz 4.14. Sei Q2 vom Grad c?2 G-invariant und A das Ideal 
der G-invarianten Polynome, die in den Knoten von Q2 verschwinden. Ist 
die Kodimension von A H IP^ in JPd echt kleiner als die Kodimension von 
AG H P j 2 in !Pd , so gibt es eine G-invariante Kubaturformel Q\ ^ Q2 vom 
Grad c?j, deren Knoten auch Knoten von Q2 sind. Man siehe dazu auch Satz 
5.7 in Cools [18] S. 160. 

Für Paare vom Grad 1v — 1 und 2v -\- 1 gibt es eine untere Schranke für die 
Gesamtanzahl der Knoten (Cools/Haegemans [16]) unter der Voraussetzung, 
daß die Gewichte jeweils zu einem Knoten in Q\ und Q2 verschieden sind. Für 
Paare von G-invarianten Kubaturformeln gibt es analog eine untere Schranke 
für die Gesamtzahl an G-Koronen (Cools [18] S. 155). 

5.2 Paare, konstruiert mit linearen Darstel
lungen von unten nach oben 

In diesem Paragraphen wird das Konstruktionsprinzip aus Paragraph 3.3 
auf die Konstruktion einer G-invarianten Kubaturformel erweitert, für die 
vorgegebene Knoten verwendet werden sollen. 

Sei das Integral 7 wie auch in den vorherigen Kapiteln als G-invariant und 
positiv vorausgesetzt. Sei Qi eine G-invariante Kubaturformel vom Grad 
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di und T> C M,[x\ das zugehörrge Ideal der Polynome, die in den Knoten 
verschwinden. 

Um eine G-invariante Kubaturformel vom Grad d2 > d\ zu berechnen, die 
die Knoten von Qi auch als Knoten hat , kann man analog zum Konstruk
tionsprinzip in Kapitel 3 folgendermaßen vorgehen. Man bestimmt linear 
unabhängige Polynome pi,... ,pTO mit den folgenden Eigenschaften: 

i-) Pj (E T>, j' = 1 , . . . , m. 

ii.) pj, j = 1 , . . . , m sind d2-orthogonal. 

iii.) Jedes Polynom pj ist Element je eines Konglomerates V{. Ist Vi ein 
Konglomerat, das zu einer mehrdimensionalen, irreduziblen Darstel
lung gehört, so sei eine symmetriegerechte Basis gewählt. Ist Vi ein 
reelles Konglomerat, das zu zwei zueinander konjugiert komplexen, ir
reduziblen Darstellungen gehört, und ist pj E Vi, so ergänzt man wei
tere pk, die zusammen mit pj eine Basis eines G-in Varianten, reellen 
Vektorraumes bilden. 

iv.) Die Polynome pi,... ,pTO bilden eine H-Basis von A := ( p i , . . . , p m ) -

v.) Die gemeinsamen Nullstellen von p i , . . . , p m sind reell und einfach. 

Wegen ii.)>iv-) und v.) gibt es nach Satz 1.10 eine Kubaturformel Q2 vom 
Grad mindestens d2 mit den gemeinsamen Nullstellen als Knoten. Wegen iii.) 
ist das Ideal A = ( p i , - . . ,pm) G-invariant. Damit ist die Nullstellenmenge 
G-invariant und nach Satz 3.6 gibt es eine G-invariante Kubaturformel Q2 

vom Grad d2. Wegen der Bedingung i.) sind die Knoten von Q\ auch Knoten 
von Q2. 

Bedingung iii.) bedeutet keine Einschränkung der möglichen Kubaturfor
meln, da nach Satz 3.7 für jedes G-invariante Ideal eine H-Basis aus den 
Konglomeraten existiert. 

Die 3 ersten Bedingungen realisiert man in REDUCE am einfachsten da
durch, daß man einen linearen Ansatz an c?2-orthogonalen Polynomen im 
i-ten Konglomerat macht, die Knoten von Q\ einsetzt und die Lösung be
stimmt, falls es eine gibt. 

S a t z 5.2 : Sei das Integral I zweidimensional und D^-invarian.. SeiQ\ eine 
D^-invarianee Kubaturformel vom Grad di = 2v — 1 mit nmin oder nmin -f 1 
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Knotei en. 

" + i - + 2 ) L2J 

sei dabei die minimale Knotenzahl für eine Kubaturformel vom Grad 2v — 1 
aus Satz 1.13. Dann gibt es 2 linear unabhängige, orthogonale Polynome 
vom Grad v -f 1, die in den Knoten von Q\ verschwinden und einen D4-
invaraanten Raum aufspannen. Sind die gemeinsamen Nullstellen reell und 
paarweise verschieden, so gibt es eine D'4-invariante Kubaturformel vom Grad 
2v -f 1 mit den Nullseellen als Knoten. 

BEWEIS: Im Ideal 22, das zu Q\ gehört, gibt es ein Fundamentalsystem vom 
Grad v -\-1, weil T> nmin oder nmin + 1 Nullstellen hatt Die Polynome Rj, j = 
0 , . . . , v -f 1 im Fundamentalsystem sind (2z/ — l)-orthogonal , also wegen 
Lemma 1.4 Elemente von Kv+\ -\- Kv -\- Ku-\. Gesucht sind zwei orthogonale 
Polynome p\, p2 vom Grad v -\- 1, die Linearkombinationen der Rj sind und 
einen ^ - i v v a i i a n t e n , zweidimensionalen Raum aufspannen. Haben p\ und 
p2 dann [v -f l ) 2 gemeinsame Nullstellen, die reell und einfach sind, so bilden 
sie nach Satz 1.11 von Max Noether eine H-Basis von A. = (^1,^2) und nach 
Satz 1.10 und Satz 3.6 gibt es eine I^- invariante Kubaturformel vom Grad 
2z/ -j- 1 mit den Nullstellen als Knoten. Um zu untersuchen, ob derartige p\ 
und P2 existieren, ist eine Fallunterscheidung notwendig. 

1. Fan . v ist gerade. Dann sind v -f- und v — ungerade und es genen 

I/+1 — i /+ l5 V = \ 11 C-\ = C / -1 -

Für Ky+1 bzw. K^_1 seien hi,+1J,j = 0 , 1 , . . , * / + 1 und ^ _ i , - , i = 
0 , 1 , . . . , v — 1 eine symmetriegerechte Basis, wobei jeweils hu_^l 2i, ^ + 1 2l+1 
bzw. hv_Y ,i, ^\-\ ii+\ einen zweidimensionalen, Z)4-invarianten Raum auf
spannen. Das Fundamentalsystem vom Grad v -\-1 in T) kann so gewählt wer
den, daß es einen D4-invarianten Raum erzeugt. Es gibt also at-j E IR, i = 
0 , . . . , f , j' = 0 , . . . . % — , , so daß 

^2» = ft„+if2,- + 2-r hv-l,2jai,j> ! = U ' - - ) « i 
j=0 Z 

I " 1 

f 1/ 
Ä2i+1 = ^+l,2t+l + Y, ÄJ-l,2i+laiJ» * = °i • ' ' »« 

, _ 0 z 
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ein Fundamentalsystem vom Grad v + 1 in T> bilden. Da es | + 1 viele R2i 

gibt, aber die Dimension von K^_x nur 2 - | ist, ist es möglich, nichttriviale 
Linearkombinationen 

iL ü. 

P\ '= 2_^ Oji?2;? Vi '-— 2^/ biRu+i, hi £ 1R, 2 = 0 , , . . , -

zu finden, so daß pi und p2 orthogonal sind und eine symmetriegerechte Basis 
eines zweidimensionalen, /^- invarianten Raumes bilden. 

2. Fa l l : v ist ungerade. Dann betrachtet man die kanonischen Zerlegungen 

Kv = Ä^, 

/ C - i = #*_i © A^_! e Kl_x © A^_j . 

Es gilt entweder 

dimKl+1 = dimÄ^_1 -f 1 und dimÄ^+ 1 = dimi^_1 + 1 

für v = £k — l oder 

d\m/^+1 = dimif J_j + 1 und d i m / ^ + 1 = d i m i ^ j + 1 

für v = 4fc + 1. Es gibt also 2 orthogonale Polynome pi,p2 G Ku+i H £>, die 
einen zweidimensionalen, /^- invai ianten Raum erzeugen. Entweder sind sie 
aus den Konglomeraten 1 und 2 oder aus 3 und 4. 

Aus dem Satz 1.11 von Max Noether mit Satz 1.10 folgt dann die Existenz 
einer /^- invar ianten Kubaturformel vom Grad 1v -\- 1, wenn die Knoten reell 
und einfach sind. Das ist allerdings für p\ G K^+1,p2 £ Kt+i nicht der Fall, 
da (0,0) eine mehrfache Nullstelle ist. I 

Cools und Haegemans [7] konnten einen analogen Satz wie Satz 5.2 nur für 
Z2 s ta t t mit D4 zeigen. 

Be i sp i e l 5.3 : Für andere Symmerriegruppen wie z. B. D3 kann man ana
loge Überlegungen wie im Beweis von Satz 5.2 anstellen. In Beispiel 3.12 
wurde bereits die D3-invaiianee Kubaturformel T2 : 5 — 1 von Radon be
handelt. Die Knoten dieser Formel vom Grad 5 sind die Nullstellen der or
thogonalen Polynome h31,^31,^32 vom Grad 3. Gibt es eine D^-invariante 
Kubaturformel vom Grad 7, die diese Knoten wiederverwendet ? 
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^ S K K S K K 

t\ (g) ® k k 

t\ !k ^ 
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^ 

H-Basis von A. 

H-Basis von T> 

t ^ 
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Konglomerat 1 

Konglomerat 2 

Konglomerat 3 

Abbildung 5.1: D3-invariante Ideale zum Paar von Cools/Haegemans 
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Die Ideale werden im Bild 5.1 illustreert. Man überprüf,, ob die Bedingungen 
i.),i..) und iii.) erfüllbar sind. Dazu betrachtet man die kanonischen Zerle
gungen von K4 und K2 •' 

K4 = Ä 4 + K4l 

K<i = K] + Kl mit 

Kl = sPan{h41,h424h43,h44), 

K\ = sp an(h 21, h 21). 

Dabei soll im Konglomerat 3 jeweils eine symmetriererechte Basis vorllegen. 
Polynome R{ £ T) = (^3,,^31,^32) vom Grad 4 sind b-orthogonal, also Ele
menee von K4 + K3 -f Ki- Da V D^-invariant ist, sind die R{ in einem Kon
glomerat wählbar. Da T) fundamental vom Grad 4 ist, gibt es ^-orthogonale 
Polynome vom Grad 4 in T) im Konglomerat 3 der Darssellung 

R\ = h41 "1" a h21, 

P2 = h42 + a ^221 

-R3 — h43 ~t" bh21, 

R4 — h44 -f- bh22i 

mit geeigneten a, b £ IR. Es gibt also zwei orthogonale Polynome vom Grad 
4 (Linearkombinationen von Ri und R3 sowie R2 und R4), die eine ssmme
triegerechee Basis eines D^-invarianten Raumss vom Symmetrietyp 3 biiden. 
Sie haben 16 reelle, gemeinsame Nullseellen. Nach dem Satz 1.11 von Max 
Noethrr bilden sie eine H-Basss und es gibt nach Satz 1.10 und Satz 3.6 eine 
Dß-inaariaete Kubaturformel vom Grad 7 mit diesen Nullseellen als Knoten. 
Das ist das Paar von Cools/Haegemans [15]. Siehe auch Beispiel 5.5. 

In den bisherigen Beispielen wurde der Satz 1.11 von Max Noether benutzt , 
um H-Basen zu finden. Im folgenden werden H-Basen konstruiert, die mehr 
Polynome enthalten als es Variable gibt. 

Man macht einen Ansatz p1?... , p m , der von Parametern abhängt und die 
Bedingungen i.),ii.) und iii.) erfüllt. Welche notwendigen Bedingungen erfüllt 
sein müssen, damit die Polynome im Ansatz eine H-Basis bilden, ergibt sich 
aus Satz 3.19. 

A n g e n o m m e n p i , . . . , p m haben den gleichen Grad v > [-̂ -] + l und sind linear 

unabhängig. Sei E := s p a n ( p i , . . . ,p m ) und IPt = ]C^=o M^, wobei 

3 

irj = 2_^ Mß tur i = 0 , . . , , k 
M=0 
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gilt. Für p = 0 , . . . , k — 1 sei 

dimMM 0 E = dimMM • dimE5 und Mß 0 E PI IP^+^ii = {0} 

erfüllt. Mit anderen Worten: Es ergibt sich bis zum Grad k — 1 keine not
wendige Bedingung dafür, daß p i , . . . ,pm eine H-Basis bilden (siehe Beispiel 
1.9). 

Sei A := ( p i , . . . , p m ) sowie M := IP& und sei M 0 E fundamental vom Grad 
v + k. 

Bilden p i , . . . , p m eine H-Basis von A, so gilt für A := A PI IP^+fc-i nach dem 
vorherigen Abschnitt A = E 0 P ^ - i - Der Charakter %ß zugehörig zu einem 
6r-invarianten, direkten Komplements B von A in *4 fl IPJ,+Ä; ist dann gleich 
dem Charakter von Mv+k-, weil MQE fundamental vom Grad v-\-k ist. Nach 
Satz 3.19 ist der Charakter des Syzygienraumes Y zu 

xY = xx M - x E xA - x B 

bekannt. Gilt für die Vielfachheit cj > 0 aus der vollen Ausreduktion 
X = Y^CJ X%•> s o berechnet man in diesem z-ten Konglomerat cf Polynome 
Q) G MQE, die im Falle einer H-Basis Darstellungen des Nullpolynoms, also 
Syzygien, sein müßten. Man berechnet also durch systematische Gradreduk
tion Polynome Ql- £ MQE vom Grad <v — \ (bzw. vom Grad v-\-k — 1 ohne 
homogene Anteile von Polynomen aus dem i-ten Konglomerat von EQWk-\)-
Die Ql- seien so gewählt, daß sie zusammen mit /?(£)(Qlt,£ E G einen G-
invarianten Raum der Dimension c( • n; erzeugen, wobei rii die Dimension 
der irreduziblen Darstellung pl ist (bzw. die Dimension von zwei zueinander 
konjugiert komplexen irreduziblen Darstellungen ist). Aus Ql- = 0 ergeben 
sich die Gleichungen für die Parameter. Wieviele Gleichungen sind das? 

Dazu muß man bedenken, daß Ql- G T> gilt und die Polynome Ql- Linearkom
binationen von e/2-orthogonalen Polynomen sind. 

Weil jedes Produkt q-p mit q G M, p G E d<i -orthogonal ist, gilt nach Lemma 
1.4 

v+k 

M 0 C c £_/ Kp • 
ß=d.2 ~v—k-\-l 

Da jedes Q%- G M 0 E höchstens den Grad v + k — l hat , gilt 

u+k-l 

Q)eW := V H YJ Kß-
IA=d,2—i'—k-\-l 



I l l 

Die vollen Ausreduktionen von W und A = P^- i 0 E seien 

Aus Q\ = 0 ergeben sich wegen Ql- e V (W = A ® V) 

* C,r_1 

Gleichungen für die Parameter. Dabei gilt (x)+ = x für x > 0, (a:)+ = 0 für 
£ < 0. Dann sind notwendige Bedingungen dafür erfüllt, daß p i , . . . ,pm eine 
H-Basis bilden. 

Bestimmt man die Parameter teilweise so, daß die Ql- cf2-orthogonal sind, so 
kann man sie in den Ansatz aufnehmen und die restlichen Parameter so be
stimmen, daß alle zusammen eine H-Basis bilden. Alle Qx- -snd c?2-orthogonall 
wenn 

h cY-l 

E g (<--0)+ (5-2) 
_ 

Gleichungen erfüllt sind. Dabei sei ^2i=1 ct- \
l die volle Ausreduktton vvn 

vv .— v ii 2_^ Ixß -
H=d,2—i'—k-\-l 

In den folgenden Beispielen sind die beiden Anzahlen (5.1) und (5.2) gleich, 
und zwar gleich 1. 

Eventuell muß man weitere notwendige Bedingungen für M = IPfc+i aufstel
len. Dabei ist zu berücksichtigen, daß man bereits einige Syzygien aus der 
Stufe M = Pjt kennt. Ist Ql.• = 0, so ist auch qQx- = 0 mit q G IPi-

Haben die Polynome p i , . . . , pm verschiedenen Grad, so muß man die 
Überlegungen modifizieren. Angenommen p i , . . . ,p/ haben den Grad v und 
p/+i , . . . ,pm haben den Grad v + 1. Statt IPjt 0 E hat man 

IPc 0 Ex -f IPfc—l 0 £"2 

mit ^1 = span(pii. . . ,p/), -£̂2 = span(PH-i> • . . ,pm) zu betrachten. 

Da man die Anzahl der Parameter kennt und (5.2) berechnet werden kann, 
bevor man die Kandidaten für die Syzygien Q\ aufstellt, kann man ohne 
Rechnung vorhersagen, ob der Ansatz Erfolgsaussichten hat. Bei der Vorher
sage benutzt man, daß nichtlineare Gleichungssysteme mit mehr Gleichungen 
als Unbekannte in der Regel keine Lösung haben. 
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^ rtV.^ < ^ ^ ^ K ^ f fc ,^ rf\^ ^ ^ tf\^ 
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i\ k k ^ k 
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H-Basis von A 

H-Basis von T> 

Konglomerat 1 

Konglomerat 2 

Konglomerat 3 

Abbildung 5.2: D^-mv. Ideale zum Paar mit di = 5,c?2 = 8,ni = 7,ri2 = 19 
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Beispiel 5.4 : Ausgehend von der D3-invarianten Kubaturformll vom Grad 
5 mit 7 Knoten von Radon für T2 (siehe Beispiel 3.12) werden in diesem 
Beispiel zwei D3-invaiianee Kubaturformeln konstruier,, die den Grad 8 ha
ben und die Knoten der ersten Formel auch als Knoten enthalten. Die zu
gehörigen Ideale werden in Bild 5.2 veranschaulicht. Es gilt also 

d1 = 5, d2 = 8, ni = 7, V = (AI 3 1 , AI31 , n32). 

Es ist ein Ansatz für eine H-Basis zu finden, der die Bedingungen i.),ii.) und 
iii.) erfüllt. p i , . . . , p m müssen also 8-orthogonale Polynome sein, die in T> 
und jeweils einem Konglomerat Vi, V2 oder V3 enthalten sind. 

L 2 r>5 0 r>0 5 i r>3 2 r>2 3 i / n 4 . 1 n 1 . 4 \ 

hbl : = P ' - P ' -j- P ' - r ' -|—\P ' - P ' ) 

wird mittels der Projektionen von Satz 2.8 berechnet. h\x vom SSmmetrietyp 
2 ist orthogonal und es gilt h\x £ T>, weil h\x auf den Seiienhalbierenden 
verschwindet und die Knoten der Formel von Radon auf diesen Seitenhalbie
renden liegen. Wir nehmen also p\ := h\x in den Ansatz auf. PTIlPs hat den 
zugehörigen Charakter 2tpi-{-2ifp2-\-5\ (Bezeichnungen der Charaktere wie in 
Paragraph 2.6). Wegen Lemma 1.4 gilt 

5 

Da XTj=i Kj den zugehörigen Charakter 3% hat, hat V PI {Kl + K%) den 
Charakter 2x, also die Dimension 4. 

Wähle also p2>p3 G (K3 + K%) D V in Abhängigkeit eines Parameters a, 
so daß p2 und p3 vom Grad 5 eine symmetriegerechee Basis bilden und 8-
orthogonal sind. Sei E := span(pi,p2,p3) und M := JP2- Es gilt 

X ' X = (>2 4- x)(2^i -f 2X) = 2tpi + 402 + 6X 

nach der Charakterprodukttabelle 2.1 und für A = P i 0 E 

X = 0i + 2^2 + 3X und x = X 7 == 0 i + 02 + 3x . 

Dabei sei B ein D3-invaiiantes, direktes Komplement von A in An IP7, falls 
Pi,p2,Pz eine H-Basis von A — {pi,P2?P3) bilden. Nach Satz 3.19 gilt für den 
Syzygienraum Y 

xY = xE - xM ~ xA x BB = 02 . 
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X y l — X — 1/ Gewicht 

1_ 
3 

6+y/lE 
21 

6 -%/ l5 
21 

3 

6 + y l 5 
21 

e-y/TE 
21 

1_ 
3 

9—22/15^ 
21 

9 + 2 y 15 
21 

9.4861 • 10~2 

4.3800 -10-2 

—1.4226-10° 

5(5+^/T5+^/7)+^/l5^/7 
90 

( V -1 J~rV 7) V 5 J y 7 
90 

5(5-\/iI+N/7)-v/i5v/7 
90 

5 ( 5 + y l 5 + y 7 ) - t - v l 5 v 7 
90 

5 ( 5 - y l ^ + y 7 ) - y l 5 y 7 
90 

5^+y/TE+y^+ylSy7? 
90 

5 ( 4 — y l 5 — y 7 ) — y l 5 y 7 
45 

5 ( 4 + y l 5 — v / 7 ) + y / 1 5 V 7 
45 

9 

8.4938 -10"6 

1.0935-10° 

2.1014 -10"1 

Tabelle 5.2: Z)3-invariante Formel vom Grad 8 

Falls pi, p2,P3 eine H-Basss bilden, gibt es also eine Syzygee vom Typ 2. We
gen dim(JP4 D V2) = 1 ergibt sich nach Berechnung von Q\ £ IP4 n V2 «Vi 
REDUCE eine quadratische Gleichung für a mit den Lösungen 

a+ = 
19 + l l \ / 7 

2673 
a_ = 

19 — l y / 7 

2673 

Für beide Parameterwerte haben, wie Rechnungen zeigen, pip22 und p3 19 
gemeinsame Nullstellen, bilden also mit Verallgemeinerung von Satz 1.12 
eine H-Basis. Für a_ ergibt sich das Paar von Lauree [43]. a+ führt auf 
die neue Formel aus Tabelle 5.2. Die beiden Formeln unterscheiden sich nur 
durch Vorzeichen. 

Der Versuch, ein /^- invariantes Paar vom Grad 7 und 9 mit 25 Knoten zu 
konstruieren, führte wegen komplexer Nullstellen nicht zum Erfolg. 

Das letzte Beispiel zeigt noch einmal die Schlagkräftigkeit des in Kapitel 3 
entwickelten KonstruktionsVerfahrens. 

Beisp ie l 5.5 ; In diesem Beispiel wird eine D^-invariante Sequenz konstru
iert, die von dem Paar aus Beispiel 5.3 ausgeh.. Gesucht ist also eine D3-
invariante Kubaturformel Q2 vom Grad 9, die die Knoten der D^-invarianten 
Kubaturformel vom Grad 7 mit 16 Knoten auch als Knoten hat. Das zu
gehörige Ideal ist V = (91,^2)^ wobei ^1,^2 G K% die symmetriererechte Basis 
eines zweidimensionalen, D'3-invarianten Raumss bilden (siehe Bild 5.3). Es 
ist möglich, einen Ansazz mit drei 9-orthogonalen Polynomnn Pi z>2 33 € T) 
vom Grad 6 zu machen: 

Pi := h61 -f- b • h\x 
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hat für b = ^f583, wobei 

f^ . _ p 5 , 0 _ p O , 5 + p3 , ) _ p 2 , 3 3 _ / p 4 , ) _ p) ,4^ 

/ i 6 1 : = P 5 ' 1 _ _p 5 + | — p P 2 _ P 4 5 
z 

c?ie Knoten von Qi als Nullseellen. h^, h\x wurden mit der Projektion auf das 
Konglomerat V2 berechnet. 

T) PI lP Ö H V3 na£ cfoe Dimension 8. Dabei gilt wegen Lemma 1.4 

T> fl IP 6 C Ä6 + # 5 -f #4 -f K3 + # 2 . 

Wegen dim(K^ + A-^) = 4 (/z&£ es einen vierdimensionalen Teilraum D f 
(A'6 + Ar5 + A'4)nV3. Afan kann also pi durch 9-orthogonale Polynome p2,P3 G 
£* fl V3 von GVad 6 m Abhängigkeit eines Parameters a 6 R ergänzen. Sei 
E := span(pi,p2j)3) und M := IP2- Nach der Charakterprodukttabelle 2.1 
gilt 

X X M = vP2 + X J l ^ i ~r 2X) = 2¥>i + 4?/>2 + t>x-

Für A = I r i 0 £/ gzft x = ipi -\- 2ip2 + 3x- Wegen 

X + X ~^~ X = 3ipi + 3ip2 ~\~ 1 X 

und \ X und 

X « = 2ipi -f 02 + 3X 

<7z/£ x = 0 i ~f" "02 + 3x /wr ein D^-invariantes, direktes Komplement B von 
A in A. PI IPs, /0//5 P\-,P2P33 eine H-Basis von A. = {pi-,P2'>P3) bilden. Nach 
Satz 3.19 gilt x = X X ~ X ~ X — "02 /MV den Syzygienraum Y. Man 
berechnet 

Qle (E 0 M) P I P 5 n v2 

durch systematische Gradreduktion. Es gilt zwar dimJP^n 22 = 2. Aber wegen 
dim(]P5 PI V2 H £*) = 1 ergibt sich aus Q\ = 0 nur eine Gleichung für a. Die 
Lösung dieser linearen Gleichung ist 

84 Ö = T:— • 
605 

Arne Rechnugg ergibt, daß pi,P2iP3 für diesen Wert 28 reelle, verschiedene, 
gemeinsame Nullseellen haben, bilden also nach Verallgemeinerung von Satz 
1.12 eine H-Basis. Die Gewichee werden durch ein lineares Gleichungssystem 
ermttte.t. Die neue D3-invarianee Formel wird in Tabelle 5.3 angegeben. 



116 

X y l - x y y Gewicht 

1. 
3 

6 + V 1 ~ 
21 

6 — y l 5 
21 

9 

4+y /15" 
1 9 

3 

6 + 7 l 5 
21 

6 - 7 l 5 
21 

1_ 
9 

4 - \ / l 5 
9 

1_ 
3 

9 - 2 y l 5 
21 

9-f 2y/ÜS 
21 

7 
9 

1. 
9 

—6.97562388006918-10° 

1.42504103834966 • 10 - 2 

—9.50110616108759 -10-2 

1.223781532471155 10-1 

o i c o c A o C/( n o 1 1 f>7 i n—3 

ö.l5oo4o54:9öllz7 • 1U ' 
2(5+y/T5) 

55 

2(5—y!5) 
55 

2 ( 5 + 7 l 5 ) 
1 55 

2(5+y/iis) 
55 

2(5—v 15) 
55 

2 (5—yl5) 
55 

3 5 - 4 y l 5 
55 

35+47/15~ 
55 

7 
11 

2.37984719213637 • 10° 

6.36757321486581 • 10~3 

2.38626360941510 • 10 - 2 

Tabelle 5.3: Z)3-invariante Formel vom Grad 9 einer Sequenz 
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'TsO ^x~^ 'ftO Ê\~> *ftO *1^0 IVv tk 
^ r - ^ V T ^ Vr^ 1 V r ^ Vr^? V r ^ 

~̂  ,̂~̂  ^^v^ rf\~> *ftO / 1 \ ^ 

t\ t\ (%) (̂ ) (jk) k k 

k Ik k k k k 

l\ k k 

Ik Ik k 

k k 

k 

H-Basis von A 

H-Basis von "D 

I \ Konglomerat 1 

1/fii Konglomerat 2 

1 \k h^v Konglomerat 3 

Abbildung 5.3: jD3-inv. Ideale zum Paar mit d\ — 7, c?2 = 9, na = 16,ri2 = 28 
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