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Vorwort

Das vorliegende Skriptum entstand aus einer Vorlesung, die ich im SS 90 an der Freien
Universitat Berlin im Fachbereich Mathematik gehalten habe. Sie wurde von Herrn
Dipl.-Math. A. Hohmann ausgehend von meinen Handnotizen wesentlich {iberarbeitet,
umorganisiert und substantiell erganzt. Dariiberhinaus haben Herr Dipl.-Math.
M. Klatte (Kapitel 5.3) sowie Herr Dipl.-Math. M. Wulkow (Kapitel 6.5) wichtige
Beitrage geleistet.

Die Vorlesung war gedacht als Einfithrung in die Numerische Mathematik fiir Studierende
der Fachrichtungen Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften. Grundidee war
die transparente Darstellung wichtiger moderner Konzepte am jeweils einfachsten Prob-
lemtyp, um moglichst geringe anderweitige Vorkenntnisse voraussetzen zu miissen. Trotz
dieser Beschrankung enthalt das Skriptum zum Teil unveréffentlichten Stoff und beriick-
sichtigt Originalliteratur jiingeren Datums, die bisher noch keinen Eingang in Lehrbiicher
gefunden hat. Auch bei relativ bekanntem Lehrbuchstoff unterscheidet sich der vor-
liegende Text in der Sichtweise. Der Blick ist im wesentlichen auf die Entwicklung
effektiver Algorithmen gerichtet — was natfrlich Theorie einschlieBt, die fir die algo-
rithmische Realisierung relevant ist. Die hier vorgestellte Numerische Mathematik ist —
innerhalb des relativ jungen Gebietes Scientific Computing — vernetzt mit Informatik
und Naturwissenschaften.

Mein herzlicher Dank geht an Frau E. Brauer, die in bewundernswerter Sorgfalt und
Schnelle das Skriptum in TEX erstellt hat. Herrn Dipl.-Math. F. A. Bornemann danke
ich ebenfalls herzlich fiir zahlreiche Diskussionen.

Peter Deuflhard
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Symbole

R reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

N natiirliche Zahlen, N = {0,1,2,...}
0,0 Landau-Symbole

= in fihrender Ordnung gleich

Mat,, »(K) m x n-Matrizen mit Koeffizienten in K

Mat,(K) n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K

B,(z) offene Kugel {y | ||z —y|| < p} mit Radius p um =

B,(z) abgeschlossene Kugel {y | ||z —y|| < p} mit Radius p um =

GL(n) invertierbare n X n-Matrizen {A € Mat,(R) | det(A) # 0}

O(n) orthogonale n x n-Matrizen {A € GL(n) | AAT = ATA=1}

P, Polynome vom Grad kleiner oder gleich n mit Koeflizienten in R

Py verallgemeinerte Polynome vom Grad kleiner oder gleich n mit Koeffizienten in R?






1 Gaufl’sche Dreieckszerlegung

Wir beginnen mit einem Verfahren zur Auflosung eines linearen Gleichungssystems. Die
GauB’sche Dreieckszerlegung basiert auf Uberlegungen, die Carl Friedrich GauB (1777
- 1855) 1801 in seinen “Disquisitiones arithmeticae” verdffentlicht hat. Er berechnete
mit den dort beschriebenen Methoden die Bahn des Planetoiden Ceres, dessen Wieder-
auffindung im gleichen Jahr an der von ihm vorausberechneten Stelle gelang (was thm
einigen Ruhm einbrachte).

1.1 Einfithrung
Zu l6sen ist ein System von n linearen Gleichungen
Az =b, A (n,n)-Matrix, b,z n-Vektoren

Wir schreiben dabei bewuBt “ A (n,n)-Matrix” und “z n-Vektor” anstelle der “mathe-

matischeren” Notation “ A € Mat,(R)” und “z € R™”, um von vornherein klarzustellen,
daB die reellen Zahlen eine rein theoretische Konstruktion sind, die auf keinem Rech-

ner (und auf keinem Blatt Papier) realisiert werden konnen. Jede Zahl kann “real” nur
durch eine endliche Ziffernfolge reprasentiert werden. Mathematisch gesprochen bilden

diese Zahlen noch nicht einmal einen Korper, geschweige denn einen vollstindigen. Fiir

eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage greifen wir aber auf die reellen Zahlen und das

folgende Resultat aus der linearen Algebra zuriick.

Satz 1.1.1 Sei A € Mat,(R) eine relle quadratische Matriz mit det(A) # 0 und
b€ R". Dann ezistiert genau ein x € R™, so dafl Az =b.

Falls det(A) # 0, 1aBt sich die Lésung = = A~'b mit der Cramer’schen Regel berechnen.
Wir sehen hier bereits eine wichtige Eigenschaft eines “guten” Algorithmus, namlich die
Verbindung der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage mit dem Rechenverfahren, welches
nur im Falle det(A) # 0 eine Losung ergibt (Division durch det(A)).

Von einem guten Rechenverfahren erwarten wir aber auch, da es die gestellte Aufgabe
moglichst effizient, d.h. mit moglichst geringem Aufwand (an Rechenoperationen) 10st.
Den (theoretisch) minimalen Rechenaufwand zur Losung eines Problems bezeichnen wir
als Komplezitit des Problems. Ein Algorithmus ist umso effektiver je ndher der benotigte
Rechenaufwand an der Komplexitit des Problems liegt.

Aufwand zur Berechnung von det(A):
a) mit der Cramer’schen Regel: ~ n! Operationen

b) mit der Laplace’schen Determinantenformel: ~ 2™ Operationen

Wie wir sehen werden, sind alle folgenden Verfahren bereits fiir n > 3 effektiver als die
Cramer’sche Regel, so dafl diese nur fiir n = 2 in Frage kommt.

Die Schreibweise * = A~'b konnte den Gedanken aufkommen lassen, zur Berechnung
der Losung von Az = b zunachst die inverse Matrix A~! zu berechnen und diese dann
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auf b anzuwenden. Die Berechnung von A~! beinhaltet jedoch die Schwierigkeiten der
Losung von Az = b fiir samtliche 5. Wir werden im zweiten Kapitel sehen, dafl die
Berechnung von A~! “bosartig” sein kann, auch wenn sie fir spezielle b “gutartig” ist.
Bei der Notation z = A~'b handelt es sich daher nur um eine formale Schreibweise, die
nichts mit der tatsichlichen Berechnung der Losung = zu tun hat.

1.2 Auflosung gestaffelter Systeme

Sei R eine obere Dreiecksmatrix. Wir wollen das System

Rxr =2z (1.2.1)
bzw. elementweise
Ty + rieze + ...+ T, = 7
Ty + ...+ T, = 2
TnnTn = Zn

16sen und erhalten z durch rekursive Auflosung, beginnend mit der Zeile n:

Tn = Zn[Tna , falls rpn #0
Tn-1 = (zn—l - rn—l,na;n)/rn—l,n—l E] falls rn—l,n—l # 0
z4 = (21 —rieza— ... —rz,)/rn , falls 71 #0

Nun gilt fir die obere Dreiecksmatrix R, daff
a) det R = ryy-...-mpp
b) det R # 0e—Vi=1,....,n r53#0
Der angegebene Algorithmus ist also genau dann anwendbar, wenn det R # 0, also

unter der Bedingung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes. Fir den Rechenaufwand
ergibt sich:

a) pro Zeileiin (1.1.3):
(¢ —1) Multiplikationen, (i — 1) Additionen,1 Division

b) insgesamt fiir Zeile n bis 1 :

"i(t=1)=n(n-1)/2 = n?/2 Multiplikationen und Additionen

Dabei steht das Zeichen “ =" fiir “gleich bis auf Terme niedrigerer Ordnung”.



Vollkommen analog 1aBt sich ein gestaffeltes Gleichungssystem der Form

Lo =2 (1.2.2)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L losen, indem man jetzt in der ersten Zeile beginnt
und sich bis zur letzten Zeile durcharbeitet. Diese Auflosung gestaffelter Systeme heifit
im Fall von (1.2.1) Rickwdrtssubstitution und im Fall von (1.2.2) Vorwdrtssubstitution.
Der Name Substitution, d. h. Ersetzung, riihrt daher, daB8 der Vektor der rechten Seite
jeweils komponentenweise ersetzt werden kann.

(zla 22y 0009 2n-1, Zn)
(21,225 -5 Zn—1,Tn)
(z17 T2y yTn-1y .'an)
(xla T2y...y3Tp-1, mn)

1.3 Die Gauf’sche Eliminationsmethode

Wir gehen nun wieder zuriick zu dem linearen Gleichungssystem Az = b fir allgemeine
(n,n)-Matrizen A, d.h.

an®; + @12 ...+ @z, = b
anty + GxT; ...+ Gz, = b (13.1)
@11 + G2y +...+ Gurzp, = b,

und versuchen, dieses Gleichungssystem in ein gestaffeltes umzuformen.

Die erste Zeile mufl dazu nicht verandert werden. Die restlichen Zeilen sind so zu be-
handeln, daf8 die Koeflizienten vor z; verschwinden und ein System der Art

anry + apry +...+ apmr, = b
1 [ b’
gy +...+ Gy, = 0, (13.2)
’ ! !
a2 +...+ a,z, = b,

entsteht. Haben wir das erreicht, so kénnen wir dasselbe Verfahren auf die letzten n —1
Zeilen anwenden und so rekursiv das gewiinschte gestaffelte System erhalten. Daher
geniigt es, den ersten Eliminationsschritt von (1.3.1) zu (1.3.2) zu untersuchen. Wir
setzen voraus, da ay; # 0. Um den Term a;;z, in Zeile ¢ (¢ = 2,...,n) zu eliminieren,
substrahieren wir von der Zeile 7 ein Vielfaches der unveranderten Zeile 1, die wir auch
Pivotzeile nennen, d.h.

Zeile i neu := Zeile 1 — £;; - Zeile 1
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oder explizit

(a1 — Laan) o1 + (aiz — £iar) zo + - - + (Gin — lharn) T, = \bi — eilbIJ
e e’ N . , ~

D ’
' ’ —b
=a;2 =8in s

=0
Aus a;; — £;a;, = 0 folgt sofort, da§ wir
by i=apfay

wahlen miissen und die Eliminationsmethode nur ausfiihrbar ist, falls die sukzessive

. ' ” . . .
auftretenden Diagonalelemente aj1,a,,,a55, die sogenannten Pivotelemente, nicht ver-
schwinden.

Wir erhalten so eine Kette von Matrizen
A=AD 5 A0 o [ 5 AW =R
und aquivalenten Gleichungssystemen
APz =¥ k=2 ... n

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist und fir k =1,...,n — 1 gilt:

ag‘cﬂ) = a.('f) —f.-kai’;) , Li=k+1,...,n
bgk-{—l) = bt(k) _ Eikbfck) , i=k + 1, con

k
e

In Matrixschreibweise lassen sich diese Operationen durch die Multiplikation von links
mit einer unipotenten (alle Diagonalelemente 1) unteren Dreiecksmatrix beschreiben,

d.h.
AF) = 1 AR pkt) = 1 pR)

wobei L; die Matrix

1

—lpe 1

—Lln i 1

In dieser Schreibweise erhalten wir das zu Az = b aquivalente gestaffelte Gleichungssys-
tem Rz = z durch

a) R:=AM=1p1,_,....-L,A
b) zZ = b(") =Ln_1-...-L1b
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Setzen wir

Li=Li - LM = by 3 1

an “ e Zn,n-l l ]

(wobei man beachte, daB die unipotenten unteren Dreiecksmatrizen eine Untergruppe
von SL(n) bilden, siche Aufgabe 1.6), so folgt

A=LR, b=1Lz.

Die Darstellung von A als Produkt A = LR einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix
L und einer oberen Dreiecksmatrix heit LR-Zerlegung von A. Falls sie existiert, so
sind L und R eindeutig bestimmt (siehe Aufgabe 1.2).

Zusammenfassung der Gauf3-Elimination

a) A=LR Dreieckszerlegung (= Elimination)
R obere, L unipotente untere Dreiecksmatrix
b) Lz=15 Vorwartssubstitution

¢) Rz=2z Rickwirtssubstitution

Der Speicheraufwand fiir die GauB-Elimination betragt n - (n + 1) Speicherplatze, d.h.
genauso viele wie fiir die Eingabe benotigt werden, wenn man die Operationen innerhalb
der Matrix ausfiihrt.

Fir den Rechenaufwand ergibt sich (wir zahlen nur die Multiplikationen):
1. ~ X321 k% =n®/3 Multiplikationen fiir a)
2. jeweils ~ n?/2 Multiplikationen fiir b) und c)
Der Hauptaufwand besteht also in der LR -Zerlegung , die fiir verschiedene rechte Seiten
b1, ..., b aber nur einmal durchgefiihrt werden mu8.
1.4 Pivot-Strategien

Wie man bereits an dem einfachen Beispiel
01
A:(lo), detA:-—l, (111=0

sieht, gibt es Falle, bei denen die Dreieckszerlegung versagt, obwohl det A # 0. Eine
Permutation der Zeilen fiihrt jedoch zur denkbar einfachsten LR -Zerlegung

01 - 10 .
Az(lo) —_— A=(01)=I=LRHntL-—R-—I.
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Bei der rechnerischen Realisierung des Gaufl’schen Eliminationsverfahrens konnen bereits
Schwierigkeiten bei “zu kleinen” Pivotelementen entstehen.

Beispiel 1.4.1 Wir berechnen die Losung des Gleichungssystems

(a) 1.00 - 10_4$1 + 1.001‘2 = 1.00
(b) 1.0z, + 100z, =2.00

auf einem Rechner, der der Einfachheit halber mit der Basis 10 und der Mantissenldnge
3 arbeite. Erganzen wir die Zahlen durch Nullen, so erhalten wir als “exakte” Losung

auf vier giiltige Ziffern
T = 1.001 Ty = 1.000

auf drei giltige also
1 =1.00 z,=1.00

Wir fithren nun die Gau8-Elimination mit unserem Rechner, d.h. auf 3 giltige Ziffern,
aus:

(1.00 — 1.00 - 10* - 1.00 - 10~*)z; + (1.00 — 1.00 - 10* - 1.00)z;
=2.00 — 1.00 - 10*- 1.00
Wir erhalten das gestaffelte System
1.00 - 10~%z; + 1.00z, = 1.00

—-1.00 - 10*z, = —1.00 - 10*

und die “Losung”

z3 = 1.00 (richtig) ; = 0.00 (falsch!)

Vertauschen wir jedoch vor der Elimination die beiden Zeilen

(a) 1.00z, + 1.00z; = 2.00
(b) 1.00e — 4z; + 1.00z, = 1.00
so folgt £33 = 1.00 - 10~* und es ergibt sich das gestaffelte System
1.00z; + 1.00z, = 2.00

1.00z, = 1.00

und die “richtige Lésung”

;=100 z,=1.00.



Durch die Vertauschung der Zeilen hat man in obigem Beispiel erreicht, da8
21| < 1 und |&g| > ||

Das neue Pivotelement &;; ist also das betragsma8ig grofite Element in der ersten Spalte.
Aus dieser Uberlegung leitet man die sogenannte Spaltenpivotstrategie (engl.: column
pivoting oder partial pivoting) ab. Bei jeder Gau-Elimination wahlt man diejenige Zeile
als Pivotzeile, die das betragsmaBig grofite Element in der Pivotspalte besitzt, formaler
formuliert:

Algorithmus 1.4.2 GauB-Elimination mit Spaltenpivotstrategie
a) Wahle im Eliminationsschritt A% — A®+) ein p € {k,...,n}, so daB
) > (o8] firj=k,...,n
Die Zeile p soll die Pivotzeile werden.
b) Vertausche die Zeilen p und k
AR 5 4K

ag;) , fallszi=p

i =0 o® | fallsi=k

a,(-f) , sonst
Nun gilt
- (k) ~ (k)
|Zik| = |Gk | _ %k <1
~ (k) (k)
Ak Aok

c) Fithre nun den nachsten Eliminationsschritt angewandt auf A®) aus.

Ay Al+1)
O

Diese Strategie ist in den meisten Fallen erfolgreich. Es gibt jedoch auch Ausnahmen
wie eine von Wilkinson untersuchte Matrix

| -1 - -1 1

zeigt, mit der wir uns um zweiten Kapitel beschaftigen werden.
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Weiter fallt auf, daB sich die Pivotstrategie beliebig abandern 1a8t, indem man die einzel-
nen Zeilen mit verschiedenen Skalaren multipliziert. Diese Beobachtung fithrt uns zur
Frage der Skalierung. Unter einer Zeilenskalierung verstehen wir eine Multiplikation von
A mit einer Diagonalmatrix von links

A— D,A, D, Diagonalmatrix

und analog unter einer Spaltenskalierung eine Multiplikation mit einer Diagonalmatrix
von rechts
A— AD,, D, Diagonalmatrix

(Wie wir bereits bei der GauB-Elimination gesehen haben, 148t sich eine lineare Operation
auf den Zeilen einer Matrix durch die Multiplikation mit einer geeigneten Matrix von
links und entsprechend eine Operation auf den Spalten durch eine Matrizenmultiplikation
von rechts beschreiben.)

Mathematisch gesprochen dndern wir mit der Skalierung die Lange der Basisvektoren des
Bildraumes (Zeilenskalierung) bzw. Urbildraumes (Spaltenskalierung) der durch die Ma-
trix A beschriebenen linearen Abbildung. Modelliert diese Abbildung einen physikalis-
chen Sachverhalt, so kann man sich darunter die Anderung der Einheiten oder Umeichung
vorstellen (z.B. von A auf km). Damit die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b
nicht von derartigen Wahlen abhangt, mufl die Matrix A vom Algorithmus in geeigneter
Weise skaliert werden:
A— A:=D,AD,

o1

. a;
D, = diag (ay,...,04,) :=

51

D, = diag (11,...,7a) -

Recht verniinftig erscheinen die folgenden drei Strategien:

a) Eine erste Moglichkeit besteht in der Aquilibrierung der Zeilen von A bzgl. einer
Vektornorm || - ||. Setzt man D, :=1I und

g; = ”Aill—l , t=1,...,n,

wobei A die i-te Zeile von A bezeichnet und vorausgesetzt wird, daB keine Zeile
eine Nullzeile ist, so haben alle Zeilen von A bzgl. || - || die Norm 1.

b) Analog kann man auch eine Aquilibrierung der Spalten durch D, := I und
=47, j=1,...,n

erreichen, wobei A; die j-te Spalte von A ist. In diesem Fall haben alle Spalten
von A die Norm 1.



c¢) Nach a) und b) ist es ganz natiirlich zu fordern, da sowohl die Zeilen als auch die
Spalten von A jeweils untereinander dieselbe Norm haben. Zur Bestimmung der o;
und 7; hat man nun ein nichtlineares Gleichungssystem in 2n — 2 Unbekannten
zu l6sen. Wie man sich leicht vorstellen kann, erfordert dies bei weitem mehr
Aufwand als die Losung des urspriinglichen Problems. Wie wir im vierten Kapitel
sehen werden, miissen dabei mehrere lineare Gleichungssysteme, jetzt mit 2n —
2 Unbekannten gelost werden, fir die sich natirlich wieder die Skalierungsfrage
stellen wiirde.

Aufgrund dieser Lage wird die Skalierung in den meisten Programmen dem Benutzer
iiberlassen.

Zur formalen Beschreibung der Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche verwenden wir
Permutationsmatrizen P, welche bekanntermafien die Permutationen der Einheitsvek-
toren e; = (0,...,1,...,0) beschreiben. Eine Permutation der Zeilen einer Matrix
A 148t sich durch die Multiplikation von links mit einer solchen Permutationsmatrix
ausdriicken

Zeilenpermutation: A - PA

und wiederum vollkommen analog eine Permutation der Spalten durch die Multiplikation
von rechts
Spaltenpermutation: A — AP

Wie wir aus der linearen Algebra wissen, bilden die (n,n)-Permutationsmatrizen eine
zur symmetrischen Gruppe S,, isomorphe Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(n),
d.h. es gilt insbesondere

p=pT,
Jede Permutationsmatrix 148t sich als Produkt von Transpositionsmatrizen darstellen,
also den Permutationen, die genau zwei Einheitsvektoren vertauschen. Die Determinante
von P ist gerade das Vorzeichen der Permutation, also +1, falls P Produkt einer
geraden Zahl von Transpositionen und —1 sonst.

det P =sgn P € {£1}
Der folgende Satz zeigt, daB8 die Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche theoretisch nur
versagen kann, wenn die Matrix A singular ist.
Satz 1.4.3 Ist A eine nicht singulire Matriz, dann ezxistiert mindestens eine Permu-
tationsmatriz P derart, dafl eine Dreieckszerlegung
PA=LR

maoglich ist. Dabei kann P so gewdhlt werden, daf8 alle Elemente von L vom Betrag
kleiner oder gleich 1 sind, d.h.
ILj<1.

Beweis: Wir fithren den Algorithmus der LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche aus.
Da det A # 0, gibt es eine Transpositionsmatrix P, , so daB fir A" := P, A gilt:

0@ > 1Y), i=1,...,n

9



Mit der oben eingefithrten Notation folgt

[ aﬁ) * ook |
AD — FLAD Zf pA= 0
BO®
L 0 _
wobei |L;| < 1. Da o #0, folgt aus
0# det A=det A® =af} det B®,

daf det B® £ 0. Wir erhalten so induktiv eine Zerlegung

R= A(n) = i/n—IPn—l v "ZquA

wobei |L;] <1 und P; evtl. zwei der Zeilen i bis n vertauscht. Man sieht leicht, daB

es dann auch unipotente untere Dreiecksmatrizen Ly, ...

R=L,---L1P,,---PA.

Dazu miissen nur die Nichtdiagonalelemente der L; gee
gewinschte Zerlegung von A folgt daher mit

P!:Pn_l"'Pl
Le=L7"- L1, .

Es sei noch angemerkt, dafl wir die Determinante von A
wie in Satz 1.4.1 leicht mit der Formel

det(A) = sgn(P)det(LR) = sgn(P)

berechnen kénnen.

yLn_1 gibt mit |L;| > 1 und

ignet permutiert werden. Die

O
aus der Zerlegung PA = LR

T11° " Tan

1.5 Cholesky-Verfahren fiir symmetrische, positiv definite Ma-

trizen

Wir wollen nun die GauB-Elimination auf eine eingeschrinkte Klasse von Matrizen, die
symmetrisch positiv definiten, anwenden. Es wird sich dabei herausstellen, dafl die
Dreieckszerlegung in diesem Fall stark vereinfacht werden kann.

Satz 1.5.1 Sei A eine reelle symmetrische, positiv definite (n,n)-Matriz, d.h.

(i) AT =4

(it) eTAz >0 Vz #0

Dann ist A nicht singuldr und es gilt:

10



a) a; >0 firi=1,...,n.
b) maxizi,.,n i = MaX;j=1,.,n aij] -
¢) Bei der Gaup-Elimination ohne Pivotsuche ist jede Restmatriz wiederum positiv
definit.
Insbesondere besagen b) und c), daB die Pivotsuche bei der LR-Zerlegung von A

unnotig, ja sogar unsinnig ist, da sie evtl. die spezielle Struktur von A zerstort.

Beweis: zu a) Nach (ii) gilt fiir z := e;, daB a; = ef Ae; > 0.
zu b) Siehe Aufgabe 7.
zu c) Wir schreiben A = AM als

aiy ZT
A —
z B
wobei 2T = (ays,...,a1,) und erhalten nach einem Eliminationsschritt
a ZT ]
A® =
0 B2

Die Behauptung ist gerade, daB B(® wieder symmetrisch positiv definit ist. Fiir die
Elemente ag) (4, =2,...,n) von B® gilt

(2) (1) (1)
aij = a,-j —Z{lalj
_ a aiy a
= i — Q15
an
ay;ay;
= a;———, dagg=ay.
an

Nun sind die Produkte ay;a;; gerade die Elemente der Matrix 22T | also
ariay; = (227);

(Eine Matrix der Gestalt zy” fiir zwei Vektoren z,y nennen wir auch dyadisches Produkt
von z und y. Matrizen dieser Art werden uns noch hiufig begegnen).

Also gilt
B® = W _ i(zzT) . (1.5.1)

a1
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1. Die Symmetrie von B® folgt nun aus

(BT = (BOYT - (a2
a1
1
= BW_ (T
a11
= B(l)——LzzT
an
= B®

2. Fiir die positive Definitheit haben wir zu zeigen, daB

yTBPy >0 Vy = (y2,.--,¥n) &

Mit (1.5.1) folgt:
1

R".

y"BPy = y"BWy- ayeey
1
= y BYy— —(y72)?
an
Da A positiv definit ist, gilt
T Az > 0 fir ¢ = (z1,97) = (21, ¥2,-. 1), 1 €ER
und es folgt
I
0<zTAz = (z1,97)| !
z BW Yy

(xl’yT)

( anzy + 27y
\ 212+ BWg

anz? + 127y + 21 (y7

|

2)+y" By

ZT zT 2
= an(z: + y)2 - (zy) +3/TB(1)?/
a1 an
ZT .
= an(z + —"‘1'/')2 +y"BWy .
an

Setzen wir speziell

an
so folgt gerade yT By > 0.

Zusammen mit dem Satz tiber die LR -Zerlegung konnen

Zerlegung fiir symmetrische positiv definite Matrizen her

Satz 1.5.2 Fir jede symmetrische positiv definite Mat

bestimmte Zerlegung der Form
A=LDLT,

wobei L eine unipotente untere Dreiecksmatriz und D e

12
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Beweis: Nach Satz 1 und Satz 1.4.1 c) gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlegung
A=LR

mit einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R,
deren Diagonalelemente ag) alle positiv sind. Also gibt es eine positive Diagonalmatrix
D und eine unipotente untere Dreiecksmatrix L, so daB

R=DIT, also A= LDIT .
Da A symmetrisch ist, gilt
A=AT =LDILT = LR,

wobei R := DLT eine obere Dreiecksmatrix ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der LR-
Zerlegung ist dann aber bereits L = L und

A=ILDLT = LDIT .

Korollar 1.5.3 Da D positiv ist, existiert auch eine Zerlegung
A=LL",
die Cholesky-Zerlegung, wobei L die untere Dreiecksmatriz

L := L.DV?
DV? =  diag(\/dy,...,\/d,) falls D = diag(d,,...,d,)

Die Matrix L = (4;;) kann mit dem folgenden Algorithmus, dem Cholesky-Verfahren,
berechnet werden:

Algorithmus 1.5.4 Cholesky-Verfahren

fir k=1,...,n: L= (apk — Zf;% lij)lﬂ

fiir 1=k+ 1,...,n: by = (a,-k - ;:% &jlkj)/l?kk

Die Herleitung dieses Algorithmus ist nichts weiter als die elementweise Auswertung der

Gleichung (1.5.7)

eu ell e enl an .o Ann
an s Znn Znn an1 e Ann
1=k:ap = ei1+"'+ei,k—l+££k
t>k:ax = Lol + -+ lip—1lep-1 + Linlir

13



Die Auflésung der beiden Gleichungen nach £ bzw. |{; liefert gerade die Formeln
in (1.4.10). Die Raffinesse der Methode steckt in der Reihenfolge der Berechnung der

Elemente von L. Fir den Rechenaufwand zahlen wir

n

i 1
(k—-1+ k) =-n
Multiplikationen und n Quadratwurzeln.

Bemerkungen:

1. Im Unterschied dazu kommt die rationale Cholesky-Zerlegung nur mit rationalen
Operationen aus (daher der Name). Der Aufwand kann auch hier durch geschickte
Programmierung auf in® gehalten werden.

2. Ein Vorteil der rationalen Cholesky-Zerlegung besteht darin, daf fast singulare
Matrizen D erkannt werden kénnen. Auch kann das Verfahren auf symmetrische
indefinite Matrizen (27 Az # 0 Vz) erweitert werden.

14



1.6 Ubungen

Aufgabe 1.1 Geben sie eine vollbesetzte, nicht singulare (3,3)-Matrix an, bei der das
GaufB’sche Eliminationsverfahren versagt.

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie, da die LR-Zerlegung ohne Permutation eindeutig bestimmt
ist.

Aufgabe 1.3 (GauB-Elimination bei Spezialstruktur)

Sei A = (a;;) eine Matrix mit folgenden Eigenschaften:
(i) Yr,a;=0fur j=1,...,n
(i) a; <0 und a;; >0 firi=1,...,n und j#1

Wie in der Vorlesung bezeichnen wir mit A = AM, A® . . A™ die bei der GauB’schen
Elimination entstehenden Matrizen. Zeigen Sie:

(a) lan| > |aa| fur : =2,...,n

(b) ?=2ag)=0fi'1rj=2,...,n

(c) aE})Sa,(f)SO firi=2,...,n

(d) ag‘-’)ZaS)ZO fir 1,7 =2,...,n und j #1

(e) Falls die bei den ersten n — 2 GauB-Eliminationen sukzessiv entstehenden Diago-

nalelemente alle verschieden von Null sind, d. h. ag) <0 fir:=1,...,n—1,5s0
gilt a(® =0.

Aufgabe 1.4 Programmieren Sie das GauB’sche Eliminationsverfahren. Das Programm
soll die Daten A und b aus einer Datei einlesen und mit folgenden Beispielen getestet
werden:

(a) mit der Matrix aus Aufgabe 1,
(b) mit n=1, A=25 und b=4,

(c) mit a;; =+~! und b; =i fir n =17, 15 und 50.
Vergleiche jeweils die berechneten mit den exakten Losungen.

Aufgabe 1.5 Die GauB-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche liefere angewandt auf die Ma-
trix A die Zerlegung PA = LR, wobei P die sich im Lauf der Elimination ergebende
Permutationsmatrix ist. Zeigen Sie:

(a) Die GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche ist invariant gegen
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(i) Permutationen der Zeilen von A (triviale Ausnahme: mehrere betragsgleiche
Elemente pro Spalte)

(ii) Multiplikation der Matrix mit einer Zahl 0 #0, A — 0 A.

(b) Ist D eine Diagonalmatrix, so liefert die Gau-Elimination mit Spaltenpivotsuche
angewandt auf A := AD die Zerlegung PA= LR mit R=RD.

Aufgabe 1.6 (a) Zeigen Sie, daf§ die normierten unteren Dreiecksmatrizen
{L=0;)| li=1fari=1,...,nund [;;=0fir 1 <i<j<n}
eine Untergruppe der speziellen linearen Gruppe
SL(n) = {A € Mat(n, R) | det(A) =1}
bilden.
(b) Sei A eine symmetrische positiv definite Matrix. Zeigen Sie, dal dann

max a; = _max |ag;|.
1=1,...,n 1,7=1,...,n

Aufgabe 1.7 Ein Problem aus der Astrophysik fithrt auf ein System von (n+1) linearen
Gleichungen in n Unbekannten der Form

0
I
A
0
Tn
1 ... 1 1

wobei A die Matrix aus Aufgabe 1.3 ist. Zur Losung dieses Systems wenden wir auf die
Matrix A eine GauB-Elimination ohne Pivotsuche mit folgenden zwei Zusatzregeln an,
wobei wir die entstehenden Matrizen wieder mit A = AW, ..., A=) und die relative
Maschinengenauigkeit mit eps bezeichnen.

(a) Falls im Laufe des Algorithmus |a£’;)| < |akk| eps fir ein k < n zum ersten Mal
auftritt, so vertausche die Zeilen n und k und die Spalten n und k.

(b) Falls |ag,?| < |akk| eps fiir ein weiteres k < n, so breche den Algorithmus ab.

Zeigen Sie, daf der Algorithmus, falls er nicht in (b) abbricht, nach n — 1 Elimination-
sschritten eine Zerlegung von A in PAP = LR liefert, wobei P eine Permutation und
R = AM eine obere Dreiecksmatrix mit r,, =0, r; < 0 fir i = 1,...,n — 1 und
ri; > 0 fur 7 > ¢ ist. Zeigen Sie weiter, daB das System in diesem Fall eine eindeutige
Losung z besitzt und alle Komponenten von z nicht negativ sind. Geben Sie eine
einfache Vorschrift zur Berechnung von z an.
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Aufgabe 1.8 Programmieren Sie den in Aufgabe 1.7 entwickelten Algorithmus zur
Losung des speziellen Gleichungssystems und testen Sie das Programm an zwei selb-
stgewahlten Beispielen der Dimension n =5 und n = 7, sowie mit der Matrix

17



2 Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschaftigen, wie sich Fehler bei der rechnerischen
Losung eines Problems auswirken. Dabei miissen wir uns zunachst klarmachen, welche
Arten von Fehlern auftreten konnen. Bei der rechnerischen Losung eines Problems geht
es stets darum, aus gewissen Eingabegrofen mit Hilfe eines Algorithmus, der evtl. noch
ZwischengroBen produziert, eine Anzahl von Resultaten zu berechnen.

- . Algorithmus -
Emgabegroﬁenj — — | Resultatgrofien

(Zwischengrofien)

Aus den Eingabefehlern und den Fehlern im Algorithmus resultieren Fehler im Ergebnis:

Fehler in der Eingabe + Fehler im Algorithmus

$
[ Fehler im Resultat |

Bei der Fehleranalyse ist es insbesondere wichtig, zwischen dem Einflufi von Eingabefehlern
und dem von Fehlern im Algorithmus auf den Fehler im Ergebnis zu unterscheiden. Dazu
werden wir im folgenden die Begriffe Kondition eines Problems bzw. Stabilitdt eines Al-
gorithmus einfiihren.

2.1 Fehlerquellen

2.1.1 Eingabefehler

a) Mefifehler

Bei Fehlern der EingabegroBen denken wir zunachst an Meffehler, falls die Eingabegrofien
z. B. experimentelle Daten sind. Solche Eingabegrofien z; werden meist mit Angaben
liber den absoluten Fehler 6%;, den Toleranzen, angegeben, so daB fiir den Abstand zu
den “wahren” Werten z; die Abschatzung

lf,' —_ Z,’l < 52,’

gilt. Die relative Genauigkeit |6z;/z;| liegt dabei gewohnlich bei 10-2 bis 10~3.

a) Rundungsfehler

Aber auch wenn die Eingabegrofen exakt gedacht werden konnen, treten durch die
Darstellung einer nicht ganzzahligen Zahl im Rechner Eingabefehler auf. Bei der heute
iiblichen (normalisierten) Gleitkommadarstellung wird eine Zahl z vom Typ “real”
dargestellt als Z = a - d*, wobei die Basis d eine Zweierpotenz ist (in der Regel
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d € {2,8,16}), der Ezponent e eine ganze Zahl mit einer vorgegebenen maximalen
(Binar-) Stellenzahl, und die Mantisse a entweder 0 oder eine mit einer endlichen An-
zahl von Stellen, der sogenannten Mantissenldnge, dargestellte Zahl mit

<lal <1

aul —

Beispiel 2.1.1 (die alt-ehrwiirdige IBM 360)

Basis d = 2%, Exponentenlinge h = 2, Mantissenlinge £ = 6, Vorzeichen V € {0,1},
A; €{0,...,15}, e € {—64,...,63}

V [ Al A2 “se AG
1 Bit | 7Bits | 4 Bits | 4 Bits | ... | 4 Bits
Zahlenbereich: ) )
— .16/ < |z|< (1 - —)-16%
75 16 SEls(-3

Der Bereich, den der Exponent e {iberstreichen kann, bestimmt die groBite und die
kleinste Zahl, die sich auf der Maschine (damit ist hier der Rechner zusammen mit
dem benutzten Compiler gemeint) darstellen 1a8t, die Mantissenlinge ¢ die relative
Genauigkeit. Jede Zahl z 1aBt sich auf dem Rechner durch eine Zahl z reprasentieren,

so daB

|2 — 2|

B < eps:= %dl“ (bei Rundung)

Wir nennen eps die relative Maschinengenauigkeit, in der Literatur auch mit u fiir “unit
roundoff” bezeichnet. Sie liegt in der Regel bei eps ~ 107 bei einfacher Genauigkeit
(single precision in FORTRAN, float in C'). Betrachten wir nun als Beispiel die math-
ematisch exakt zu denkende Zahl

7 = 3.141592653589...

7 kann als transzendente Zahl nicht mit einer endlichen Mantissenlange dargestellt
werden und ist daher auf jedem Rechner eine fehlerhafte Eingabegrofie !

T — 7 = 3.141593

|7 — =

7]
Allgemein sind in der Regel alle nicht ganzzahligen Eingabegrofen mit Eingabefehlern
durch die Rundung auf eine Maschinenzahl behaftet. Es ist insofern unsinnig, von einer

“exakten” Eingabe auszugehen. Diese Einsicht wird unsere Fehleranalyse mafgeblich
beeinflussen.

< eps



2.1.2 Fehler im Algorithmus

Bei den Fehler, die bei der Ausfithrung des Algorithmus entstehen, unterscheiden wir
zwischen drei Arten:

a) Rundungsfehler bei der Ausfiihrung der Elementaroperationen +, -, *, /

b) Approximationsfehler, z.B. bei der Berechnung von sinz durch eine abgebroch-
ene Reihenentwicklung.

c) Diskretisierungsfehler, z.B. bei der numerischen Integration (Quadratur, s. Kapi-
tel 6) oder der numerischen Losung von Differentialgleichungen.

Diskretisierungsfehler treten immer dann auf, wenn ein urspriinglich unendlich dimen-
sionales Problem auf ein rechnerisch zugangliches endliches Problem projiziert wird.
Diese Fehler sowie manchmal auch Approximationsfehler sind wesentlich schwerer abzuschétzen
als Rundungsfehler, auf die wir uns in diesem Kapitel beschranken.

Wir bezeichnen mit fi(z) die durch Rundung der Zahl z zugeordnete Gleitkommazahl
z =fl(z), wobei “1” fiir “floating point” steht. Dann 138t sich der Rundungsfehler bei
der Ausfihrung einer Elementoperation o € {+,—,*,/} in Gleitkommaarithmetik fir
zwei Maschinenzahlen @ und b abschétzen durch

fi(@ob) = (@ob)(1 +¢) mit Je] < eps

2.2 Kondition eines Problems

Wir gehen aus von der Frage:

“Wie wirken sich Storungen der Eingabegrofien auf das Resultat unaebhingig vom
gewahlten Algorithmus aus” ?

Wenden wir uns nochmals der Eingabe von 7 in einen Rechner zu, so fallt auf, daf§ die
vormals “exakte” Zahl 7 nach der Eingabe in einen Rechner und damit der Rundung
auf 7 logisch ununterscheidbar ist von allen Zahlen z, die durch Rundung auf dieselbe
Maschinenzahl 7 fuhren, also alle z mit

|2 - 7|

< eps
||

Statt der “exakten” Eingabe = sollten wir also besser eine Eingabemenge

|2 — 7|
|2|

betrachten. Allgemeiner wire statt einer eingegebenen Maschinenzahl € die Eingabe-
menge

E:={z€eR| < eps}

le — el
< eps
e < o)

é(l+¢), le|] £ eps}

E = {e|

= {e| e
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die eigentliche EingabegroBe. Dabei haben wir bisher nur die durch Rundung entste-
henden Eingabefehler beriicksichtigt. Wiiiten wir z.B., daB die EingabegroBe z mit
einem relativen Mefifehler von € = 10-2 > eps behaftet ist, so ist die entscheidende
Eingabegrofie die Menge
|z — 2| -2
E:={s| —— <107%}
|2|

Alle z € E sind wegen der angegebenen relativen Toleranz ununterscheidbar.

Formulieren wir unser Problem mathematisch als eine Abbildung f,

fre—=r=f(e

die einer Eingabe e ein Resultat r = f(e) zuordnet, so tiberfithrt die gleiche Abbildung
die Eingabemenge E in eine Resultatmenge R = f(F). Dabei konnen wir uns die
Funktion f als “exakten”, d.h. fehlerfreien Algorithmus denken (wir wollen ja gerade
die Storungen des Resultats unabhangig vom Algorithmus untersuchen.)

Abbildung 2.1: Eingabe- und Resultatmenge

Bei der Analyse von Eingabefehlern ist es daher sinnvoll, anstelle der punktweisen Abbil-
dung f:e— r = f(e) die Mengenabbildung f : E — R = f(E) zu untersuchen, wobei
die Eingabemenge E jeweils problemspezifisch zu wéhlen ist, wie wir in den beiden
einfachen Beispielen gesehen haben. Die Auswirkung von Storungen der Eingabegro8en
auf das Resultat lassen sich nun an dem Verhiltnis der Eingabemenge zur Resultat-
menge ablesen. Eine Charakterisierung des Verhéltnisses von E und R nennen wir
Kondition des durch f beschriebenen Problems. Die mathematische Konkretisierung
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dieses Begriffes hangt dabei vom jeweiligen Problem ab. Kénnen wir fiir die Eingabe-
und Resultatmengen auf verniinftige Weise “Mafe” [E] und [R] definieren (nicht im
maBtheoretischen Sinn zu verstehen), die die “GroBe” der Mengen widerspiegeln, so
charakterisiert der Quotient

_ Rl

T IE
die Kondition des Problems. Beispiele fiir solche “MaBe” fiir Mengen E,R C R sind:

a) der relative Fehler

=
E re = 0/
Bl o= sup =
|r — 7 |f(e) — f(&)l
R = su =sup ———~—
Bla = o =2 1)
b) der absolute Fehler
[Elabs = sgg le — €|
[Rly, := sup|r—7|=sup|f(e) - f(&)
e€ER e€EE
die auf die relative Kondition
_ [E]rel

Kyel - [R]rel
bzw. die absolute Kondition
[E]abs)
[R]abs
fiihren. Wie man sieht, ist das relative Fehlerkonzept nur durchhaltbar, falls weder
E noch R die 0 enthalten. Ferner beachte man, daff wir in a) und b) bisher nur
Teilmengen der rellen Zahlen betrachtet haben. Fir vektorwertige e und r sind die
Betrage durch Normen zu ersetzen, von deren Wahl & dann natiirlich abhangt. Wir
kdnnen nun definieren, wann ein Problem gut und wann es schlecht konditioniert zu
nennen ist. Der Einfachheit halber sei nur die relative Kondition gewahlt.

Kabg - —

Definition 2.2.1 Ein Problem heifit beziiglich des relativen Fehlers
a) gut konditioniert (well-conditioned, well-posed), falls
Kre =1
b) schlecht konditioniert (ill-conditioned), falls
Kra 2> 1
¢) unsachgemaf gestellt (ill-posed), falls
Krel = 0O.
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Bemerkung 2.2.2 Falls x,q > ——, so ist eventuell

[E]rel

If(e) f(®
fle)

fir ein e € E, und damit f(&) zu 100% falsch !

|>1

Wir haben die Kondition oben nur fiir eine feste Eingabemenge E definiert. Laft sich
eine solche Eingabemenge nicht sinnvoll angeben, so analysiert man haufig das Verhalten
der Resultatmenge R in Abhangigkeit von der Eingabemenge E fir [E] — 0. Dazu
betrachtet man die asymptotische Kondition

B _, _ [A

K := limsup m sup +—

[El-o [E]  e=0(g)=c [E]

Wir werden darauf bei der Analyse der Kondition eines linearen Gleichungssystems
zuriickkommen.

(2.2.1)

Der Begriff der Kondition soll nun an einigen Beispielen erlautert werden:

2.2.1 Berechnung des Schnittpunktes zweier Geraden

Als erstes betrachten wir das geometrische Problem der Bestimmung des Schnittpunktes
r zweier Geraden g,k in der Ebene

Abbildung 2.2: Schnittpunktes r zweier Geraden g,h.

Bei der zeichnerischen Losung dieses Problems ist es nicht moglich, die Geraden g und A
exakt darzustellen. Die Frage ist nun, wie stark der konstruierte Schnittpunkt r von den
“Zeichenfehlern” abhangt. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, da h “exakt”
vorliege (oder der Fehler gegeniiber dem von ¢ vernachlassigbar sei) und § nur um eine
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Parallelverschiebung von g abweiche, d.h. ¢ || §. Dann kdénnen wir den Fehler durch
den Normalabstand |g — §| messen. Die Eingabemenge besteht aus allen Geraden g,
deren Normalabstand von g unterhalb der Zeichengenauigkeit ¢ liegt

E={g]| lg-gl<e}
Ein verniinftiges (absolutes) Ma8 ist gerade dieser maximale Abstand
[Elabe = suplg —g| =€
g€E
Fir die Resultatmenge

R = {r | rist Schnittpunkt von g und h, ¢ € E}

ist das geeignete Fehlerma8
[R]abs = sup |r — 7|
r€ER

Bei der Konditionsanalyse springen im wesentlichen zwei Grenzfalle ins Auge.

a) g und h stehen senkrecht zueinander, g L h.

[Elabs _
[R]abs B

Falls also g L h oder & (g,k) = /2, so ist das Problem gut konditioniert.

= Kabs = 1

b) g und h sind nahezu parallel
X (9,h) = 0 = Kabs — 00

Fir kleine Winkel & (g, %) ist die Schnittpunktbestimmung schlecht konditioniert.
Geometrisch gesprochen liegt ein sogenannter schleifender Schnitt vor.
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Abbildung 2.3: Schleifender Schnitt.

2.2.2 Subtraktion und Addition
Zu berechnen sei zunachst die Differenz
r=a—b a>b>0
zweier reeller Zahlen a und b. Durch Rundung erhalten wir die Maschinenzahlen
a=1l(a) =a(l+¢€.), lea| < eps

b=1f(b) = b(1 +¢3), |es| < eps

Nach dem oben gesagten ist hier die Eingabemenge

a b
-EF{@J)IG—1+%,b—1+&,

lsala |€b| < eps}

zu betrachten mit -

la—a| b I}
Ela = su ,——— ¢ = eps
Bl (a,bféE{ EEUIS B

Nun gilt fiir (a,b) € £ und r:=a—b,daB

F = a-—=>b
= a(1+€a)—b(1+€b)
a b
= (a-—b)(l—i—a_bEa—a—bEb)
a b
= r(1+a-—b€a_a—beb)
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also

r—7 | a b .
|T'| - a — bsa a— b b
Fir [R];q erhalten wir daher
Ir — 7|
Rla := su
[ ] 1 Teg ]1‘|
a b .
= su €q —
|50|v|€b|15)eps a—b> a—>b b
_a+b ens
= —eps.

Fiir beliebige a,b € R folgt daraus fiir die relative Kondition der Subtraktion a — b

o _ [Bla _ ol +b]
T [Ela la—0]

Im Fall der Addition (hier: @ und b haben verschiedene Vorzeichen) ergibt sich sofort
Krel = 1.
Bei der Subtraktion hingegen gilt:
la— bl <la| + o] <= Kra>1

Dies ist gerade die Ausloschung (engl.: cancellation of leading digits) bei der Subtraktion
nahezu identischer Zahlen, wie sie in dem folgenden einfachen Beispiel mit eps = 107
auftritt:

a = 0.123467% « Storungan 7. Stelle

b = 0.123456*

b = 0.0000 11000 <« Storungan 3. Stelle
— T

fihrende Nullen nachgeschobene Nullen

Ein Fehler in der 7. Dezimalstelle fithrt im Ergebnis zu einem Fehler in der 3. Dez-
imalstelle, d.h. kg & 10*. Unsere Konditionsanalyse zeigt, dal die Subtraktion im
Fall der Ausloschung schlecht konditioniert ist. Wir ziehen daraus die (nur tautologisch
klingende) Regel:

Vermeide vermeidbare Subtraktionen

Bemerkung 2.2.3 Man beachte, dal man die Ausléschung dem vom Rechner aus-
gegebenen dezimalen Ergebnis nicht ansehen kann. Die nachgeschobenen Nullen sind
Nullen in der bindren Darstellung und gehen bei der Umwandlung ins Dezimalsystem
verloren.
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Beispiel 2.2.4 Beispiel fiir eine vermeidbare Subtraktion:

1 —cos(z) 2 g
—= = x(l'“"z“*ﬁ* ]

T z?
_ E(I‘Ei'“)

Fir z = 10* ist 22/12 < 10~° und daher z/2 eine auf acht Dezimalziffern genaue
Naherung fiir (1 — cos z)/z.

2.2.3 Berechnung des Skalarproduktes

Wir wollen das Skalarprodukt < a,b > zweier Vektoren a,b € R™ berechnen.
r= f(a,b) =5, = afb = Ea;b,'
=1

Eingabedaten : aq,...,a,,b0,...,b,
Resultat N

Gehen wir wieder von Storungen der Eingabegrofien aus, wie sie bei der Rundung

a;i— a6 = a(l4+e) , |ea] < eps

b,' — T),' = b,(l + 6,) N |6,| S €eps

auftreten, so kommen wir zu der Eingabemenge

; b;
E:={(a,b) | a; = I_-i’rz-——. b = T4 mit |e;|, |6:] < eps}
Die Fehler von a; und b; werden im Skalarprodukt s, = Y"1, a;b; jeweils miteinander
verkoppelt,
a;b; — ("lii),' = a,'b.'(l + 6,‘)(1 + 5,)
so dafBl es keine Rolle spielt, wie der Fehler des Produktes a;b; auf die beiden Faktoren
a; und b; verteilt ist. Ein verniinftiges Fehlerma8 fiir Eingabegrofen ist daher

ibi — aib;
(Bl = sup max %= @bl
(@hee *  |aibi]

|a,~b,~ - EJ),-| _ |a;b,- - a,-b,-(l + 6;)(1 + 5,)|
|aibi B |aibi
lei + 6 + €:bi
= e+ &

gilt
[Elra = 2 eps.
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Analog zu den Berechnungen bei der Subtraktion gilt ferner fiir 7 = a’b:

F o= zn:(—l,j).'

=1
= Za;b,-(l + 6,’)(1 + 5,)
i=1
i bile; + 6; + €;6;
= (Cab) (1+Z“ i(&: - ))
i=1 3—1 a;9;
also B
r—7 iy Gibiei + 6 + €:6;)
ro — a;b;
und daher
r—r
[R]rel = sup I l
r€R lrl
n &b |
= 2eps==L |a,_,
PIEr, aibl
|a|” |5]
= 2 —_—
eps aTh]

Fiir die relative Kondition des Skalarproduktes erhalten wir somit

o _ B _ [a"8
= Bl Ja%h)

Beispiel 2.2.5 Als Anwendung der Konditionsanalyse des Skalarproduktes betrachten
wir die Berechnung von e* durch die abgebrochene Taylor-Reihe

e’ ~3N—1+$+'§',‘+ +——Eab—a
=0
mit
ag:=1 , a; :=za
bo = s b,‘+1 = b,/(i + 1)

Dabei geht es uns hier nicht um den Approximationsfehler |e* — sy|, sondern nur um
den Fehler bei der Berechnung der Summe sy = YN a;b; .

a) Falls £ > 0, so gilt a;b; > 0 und daher

lal" 16}
Krel = laTbI =1.
b) Falls jedoch # < 0 (alternierende Reihe), so ist
alb = sy=ef=el
Tl = e = e
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also
Kra = €2 > 1

Die abgebrochene Taylorreihe ist daher (von den Approximationseigenschaften
ganz abgesehen) allenfalls fiir "kleine“ z < 0 ein geeigneter Algorithmus. da fiir
z < 0 die Auswertung der Summe sy schlecht konditioniert ist. Tatsichlich wird
die Exponentialfunktion heute mit einer Modifikation des sogenannten Brigg’schen
Algorithmus berechnet.

2.2.4 Nullstellenbestimmung von nichtlinearen Funktionen

Gegeben sei eine Funktion f: R — R und wir fragen nach der Kondition der Bestim-
mung einer Nullstelle 2* von f, dh. f(z*) = 0. Wir setzen voraus, daB f in einer
Umgebung U von z* stetig differenzierbar und injektiv ist, so da die Umkehrfunktion

7 (—6,6) » U, firein 6§ >0

in einer Nullumgebung (—4,6) existiert.

Betrachten wir einen Auswertungsfehler ¢ von f und z* := f~!(e), so folgt

2" ~2"| = |f7(e) - f71(0)]

= ldfdle(s) le=o| - €
_ 1
T eI
Fir die absolute Kondition bei der Nullstellenbestimmung ergibt sich daraus
ks = |z* — z*| _ 1
: lel |f(e*)]

Beziiglich des absoluten Fehlers ist daher insbesondere die Bestimmung mehrfacher oder
nahe zusammenliegender Nullstellen schlecht konditioniert. Anschaulich deckt sich das
Ergebnis mit dem ersten Beispiel, der Schnittpunktbestimmung zweier Geraden.

Der Fall |f'(z*)| < 1 entspricht gerade dem schleifenden Schnitt, siche Kapitel 2.2.2.

Bemerkung 2.2.6 Man beachte, dal der Auswertungsfehler von f von der gewahlten
Darstellung von f abhangt. So ist trivialerweisee = 0 bei der Auswertung eines Poly-
noms

pe)=(z—z1)-...-(z—2,) =0

in Wurzeldarstellung. Das gleiche Polynom in Koeffizientendarstellung fihrt im allge-
meinen zu € # 0.
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Abbildung 2.4: schlecht konditionierte Nullstelle bei z1, gut konditionierte bei z

2.2.5 Berechnung der Eigenwerte von symmetrischen Matrizen

Die obigen Uberlegungen zur Auswertung und Nullstellenbestimmung von Polynomen in
Koeffizientenschreibweise scheinen zun¢hst darauf hinzudeuten, dafl die Bestimmung der
Eigenwerte einer Matrix (als Wurzeln des charakteristischen Polynoms) generell schlecht
konditioniert ist. Wie wir im folgenden sehen werden, ist dies fir die wichtige Klasse der
symmetrischen Matrizen jedoch nicht der Fall. Lineare Eigenwertprobleme der Form

Az = Az, A reell und symmetrisch

spielen in den Anwendungen eine grofie Rolle. Ersetzt man in dem Eigenwertproblem
fir Differentialgleichungen

—u" = Ay, u(0)=u(l)=0,

welches zum Beispiel die Eigenschwingungen einer Saite beschreibt, die Ableitungen
naherungsweise durch Differenzenquotienten (Diskretisierung) so ergeben sich lineare
Eigenwertprobleme

AU = AU,

mit symmetrischen Matrizen Aj,. Aus der linearen Algebra sind folgende Eigenschaften
symmetrischer Matrizen bekannt:

Lemma 2.2.7 Sei A€ Mat,(R) eine reelle symmetrische Matriz. Dann gilt:

a) Es existieren genau n Eigenwerte Ay,..., A, (mit Vielfachheit gezihlt),
b) alle Eigenwerte sind reell, \; € R,

¢) es gibt eine Orthonormalbasis ny,...,n, € R™ von Eigenvektoren.
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Mit diesen Bezeichnungen gilt also

An; = Am fir i=1,...,n
nfn; = 6 fur i,5=1,...,n

Die aus den Eigenvektoren als Spalten bestehende Matrix
Q = (M,-.-,7a) € O(n)
ist orthogonal, d.h. QQT = QTQ = I, und mit
A = diag (M1,..., )
gilt

A = QAQT, A=QTAQ
M o= nlAy fir i=1,...,n

Eine Storung der Eingabegrofie A 1a8t sich beschreiben durch
A— A:= A+ AA, AA€Mat,(R),

wobei aber nur symmetrische Stérungen AA = (AA)T sinnvoll sind. (Speichern wir
die symmetrische Matrix A in einem Rechner, so legen wir natiirlich nur eine der bei-
den identischen Halften ab, so da sich z.B. Rundungsfehler auf beide Halften gleich
auswirken.)

Wir betrachten daher als Eingabemenge

E = {A| A=A+AA, |A4|];<e (AA)T = AA}
[Bly, = supllA—Alz=¢
A€EE

DaB wir gerade die Spektralnorm zur Beschreibung der Grofle der Storung AA gewahlt
haben, wird sich im nachhinein als giinstig erweisen.

Die Matrix A habe die Eigenwerte 1y, ..., A, und orthonormalen Eigenvektoren iy, .. ., f, .
Dann gilt wegen

Afi = (A+AA)f = Ny
AAi; = (NI = A
dafB
T(S.7_ To (5.7 — T- _ (0T T
(@ (MI — A)Q)Q 7 ()\J.A)Q i =(Q AAQ) Q'
=:A = AA =
und daher i .
A = AAD;
wobei

A=XI—A=diag(X— A, N —Ap)
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Falls A singulir ist, so gilt X; = \; firein j € {1,...,n}, dh. ); ist unverandert.
Falls A regular ist, so gilt

Iills = A= AA#ll; < A |l AAL 7l
Da die Euklidische Norm invariant unter orthogonalen Transformationen ist, gilt
l7illz = 1Q7ill2 = llisll = 1

|AAll; = |QTAAQ||: = || AA];

und fir [|A-1|| erhalten wir

. 1 1
-1 _ —_
A Ilz—j;rllfyfn x =

l)\,’ - Aj mjn IX. - ’\JI
3
Aus (-) folgt daher )
min [A; — Aj| < |JAA|; fire=1,...,n
3
Somit ist
Kabs = 1

und das Eigenwertproblem fiir symmetrische Matrizen in Hinblick auf absolute Fehler
der Eigenwerte gut konditioniert. (Die Kondition der Berechnung der Eigenvektoren
wird hier nicht untersucht.)

Bemerkung 2.2.8 Die Behauptung wird falsch, wenn A nicht symmetrisch ist. Fir

die Matrizen
01 . 01
A= A=

gilt z. B. ||AA]lz = ¢||A|]2 = ¢ mit den Eigenwerten

Eigenwertevon A: A =0, A;=0
Eigenwerte von A: A;=\E, = —E

Daraus ergibt sich fiir die Kondition des Eigenwertproblems

M=l _vE_ 1
)

_ = =— 200 fur e—-0

|AAl2 Ve

2.3 Stabilitat eines Algorithmus

Wir wenden uns nun der zweiten Gruppe von Fehlern zu, den Fehlern im Algorithmus,
wobei wir uns in diesem Kapitel auf Rundungsfehler beschranken. Bei der Ausfithrung
der Berechnung wird aufgrund von Rundungsfehlern eine Abbildung f anstelle von f
realisiert, die die Eingabe e auf # = f(e) abbildet.
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Abbildung 2.5: “exaktes” Ergebnis r = f(e), berechnetes Ergebnis 7 = f(e)

Die Frage nach der Stabilitit des Algorithmus lautet nun:
“Ist das Resultat 7 anstelle von r akzeptabel 7"

Wir haben oben gesehen, daB sich die Fehler bei der Ausfithrung einer elementaren
Gleitkommaoperation o € {+,—,*,/} abschatzen 148t durch

fl(@ob) = (aobd)(1+¢) mit || < eps (2.3.1)

Dabei wissen wir nicht, wie ¢ fiir spezielle Werte fiir @ und b aussieht. (Man kdnnte
natiirlich ¢ prinzipiell fiir alle @,b auf dem speziellen Rechner bestimmen, was jedoch
den Rahmen jeder verniinftigen Fehlertheorie sprengen wiirde.) Daher haben wir es nicht
mit einer einzigen Abbildung f zu tun, sondern mit einer ganzen Klasse F = {f}, die
alle durch eine Abschatzung der Art (-) charakterisierten Abbildungen umfaft. Fiir eine
Elementaroperation erhalten wir:

F={f| VYa,b Je mit |¢| < eps und f(a,b) = f(a,b)(1 +¢)}

Zu dieser Klasse von Funktionen gehort insbesondere auch die “exakte” Abbildung f,
also f € F. Um den Begriff der Stabilitat zu prazisieren, gibt es im wesentlichen zwei
Ansatze, die Vorwdrtsanalyse und die Rickwdrtsanalyse.

2.3.1 Vorwirtsanalyse (forward analysis)

Wir gehen von den in Kapitel 2.2 eingefiihrten (problemspezifisch definierten) Eingabe-
bzw. Resultatmengen E und R aus.
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Eine fehlerbehaftete Realisierung f € F von f bildet E auf eine Menge f(E) von
Resultaten ab. Die Vereinigung 3 3
R:=J f(E)

feF

aller dieser Mengen f(E) charakterisiert die Wirkung des Algorithmus auf die Eingabe-
menge E . Insbesondere gilt wegen f € F', da8§

f(Ey=RCR.

Geben wir wie in Kapitel 2.2 ein Fehlerma8} [] zur Charakterisierung der “Grofie” einer
Menge von Resultaten vor (z.B. [-]aps oder [-]ral ), so konnen wir definieren:

Definition 2.3.1 Ein Algorithmus heifit in Vorwartsanalyse stabil, falls
[R] ~ [R],
und in Vorwartsanalyse instabil, falls

[R] > [R).

Wir werden unten sehen, daB bei der Ausfithrung von n Elementaroperationen ( +,—,-,/)
ein Fehler von der Groflenordnung [R] = O(n)[R| unvermeidbar ist. Eine verniinftige
Abschwachung der Stabilitatsbedingung ist daher:

Definition 2.3.2 Ein Algorithmus heif§t in abgeschwachter Form stabil (in Vorwdrtsanalyse),
falls

[R] = O(n)[R],
wobei n die Anzahl der hintereinander ausgefiihrten Elementaroperationen ist.
2.3.2 Riickwartsanalyse (backward analysis)

Bei dieser von Wilkinson eingefiihrten Fehleranalyse fafit man die fehlerbehafteten Re-
sultate 7 = f(e) als “exakte” Ergebnisse zu gestorten Eingabegrofien € auf, d.h.

f(&) =7=f(e)

Wir definieren E durch

Bi={&| f(&)=f(e), f€F, ccE)
Wegen f € F gilt E C E, so daB wir die Stabilitat in Riickwartsanalyse durch den

Vergleich von [E] und [E] definieren kénnen, wobei [-] wieder die “Grofe” einer Menge
von Eingabedaten charakterisiert.
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Abbildung 2.6: Eingabe- und Resultatmengen bei der Riickwartsanalyse

Definition 2.3.3 Ein Algorithmus heifit in in Riickwartsanalyse

a) stabil, falls )
[£] ~ [E],

b) in abgeschwéchter Form stabil, falls
[E] = O(n)[E),

¢) und instabil, falls )
[E] > [E]

Die Rickwartsanalyse ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn sich tatsachlich alle fehler-
haften Resultate # als Bilder f(¢é) von gestorten Eingabedaten schreiben lassen. Ist dies
jedoch moglich, so erweist sich die Riickwartsanalyse als einfacher als die Vorwirtsanalyse,
da sie keine Konditionsanalyse verlangt. Daraus folgt auch, daB nur auf der Eingabe-
seite ein verniinftiges FehlermaB eingefiihrt werden muf}, welches sich meistens aus der
Art der auftretenden Eingabefehler leicht ableiten 148t. Wir fithren im folgenden beide
Techniken an etlichen Beispielen vor.
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2.3.3 Ausfiihrung der Subtraktion

Wir wollen die Differenz r = f(a,b) = a -5, a > b > 0 berechnen. Wie wir bei der
Konditionsanalyse gesehen haben, ist

a b
p— —_ e e i <
E {(a'yb)l a 1+€a’ 1+€b mit l€a|,|€b| = eps}
R = {r=a-1b|(a,b) € E}
[E]rel = ©€ps
_ e[+ 18]
(Rla = g eps

Anstelle von r = a — b produziert der Rechner fiir (a,b) € E die Losung
F=flla—b)=(a—-b)(1+a)

mit einem relativen Subtraktionsfehler o mit |a] < eps. Fir die Fehleranalyse wird
unser ”"Subtraktionsalgorithmus“ beschrieben durch die Klasse F' = {f} von Abbildun-
gen o
F={f| f:(a,b)— (a=b)(1 — aap) mit |ogp| < eps}
und fithrt zu der Menge der gestorten Resultate
B o= Uis
feF
= {f| F=(a-b)(1+a) mit (¢,b) € E, |a| < eps}

Nun ist fiir (¢,b) € E mit a =a/(1+¢€,) und b="5b/(1+e¢s)
F = (a=d(l+a)
(r2) -3 (52)
= a —-b
l+e./  \l+e
= a(l+&)-b1+§)
= (a——l—;)(l+_ai)éa— b ~b),

a— a—b

wobei
. 14+ a a—Eqp

Eqp = =
1 + Ead 1+ Ead

- =a—€gp mit |, <2eps

a) Vorwirtsanalyse

Wir erhalten so bei Vernachlissigung der O( eps?)-Terme (linearisierte Fehlerthe-

orie) )
[R]rel = sup I — i = |a—| + |—b|2 eps
ren |7l la — b
im Vergleich zu ~
r—7  |a|+ 8]
Rla = = =
[Rlsa = sup |——]| Ao P



also

(Rl = 2[R]ra-
Die Subtraktion ist also zumindest im abgeschwachten Sinn vorwartsstabil.

b) Riickwéartsanalyse:

Nach (.) und (.) ist die Riickwartsanalyse anwendbar und es gilt
E={@b)| a=al+&), b=a(l+&) mit |&]|&| <2eps}
also 5
[Elea = 2 eps = 2[E]ra.-

Dies liefert uns die Stabilitat der Subtraktion, ohne da wir auf die Resultate der
Konditionsanalyse zuriickgreifen miissen.

Bemerkung 2.3.4 Im schlechtkonditionierten Fall der Ausléschung ist die Subtraktion
im Rechner sogar fehlerfrei, also a = 0, da das Ergebnis nicht gerundet werden muf !

2.3.4 Ausfithrung des Skalarproduktes

Bei der Konditionsanalyse fiir das Skalarprodukt < a,b > zweier Vektoren a,b € R"
haben wir hergeleitet, da8 _
q= [R]rel — I(_llTl—b'
 [Ela a9

Zur Berechnung des Skalarproduktes analysieren wir den denkbar einfachsten Algorith-
mus

K

So = 0
8; = 8i_1+a;xbh fir i=1,...,n

Im Rechner werden statt der “exakten” Werte sg,...,s, die fehlerbehafteten Grofien
30, .- -,8, berechnet

50 = 0

51 = fi(aih) = a1bi(1 4 p1)

§2 = ﬂ(§1 + ﬂ(agbg)) = (51 + a2b2(1 + ug))(l + ag)

& = (8 +(aibi)) = (Bicn + asbi(1 4 p:))(1 + ),

wobei die p;, |pi| < eps, die relativen Multiplikationsfehler und die i, |a:i| < eps,
die relativen Additionsfehler beschreiben. Durch Induktion iiber ¢ folgt

§o = ab(l47) mit vi:=(1+m)(l+a) - (I+am)-1

=1
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also fir (a,b) € E, a; =a/(1+¢), b=0b/(1+8):

mit
g = (I+e)(1+86)71+n) -1
= (I+e)(1+86)7 1 +m)+a)-(1+a) -1

Zur Abschitzung dieses Ausdrucks verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 2.3.5 Falls |6;| < eps und p; € {£1} fir i =1,...,n und n- eps <1, so
gilt

n

NP — ; o oam v OPS
izIII(l—{-(S,) 140, mit |0, <n: pra——
Beweis: s. Aufgabe ? o
Damit gilt fur «; .
l&:i] < (n+4—i)eps =(n+4—1)eps

“1—-(n+4—1)eps

a) Vorwirtsanalyse

Zur Berechnung von [R].a beachten wir, da8

| Tr, @bi(1+ k) — Ty a:bi
| oh, abiki|

Ign - gnl

I

< max; & Ty |aibil
< (n+3) eps|alT|p|
und damit ’ | | |T|7)|
~ r—T a
R rel = ~ = +3 —=
(Rlra sup (n +3) eps Tl

Der Vergleich mit der relativen Kondition zeigt, daB unser Algorithmus in abgeschwéchter
Form vorwartsstabil ist.

b) Riickwartsanalyse
Fiir die Riickwartsanalyse miissen wir die Menge E der Eingabegrofen (&, b) be-

trachten, die bei exakter Rechnung auf ein Resultat 3, € R fiihren. Nach (.)
ist

E={(abd) | @b =ab(l+s) mit |k < (n+4—1)eps}
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und daher

[E]rel = sup max Ia,b,-:: a;b;|
@beE ! |&:bi]
= max (n+4—1)eps
= (n+3)eps

Der Vergleich mit [E]q = 2 eps zeigt, dafl der Algorithmus in abgeschwichter
Form riickwartsstabil ist.

2.4 Differentielle Fehleranalyse

Wir wollen in diesem Abschnitt eine weitere Methode der Fehlerrechnung, die sogenannte
differentielle Fehleranalyse kennenlernen. Dabei zerlegen wir die Abbildung f: e r
in eine Kette elementarer Operationen fo,..., f.,

fo fn
[ = Qg Qay b -0y =T

f o= faofalio---0fo

die den Algorithmus naher beschreiben, wobei o; € R™ vom Algorithmus benutzte
ZwischengroBen sind. Fiir unsere Uberlegungen nehmen wir an, daB die Abbildun-
gen fo,..., fn stetig differenzierbar sind. Im Rechner werden diese Abbildungen durch
gestorte Abbildung f; realisiert, deren absolute Fehler bei der Berechnung von fi(«;)
wir mit Acq;41 bezeichnen, d.h.

filas) = fi(as) = Aajyy fiir i=0,...,n
Um die Fortpflanzung des Eingabefehlers
e—e=Ae=Aq
zu beschreiben, benétigen wir die Restabbildungen

Yok = fno---0fi
pe = fro--rofo

fir k=0,...,n

Gehen wir nun davon aus, daf sich die Fehler (im Sinne einer linearisierten Fehlertheorie)
linear {iberlagern (eine Art Superpositionsprinzip der linearen Fehlertheorie), so gilt fir

den Gesamtfehler Ar, dafl

Ar = Z Dipp_(ax)Aar + Aantq (2.4.1)

k=0

wobei jeweils der erste Summand

Dy, (ap)Aap = D f(e)Ae
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nur vom Problem f abhangt und daher der Kondition zuzuschreiben ist, wohingegen
die iibrigen Summanden die vom Algorithmus eingeschleppten Fehler beschreiben. Wir
beschranken uns im folgenden auf den skalaren Fall, aq,...,am+1 € R, und bezeichnen
mit €;4; den relativen Fehler bei der Berechnung von f;(a;), d. h.

fi(ai) — filey) = Acip = g fiew) fiir i=0,...,n
Analog zu (2.4.1) gilt dann fl..;l‘l‘ den Gesamtfehler Ar, da§

n

Ar = i(on)erar + Ent1@ny1, (2.4.2)
k=0

mit dem Konditionsanteil
w;(ao)Aao = f/(e)CE().
Falls
Pr(co) = f'(e)e # 0,

erhalten wir wegen

Yolao) = (fao---0fo)(a0)
= (fao o fi) () (fe-10---0 fo) (eo)

= Yhr() - pr_1(20)

fir den Gesamtfehler Ar die Gleichung

= o ot Eleo e it
= oo s+ 5 e
= fle)e (eﬁii%&%q) (2.4.3)
Die Verstirkungsfaktoren
= fe) = (£ (24.4)

geben Auskunft {iber die Propagation des Fehlers des k-ten Zwischenschrittes.

Wie man sich denken kann, ist eine differentielle Fehleranalyse aller Zwischenschritte
eines Algorithmus sehr aufwendig. Daher greift man meistens nur wenige kritische Zwis-
chenschritte fiir die Analyse heraus. Fiir einen einzigen Zwischenschritt n =1, f = hog

xr&y:g(m)r—’hz:h(y)

lichten sich die Formeln zu

Ar = f'(z)z(e, + %{%) + ze4

=n(z)
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wobei wir mit
Az = ze,, Ay =ye,, Az = zey
den Eingabefehler und die Fehler bei der Ausfithrung von g bzw. h bezeichnen.

Beispiel 2.4.1 Rekursive Berechnung von c,, := cos(mz)
Aufgrund des Additionstheorems
cos((k + 1)) = 2 cos z cos(kz) — cos((k — 1)z)

138t sich ¢, = cos(mz) mit Hilfe der 3-Term-Rekursion

c = 1,
i = COSZT
Cky1 = 2cpcosz —cp_y fir k=1,2,...

berechnen. Der Fehler ¢, bei der Auswertung von
g(z) :=2cosz

geht in jeden Zwischenschritt ein. Zur Beurteilung der Stabilitatseigenschaften der 3-
Term-Rekursion sehen wir uns daher den Verstarkungsfaktor

9(z) 2—cosz 1
pz) = |= = —| =
g'(z)z 2z sinz ztanz
an. Es gilt
1
t—0 = plz)— 5
> pe) - = o0
z— — —_—
4 s n(z — )

In beiden Grenzfallen ist die 3-Term-Rekursion instabil (wobei der erste Fall £ — 0 der
kritischere ist).

Es gibt jedoch eine stabile Rekursion zur Berechnung von cos(mz), die von C. REINSCH
entwickelt wurde. Dazu fithrt man die Differenzen

ACk = Ck41 — Ck
ein und erhalt durch Einsetzen von (.)

Acy = 2¢,co8T — Cp_1 — Ck
2(cos = 1)ck + Ack-1
= —dcgsin®(z/2) + Ack-1

und damit die Rekursion

@ = 1,
Acy = —2sin’(z/2)
k= Cr—1+ Ackoy
Acy := —desin®(z/2) + Ack_q
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Hier geht in jeden Zwischenschritt
g(z) := —4sin®*(z/2)

und fiir den Verstarkungsfaktor ergibt sich

sin?(z/2)
puz) = |— 2sin(z/2) COS(:C/2)/2\

tan(z/2) \

z

Fiir den ersten kritischen Grenzfall gilt
1
z— 0= p(z) - 5
d.h. der Zwischenschritt ist stabil.

Bemerkung 2.4.2 1. Fiir cosz < 0 wahlt man eine andere Form der Stabilisierung
ausgehend von Acy := gy + ¢

2. Die wichtigste Anwendung ist die Berechnung von cos(mz) fiir die Fourier-Synthese.

Hier ist haufig

2
.’L‘:W7r mit N=2" und m=1,...,N

2. Die Stabilisierungstechnik ist nur erfolgreich, weil die trigonometrische Rekursion
gutkonditioniert ist.

2.5 Fehleranalyse fiir lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt wollen wir die Fehleranalyse auf lineare Gleichungssysteme der Form
Az = b und deren Losung mit Hilfe der GauB-Elimination anwenden. Dazu geniigt
es, wie wir oben dargelegt haben, die Kondition des Problems und die Stabilitat des
Algorithmus in Riickwartsanalyse zu untersuchen. Bei den Eingabegrofien A,b haben
wir sowohl Fehler der Matrix A als auch der rechten Seite b zu beriicksichtigen:

Eingabe : (a,b) — (4,b)

Resultat : =z - I

Zum Vergleich von Fehlern von Vektoren und Matrizen bendtigen wir zum ersten Mal
Normen auf Vektorraumen. Die Eigenschaften einer Norm || - || auf einem Vektorraum

X uber dem Korper K =R, C
a) ||z|]| >0 firalle z € X
b) |[z]|=0 <= z=0
¢) |laz]| = |a| ||z|| firalle 2 € X und a € K
d) lle+yll < llzll + lly|l fir alle 2,y € X
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seien als bekannt vorausgesetzt. Wir beschranken uns hier im wesentlichen auf die soge-
nannten p-Normen auf R™

1.
lzll, = (ZicilzlP)? fir 1<p<oo
lzlle := max|z;], (Maximumsnorm)
Die 1-Norm wird auch Betragssummennorm und die 2-Norm Fuklidische Norm genannt,

da sie wegen
Izllz = V<z,2 >

von dem Euklidischen Skalarprodukt induziert wird. Fiir Matrizen verwenden wir die
zugeordneten Operatornormen

|| Az,
Ajl, 1= sup ——
14l = 238 Tl
Fir diese gilt
a) |, = 1
b) ||AB|, < ||A|lpllBll, (Submultiplikativitit)
c) JAzll, < JAllzll, (Vertraglichkeit mit der Vektornorm)

2.5.1 Kondition

Sei z die exakte Losung von Az = b und & = ¢+ Az die exakte Losung des gestorten
Problems 3 o 3
Ai=b, A=A+AA b=b+Ab

Fir die relativen Fehler fiihren wir die Bezeichnungen

X L R |
W= O= T fO =

ein, wobei A, b,z # 0 vorausgesetzt sei. Weiter definieren wir
w(A4) = [|Af - A7

falls A nicht singular ist und zeigen:

Satz 2.5.1 Se: A € Mat,(R) nicht singulir und 1 — k(A)e(A) > 0. Dann gilt

~(4)

e(z) < W(e(fi) +¢e(b))
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Beweis: Da Ar =b und (A+ AA)(z + Az) = b+ Ab gilt

[|Az]| IA7(Ab— AA(Az + )|

< lATHICA + laAl (1Al + i)

und daher
(1= |A7Y| - AADA] < JATY[Ab] + | A~ AAf =]
Nach Definition gilt

) AAl
AIAA = AUNA ”
laiiadl = pa-parle] A”
= k(A)(A) <
und NS
< = (b
TATT= < Tz = oy~ )
also .
18al _ 1A~ IQIAB/(LATel) + £(4)
TATT=] < T— r(A)e(A)
Multiplikation mit ||A]|| ergibt die Behauptung. o

Korollar 2.5.2 Falls ¢(A)x(A) < 1, gilt
e(z) < K(A)(e(A) + (b))
Aus diesem Grund nennt man die Gré8e
k(A) = ||A]l - |A7H| € [1, 00]
die (gewéhnliche) Kondition der Matrix A bzgl. der Norm || - || .

Eine andere Darstellung, die sich auch auf rechteckige Matrizen tibertragen 1at, ist

4) o= W= Elid 0 2.5.1
K()-—WG[,M] (2.5.1)

Fir nicht singulire A € Mat,(R) stimmt dieser Ausdruck tatsachlich mit obiger Defi-

nition iberein, da
-1 -1
(mm ”Az“) (ml lAz]
llzll=1 z#0 ||z||
=il

= ma setze T 1= Az
Ay )

A~ |
=0 ||
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und daher

maXjjyj= || Ay || Ay|| A=z ]| .
—————— = max ——— - max —— = || 4]| - |[A7!|| = x(A4).
maX|=1 |[Az|| w20 |ly|| ‘=#0 ||z Al -1l I (A)

Mit dieser Formel sind die folgenden drei Eigenschaften von x(A) offensichtlich.

a) k(A >1

b) x(aAd) = k(A) firallea € R (2.5.2)

c) A#0 singulair < £k(A) =00
Die letzte Eigenschaft fiihrt uns zu der Frage:

“Wann ist A fast singular ?”
Theoretisch ist diese Frage klar durch das Kriterium
det(A) # 0 & A nicht singular

eindeutig fiir eine Matrix A € Mat,(R) zu beantworten. Denken wir jedoch an unsere
ersten Uberlegungen zur Fehleranalyse zuriick, so erweist sich diese Antwort als wenig
hilfreich, da real stets eine gestorte Matrix A vorliegt und wir die Menge aller von A
nicht zu unterscheidenden Matrizen, also z.B.

E:={A=A+AA]| ||A4)|/)|A] < e(A)}

zu betrachten haben. In Anlehnung an die Eigenschaft c) der Kondition einer Matrix
konnen wir definieren, was wir unter einer “numerisch singuliren” Matrix verstehen
wollen.

Definition 2.5.3 Eine Matriz A heifit fast singular oder numerisch singulér, falls
e(A)k(A) > 1,

wobet e(A) die relative Genauigkeit der Matriz A ist.

Fir die Rundungsfehler bei der Eingabe von A in einen Rechner nehmen wir z.B. an,
daf§

e(A) = eps

Bei experimentellen Daten ist €(A) entsprechend deren Genauigkeit meist grofier anzuset-
zen. Interpretiert man die Definition mit Hilfe der Ungleichung (.), so zeigt sich, daB

e(z) < w(A)(e(A) +e(b)

>x(A)e(4)21

fiir eine fast singulare Matrix A. Der relative Fehler €(z) der Losung = 1aBt sich nach
oben nur durch eine Zahl groBer oder gleich 1 abschatzen, mit anderen Worten, = kann
hundertprozentig falsch sein.
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Doch kommen wir zuriick zu unserer eigentlichen Fragestellung der Kondition eines lin-
earen Gleichungssystems. Muf} es nicht stutzig machen, dafl wir bisher nur den Begriff
“Kondition einer Matrix” eingefithrt haben, wo es uns doch um die Kondition des Prob-
lems der Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b mit den Eingabegrofien A
und b geht. Tatsachlich hingt diese Kondition auch von der rechten Seite ab. In Auf-
gabe 7 geben wir ein Beispiel fiir ein Gleichungssystem mit verschieden “guten” rechten
Seiten.

Ein weiterer Kritikpunkt an unseren bisherigen Uberlegungen ist die Fixierung auf Nor-
men. Weitaus natirlicher ware es, Storungen der einzelnen Komponenten zu analysieren.
So wird bei der Eingabe einer Matrix A in einen Rechner jede einzelne Komponente
gerundet

aij — @& = ai;(1 + &i5), leij| < eps

wobei Nullen exakt gespeichert werden und haufig noch mehr Struktur erhalten bleibt,
wie wir bei der Analyse des Eigenwertproblems fiir symmetrische Matrizen gesehen
haben. Auch bei experimentellen Daten kénnen die Komponenten der Eingabegroien
A und b mit stark variierender Genauigkeit gegeben sein.

Bei neueren Untersuchungen, die zum Grofiteil auf Skeel zuriickgehen, werden genau
diese beiden Kritikpunkte beachtet.

Wir betrachten Storungen

A=A+AA, b=b+Ab
der Eingabedaten A und b mit den komponentenweisen Abschatzungen

IAA] < |l 18] < b,
wobei |- | der komponentenweise Betrag ist, d.h.

|Aa;j] < €lai;|, |Ab] firalle i,7=1,...,n
Die zu betrachtenden Eingabemengen sind daher
E.:={(A,b)| A=A+ AA, b=>b+Abmit |AA| <e|A|, |Ab| < elb]}
Die Grofe der Storung AA, Ab messen wir mit dem komponentenweisen relativen Fehler
e(AA, Ab) := min{e > 0| |AA| <¢|A], |Ab <elb|}

Ein verniinftiges MaB fiir die Gré8e von Eingabemengen E ist daher

[E]:= sup e(A— A,b—b)
(A.b)eE
und es gilt gerade
[E)=¢.

Auf der Seite der Resultate £ messen wir die Fehler Az durch den relativen Fehler
|Az]|o/||z|lco bezliglich der Maximumsnorm und fithren daher fiir Resultatmengen das
Maf

[R] := sup ————-—”i = 2l
zeR  ||Z]loo
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ein. Eine Eingabemenge E, wird abgebildet auf die Resultatmenge
R.:={%|Az =5, (A,b) e E.}

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Kondition eines linearen Gleichungssystems
definieren als asymptotische Kondition des Problems

= limsu [R] im [Re]
“ e B T B R

im Sinn des ersten Abschnittes. Diese Definition deckt sich mit der folgenden von Skeel:

Definition 2.5.4 (Skeel, 1979) Die Kondition eines linearen Gleichungssystems Az = b
ist (mit obigen Bezeichnungen)

ch) e Timenp B2l _ A

(a4,a8)—0 E(AA, Ab)|z]le =0 |AAl<el4| €l|2|oo
|AB|< et

Satz 2.5.5 (Skeel) Es gilt
A~ || All] + 1A~ ]1B]lloo

[EIS

k(A,z) =

Beweis: Der Beweis findet sich sehr iibersichtlich dargestellt in [11], Theorem 2.2 und
2.3. 0

Die Uberlegungen lassen sich leicht dahingehend verallgemeinern, dafl man Stérungen
der Matrix A und der rechten Seite b getrennt betrachtet und definiert:

Definition 2.5.6 Die Kondition des Gleichungssystems Az = b bzgl. Stérungen von
A st

ka(A,z) i=lim sup [1Adlleo
=0 A gi<eia] €l[zlloo

Die Kondition von Az = b bzgl. Storungen von b ist

A
ks(A,z) :=lim sup |Az]]o,
e=0|api<els| €ll2llo

Bei der Berechnung dieser Konditionen splittet der Ausdruck fir cond(A,z,b) gerade
auf

Satz 2.5.7 (Skeel) Es gilt

a) ka(A,z) = ”I_A—%l%
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Fiir den Beweis verweisen wir wieder auf [11]. Aufgrund der Ungleichung
A7 1bllleo < AT I Allz]lloo
gilt
ka(A,z) < k(A z) < ka(A,2) + K(A,z) < 2k4(A,2)

Daher charakterisiert die Grofie

A~ | All=]lloo
cond(A,z) :=

o) = T el

die Kondition des linearen Gleichungssystems sowohl bzgl. Storungen von A als auch
bzgl. Storungen von A und b. Die Kondition einer Matriz definieren wir (nach Skeel)
wie folgt.

Definition 2.5.8 Die Kondition einer Matrix A € Mat,(R) ist

cond(A) := (X cond(4,z).

Bemerkung 2.5.9 Mit e =(1,...,1) folgt
cond(A) = cond(4,€) = [| A || Al

Mit diesen Groflen erhalten wir eine zu Satz (2.5.7) analoge Aussage:

Satz 2.5.10 Sei Az =b und (A+ AA)(z + Az) = b+ Ab, wobei
|AA| < e|A]l, |Abl <elb| und € cond(A) < 1.
Dann gilt fir den relativen Fehler von z beziglich der Mazimumsnorm, dafl
Azl s(A,2) cond(4, 2)
< <
Izl — ‘I—¢ cond(A) ~ 2El — ¢ cond(A)
Falls |Abl =0, so gilt:

|AZ]| o < cond(A4, z)
lz)le ~— 1—€ cond(A)

Beweis: Setzt man Az =05 in (A+ AA)(z + Az) = b+ Ab ein, so folgt
Az = —A_IAA(.'E + Az) + A7TAD

und daher
|Az] |ATY|AA|(|z] + |Az]) + |A7|Ab|
el AT Al(Jz] + |Az]) + €] A7 9]

Fiir die Maximumnorm |[Az||, folgt

Az]le < elll A Allz] + A7 [[Bloo + ell| A7 | Allloo | Azlloo

<
<

also

[Azleo(l — & cond(A)) < ell|A7M|Alle] + |A7||b]l|oo
e cond(A,z) - ||z
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Bemerkung 2.5.11 Die Skeel’sche Kondition cond(4,z) ist invariant unter Zeilen-
skalierung, d.h.

cond(D;A,z) = cond(A,z), D, diagonal
da
|(D:A)7||D,A| = |A7|DH|D:||A] = |A7*|4]

Insbesondere hat sie auch die wiinschenswerte Eigenschaft, daB
cond(D,z) =1
wahrend
cond(D) = |dpaz/dmin|

fir eine Diagonalmatrix D mit betragsmaBig grofitem bzw. kleinstem Diagonalelement
Aoz bzW. dpin .

Bemerkung 2.5.12 Eine weitere hervorzuhebende Eigenschaft von cond(A, z) ist, da

nur die Norm im Losungsraum eingeht, da |A~'||A| eine Abbildung des Losungsraums
in sich ist.

2.5.2 Riickwartsanalyse

Wir wollen nun kurz skizzieren, wie sich fiir das Gaufi’sche Eliminationsverfahren eine
Stabilitatsuntersuchung im Sinne der Riickwartsanalyse durchfithren 1a8t. Die Ergeb-
nisse basieren im wesentlichen auf denen von Wilkinson in [2]. Wir gehen hier adhnlich
wie bei Stewart [3] vor.

Die besprochenen Algorithmen erfordern im einzelnen nur die Auswertung von Skalarpro-
dukten bestimmter Zeilen und Spalten von Matrizen. Die Riickwartsanalyse liefert hier

(s. (2..) fir u,v € R":
ﬂ(uT'v) =(u+ 6u)Tv = uT(v + 6v)
mit
6ul < (n+2) epslul

bzw.
|6v] < (n +2) eps|v|

Auf der Grundlage dieser Abschatzung erhilt man nach detailreicher Rechnung die fol-
genden Resultate:

Gestaffelte lineare Gleichungssysteme

Die gestorte Losung # eines Gleichungssystems
Lz=1b

mit einer unteren Dreiecksmatrix L 1afit sich auffassen als exakte Losung eines gestorten
Systems 3
Lz=(L+6L)z=hb,
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wobei 6L eine untere Dreiecksmatrix mit

|6L] < B(n + 1) eps|L| (2.5.3)
und B eine von der benutzten Arithmetik abhangige Zahl von der GréBenordnung
B=0(1).
Komponentenweise ergibt sich anstelle von (2.5.3), daf
16651 < B (i = +2) epsltiyl, i> 3 (2.5.4)
<n+l

Tatsachlich erweist sich diese Abschatzung in der Regel als zu pessimistisch. Haufig ist
anstelle des Faktors n+1 in (2.5.3 eher y/n zu beobachten. Auf jeden Fall erweist sich
die Aufldsung eines gestaffelten linearen Gleichungssystems als im abgeschwéchten Sinn
stabil.

Gaufl-Elimination

Die GauBi-Elimination liefert statt der “exakten” LR-Zerlegung A = LR Matrizen L
und R mit

LR=A+F,
wobei fir F komponentenweise gilt, daf
|fisl < B-n-max|af))] eps (2.5.5)
also
|F| S :3 * N - Qpax ©PS mit Umaz = Iga'z( |agc)| (256)

Der grofite Betrag omax einer Komponente, welche im Laufe der Elimination in den
Matrizen

A=AD A® AW =R

auftritt, hingt von der gewiahlten Pivotstrategie ab.
a) fur vollstdndige Pivotsuche gilt

Qmax < [ - ol.33. . n,.lT;]l/2 max |a;;]|
4

Diese Grenze ist nicht scharf.
b) fir Spaltenpivotsuche gilt
Qmax S 2n—1 max |aij|,
',J

wobei diese Grenze von dem pathologischen Beispiel von Wilkinson

- -

1 1

erreicht wird (siehe Aufgabe 7).
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Eine feinere Riickwartsanalyse zeigt, da8l die gestorte Losung # aufgefaBt werden kann
als exakte Losung eines gestorten Systems

(A+6A)z =0
m n eps
1—n eps
unter der Voraussetzung, dafl n eps < 1. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [4]. Falls

ILIIR| ~ |A]
ist die GauB-Elimination daher im abgeschwachten Sinn stabil.
Cholesky-Zerlegung
Statt der Matrix L mit A = LLT erhilt man bei der Cholesky-Zerlegung eine Matrix
L mit .
LI"=A+F
fir die die Abschatzung

|F| € Bna@max eps mit Gppax = max |a;;| = maxa;;
1,7 i

gilt. Die Cholesky-Zerlegung ist daher trotz des Verzichts auf eine Pivot-Strategie
riickwartsstabil (im abgeschwéachten Sinn).

2.5.3 Praktische Beurteilung von Naherungslésungen
Wir stellen uns in diesem Abschnitt die Frage:
“Wie gut ist eine gegebene Naherungslosung Z des Problems Az =b 77

Nun ist die Tatsache, daB z exakte Losung der linearen Gleichung Az = b ist, gleichbe-
deutend damit, daBl das Residuum

r(z) :=b— Az

verschwindet, d.h. r(z) = 0. Es liegt daher nahe, von einer “guten” Naherungslésung
% zu verlangen, daBl das Residuum

r(%) = b— Az

moglichst “klein” ist. Die Frage ist nur, wie klein ist “klein”? Bei der Suche nach
einer verniinftigen Grenze stofen wir auf das Problem, da§ die Norm ||r(Z)|| durch eine
Zeilenskalierung beliebig verindert werden kann, obwohl das Problem selbst dadurch
nicht verdndert wird.

Az =b— (D,A)z = D,b

(Dies 1a8t sich auch an der Invarianz der Skeel’schen Kondition cond(A) beziiglich
Zeilenskalierung ablesen.) Das Residuum kann daher hochstens dann zur Beurteilung der
Naherungslosung & herangezogen werden, wenn es eine problemspezifische Bedeutung
besitzt. Besser geeignet ist das Konzept der Rickwdrtsanalyse, wie wir es in Kapitel
2.3.2 kennengelernt haben:
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FEine Naherungslosung # wird als Losung akzeptiert, wenn & als “exakte”
Losung zu “leicht gestorten” Eingabedaten aufgefaBt werden kann, d.h.

(A+AA)E = b+ Ab, wobei AA,Ab “Klein”

Die inhaltliche Auffiillung der Begriffe “leicht gestort” bzw. “klein” fithrt wie bei der
Konditionsanalyse zu zwei Konzepten: normorientiert und komponentenorientiert.

Normorientierte Beurteilung von £

Wir definieren den normweisen Rickwdrtsfehler von & durch

en := min{w | es gibt AA,Ab,so daB (A+ AA)Z=b+ Ab und
IAA] < wllAll, |Ab] < wlib]| }

Nach Rigal und Gaches (1967) gilt dann

__Ir®
TATIET + T

Die Naherung & heifit gut bzgl. des normweisen Rickwdrtsfehlers, falls €, in der
Grofenordnung der Eingabefehler liegt, d.h.

EN

eny =~ Datenfehler

Wie bei der Konditionsanalyse in Kapitel 2.3 werden auch hier die Nachteile des nor-
morientierten Konzeptes deutlich. Die Normen beachten weder die moglicherweise un-
terschiedliche Genauigkeit der einzelnen Eintrage noch die eventuell vorgegebene Beset-
ztheitsstruktur der Matrix. Daher ist meistens das folgende Konzept vorzuziehen

Komponentenorientierte Beurteilung von i

Zur komponentenorientierten Analyse geben wir eine Matrix 6A und einen Vektor éb
vor,

0A>0, 6b>0,

beziiglich derer wir die Stérungen AA und Ab beurteilen wollen. Einer vorgegebenen
Besetztheitsstruktur von A konnen wir damit dadurch Rechnung tragen, daf wir die
entsprechenden Komponenten von § A Null setzen. Den komponentenweisen Rickwdrtsfehler
von Z definieren wir durch

ec = min{w | esgibt AA,Ab,so dafl (A+ AA)Z =b+ Ab und
AA] < w|§A], 28] < wlsb|}

und nennen & gut bzgl. des komponentenweisen Rickwdrtsfehlers, falls
ec(6A, 6b) = Datenfehler

Dabei geht natiirlich unsere Gewichtung der Fehler durch §A und 6b ein. e¢ 1a8it sich
mit folgendem Resultat berechnen:
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Satz 2.5.13 (Prager und Oettli 1964)

Ir(£)]:
(64,85) = max 0 __
ec(6A, 6b) max GAL] + 60)7
wobeti wir definieren, daff 0/0 =0 und £/0 = oo fiir £ £0.

Beweis: Wir setzen

0 := max "Bk

i (8A|Z] + 8b);
und haben zu zeigen, da8 ec(6A4,6b) = 0.

a) ec(6A,6b) > O, denn falls

(A+AA)E =b+ Ab, |AA| < wbA, |Ab|l < wbb
so folgt

|b— Az| = |AAE — Ab| < wbA|E| + wéb .
b) ec(6A,8b) < ©: wir konnen das Residuum r = b — aZ schreiben als
r = D(§A|%| + 6b),

wobei D die Diagonalmatrix D = diag (di,...,d,) mit den Diagonalelementen

Gm T
' (6A]%| + 6b)
ist. Da © = max;|d;|, gilt |D| < ©I. Setzen wir nun
AA := DbA diag (sgn(Z))
Ab = —Déb,

so gilt |[AA| < @84, |Ab| < ©6b und
(A+AA)E —(b+Ab) = Ai+ D6A|3|— b+ D6b

r — D(6A|2| + 6b)
0

I

a
Sind alle Eintrage mit dem gleichen relativen Fehler § behaftet, z.B. dem Rundungsfehler
6 = eps, so setzt man

A = A
éb = |b|
Fir den zugehorigen Riickwartsfehler folgt

N
€= EC('A|> |bl) - m?,X ('AH-’%l + |b|)=

(Dieser Ausdruck ist wieder invariant gegeniiber Zeilenskalierung). Im Fall von Run-
dungsfehlern ist die Losung daher akzeptabel, falls

e < O(n) eps
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2.5.4 Nachiteration

Haben wir einmal festgestellt. daff die Naherungslosung & von Az = b nicht akzeptabel
ist, bleibt die Frage, wie wir zu einer besseren Losung gelangen konnen. Natiirlich konnen
wir einfach die Losung & verwerfen und mit hoherer Genauigkeit eine neue Losung
berechnen. Dabei gehen jedoch alle Informationen, die wir bei der Berechnung von Z
erarbeitet haben, verloren. Dies wird bei der iterativen Verbesserung oder Nachiteration
(engl.: iterative refinement) vermieden.

Gehen wir aus von einer beliebigen Methode, mit der sich ndherungsweise eine Losung
# linearen Gleichungssystems Az = b bestimmen 1a8t, und beschreiben diese Methode
mit einer Matrix A, so daf§

Ai=b, A=A+F, F#0
Verwenden wir beispielsweise die Gau$-Elimination, so ist
A=LR
Fir das Residuum der ersten Naherungslosung z° := % gilt
r(®) =b— Az’ = A(z —2°) £ 0
und der Fehler
Az’ :=z - 2°
ist gerade die “exakte” Losung von
AAz® = r(2°) (2.5.7)

Die Idee der Nachiteration besteht nun darin, die Korrektur Az° mit Hilfe der gleichen
Methode zo aus (2.5.7) zu berechnen und diesen Prozef zu iterieren. Wir kommen so
zu dem Verfahren (¢ =0,1,...)

a) Az® = b
b) AAzr* = r(zf) (2.5.8)
c) =zt = 4 A2

DaB dies funktioniert, bestatigt der folgende Satz.

Satz 2.5.14 Mit den obigen Bezeichnungen gelte (p = Spektralradius)
p(A'F) <0 <1

Dann konvergiert die Folge {z'} gegen die “exakte” Losung  von Az =b.

Beweis: siehe Aufgabe 2.14 O

Dieser Satz ist zwar theoretisch ganz beruhigend, praktisch jedoch kaum zu gebrauchen.
Zum einen wissen wir, daf es gar nicht sinnvoll ist, von einer “exakten” Losung auszuge-
hen (da A und b fehlerbehaftet sind), zum anderen gibt uns dieser Satz kein Kriterium
an, wann die Iteration vernunftigerweise abzubrechen ist. Fiir praktische Zwecke ist der
folgende Satz wesentlich besser geeignet.
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Satz 2.5.15 (Jankowski/Wozniakowski 1977, s. [13]) Sei ein numerisches Verfahren
zur Losung von Az = b gegeben, fiir das der relative Fehler durch

1€ — =]

e <e <1
flell =

abschdtzen lafit. Gilt zusdtzlich
ezk(A) = 0(1), (2.5.9)

so erzeugt die Nachiteration nach endlich vielen Schritten eine Lésung x* mit dem
normuweisen Rickwdrtsfehler

en < K, eps,
wobei K, in typischen Fillen von der Ordnung K, = O(n) ist.

Beweis: siehe BIT 17, 303 - 311 (1977) 0

Korollar 2.5.16 Nachiteration macht einen vorwdrtsstabilen Algorithmus rickwdrtsstabil,

falls
O(n)e(A)r(A)? =~ 1

Beweis: Wir gehen davon aus, da ¢(b) = 0 und

e(A)r(A) ¥ 1
Dann folgt nach Korollar 2.5.2, dal

e(z) me(A)k(A) K 1
und fiir einen vorwartsstabilen Algorithmus
gz = O(n)e(z) = O(n)e(A)x(A)

Eingesetzt in (2.5.9) folgt die Behauptung. o

Diese Ergebnisse bezogen sich auf die normweise Riickwartsanalyse. Beziiglich der kom-
ponentenweisen Riickwartsanalyse hat Skeel gezeigt, daB nur eine Nachiteration bei der
GauB-Elimination die komponentenweise Riickwartsstabilitit impliziert.

Satz 2.5.17 (Skeel 1980) Falls
K, cond(A™') 0(A,z) eps < 1,
wobei cond(A™!) = |||A||A7Y|||le die Skeel’sche Kondition und

_ max(JAlla])
min(|A]|e]);

und K, eine Konstante von der Ordnung K, = O(n), so liefert die Gauf-Elimination
mit Spaltenpivotsuche und einer Nachiteration einen komponentenweisen Rickwdrtsfehler

o(A,z):

e:=e(JAl [f]) < (n+1)eps
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Beweis: Skeel, Math. Comp. 35, 817 - 832 (1980) O

Bemerkung 2.5.18 Eine nette Zugabe der Nachiteration ist eine ungefahre Konditions-
bestimmung durch

- N8 pinllskar . gin()
A= e T eA)

wobei 6zy;, die Korrektur der letzten Nachiteration.
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2.6 I"Jbungen

Aufgabe 2.1 Die Nullstellenbestimmung von Polynomen in Koeffizientendarstellung ist
i. a. ein schlecht konditioniertes Problem. Zur Illustration betrachte man das folgende
Polynom:

P(z)=z*—-42®+ 6z —4z4a, a=1

Wie andern sich die Nullstellen z; von P, wenn der Koeflizient a zu @ := a — ¢,
0 < € < eps, verfilscht wird? Man gebe die Kondition des Problems an. Auf wieviele
Stellen genau ist die Losung bei einer relativen Maschinengenauigkeit von eps = 10716
berechenbar?

Aufgabe 2.2 Man bestimme

fir n = 10° auf drei Stellen genau.

Hinweis: a >0

Aufgabe 2.3 Gesucht sei die Nullstelle des kubischen Polynoms
224+3qgz-2r=0, r,gq>0

Nach Cardano ist ein reelle Wurzel gegeben durch

1 1
z= (r+\/q3+r2)3 + (r— \/q3+r2>3

Diese Formel ist numerisch ungiinstig, da zwei Kubikwurzeln berechnet werden miissen
und fir r — 0 Totalausléschung auftritt. Man gebe eine ausloschungsfreie Form fiir 2z
an, welche nur die Berechnung einer Kubik- und einer Quadratwurzel erfordert.

Aufgabe 2.4 Berechnen Sie die Kondition der Auswertung eines durch die Koeffizienten
do,...,an gegebenen Polynoms

p(z) = apz™ + Gp1Z” 4 -+ arz + ag

an der Stelle x zum einen beziiglich Stérungen a; — &; = a;(1+¢;) der Koeflizienten und
zum anderen beziiglich Storungen = — # = z(1 +¢€) von x. Betrachten Sie insbesondere
das Polynom

p(z) = 8118z* — 114822° + 2* + 5741z — 2030

an der Stelle £ = 0.707107. Das “exakte” Resultat ist
p(z) = —1.9152732527082 - 1071

Ein Rechner liefere
p(z) = —1.9781509763561 - 10~

Beurteilen Sie die Losung anhand der Kondition des Problems.
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Aufgabe 2.5 Rechnen Sie die Formel aus der Vorlesung

Za, (L), mi=1+e&)1+86)1+m)d+a)-(T+a,)-1

=1

fiir die Stabilititsanalyse des Skalarproduktalgorithmus nach.

Aufgabe 2.6 Seien ||-|; und |- ||; Normen auf dem R"™ bzw. R™. Zeigen Sie, daf

durch
||Am Il2

o [l

eine Norm auf dem Raum Mat,, ,(R) der reellen (m,n) Matrizen definiert wird.

1Al :=

Aufgabe 2.7 Die p-Normen auf dem R" sind fiir 1 <p < oo definiert durch

=

el = (St
i=1
und flir p = co durch
Il = max |

Zeigen Sie fiir die zugeordneten Matrixnormen

IIAmllp

Al :
Pzl

die folgenden Aussagen:
(a) Al = maxjzy,.n Ty |ais]

(b) N Allo = maXizy, m X5y lasj

(©) ll4ll2 < /lIAll 1 Allo

(d) [|AB|l, < | AlllIBll, fir 1 <p < oo

Aufgabe 2.8 Gegeben sei die Matrix

und die beiden rechten Seiten
bg‘ = (1’ 1)7 bg = (_1’ 1)
Berechnen Sie die beiden Losungen z; und z, der Gleichungen Az; = b; , die Kondition

Koo(Ae) und die Skeel’sche Konditionen cond(Ae,z1) und cond(A,z2). Wie sind diese
Ergebnisse zu interpretieren?
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Aufgabe 2.9 Sei A eine nicht singulare Matrix, die durch eine kleine Stérung 64 zu
A := A+ 6A verfalscht werde, und || - || eine submultiplikative Norm mit ||I]| = 1.
Zeigen Sie:

a) Falls ||B|| < 1, so existiert (I — B)~! = ¥, B* und es gilt

-1 1
I(I-B)"|l < 1—__"”—BH

b) Falls ||A7164]| < e< 1,50 gilt

<(A) £ T2k(4)

1-—

Aufgabe 2.10 Sei A eine Matrix mit den Spalten A;, j = 1,...,n. Wir definieren
zwei Matrixnormen durch

IAlla = max|l4]

|Allr := . [>_a% (Frobenius-Norm)
i i

a) Durch ||-|lo und || ||r werden Normen auf Mat,,,(R) definiert.
b) llAzll2 < [|Allallzll, und [|ATz]le < [|Allollz]l.
c) l4llr < vnl|Alla und ||ABlla < ||AllF|Blla

Zeigen Sie:

Aufgabe 2.11 Essei fiir z € R:
sk :=sin(kz), ¢ :=cos(kz), dcg:=cpy1—Ck

Mit Hilfe der Formeln

(A) { co:=1, ¢ :=cos(z)

Ckt1 :=2¢1¢ — k-1 furk=1,...;,n—1
co:=1, ¢ :=cos(z), so:=0, s :=sin(z)
(B) (1=t —sis

fuirk=1,...,n—-1
Sk41 1= 1€k + €15k

co:=1, decg:=—2sin*(z/2)

C ¢ = Ck_ dey._
(C) Ck = Cg—1 + dck_y firk=1,...,n—1

{ dey := —4sin*(z/2)ck + dek—y
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kann man cos(nz) rekursiv berechnen. Schreiben Sie ein Programm, das cos(z) durch
Auswertung der Standardfunktion und cos(nz) mit Hilfe von (A), (B) bzw. (C) berech-
net und vergleichen Sie die Ergebnisse fiir n = 1000 und verschiedene z. Wiederholen
Sie die Rechnungen mit gestérten EingabegroBen c¢;, s; und dcy mit einer relativen
Stérung von e =1-10"%.

Aufgabe 2.12 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
0.780 0.563 0.217
A= . b=
0.913 0.659 0.254

auf die relative Genauigkeit eps = 10~*. Beurteilen Sie mit Hilfe des Satzes von Prager
und Oettli die Genauigkeit der beiden Naherungslésungen

) 0.999 0.341
Iy = und .'i'g = .
—1.001 —0.087

Aufgabe 2.13 Zeigen Sie, daB sich bei dem pathologischen Beispiel von Wilkinson

1 1

-1 - 11

bei Spaltenpivotsuche fiir den Betrag des maximalen Pivotelements
| amaxl — 2'n—1

ergibt.

Aufgabe 2.14 Zeigen Sie, daB das Verfahren zur iterativen Nachbesserung einer Naherungslosung
zo des linearen Gleichungssystems Az = b

(A) zo:= Losung von LRzo=b,wobei LR=A+ F mit F #0
ri=Azr; - b
(B) 6z; := Losung von LRéz; = —r; fir: =1,2,...

Tiy1 = i + 6z;

konvergiert, falls
I(LR)Fl, <0< 1.
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3 Orthogonalisierungsverfahren

Jeder Eliminationsprozef fiir lineare Gleichungssysteme 148t sich formal in der Form
A=AD 5 A@ ... 5 A®) =R

darstellen. Wenden wir darauf die differentielle Fehleranalyse an, so summieren sich (in

linearisierter Theorie) die Zwischenfehler gema

e(x)iiej(x) mit ¢;(z) = e(AY) cond(AY)

Beim GauB-Algorithmus ist trotz Pivotstrategie nicht auszuschliefien, daB
cond(A®) > cond(A) fiir ein 7 > 1

(In der Riickwartsanalyse wiirde sich dies durch Anwachsen von oy, bemerkbar machen).

Um solche Verschlechterungen der Kondition in Zwischenschritten (besonders bei ohpe-
hin schlecht konditionierten Systemen) zu verhindern, wahlt man orthogonale Transfor-
mationen @; zur Elimination:

AU = Q;A | Q; € O(n)
Dann gilt wegen ||Qz]|; = ||z||2, daB
cond,(AW) = cond,y(A)

Solche Verfahren zeichnen sich durch eine inharente Stabilitat aus, sind aber, wie wir
sehen werden, auch etwas teurer als z.B. die GauB-Elimination. Die in Frage kommenden
orthogonalen Transformationen lassen sich fiir n = 2 leicht geometrisch ableiten (a soll
auf ae; abgebildet werden). ’

a) Rotationen

(13
e N
e >
~—
Key,
L. || = ||all
. cosl sind
2. ae; = @a mit Q =
—sin@ cosd
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b) Rellexionen

~
~ - -
- .
- e
P ~LAWN, 0> W
W . - a -
~
~
rd
- - eA N\
- w
- oe,
e
s
L o] = [lall

2. aer=a—~2<w,a>w=a—2wwa

3. (Richtung von w) = a— ae;

3.1 Givens-Rotationen

Als Givens-Rotationen (Givens 1953) bezeichnet man Matrizen der Form:

1

Qk( =

L

1

-

—k

«— {

€ Mat,(R)

mit c? 4+ s? = 1. Dabei sollen ¢ und s natiirlich an cos® und sin @ erinnern. Geome-
trisch beschreibt die Matrix eine Drehung um den Winkel ¢ in der (k,£)-Ebene.

Anwendung auf Vektoren
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Explizit erhalten wir bei der Anwendung von 4, auf einen Vektor r € R"

Y2 = i fiir 1 # k,£
y =z = Ye = €T+ 82y (3.1.1)
Yo = —Srp+cxy
Multiplizieren wir eine Matrix
A=[A,...,A)]
mit den Spalten A;,..., A, von links mit Q,, so operiert die Givens-Rotation auf den

Spalten, d.h.
ngA = [QMAl, ceey ngAn] y
es werden daher wegen (.) nur die beiden Zeilen k und £ der Matrix A verandert. Dies

ist insbesondere wichtig, wenn man bei der Transformation Besetztheitsstrukturen der
Matrix erhalten mochte.

Wie sind nun die Koeffizieten ¢ und s zu bestimmen, um eine Komponente a, des
Vektors z zu eliminieren? Da i, nur auf der (k,£)-Ebene operiert, geniigt es, das
Prinzip an dem Fall n =2 zu erlautern:

c s\/fa r 2 12

= b
(£)0)=(0) #vo
& ca+sb=r und —sa+chb=0

&= r=%Va?+ b, c=afr, s=b/r

Um z, zu eliminieren, d.h. y,;:= 0, setzen wir daher

ri=/zl 4}, ci=ap/r, si=x4fr

Um Exponenteniiberlauf zu vermeiden, berechnet man ¢ und s haufig mit der billigeren
Formel (5 flops + 1 sqrt)

T = zp/T
s = 1/V/1+472
c = s-T

falls |z¢| > |zk| und analog, falls |zx| > |z .

QR-Zerlegung einer Matrix

Um A mit Hilfe von Givens-Rotationen auf obere Dreiecksgestalt zu transformieren,
eliminiert man Spalte fiir Spalte die von Null verschiedenen Matrix-Komponenten von
der letzten Zeile bis zur Diagonale. Am Beispiel einer vollbesetzten (4,4)-Matrix lafit
sich der Algorithmus wie folgt veranschaulichen:

T T ITCT T Tz
T z

Ae T T ZTZ (4,3) z T
I T T i T T T
Lxx:cx 0Oz z z
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2 @y |0eze @y |0@es
— — 0zz 2 I 0z zx
| 0z z 2 LOOmx_

.:z:scrz;:zz1

(3,2) (4,3) 0zzz

— — 00z =z

_OOOx_

Dabei miissen wir bei vollbesetzter Ausgangsmatrix A fiir die QR- Zerlegung

n? sqrt-Auswertungen und

1
~o2
4n®  Multiplikationen

~

aufwenden. Der Vergleich mit der Gau$-Elimination (~ n®/3 Multiplikationen) zeigt,
daf} die groBere Stabilitat mit einem erheblich hoheren Aufwand erkauft werden muf. Zu
beachten ist jedoch, dal der Vergleich fiir diinnbesetzte Matrizen wesentlich gilinstiger
ausfallt. So bendtigt man nur n—1 Givens-Rotationen, um eine sogenannte Hessenberg-
Matriz

f'* cee e eee % ]
*
A= o
o --- 0 * *

die fast schon eine obere Dreiecksmatrix ist und nur in der ersten Nebendiagonale weitere
von Null verschwindende Komponenten besitzt, auf Dreiecksgestalt zu bringen.

Bemerkung 3.1.1 Es gibt eine etwas giinstigere Variante der Givens-Transformationen.
Speichert man A mit einer Zeilenskalierung D, A, so lassen sich die Givens-Rotationen
(&hnlich wie bei der rationalen Cholesky-Zerlegung) ohne sqrt-Auswertungen realisieren.
Diese Art der QR-Zerlegung wurde von GENTLEMAN und HaAMMARLING 1973 entwickelt
und heiBt fast Givens oder auch rationaler Givens. Die Zerlegung ist sogar in variant
gegen Spaltenskalierung, d. h.

A=QR = AD=Q(RD) fir eine Diagonalmatrix D.

3.2 Householder-Reflexionen

Matrizen @ € Mat,(R) der Form

T
Q=I-2-—, veR"
VY
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oder
Q=1I-2ww’ , weR" mit |w|;=1

heiBen Householder-Reflezionen. Sie beschreiben gerade die Reflexion der auf v bzw. w
senkrecht stehenden Ebene span(v)! bzw. span(w)*. Insbesondere hingt @ nur von
der Richtung span(v) von v ab.

Den Nachweis der folgenden Eigenschaften von Householder-Reflexionen lassen wir als
einfache Ubung

a) Q¥ =Q,d.h. Q ist symmetrisch
b) QTQ =1, dh. Q ist orthogonal
c) @ =1,dh. Q ist involutorisch

Anwendung auf Vektoren
Wenden wir @ auf einen Vektor y € R™ an, so gilt

2vvT 20Ty

z:=Qy= (- Yy=y-—

vTv vTv
Soll y auf ein Vielfaches ce; des ersten Einheitsvektors e; abgebildet werden, d.h.

20T
z=ae =y — vav € span(e;)

so folgt

a) laf =lzll2 = llyll2

b) v € span(y — z) = span(y — ae,)
und wir kénnen @ alternativ bestimmen durch

a) vi=y—ae; mit a= x|yl

Y —ae .
b) wi= ————— mit o= x|yl
R M

Bei der Realisierung sind die beiden folgenden Punkte zu beachten:
1. Um Ausldschung bei der Berechnung von

B —a

Y2
vV=y—ae = .

Yn

zu vermeiden, wihle
o := —sgn(y1)||yll2
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2. Fiir beliebige z € R™ berechnet sich Qz am einfachsten durch

20Tz Tz
Q=2 - ——z=2+—"—7,
viv a<v,e >

wobei < v,e; >= y; — a die erste Komponente von v ist. Dies folgt aus der
Tatsache, daf

Ty = <y—ae,y—ae >

= |yl -2 <y,e1 > +o?

= —2a(y1—a).

QR-Zerlegung einer Matrix

Mit Hilfe der Householder-Reflexionen kénnen wir nun sukzessive die Subdiagonalele-
mente einer Matrix

A=[A,..., A)
eliminieren. Fur den ersten Schritt erhalten wir
_ o i
0
A=AD 5 A .= Q, A0 = ,
AP ... A
= 0 -
wobel r
Qu=1-27"
n v
mit
v = A —-oe
o = —sgn(an)||All:

Durch die wiederholte Anwendung auf die (n — k + 1,7 — k + 1) -Restmatrizen B®*)

r * “ee * 1
A _ * *
0
B®)
= 0 -

mit orthogonalen Matrizen



wobei Q) wie im ersten Schritt mit B® anstelle von A(") gebildet wird, erhalten wir
die Zerlegung

a) R=A(")=Qn—1“’Q1A
b) A=QR mit Q =Q;1--Qn_1.

Wollen wir damit ein lineares Gleichungssystem der Form Az = b 16sen, so missen wir
wie bei der GauB-Elimination drei Schritte durchfiihren.

1) A=QR, QR-Zerlegung
2) ¢ = QTb, Transformation der rechten Seite
3) Rz = c, Auflosung des gestaffelten Systems

Der Aufwand fir die QR-Zerlegung betragt

n-1

2
2. Z(n +1—-k)?~ §n3 Multiplikationen und n — 1 sqrt-Auswertungen
k=1

Bei der Implementierung auf einem Rechner werden die Operationen meist innerhalb
der Matrix A durchgefithrt. Neben der oberen Dreiecksmatrix R miissen auch die

Householder-Vektoren v,...,v,_; abgespeichert werden. Dazu speichert man die Di-
agonalelemente

ri = a firi=1,...,n-1

Tnn = Gnp
getrennt in einem Vektor, so da die v;,...,v,_; in der unteren Hilfte von A Platz
finden.

Eine andere Moglichkeit ist, die Householder-Vektoren so zu normieren, da die erste
Komponente < v;,e; > jeweils 1 ist und nicht abgespeichert werden mu8.

Ahnlich wie bei der GauB-Elimination gibt es auch bei der QR-Zerlegung eine Ver-
tauschungsstrategie, die Spaltentauschstrategie von BusiNnger und Gorus (1965). An-
ders als bei der Gaufi-Elimination ist diese Strategie jedoch fiir die numerische Stabilitat
des Algorithmus nebensachlich. Man tauscht die Spalte mit maximaler 2-Norm nach
vorne, so dafl nach dem Tausch gilt:

A1l = max || Ajflz =: || Alla
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Mit dieser Strategie gilt dann
Titli+1 S Tid
fiir die Diagonalelemente r; von R.

Als eine der Kondition verwandte GroBe erweist sich die Subkondition von Deuflhard
und Sautter (1979)

sc(A) := [rul

[Tanl

Es gilt analog zu den Eigenschaften der Kondition cond,

a) sc(Ad)>1

b) sc(ad) = sc(A)

c) A#0 singular < sc(A) = o0

d) sc(A) < condy(A) (daher der Name)

Die Subkondition kann auch herangezogen werden, um zu entscheiden, ob A nicht schon
als singuldr anzusehen ist, indem wir definieren

Definition 3.2.1 FEine Matriz A heifit fast singular bei einer QR -Zerlegung mit Spal-
tentauschstrategie, falls

e(A) sc(A) > 1

Daf dieser Begriff iberhaupt sinnvoll ist, kann mit einer detaillierten Fehleranalyse
begriindet werden.

3.3 Lineare Ausgleichsrechnung

In diesem Paragraphen wollen wir uns mit einer weiteren Methode beschiaftigen, die

GauB bei der Berechnung der Bahn des Planetoiden Ceres entwickelt hat. Sie ist auch
unter dem Namen

o GaufB’sche Methode der kleinsten Fehlerquadrate
e lineare Regressionsanalyse
o linear least squares

¢ maximum-likelihood-Methode

bekannt.
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3.3.1 Problemstellung

Wir gehen aus von folgender Problemstellung:

Gegeben seien m MeBpunkte
(t;,y,'), ti,¥; € R, 1= 1,...,m

die zum Beispiel den Zustand y; eines Objektes zur Zeit ¢; beschreiben. Man nimmt an,
dafl diesen Messungen eine GesetzmaBigkeit zugrunde liegt, so daB sich die Abhangigkeit
von y von t durch eine Modellfunktion ¢ mit

y(t) = p(t;z1,..., 2n)

ausdriicken 1a8t, wobei in die Modellfunktion n unbekannte Parameter z,,...,z, einge-
hen.

Beispiel 3.3.1 Ohm’sches Gesetz y = 2t = ¢(t; x) , wobei

t : Stromstarke
y : Spannung
z : Ohm’scher Widerstand

t iy i3 ty ts t

Abbildung 3.7: lineare Ausgleichsrechnung beim Ohm’schen Gesetz

Hier ist die Aufgabe, eine Gerade durch den Nullpunkt zu legen, die dem Verlauf der
Messungen “moglichst nahe” kommt.
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Gabe es keine MeBfehler und wiirde das Modell exakt die Situation beschreiben, so sollten
die Parameter zi,...,z, so zu bestimmen sein, dal

yi =y(t) = p(ti;T1,.. . Ta), t=1,...,m

Tatsachlich sind die Messungen jedoch fehlerhaft und auch die Modellfunktionen stellen
stets nur eine ungefahre Beschreibung der Wirklichkeit dar. (So gilt das Ohm’sche Gesetz
annihernd nur in einem mittleren Temperaturbereich, was spatestens beim Durchglithen
eines Drahtes deutlich wird.) Daher kdénnen wir nur fordern, daf§

Ui 2 p(ti &1y, Tn), t=1,...,m
Nun gibt es mehrere Méglichkeiten, die einzelnen Fehler
i — et 21,0 0y2n), t=1,...,m
zu gewichten. Bei der Gaufi’schen Ausgleichsrechnung verwendet man die Euklidische

Norm und versucht daher die Parameter z,,...,z, so zu bestimmen, daf§

m

Y (yi — p(tis Ty -y 70))?

i=1

minimal wird. Wir schreiben dafiir auch einfach

m

D (yi — ¢(ti; 21, ..., Tn))* = min . (3.3.1)

=1
In dieser Form werden die Fehler der einzelnen Messungen alle gleich gewichtet. Nor-
malerweise sind die Messungen (f;,y;) jedoch unterschiedlich genau, sei es, weil die
MeBapparatur in verschiedenen Bereichen unterschiedlich genau arbeitet, sei es, weil
die Messungen einmal mit mehr und einmal mit weniger Sorgfalt durchgefiihrt wurden.
Diese Toleranzen éy; lassen sich in 3.3.1 einschliefien, indem man die einzelnen Fehler
mit der Toleranz wichtet, d.h.

2
= 1 ti' yerydn .
z(y et} o

=1 6y1

Diese Form der Fehlerminimierung 1a8t auch eine verniinftige statistische Interpretation
zu (sogenannte X -Modelle).

Wir betrachten hier nun den Spezialfall, da die Modellfunktion ¢ linear in z ist, d.h.
(,O(t, Tryeeny xn) = al(t)xl + -4 an(t)xn )

wobei ai,...,a, : R — R beliebige Funktionen sind. In diesem Fall 148t sich das
Problem (.) als lineares Ausgleichsproblem (LAP)

ly — Az|l; = min

formulieren, wobei

y = (yls'--aym)T
z = (z1,...,2,)7
A = (a;;) € Mat,, ,(R) mit a;; = a;(t;)
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Als weitere Einschrankung betrachten wir hier nur den Fall
m2>n

d.h. es liegen mehr Daten vor als Parameter zu bestimmen sind, was im statistischen
Sinn verniinftig klingt. Wir erhalten somit die Aufgabenstellung des linearen Ausgleich-
sproblems:

Suche zu gegebenen y e R™ ;, A€ Mat,, ,(R) mit m>n ein z € R*, so daf

ly — Az||2 = min (3.3.2)

3.3.2 Losung der Normalgleichungen

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des LAP beschreibt der folgende Satz.

Satz 3.3.2 (i) = ist genau dann Lésung des LAP 3.3.2, wenn es Losung der Nor-
malgleichung
AT Az = ATy
ist.

(1t) Das LAP ist genau dann eindeutig losbar, wenn

Rang A=n

Beweis: (i) Wir betrachten die Funktion f:R™ — R*
f(@) = |ly = Azl =<y - Az,y — Az >

Die Losung des LAP besteht in der Bestimmung der Minima von f.

Falls A # 0, gilt f(z) = oo fir ||z|| — oo, so daB wir nur lokale Extrema zu betra-
chten brauchen. Diese sind gerade durch das Verschwinden des Gradienten Vf von f
charakterisiert

0

z lokales Extremum <= Vf(z) = (-C;)—x—l-(x), ceey b—i—(x)) =0

Nun gilt fiir zwei differenzierbare Funktionen g,h : R® — R™ und das Funktional

f(z) :=< g(z), h(z) >, das
V(z) = g(z)" Dh(z) + h(z)" Dg(z) -
Speziell bei uns wegen g(z) = h(z) =y — Az
Vi(z) = =27 —2zTAT)A
und daher
Vi)=0 < (T -2TaAT)A=0

— ATAz = ATy
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Da die Hesse’sche Matrix von f
Hf(z) =24TA
positiv semidefinit ist, folgt die Behauptung
z Minimum von f <= ATAz = ATy .

(i) ATA ist genau dann invertierbar, wenn Rang A = n. Die Normalgleichung besitzt
daher genau dann eine eindeutige Losung = = (ATA)"'ATy, wenn RangA=n. O

Wir konnen also prinzipiell das LAP 16sen, indem wir die Normalgleichung
ATAz = ATy (3.3.3)

16sen. Gehen wir davon aus, daB das LAP eindeutig l16sbar ist, d.h. Rang A = n, so
ist ATA eine symmetrische positiv definite Matrix. Zur Lésung von 3.3.3 bietet sich
daher das Cholesky-Verfahren an. Fiir den Aufwand zur Lésung des LAP mit Hilfe der
Normalgleichung ergibt sich (Anzahl der Multiplikationen):

a) Berechnung von ATA :~ -;-ngm

b) Cholesky-Zerlegung von ATA :~ in®
Fir m > n {berwiegt der Anteil von a), so daB wir zusammen den Aufwand

n’m fir m > n und

~

ns fir m~xn

~y

Wi N

erhalten.

Wir haben jetzt das LAP gelost, indem wir es zundchst in die Normalgleichung trans-
formiert und dann mit den bewahrten Methoden aus dem ersten Kapitel bearbeitet
haben. Die im zweiten Kapitel entwickelte numerische Intuition 148t uns diesen Weg
jedoch zweifelhaft erscheinen. In jedem zusatzlich eingefithrten Schritt konnen Fehler
entstehen, die dann bis zur Losung propagiert werden. Daher ist es in den meisten
Fallen besser, nach einer effizienten direkten Methode zu suchen. Als weiteren Kri-

tikpunkt konnen wir einwenden, daff die Rundungsfehlerverstarkung in etwa durch die
Kondition

NQ(ATA)

beschrieben wird. Fiir diese gilt:

Satz 3.3.3 Fiir eine Matriz A € Mat,, ,(R) von mazimalem Rang p = min(m,n) gilt

rka(ATA) = ky(A)?

Beweis: Wir benutzten die in Kapitel 3.5 ausfiihrlich beschriebene Singularwertzerlegung
von A

A=USVT, UeO(m), V€ 0(n)
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mit den Singularwerten
012022+20,>0

Damit gilt
K3(A) = o1/0y

Andererseits erhalten wir die Singularwertzerlegung von A7 A aus der von A durch

ATA = (Uzvh)Tusv?
= VvvTuzv?
vyt
wobei X2 = diag(?,...,07) und daher

T o 2
K«Q(A A) = -03 = I€2(A)
4
a

Die Matrix ATA ist demnach sehr viel schlechter konditioniert als A. Hinzu kommt,
daB die Matrizen, welche gewohnlich bei LAP’s auftreten, bereits schlecht konditioniert
sind, so dafl duBerste Vorsicht geboten ist und die weitere Verschlechterung durch den
Ubergang zu ATA nicht hingenommen werden kann. Mildernd bleibt zu bemerken,
daB bei entartetem Spaltenraum von A (Rangdefekt von ATA) auch die rechte Seite
ATy im entarteten Spaltenraum liegt — vgl. die Bemerkungen zur Losung entarteter
Gleichungssysteme in Kapitel 2.

3.3.3 Lo6sung mittels QR-Zerlegung

Als Alternative zur Losung der Normalgleichungen bietet sich die direkte Behandlung
von A und y mit Orthogonaltransformationen an. Tatsachlich drangt die Invarianz der
Euklidischen Norm beziiglich orthogonaler Transformationen die Anwendung der QR -
Zerlegung zur Losung des linearen Ausgleichsproblems geradezu auf. Wir gehen aus von

der QR-Zerlegung

der Matrix A € Mat,, ,(R), m > n, mit Hilfe der Householder-Reflexionen

Q; € O(m)

Der einzige Unterschied zur QR -Zerlegung, wie wir sie bisher kennengelernt haben
besteht darin, daf# wir die Householder-Transformationen ); auf die rechteckige Ma-
trix A anwenden und gegeniiber der QR -Zerlegung quadratischer Matrizen eine weit-
ere Householder-Reflexion benotigen, um die letzte Spalte in die gewilinschte Form zu
bringen.
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Beispiel 3.3.4 n=3, m=5

:1c.1r:;7:T -w:c:cw -:1c:czvT xzxw
T z 0 z =z 0 =z = 0 z =«
T T % 0 =z =z % 0 0 = % 0 0 =
T T z 0 =z = 0 0 = 0 0 O
|z =z oz | LO:E T | 0 0 = _00 0_

Die Losung des LAP erhalten wir damit sehr einfach:

Satz 3.3.5 Sei A € Mat,.(R) , m > n, von mazimalem Rang, Rang (A) = m,
y € R™, und Q € O(m) mit

QTA=

Dann ist

die Losung des LAP
ly — Az]|2 = min .

Beweis: Da @ € O(m), gilt fir alle z € R™, da8

ly = Azll} = 11Q7(y — A=)}

c— Rz
N\
= lle— Ral}+ 1 > Il

Der erste Summand ||c — Rz||3 verschwindet genau fir ¢ = R'c. o

Fiir den Aufwand erhalten wir bei dieser Methode (wieder Anzahl der Multiplikationen)

~ ntm fir m>n

8 fir m=n

~ -32-n
Fir m ~ n bendtigen wir also in etwa den gleichen Aufwand wie bei dem Normalglei-
chungsansatz mit Cholesky-Zerlegung. Fiir m > n schneidet die QR-Zerlegung um
einen Faktor 2 schlechter ab.

Bemerkung 3.3.6 Als weiteren Vorteil der QR -Zerlegung zur Losung des LAP weisen
wir auf die Moglichkeit des Rangentscheides mit Hilfe der Subkondition sc(A) hin, die
bei der QQR-Zerlegung leicht berechnet werden kann:

|T11|

|7

eps - sc(A) = eps >1 = (numerischer) Rang (A) <n
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3.4 (QR-Algorithmus fiir symmetrische Eigenwertprobleme

Nachdem wir in Kapitel 2.2 herausgefunden haben, dafi das Eigenwertproblem fiir sym-
metrische Matrizen gutkonditioniert ist (k.5 = 1), interessiert uns natiirlich, wie dieses
Problem effektiv gelost werden kann. In diesem Abschnitt sei A € Mat,(R) eine reelle
symmetrische Matrix, AT = A. Wir wissen, da A in diesem Fall nur reelle Eigenwerte
A1y...,An € R Dbesitzt und eine Orthonormalbasis 7,...,7, € R® aus Eigenvektoren
An; = N\in; existiert, d.h.

QTAQ = A :=diag (\y,..., M) mit Q:=[ny,...,7.) € O(n) (3.4.1)

Die erste Idee, die einem in den Sinn kommen konnte, ware, ) direkt in endlich vielen
Schritten zu bestimmen. Da die Eigenwerte die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
sind, hatte man damit auch ein endliches Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen von
Polynomen beliebigen Grades (im Fall symmetrischer Matrizen nur mit reellen Wurzeln)
gefunden. Dem steht der Satz von Abel entgegen. Ein solches Verfahren (basierend auf
den Operationen +,—,:,/ und Wurzelziehen) gibt es nicht.

Die zweite Idee, die von 3.4.1 nahegelegt wird, ist, A durch Konjugation (z. B. mit
orthogonalen Matrizen) der Diagonalgestalt naherzubringen, da die Eigenwerte invariant
unter Ahnlichkeitstransformationen sind. Versucht man, eine symmetrische Matrix A
durch Konjugation mit Householder-Matrizen auf Diagonalgestalt zu bringen, so erweist
sich dies schnell als unméglich.

r - - - - T
T ... z r z ... T z 0 ... O
0 0 i’f z z

Was die Multiplikation mit der Householder-Transformation von links geschafft hat, wird
bei der Multiplikation von rechts wieder zerstort. Anders sieht es aus, wenn wir A nur
auf Tridiagonalgestalt bringen wollen

[ T [ T [ T

T ... z T r ... T z z 0 ... 0
z : T £ ... ... T
pT
Blo |30 : (3.4.2)
z ... z 0 = ... =z 0 z ... ... =z

Hier storen sich die Householder-Transformationen von links und rechts nicht.

Lemma 3.4.1 Sei A € Mat,(R) symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matriz
Q (welche das Produkt von n — 2 Householder-Reflexionen ist), so daf

QAQT
Tridiagonalgestalt hat.
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Beweis:  Wir iterieren den in 3.4.2 gezeigten Prozef und erhalten so Householder-
Reflexionen Py,...,P,_,, so daB

D

Damit haben wir unser Ausgangsproblem transformiert auf die Frage nach den Eigen-
werten einer symmetrischen Tridiagonalmatrix.

Die Idee des folgenden Algorithmus geht auf Rutishauser zuriick. Er hat ausprobiert, was
passiert, wenn man die Faktoren der LR-Zerlegung einer Matrix A = LR vertauscht,
A’ = RL, und diesen Prozef von Zerlegen und Vertauschen iteriert. Dabei zeigte sich,
daB in vielen Fallen die Folge der so konstruierten Matrizen gegen die Diagonalmatrix
A der Eigenwerte konvergiert.

Beim QR -Algorithmus verwendet man anstatt einer LR -Zerlegung eine QR -Zerlegung.
Diese existiert immer (keine Permutation nétig) und ist vor allen Dingen inharent stabil

(s. (3.1)).

Algorithmus 3.4.2 QR -Algorithmus (Francis 1959, Kublanovskaja 1961)
Definiere eine Folge {Ay} von Matrizen durch

a) A1 = A
b) A = QwRx, QR-Zerlegung
¢) A = RiQx

Bemerkung 3.4.3
1) Die Matrizen A, sind konjugiert, A, ~ A, mit einer orthogonalen Ahnlichkeitstransformation.
2) Ist A symmetrisch, so auch alle A, .
8) Ist A symmetrisch und tridiagonal, so auch alle A, .
Beweis: zu 1) Sei A= QR und A’ = RQ. Dann gilt QA'QT = QRQRT =QR=A.
_zu 2) Die Transformationen der Form
A— BTAB, B e GL(n)

sind die Basiswechsel fiir Bilinearformen und erhalten somit die Symmetrie. Insbesondere
gilt dies fiir orthogonale Ahnlichkeitstransformationen, wie auch direkt aus

(AT = (A)TQTQ = QTRTQTQ = QTATQ = QTAQ = A’
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folgt.

zu 3) Sei A symmetrisch und tridiagonal. Wir realisieren Q mit n — 1 Givens-
Rotationen Qi,...,Q 1., so daB QT = Q,_3,-- Q12 (® zu eliminieren, @ neu
erzeugtes (fill in-) Element)

r ] (2 z o 1
® z =z z z &
® =z T gn_mgu
@
® =z T T
L ® T ] ] z |
A -— R=Q7A
[ r z & ] [ T z S, ]
r & r x ()
of,-Q7_, .
@ @
z z
R — A'= RQ = QTAQ
Nach 2) wissen wir, dal A’ wieder symmetrisch sein mufl und daher alle @ -Eintrage
verschwinden. Also ist A’ wieder tridiagonal. O

Die Konvergenzeigenschaft zeigen wir nur fiir den einfachen Fall, dafi die Betrage der
Eigenwerte von A paarweise verschieden sind.

Satz 3.4.4 Sei A € Mat,(R) symmetrisch mit den Eigenwerten Mq,..., A, , so dafs
|)\1| > lAzI > > l)\nl >0 (343)

und Ag,Qk, R wie in (3.4) definiert. Dann gilt mit A = (agf))

o Jm Qs -

b) lm R = A
¢) o) = O(I3f}) fir ij=1,...,n

Beweis: Der hier gegebene Beweis geht auf Wilkinson zuriick. Wir zeigen zunéchst,
daB
A* = Qy---Qx Ri---RBy fiir k=1,2,...

m——

= Pk = Uk
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Fiir k = 1 ist die Behauptung klar, da A = A; = Q;R;. Andererseits folgt aus der
Konstruktion der Ay, daB

A1 = QupaRiri=QF - QTAQ - Qi
PIAP,

und daher der Induktionsschritt

AR = AA* = APUL

=  PQrs1Rit1Uk = Pey1Ukia

Da P, € O(n) orthogonal und Uy obere Dreiecksmatrix, konnen wir die @ R-Zerlegung
A* = P.U, von A* durch die QR -Zerlegung der A,,..., A, ausdriicken. Ferner gilt

AF = QAFQT, A* = diag()f,.. ., AF)
Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, @ hatte eine LR-Zerlegung,
Q=LU

wobei L unipotente untere und U obere Dreiecksmatrix ist. Dies konnen wir immer
erreichen, indem wir A mit einer geeigneten Permutation konjugieren. Damit gilt

A* = QA*LU
= Q(AFLAT%)(A*D) (3.4.4)

Fiir die unipotente untere Dreiecksmatrix A*LA* gilt

Ry
(A*LA™F);; = & (—')
Aj
Insbesondere verschwinden alle Nicht-Diagonalelemente fir & — oo, d.h.

AFLA™* =T+ E, mit E, —» 0 fir k — oo

Eingesetzt in 3.4.4 folgt
AF = Q(I + E\)A*U

Nun wenden wir auch auf I + E; (formal) ein QR -Zerlegung
I+ E = QiR

an, wobei alle Diagonalelemente von Rj positiv seien. Dann folgt aus der Eindeutigkeit
der QR -Zerlegung und klirn E, =0, daB
—00

Qx, R — I fir k> o0
Damit haben wir eine zweite QR -Zerlegung von A* hergeleitet, da
AF = (QQ1)(RxA*U)
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Bis auf die Vorzeichen in der Diagonale gilt daher
Py = QiQr, Ui = RAMU
und es folgt

Q = PLP=0i,Q"QQ:
= Q{_IQk = I fir k-
Ry = UUZ, = RAFUUTIA- DR
= RAR, - A fir k- oo
und
o A= B OnRe = o B

Bemerkung 3.4.5

1) Eine genauere Analyse zeigt, daff das Verfahren auch fir mehrfache Eigenwerte
Ai = ... = A; konvergiert.

2) Falls \; = —A;y1 konvergiert das Verfahren nicht. Es bleiben Blocke stehen.

Liegen zwei Eigenwerte A;, A;y; betragsmafig dicht beieinander, so konvergiert das Ver-
fahren nur sehr mafig. Dies kann mit Hilfe der sogenannten Shift-Strategien verbessert
werden. Im Prinzip versucht man, die beiden Eigenwerte dichter an den Nullpunkt zu
schieben und so den Quotienten |A;11/X;| zu verkleinern. Dazu verwendet man fiir jeden
Iterationsschritt k einen Shift-Parameter o und definiert die Folge {Ax} durch

a) A1 = A
b) Ar—oxl = QrRi, QR-Zerlegung
[ R = RiQi+oil

Es folgt wie oben
1) Ak = QT AwQi ~ Ax
2) (A—O'II)°"(A——O'kI) F— Ql"'QkRk"'Rl

Die Folge {Ax} konvergiert gegen A mit der Geschwindigkeit

=0 )

8,
Die o4 sollten moglichst nahe an den Eigenwerten A;,A;4;1 liegen, um die Konver-
genzbeschleunigung zu erreichen.

A — oy Ai — Ok—1

oo

/\j — Ok-1

A]’-—Ul
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Wilkinson hat folgende Shift-Strategie vorgeschlagen: Wir gehen aus von einer sym-
metrischen Tridiagonalmatrix A. Falls dann das untere Ende der Tridiagonalmatrix Ay
von der Form

dg?l e

n

B gk

n n

ist, so hat die 2 x2-Eckmatriz zwei Eigenwerte, von denen wir denjenigen als o, wahlen,
der naher an d(F liegt.

Besser als diese expliziten Shiftstrategien sind insbesondere fiir schlecht skalierte Matrizen
die impliziten Shift-Verfahren, fiir die wir wieder auf [10] bzw. [3] verweisen.

Neben den Eigenwerten interessieren wir uns auch fiir die Eigenvektoren, die sich wie
folgt berechnen lassen:

Algorithmus 3.4.6 Bestimmung samtlicher Figenwerte und Eigenvektoren einer sym-
metrischen Matriz

a) Reduziere das Problem auf Tridiagonalgestalt
A — A; = QAQT, A, symmetrich und tridiagonal

b) Approzimiere die Figenwerte mit dem QR -Algorithmus mit Givens-Rotationen
angewandt auf A,

04,,0T=A, Q Produkt aller Givens-Rotationen Q)
Nun gilt
A = QTAQ=QTQTAQQ
= (2Q)7A(%Q)
und der Vergleich mit (3.4.1) liefert:
¢) Die Figenvektoren sind die Spalten von QQ
QQ = [y -]
Der Aufwand betragt

2p3 Multiplikationen

firb) : O(n?) Multiplikationen

fiir a)

3.5 Singularwertzerlegung

Ein sehr nitzliches Mittel zur Analyse von Matrizen stellt die sogenannte Singuldrwertzerlegung
einer Matrix A € Mat,, ,(R) dar. Wir zeigen zunichst die Existenz einer solchen Zer-
legung und listen einige Eigenschaften auf. AnschlieBend werden wir uns ansehen, wie

sich die Singularwerte giinstig berechnen lassen.
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3.5.1 Existenz und Eigenschaften der Singularwertzerlegung

Satz 3.5.1 Sei A € Mat,, ,(R). Dann gibt es orthogonale Matrizen U € O(m) und
V € O(n), so daf

UTAV =3 = diag(oy,...,0,) € Matm.(R),
wobei p = min(m,n) und oy 202> ...20,20.
Beweis: Es geniigt zu zeigen, da es U € O(m) und V € O(n) gibt, so daB

o0
0 B

UTAV =

Die Behauptung folgt dann durch Induktion. Sei o := ||A||;. Dann gibtes v € R™ , u €
R™, so dafl

Av=ou , |ulls =|vflz =1
Erweitere {v} zu einer Orthonormalbasis von {v = vy,...,v,} des R™ und {u} zu
einer Orthonormalbasis {u = uy,...,u,} des R™. Dann sind

Vi=(v1y...y00), Ui=(u1,...,uUn)
orthogonale Matrizen, V € O(n), U € O(m) und UT AV von der Form

o wt
UTAV = =: A; mit w € R*!
0 B
Da
| A (”) 2> (6 + wTw)? und | (") I2 = 0% + wlw
w w
gilt

o* = || All} = A1} 2 0* + w'w
und daher w =0, also
c0

0 B

UTAV =

O

Definition 3.5.2 Die Zerlegung UTAV = ¥ heift Singularwertzerlegung von A, die
o; sind die Singularwerte von A.

Korollar 3.5.3 Mit p = min(m,n) gilt:
1) AV, =0;U; , ATU; = o,V; fiir i=1,...,p
2) A} =0l+...+ 0}
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3) Allz =0y
4) Falls 1> --- 20, > 0,1 =---=0,=0, so gilt

(i) Rang A=r
(”) ker A = span {‘/T+1""a‘/n}

(i11) im A = span {Uy,...,U,}

5) ko(A) = o1/0,

6) Die o2,...,02 sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von ATA und AAT

zu den FEigenvektoren V4,...,V, bzw. Uy,...,U,.

Beweis: Ubung, siche Aufgabe 3.3. O

3.5.2 Berechnung der Singularwerte einer Matrix

Nach Korollar 3.5.3 sind die Singularwerte o; einer Matrix A € Mat,(R) die Wurzeln

der Eigenwerte von ATA:
ai(A) = \/ A(ATA) (3.5.1)

Da ATA eine symmetrische positiv semidefinite Matrix ist, ist das Eigenwertproblem
von ATA und damit auch die Bestimmung der Singularwerte von A gutkonditioniert.
Auch bietet sich mit (3.5.1) eine Berechnungmethode fiir die 0;(A) an. Wie bei der lin-
earen Ausgleichsrechnung ist dieser (Um-) Weg jedoch ungeeignet; was sich an folgendem
Beispiel leicht nachvollziehen 1a8t:

Beispiel 3.5.4 Rechne auf vier Ziffern gerundet

A AT (1.005 0.995

0.995 1.005)’ n=xh=2 02=2=00

Uber den Zugang mit ATA erhalten wir

A(ATA) = (2.000 2.000), -

=4., & =0.
2.000 2.000)° 1T 72
Wir suchen daher ein Verfahren, welches nur auf der Matrix A operiert.

Lemma 3.5.5 Sei A € Mat,,,(R), und P € O(m), Q € O(n) orthogonale Matrizen.
Dann haben A und

B := PAQ

die gleichen Singuldrwerte.
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Beweis: Einfache Ubung. O

Im Fall der Singularwertberechnung diirfen wir also die Matrix A von links und rechts
mit beliebigen orthogonalen Matrizen multiplizieren. Damit ist es leicht méglich, A auf
Bidiagonalgestalt zu bringen.

Lemma 3.5.6 Fir jede Matriz A € Mat,, ,(R) ezistieren orthogonale Matrizen P €
O(m), Q € O(n), so daf

L i
T
B
PAQ = z | =
0
0 0
_0 N 0 |

wobei B eine (quadratische) Bidiagonalmatriz ist.

Beweis: Wir veranschaulichen die Konstruktion von P und @ mit Householder-
Matrizen:

- - - - - -

A R r T ... z z 0 ... 0
0 0 =z z

|z z _0 T T | _0 z z |

z z 0 0 ] -x T -

0 =z =z z r

&i 0 — e —
z
0 0 = ... =z | z |

Damit gilt dann
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Ist B bidiagonal, so ist BT B tridiagonal. Daher untersucht man den QR-Algorithmus
fiir die Tridiagonalmatrix BT B und versucht, eine vereinfachte Version zu finden, die

ausschlieBllich auf B operiert

Al = B?Bl, Bl = B
A2 = leBTBQ;Tz = (BIQC{;)T Blﬂfz
N, et et e’
BT B,
Damit erhalt man
o T
T T
e =z T
B; = Blﬂfz =
T
x

Spielt man den QR-Algorithmus fiir BT B auf diese Weise auf B zuriick, so zeigt sich,
dafl das Verfahren folgendem EliminationsprozeB (“chasing”) entspricht.

- ;

T T z3

22 X z Z5

Z4 xr X 27
(3.5.2)
Zon—6 xz x 29973
Zm-4 T z
L Zan—2 z d

eliminiere 2, (Givens von links) — erzeugt =z3
eliminiere 23 (Givens von rechts) — erzeugt 2z,

eliminiere 25,3 (Givens von rechts) — erzeugt zp,_
eliminiere 23, (Givens von links)

Man “jagt” also dem im ersten Schritt erzeugten Element z, entlang der beiden Diag-
onalen nach und beseitigt dabei mit Givens-Rotationen abwechselnd von links und von
rechts die neu entstehenden Komponenten. Zum SchluB hat die Matrix wieder Bidiag-
onalgestalt und wir haben einen Iterationsschritt des QR-Verfahrens fiir BTB nur auf
B ausgefiihrt. Nach Satz 3.4.1 gilt

BIB, — A = diag(o?,...,02) = ¢? fiir k — oo
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Daher konvergiert die Folge B; gegen die Diagonalmatrix der Singularwerte von B
B, — o fir k— o0

Zusammengefafit erhalten wir:

Algorithmus 3.5.7 Bestimmung der Singuldrwerte von A

1) Bringe A € Mat,, ,(R) mit Hilfe orthogonaler Transformationen (z.B. Householder-
Reflezionen) von links und rechts auf Bidiagonalgestalt.

PAQ = (g), P eO(m), Q€ O(n), Be Mat,(R) obere Bidiagonalmatriz

2) Fiihre den QR -Algorithmus fir BTB nach dem “chasing”-Muster (3.4) auf B
aus und erhalte so eine Folge von Bidiagonalmatrizen {B}, die gegen die Diago-
nalmatriz o der Singuldrwerte konvergiert.

Fir den Aufwand zahlen wir

fir 1) ~ %n® Multiplikationen (fiir m = n)

fir 2) O(n?) Multiplikationen
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3.6 Ubungen

Aufgabe 3.1 Bestimmen Sie die Eigenwerte, Eigenvektoren und die Determinante einer

Householder-Transformation r

(%

Aufgabe 3.2 Zeigen Sie, daB fir u,v € R gilt:

uvT

(I+uw?)=1- TToTw falls uTv # —1
u

I+ uvT singulir, falls uTv # -1

Aufgabe 3.3 Zeigen Sie die Eigenschaften der die Singularwertzerlegung aus Korollar
3.5.3.

Aufgabe 3.4 In der Chemie werden haufig sogenannte Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten
K; (i =1,...,m) bei MeStemperaturen T; mit einer absoluten MeBgenauigkeit (Tol-
eranz) 6K; gemessen. Mit Hilfe des Arrhenius-Gesetzes

bestimmt man daraus im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate die beiden Parameter,
den préaexponentieller Faktor A und die Aktivierungsenergie E, wobei die allgemeine
Gaskonstante R vorgegeben ist. Formulieren Sie das gestellte nichtlineare Problem
als lineares Ausgleichsproblem. Welche Vereinfachungen erhilt man fiir die beiden
Spezialfalle

a) 6K; = eK; (konstanter relativer Fehler)

b) 6K; =6K (konstanter absoluter Fehler)

Aufgabe 3.5 Programmieren Sie das Orthogonalisierungsverfahren nach Householder
ohne Spaltentausch fir (m,n)-Matrizen, m > n, und 16sen Sie damit das lineare An-
fangswertproblem aus der 3. Aufgabe fiir folgende zwei Datensatze:
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4 Losung nichtlinearer Gleichungen

Bis jetzt haben wir uns fast aussschliefilich mit linearen Problemen beschéftigt, in diesem
Kapitel wollen wir uns nichtlinearen Gleichungen

flz)=0

zuwenden. Dabei sollten wir uns genau vor Augen fithren, was wir unter dem “Losen”
einer solchen Gleichung verstehen wollen. So kennt jeder aus der Schule fiir die quadratis-
che Gleichung

f(z):=22-2pz+¢=0

die analytische geschlossen darstellbare Losung

I12 =Pi\/P2—q

Tatsachlich haben wir dadurch das Problem der Losung einer quadratischen Gleichung
nur transformiert in die Berechnung einer Wurzel, mit anderen Worten, die Losung einer
quadratischen Gleichung der Form

fz)i=2—c=0

(wobei hier ¢ = |p?—gq| ). In jedem Fall miissen wir noch ein Verfahren angeben, wie eine
Losung von (4.0.1) bzw. (4.0.2) zu bestimmen ist. Vom numerischen Standpunkt ist eine
Losung daher eher eine Tatigkeit. Bei der Losung nichtlinearer Gleichungen beschranken
wir uns hier auf zwei Methoden, die Fizpunktiteration und das Newton-Verfahren.
4.1 Allgemeine Fixpunktiteration
Die Idee der Fixpunktiteration besteht darin, die Gleichung

f@)=0
aquivalent in eine Fixpunktgleichung

¢(z) ==
umzuformen und mit der Iterationsvorschrift

Tkl = ¢($k), k= 0, 1, cee

fiir einen gegebenen Startwert zo eine Folge {zx} zu konstruieren in der Hoffnung, da8
diese gegen eine Losung (beider Gleichungen) konvergiert, d.h.

lim zx = % mit ¢(z*) = ="
k—o00
Beispiel 4.1.1 Wir betrachten die Gleichung

f(z):=2z—tan =10
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15f 8

Versuchen wir die Gleichung graphisch zu 16sen

so erhalten wir im Intervall [0.5,2] die ungefahre Losung
z¥ =~ 1.2

Die Gleichung (.) konnen wir leicht auf zweifache Weise in eine Fixpunktgleichung
umformen:

a) f(r)=0 & z=73tan z=:¢(z)
b) f(z)=0 & =z =arctan(2z) =: ¢2(z)

Probieren wir die beiden zugehorigen Fixpunktiterationen mit dem Startwert zo = 1.2
aus, so ergeben sich folgende Zahlen

Tky1 = 3 tan i = ¢1(zk) | Try1 = arctan(2zx) = ¢o(z)
1.2 1.2
1.2860 1.1760
1.70... > n/2 1.1687
1.1665

L B = B L B S VL - = )
O‘JE

Wie man sieht, divergiert die erste Folge (tan z hat einen Pol bei 7/2 und z; > 7/2),

die zweite dagegen konvergiert, wobei ungefihr bei jedem zweiten Iterationsschritt eine
giltige Ziffer mehr auftritt.
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Wie ist dieses Verhalten zu erklaren? Dazu betrachten wir allgemein Folgen {z;}, die
durch eine Iterationsfunktion ¢

Tk+1 = B(zk)
gegeben sind. Wollen wir die Differenz zweier Folgenglieder

[Zh41 — zi| = |p(zk) — S(zh-1)]

durch die Differenz |z — zx_1| der vorhergehenden abschitzen, (wobei wir natiirlich
sofort an die geometrische Reihe denken), so fiihrt dies zu folgender Definition

Definition 4.1.2 Sei I = [a,b] C R ein Intervall und ¢: I — R . ¢ ist kontrahierend
auf I, falls es ein © >0 gibt, so daf8

a) lp(z) — ¢(y)| < Olz —y| firalle z,y €l
b) 0«1

Die Bedingung a) nennt man dabei auch eine Lipschitz-Bedingung fur ¢. Eine kon-
trahierende Abbildung erfullt also die Lipschitz-Bedingung a) mit einer Lipschitz- Konstanten
© < 1. Fir stetig differenzierbare ¢ ist diese Bedingung leicht zu {iberpriifen:

Lemma 4.1.3 Ist ¢ : I — R stetig differenzierbar, ¢ € CY(I), so gilt
|¢(z) — ¢(y)]

sup ——————= = sup |[¢'(z)| < 0o
IvygI Ix_yl ZEII)l ( )|

Beweis: Dies ist eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes: Furalle z,y € I, z <
y , existiert ein £ € [z,y], so daB

$(z) — ¢(y) = ¢'(€)(z — v)
o

Satz 4.1.4 (Spezialfall des Banach’schen Fizpunktsatzes). Sei I = [a,b] C R ein In-
tervall und
o: 11

eine kontrahierende Abbildung mit Lipschitz-Konstante © < 1. Dann folgt:
a) Es ezistiert genau ein Fizpunkt z* von ¢, ¢(z*) = z*
b) Fir jeden Startwert zo € I konvergiert die Fizrpunktiteration
Tie1 = H(zx), k£=0,1,...

gegen =* mit der Abschdtzung:




Beweis: zub) Es gilt fur zo € I, dafl
|Tk41 — 2i| = [B(2k) = (zr-1)] < Olzie — Ties

und daher induktiv
|Tk41 — zk| < OF|zy — o

Wir wollen zeigen, daB {z;} eine Cauchy-Folge ist und betrachten daher

|Tkem — 2kl < |Zkgm — Thpmo1|+ -+ |Ths1 — Tk
S (@k+m_l + ®k+m—2 4.4 ek) lxl _ :1:0|
=9’=(1+91---+em—1)
@k
< 1_ lel - -’Pol,

wobei wir die Dreiecksungleichung und die Abschitzung fiir die geometrische Reihe
T2, 0F =1/(1 — ©) benutzt haben. Also ist

k|1£1_r{1°o |zx — z¢| =0

und daher {z;} eine Cauchy-Folge, die in dem vollstandigen Raum der reellen Zahlen
gegen

z* = lim zx
k—o0

konvergiert. z* ist aber auch Fixpunkt von ¢, da

|lz* — ¢(=")| |2% = Tip1 + Thgr — (%)
|* — T4 + O(2) — B(27)]
lz* — Zega| + [d(zx) — (z")]

|z* — zpp1| + Olz* — x| — 0 fir k> 0

AN VAN

zu a) Sind z*,y* zwei Fixpunkte, so gilt
0< 2" —y*| = [¢(z") — ¢(")| < Ofz" — v~

Da © <1 ist dies nur fir |z*—y*| = 0 moglich. Daher ist der Fixpunkt von ¢ eindeutig
bestimmt. d

Bemerkung 4.1.5 In dem Beweis wurden nur die Dreiecksungleichung und die Voll-
stdndigkeit als Eigenschaften von R benutzt. FEr gilt daher allgemein in metrischen
Raumen (X,d) fir kontrahierende Abbildungen

$:YCX-Y

d(¢(z), 4(y)) < Od(z,y) firz,y €Y
mit © <1.
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Wie wir oben an dem einfachen Beispiel f(z) = 2z — tan z gesehen haben, muB man
zur Losung des nichtlinearen Problems f(z) =0 eine geeignete Fixpunktiteration unter
mehreren moglichen auswahlen. Dies ist im allgemeinen nicht einfach zu bewerkstelligen.

Zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit definieren wir den Begriff der Konver-
genzordnung einer Folge {z:}.

Definition 4.1.6 Eine Folge {z:},z) € R", konvergiert mit der Ordnung p > 1 gegen
z*, falls es eine Konstante C > 0 gibt, so daf8

o) ok — 2| < Cllzi — 2™|IP
b) C<l, fallsp=1

Im Fall p =1 sprechen wir auch von linearer, fir p = 2 von quadratischer Konvergenz.
Weiter heifit {z:} superlinear konvergent, falls

a) lzk+1 — z*)| < Cillzk — z*||, wobei
b) C, >0 mit klika=0.

Bemerkung 4.1.7 Haiufig definiert man die Konvergenzordnung p aus Grinden einer
einfacheren Analysis alternativ durch die analogen Ungleichungen fir die Iterierten

lzrsr — il < Cllze — zr-1]|?
bzw.

ek — 2l < Crllze — ol

fiir die superlineare Konvergenz.

Die Ordnung eines Iterationsverfahrens definieren wir als die kleinste Ordnung der Iter-
ationsfolgen {z;} fur alle Startwerte z, aus einer vorgegebenen Menge. So konvergiert
wegen

|Zk41 — 2°[ = |g(zk) — $(*)| < Olzx — 27|

und O <1 die Fixpunktiteration

Trp1 = H(zk)

fiir eine kontrahierende Abbildung ¢ linear. Von einem guten Iterationsverfahren er-
warten wir jedoch, daf es zumindest superlinear oder linear mit einer kleinen Konstante
C < 1 konvergiert. Wie wir sehen werden, konvergiert das nun folgende Newton-
Verfahren sogar quadratisch.

4.2 Gewohnliches Newton-Verfahren fiir skalare Gleichungen

Im eindimensionalen Fall beruht das Newton-Verfahren zur Losung einer nichtlinearen
Gleichung

f()=0
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Abbildung 4.8: Idee des Newton-Verfahrens

auf folgender Idee. Wir approximieren die Funktion f durch ihre Tangente p(z) im
Startpunkt zo und berechnen anstelle des Schnittpunktes des Graphen von f mit der
z -Achse den der Tangente p(z) mit der z-Achse

Das Tangentenpolynom ist gerade

p(z) = f(0) + f'(xo)(z — o)

(d.h. nichts anderes als die ersten beiden Terme der Taylor-Entwicklung von f um o)
und die Nullstelle z; von p(z) 138t sich im Fall von f’(z¢) # 0 durch

berechnen. Das Newton-Verfahren besteht nun in der wiederholten Anwendung dieser

Vorschrift, d.h.
f (mk)
f'(zx)’

fir einen gegebenen Startwert z,. Offensichtlich ist dies eine spezielle Fixpunktiteration
mit der Iterationsfunktion

k=0,1,2,..

Ti41 (= T —

die wir natiirlich nur bilden knnen, falls f differenzierbar ist und f’ (:1:) # 0 (zumindest
in einer Umgebung der Lésung). Der Einfachheit halber setzen wir im folgenden Satz
sogar dreimalige stetige Differenzierbarkeit voraus.

Satz 4.2.1 Sei f dreimal stetig differenzierbar, f € C3, z* eine Léosung von f,
f(z*) =0, und
fl@") #0
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Dann ezistiert eine Umgebung I C R von z*, so daf fir jeden Startwert zo € I die
Newton-Folge {z;} mit

f(l'k)

Tk41 = T — k=0,1,2,...

()’

gegen =* quadratisch konvergiert, d.h.

|Zk41 — 2*| < Clag — z*[?

Beweis: Wir wenden den Fixpunktsatz und Lemma 4.1.3 auf die Iterationsfunktion ¢
an. Es gilt:
F@)f(0) - J@)f"(e) _ [()(a)
f'(z)? f'(z)?
Da ¢(z*) = 2*,¢'(z*) = 0 und ¢’ stetig existiert eine Umgebung I von z*, so daf§

#)=1-

a) fl(z)#0 fur €1
b) #z)el fir zel
c) 0 :=sup|¢'(z)] <1
z€l
Nach Lemma ?? ist ¢ daher kontrahierend und aufgrund des Fixpunktsatzes kon-
vergiert {z;} gegen z*. Da ¢'(z*) = 0 ist {zx} zumindest superlinear konvergent.

Die quadratische Konvergenz sieht man wie folgt. Da f € C®, ist ¢ € C? und daher
fir alle z € I

¢(<)

8e) + 8N e — o) + 580 2
= 4+ 38O 2

fir ein (von z abhangendes) ¢ zwischen = und z*. Daraus folgt

lzeer — 2| = |d(z) — é(z7)|
1 .
= 3O
1 .
< gouplga)l dex P
rel
=:C
und somit die quadratische Konvergenz. O

Fir “hinreichend nahe” Startwerte zo konvergiert also das Newton-Verfahren unter der
Voraussetzung f'(z*) # 0. Man bezeichnet dies auch als lokale Konvergenz. Obiger
Satz 1aBt sich daher auch kurz und knapp durch den Merksatz

“Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch”

formulieren.
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Beispiel 4.2.2 Als Anwendung kehren wir zuriick zur Berechnung der Quadratwurzel,
d.h. der Losung der Gleichung

f(z):=2*~c=0
Im Rechner werde die Zahl ¢ als Gleitkommazahl
c=a2?, 05<a<l

durch die Mantisse a und den Exponenten p dargestellt. Damit gilt

Je= Va-2m , falls p=2m
(vav0.5)-2m™ ,  falls p=2m +1,

wobei

V05 <va<l.

Wird 0.5 = 1/v/2 ~ 0.71 ein fiir allemal gesondert berechnet und abgespeichert, so
bleibt nur noch das Problem

f(z)=2*—a=0 fir a€ (-;—,1]

zu losen. Da

fl(z)=2z#0 fir ce€ (%, 1]

ist das Newton-Verfahren anwendbar und wir erhalten als Iterationsfunktion

_ f(z) zt—a
o) = T T e
= T3ta;

also die Newton-Iteration

1 a
Thyy 1= 3 (xk + —)
Tk

Die Division durch 2 kann dabei sogar sehr billig durch die Subtraktion von 1 im
Exponenten realisiert werden, so daf nur eine Division pro Iterationsschritt durchgefiihrt
werden mu§f.

Beispiel 4.2.3 a =0.81, z5=1

k Ty

0 { 1.0000000000
1 | 0.9050000000
2 | 0.9000138122
3 | 0.90000000001

Die quadratische Konvergenz ist in etwa gleichbedeutend mit einer Verdopplung der

Anzahl der gultigen Ziffern.
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4.3 Newton-Verfahren fiir Systeme nichtlinearer Gleichungen
Das Newton-Verfahren 148t leicht auf Systeme nichtlinearer Gleichungen der Form
F(z)=0, F:R" > R"

iibertragen, wobei F' eine stetig differenzierbare Funktion mit gewissen Zusatzeigen-
schaften ist. Haufig liegt die Jacobi-Matrix

gﬁ-(w) e g;%(w)
Flz)=|: : € Mat,(R)
%%(a:) et %(m)

nicht geschlossen vor, sondern wird durch Differenzenquotienten

gfl(x) . filzwy, oo,z +6,...,2,) — fizry ..o Tn)
a.’lfj 6

approximiert. Man beachte dabei die problematische Wahl von §: Ist § zu klein, tritt
Ausloschung auf; wahlt man § zu groB, ist die Approximation der Ableitung schlecht.

Als giinstiger Wert hat sich
6 = O(\/eps)

erwiesen.

Die Taylor-Entwicklung von F um einen Startwert z° ergibt fiir eine Losung z*
0 = F(z*) = F(2°) + F'(2°)(z* — 2°) + Terme hdherer Ordnung

also
IB* _ xo = ~F’(m°)'lF(x0),

falls der Startwert z° “nahe bei” z* liegt und F’(z°) nicht singular ist. Dies inspiriert

die sogenannte gewohnliche Newton-Iteration (k =0,1,...)

a) F'(z*)Az* = —F(z)
b) g = 2% + Ak

Bei dieser Form wird deutlich, daB nicht etwa F'(z*)~! in jedem Iterationsschritt berech-
net werden muB, sondern nur die Lésung Az* des linearen Gleichungssystems a). Wir
haben also die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems zuriickgefithrt auf eine Folge
linearer Gleichungssysteme. ‘

Auch das mehrdimensionale Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch. Aus der
Fille moglicher Konvergenzsatze greifen wir hier nur einen heraus, dessen Voraussetzun-

gen sich dadurch auszeichnen, daf8 sie invariant unter linearen Transformationen sind,
d.h. falls man die Funktion F' durch

F - G := AF

ersetzt, wobei A € GL(n) eine nicht singulare Matrix ist.
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Satz 4.3.1 Sei D C R™ offen und konvez und F : D — R™ eine stetig differenzierbare
Funktion. Weiter gebe es Konstanten w > 0 und a > 0, so daff

o) IF)(Fz + Uy — ) ~ F'(@))( = )|l < twllz — y| fir alle =,y € D und
t € 0,1] |

b) ||F'(z°)F(z°)|| < a fir einen Startwert z° € D

aw

hi=—<1
c) 5 <
d) B,(z°):={z € R||lz—z°|| < p} C D, wobei p:= 1% @ -
Dann ist die Newton-Iteration
F'(.'l'k)A.Z‘k = —F(.’L’k)
1 = F 4 ALF

mit Startwert z° wohldefiniert und konvergiert gegen eine Lésung =* € B,(z°) von F.

Bemerkung 4.3.2 Die Bedingung a) nennt man auch eine affin invariante Lipschitz-
Bedingung.

Beweis: Wir wollen wieder zeigen, da8 {z*} eine Cauchy-Folge ist. Dazu zeigen wir
zunachst, dafl

2+ — o) < Swllet — 52
Eine einfache Umformung ergibt
25 —2* = F(")7F(")|
= PN (FE) - FE) - Fat)ad)|

da F(z*-1) = —F'(z*-!)Az*~!. Wir benutzen nun die Tatsache, daB fiir eine differen-
zierbare Funktion ¢ : R —» R™ gilt
1

e(1) = ¢(0) = [ @(t)dt
0
Setzen wir speziell
p(t) := F(z*! 4+ tAzF-?)
so gilt
@(1) — p(0) = F(zF) — F(z*!) und ¢'(t) = F'(z"! + tAz*F 1) AgF-1
und daher

1
e = et = PN [ (a4 e - () Ac )
1
= | /0 F'(zF) 1 (F'(a*! + tAk=1) — F'(2*"1)) Ak~ 1di]|
1
< [IPETFE 4 1aa5) - () At dt
< [ wtlaza
- 0

1 -1p2
= Sullast
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Induktiv folgt damit, daB
[AZH] = [la*+! — 24| < ah?*-!

Fir k =0 ist dies gerade Voraussetzung. Der Induktionsschritt folgt aus

1
JAH] < Suflac)?

1
S -z-w(a

lwa
2

h2"-1-1)2

2p2*-2 (Induktionsannahme)

oz(lwoz)h"’k"2

2
= ah¥ 1,

Mit Hilfe der geometrischen Reihe (wegen c) gilt h < 1) folgt daraus sofort

-y
(1) l=z™ — z™| < ah T 77 fir m>n

@ " °||<——=p

Wegen (ii) ist die Newton-Folge wohldefiniert in B,(z°) und wegen (i) eine Cauchy-Folge
mit Limes
z* = klim zF € B,(2°)

*

ist auch Losung von F', denn

IF (@) = [|F'(eF) Ak < | F(a")]] | Ae®|| — 0 fiir k — oo
N v’

—0

da F' als stetig und daher beschrankt auf dem Kompaktum B,(z°) angenommen wurde.
0

Wir haben bisher nur die lokale Konvergenz des Newton-Verfahren gezeigt. Es bleibt
die Frage, wie eine Losung z* von F gefunden werden kann, wenn kein hinreichend
guter Startwert z°, nahe bei z*, zu haben ist. In dieser Situation eréffnen sich im
wesentlichen zwei Moglichkeiten:

Globale Newton-Verfahren

Die erste Moglichkeit besteht darin, zu den sogenannten ged@mpften oder globalen Newton-
Verfahren tiberzugehen. Dabei ersetzt man die gewohnliche Newton-Iteration durch

a) F'(z*)Az* = —F(z¥)
b) o = 2* 4 N AZF, 0< A <,

wobei die A, geeignet zu wahlende Diampfungsfaktoren sind. Wer Naheres dazu wissen
mochte, dem sei das Buch [5] empfohlen.
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Fortsetzungsmethoden

Die Idee ist hier, sich von einem bereits gelosten Problem
G(z)=0
Zug um Zug zur Losung des eigentlichen Problems
F(z)=0
durchzuarbeiten. Dazu konstruiert man eine Problemschar
F(z,7)=0
mit einem Parameter 7 € R, so dafl
F(z,0) = G(z), F(z,1)= F(x)

Die einfachste Moglichkeit ist dabei vom “identischen Problem” G(z) = z auszugehen
und

F(z,7):=7F(z)+ (1 —7)z, 7€[0,1]

zu betrachten. Diese lineare Einbettung des urspriinglichen Problems in eine Prob-
lemschar fithrt allerdings in den meisten Fallen nicht zum Ziel. Vielmehr miissen fiir
problemangepaft sinnvollere Einbettungen gesucht werden.

Sei nun zj eine bekannte Losung zu 7o = 0. Dann versucht man weitere Losungen z
zu den Parameterwerten

N<n<...<1, <.

zu finden, indem man

0.,_ %
T,:=T,_4

als Startwert fiir das Newton-Verfahren fiir die Funktion F(z,7,) ansetzt. Konvergiert
das Verfahren, so geht man zum nachsten Parameterwert (mit gleicher oder vergrBerter
Schrittweite iber, im anderen Fall reduziert man den Abstand zwischen den Parameter-
werten und versucht es zum Beispiel nochmals mit

— Ty-1

2

r
. v
T, ' =Ty_1+

Im eindimensionalen Fall 1a8t sich diese Technik wie folgt veranschaulichen.

Diese Methode bezeichnet man auch als einfache Fortsetzungsmethode, was ausgefeiltere
Techniken vermuten 148t. Dem ist auch so, wie man z.B. in [5] nachlesen kann.
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Abbildung 4.9: Prinzip der einfachen Fortsetzungmethode

4.4 ﬂ'bungen

Aufgabe 4.1 Erkliren Sie das unterschiedliche Konvergenzverhalten der beiden in der
Vorlesung beschriebenen Fixpunktiterationen zur Ldsung von

f(z) =2z —tanz = 0.

Analysieren Sie dabei auch die Konvergenzgeschwindigkeit des zweiten Verfahrens.

Aufgabe 4.2 Zur Bestimmung des Fixpunktes z* der stetig differenzierbaren Abbil-
dung ¢ mit |¢'(z*)] # 1 seien die folgenden Iterationsvorschriften fir & = 0,1,...
definiert:

(D) z4a := B(zx)
(II) Tpy1 = ¢_1($k)

Zeigen Sie, daB mindestens eine der beiden Iterationen lokal konvergiert.

Aufgabe 4.3 Eine Funktion f € C'[a,b] habe die einfache Nullstelle z* € [a, b]. Durch
die drei Stiitzpunkte

(ayfa)a (Cafc)a (b7fb)a mit a<c<b7 fafb<0

ist ein quadratisches Interpolationspolynom p(z) eindeutig bestimmt.

a) Zeigen Sie, dal p in [a,b] genau ein einfache Nullstelle y besitzt.

b) Konstruieren Sie ausgehend von einer formalen Prozedur
y= y(a’ b, ¢, fas fs, fc)a
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welche die Nullstelle von p in [a, b] in Abhangigkeit von den Stiitzpunkten berech-
net, einen Algorithmus zur Bestimmung von z* auf eine vorgegebene Genauigkeit
eps.

Aufgabe 4.4 Zur Konvergenzbeschleunigung eines linear konvergenten Fixpunktver-
fahren im R!

Tiy1 = ¢(x;), o vorgegeben, z* Fixpunkt
kann man die sogenannte A?-Methode von Aitken verwenden. Dabei wird zu der Folge
{z;} die transformierte Folge {Z;}
(A:E,')?

Ty =T — A%,-

berechnet, wobei A der Differenzenoperator Az; := z;4; — z; ist.
a) Zeigen Sie: Gilt fir die Folge {z;} und z; # z*, da§
Tiy1 — = = (k+ 6)(z; — z*)

wobei |k| #1 und {§;} eine Nullfolge, lim;_, 6; = 0, so existiert die Folge {z;}
fiir hinreichend groBe ¢ und hat die Eigenschaft

. I;—=x
lim =0
t—oo L; — IT*

b) Bei der Realisierung des Verfahrens berechnet man nur z4, z;, =2 und Z, und
startet dann die Fixpunktiteration mit Z, als verbessertem Startwert (Methode
von Steffensen). Probieren Sie diese Fixpunktiteration an unseren bewihrten
Beispielen

$1(z) := (tanz)/2 und ¢y(z) := arctan 2z

mit dem Startwert zg = 1.2 aus.
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5 Polynom-Interpolation und Approximation

Haufig tritt in der numerischen Mathematik die Situation auf, daB statt einer Funktion
f:R — R nur einige diskrete Funktionswerte

fi=ft:), i=0,...,n

an bestimmten Punkten gegeben sind. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Funk-
tion f aus experimentellen Daten bestimmt wird. Auch bei den meisten Verfahren zur
Lésung von Differentialgleichungen wird eine gesuchte Funktion f(¢) nur an endlich
vielen Stellen tp,...,t, berechnet.

Ist man an dem gesamten Verlauf der Funktion interessiert, so sollte man aus den ge-
gebenen Punkten eine Funktion ¢ konstruieren, die sich moglichst wenig von der ur-
spriinglichen Funktion f unterscheidet, also

¢ — f “klein”

Bemerkung 5.0.1 Urspriinglich trat das Problem bei der Berechnung von Funktions-
werten, z.B. sin,fn,... mit Hilfe von Tabellen auf. Heute spielt die Interpolation eine
Rolle bei den sogenannten Eztrapolationsmethoden, die wir am Beispiel der Romberg-
Quadratur im Kapitel 6.2 kennenlernen werden. Der grofite Anwendungsbereich ist
inzwischen die Computer-Graphik unter den Schlagkiirzeln CAD (Computer Aided De-
sign), CAM (Computer Aided Manufacturing), CAGD (Computer Aided Geometric De-

sign).

Bei den an die interpolierende Funktion ¢ zu stellenden Forderungen hat man zwei
Eigenschaften zu unterscheiden:

a) Interpolationseigenschaft
ﬁp(t;) = f(t,'), 1= 1, e,
fir gegebene Punkte (t;, f(t:))

t; : Interpolationsknoten (Stitzstellen)
f(t;) : Stitzwerte
(t;, f(t:)) : Stiutzpunkte

Zur Erfillung dieser Bedingung gibt es zahlreiche Moglichkeiten fiir die Wahl von ¢.
Deshalb schrankt man die Wahlmdglichkeit auf eine Funktionenklasse ¢ ein. Beispiele
fir in Frage kommende Funktionenklassen sind

¢ Polynome
e trigonometrische Funktionen
¢ Exponentialfunktionen

e rationale Funktionen
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Abbildung 5.10: interpolierende Funktionen

Sehen wir uns nun graphisch die zwei verschiedenen interpolierenden Funktionen ¢; und
w2 von f in folgendem Bild an.

Offensichtlich geniigen sowohl ¢; als auch ¢, der Interpolationseigenschaft. Trotzdem
wird man ¢; vorziehen. Damit wird deutlich, daB die Interpolationseigenschaft alleine
nicht ausreicht, um unserer Forderung,

¢ — f “klein”

in sinnvoller Weise zu realisieren. Zusatzlich zur Interpolationseigenschaft fordert man
daher noch:

b) Approzimationseigenschaft

ke — £1| “klein”

Dabei ist zum einen festzulegen, beziiglich welcher Norm der Fehler gemessen werden
soll und zum anderen, was unter “klein” zu verstehen ist.

5.1 Klassische Polynom-Interpolation

Zu gegebenen Stitzpunkten
t, f), 1=0,...,n
bestimmt man ein Polynom P(t) vom Grad deg P < n, so daB

Pit)=fi, 1=0,...,n.

Dabei setzen wir voraus, daB die Interpolationsknoten to,...,t, paarweise verschieden
sind. Sind zwei Knoten ¢; = t; fiir ¢ # j gleich, so ist entweder das Problem unldsbar
(falls f; # f;) oder wir konnen einen Stiitzpunkt weglassen (falls f; = f;). Unter dieser
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Voraussetzung ist das interpolierende Polynom eindeutig bestimmt, denn falls P und
Q zwei Polynome vom Grad deg P, deg Q < n sind mit

P(tg):Q(t,')=f,', i:O,...,n

so ist P — @ ein Polynom maximal n-ten Grades mit den n + 1 Nullstellen %o,...,%,,
also das Nullpolynom. Zur Bestimmung von P gibt es eine Reihe von Moglichkeiten.

5.1.1 Koeffizientendarstellung
Schreiben wir P in Koeflizientendarstellung
P(t) = apt” + an_1t" ' + - + a1t + ag
d.h. beziiglich der monomialen Basis
{1,t,¢%,...,t"}
des Vektorraumes
P, :={P | P Polynom vom Grad deg P < n}
der Polynome maximal n-ten Grades, so lassen sich die Interpolationsbedingungen
Pity)="fi, 1=0,...,n

als lineares Gleichungssystem

=\ : (5.1.1)

=V,
formulieren. Die Matrix V,, heift Vandermonde-Matriz. Fiir die Determinante von V,,
gilt

det(V,) = T TI (& - ),

1=0 j=i+41

was in jedem Buch iiber lineare Algebra bewiesen wird. Daraus folgt sofort der Satz:

Satz 5.1.1 Zu gegebenen Stitzpunkten (t;, fi),(i = 0,...,n) ezistiert ein eindeutiges
Unterpolationspolynom genau dann, wenn die Knoten to,...,t, paarweise verschieden
sind.

Falls man P(t) an vielen Zwischenstellen auswerten will, lohnt es sich, das lineare Glei-
chungssystem 5.1.1 zu 16sen. Zur Auswertung eines Polynoms

P(t) = apt™ + apqt™ '+ - +ast + ag
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verwendet man stets den sogenannten Horner-Algorithmus, der nur n Multiplikationen
und n Additionen benoétigt:

Sp = Qg
Sy = ap+sgpfirk=n-1,...,0
P(t) = So

Fiir n = 3 entspricht das gerade der Ausklammerung

P(t) = ao+t(a1 + z(az + tas ))

81

S

v

30

5.1.2 Die Darstellung von Lagrange

Wir konnen das Interpolationspolynom leichter berechnen und auswerten, wenn wir von
der monomialen Basis zu anderen, dem Interpolationsproblem besser angepafiten Basen
von P, iibergehen. Ein Beispiel dafiir sind die sogenannten Lagrange-Polynome

{Lo(2),...,La(t)}

Definition 5.1.2 Zu gegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen to,...,t, ist das
i-te Lagrangepolynom L;(t) € P, das (eindeutig bestimmte) Interpolationspolynom mit

0 , falls i#j
1 , falls 1=

Lg(tj) - 5,']' =

Man sieht sofort, daf L; gerade das Polynom

iy _(E—to) - (t—tica)(t —tia) - (E — tn)
Li(t) =
(B —to) -+ (i — tica) (B — tiga) - - (B — 1)
ist und dafl die n + 1 Polynome linear unabhingig sind und eine Basis von P, bilden.

Aus diesen Grundpolynomen L;(t) 148t sich das Interpolationspolynom fiir beliebige
Stiitzwerte fy,..., f. einfach aufbauen.

P(t) = 3" fiL(1)

i=o

Denn offensichtlich gilt
P(t;) =Y fibi;=f;

i=0

Bemerkung 5.1.3 Die obige Aussage 138t sich auch so formulieren: Die Lagrange-
Polynome bilden eine Orthonormalbasis von P, beziiglich des Skalarproduktes

< P,Q>=3 P(t)Q(t)

t=o0
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fir P,Q € P, und es gilt gerade
<P L;>= P(t,')
und daher n . "
P = Z < P,L,‘ >L;= EP(t,-)L; = Zf,'L,'

=0 1=0 =0

Die Lagrange-Darstellung hat im wesentlichen nur theoretischen Wert. Fiir die nu-
merische Auswertung ist sie nicht geeignet.

5.1.3 Algorithmus von Aitken und Neville
Wir bezeichnen mit
P(tlti, .. t), {go,.--,2} C{0,...,n}
(%0,...,% paarweise verschieden) das Interpolationspolynom zu den Stiitzpunkten
(tigs fio)y « + s (Bins fir)s
d.h. P(t|t;,...,t;,) ist das Polynom vom Grad deg < k mit
P(toltiy .-y ti) = fo fir £=1g,... 0 .

Diese Polynome lassen sich rekursiv berechnen. Betrachtet man die zwei “Nachbar”-
Polynome (vom Grad < k-—1)

P(tlti, tiyy ..oy ti,_,) und P(tty, ... b, 1)
so gilt:
Satz 5.1.4 (A1TkEN) Es gilt die Rekursionsformel

(tio = )P (ttiy, ..o ti) + (= i ) P(tigy - - -5 tiry)

P(tltio’-"atik) = t: —t.
1o th

(5.1.2)
Beweis: Sei ¢(t) definiert als der Ausdruck auf der rechten Seite von 5.1.2. ¢ ist
vom Grad deg ¢ <k und fir die gemeinsamen Knoten der Nachbarpolynome

te, = ila'“,ik—l
gilt

(tiy —te)fe+ (te — 1) fe
tiy — tik

p(te) = = Jr

Ebenso leicht folgt
‘P(tio) = fi, und So(tik) = fiy

Also ist ¢ das Interpolationspolynom zu den Punkten
(tioafio)y ) (timfik) .
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Da die Interpolationspolynome fiir nur einen Stiitzpunkt nichts weiter als die Konstanten
P(t,t)=fi, 1=0,...,n

sind, 148t sich P = P(t|to,t,...,t,) rekursiv nach dem Schema von Neville berechnen:

fo = P(t|to)
N
fi = P(tlt) —  P(t|to, 1)
fac1=P(tltnr) — - —  P(tlto,..,tn-1)
N N
fo=P(t) o o P(tftyeestn) = P(tloy.. s tn)

Vereinfacht man die Indizierung durch
P;k(t) = P(t I t,'_k, e ,t,') fir ¢ Z k

so berechnet man

Prn(t) = P(tlto, ..., tn)
fir ein gegebenes festes ¢ und Stiitzpunkte (¢, f;) (: =0,...,n) gemaB dem Schema

Foo
N\
Py - P,
N\ N
SRR >
Pn—l,O - - Pn—l,n—l
N N
Py — — P - P,
nach der Vorschrift
a) Py = f;
b)  Py= P+ tf_‘tfik(a-,k_l — Piypea) (5.1.4)

Dies 1a8t sich mit einem einzigen n -Feld realisieren.
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Beispiel 5.1.5 Berechnung von sin 62° aus den Stiitzpunkten
(50°,sin 50°), (55°,sin 55°),...,(70°sin 70°)
mit dem Aitken-Neville- Algorithmus

t; sin ¢;

50° 0.7660444

55° 0.8191520  0.8935026

60° 0.8660254 0.8847748  0.8830292

65° 0.9063078 0.8821384  0.8829293  0.8829493
0

70°  0.9396926  0.8861384 8829661  0.8829465  0.8829476

o
B

An diesem Beispiel erkennt man, daf§ sich an den bei der rekursiven Berechnung auftre-
tenden Zahlen ablesen 138t (hier durch Abzahlen der giiltigen Ziffern) bis zu welcher
Ordnung, d.h. mit wievielen Stiitzpunkten interpoliert werden muf, um eine bestimmte
Genauigkeit zu erreichen. Diesen Vorteil werden wir bei der automatischen Ordnungs-
steuerung bei Extrapolationsmethoden wie z.B. der Romberg-Quadratur (Kapitel 6.3)
schitzen lernen.

Der Aufwand betragt dabei
~ %nz Division und ~ %nz Multiplikationen

Der Algorithmus wird hauptsachlich im Spezialfall ¢ = 0 angewandt, wodurch sich (.)
zu

 (Ppcs = Prorcn)
ti—tick '

(Pig-1 — Pic15-1)
—_ . L 2 5-1-5
P t Py T— ( )

vereinfacht und der Quotient fiir verschiedene Knoten #; nur einmal berechnet werden
muf.

Ppy = Pjpo—-

5.1.4 Newton’sche dividierte Differenzen

Soll das Interpolationspolynom an vielen Stellen ausgewertet werden, so ist das folgende
auf Newton zuriickgehende Verfahren giinstiger. Dabei verwenden wir als Basis von P,
die Polynome

k-1 1 , falls k=0
wi(t) = [[(t-t:) = { (= 10)-.

i=0 (t—tg—y) , falls k=1,...,n

Die Koeffizienten «y,...,a, eines Polynoms P € P, ,

P(t) = i apwi(t) = ag+ ay(t —to) +- -+ + an(t —to) -+ - (t — ta1),
k=0
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konnen wir sukzessive aus den Funktionswerten P(t;) an den Stiitzstellen to,...,%,
ermitteln.

P(to) =
P(tl) = Qp + al(t - to)
P(tn) = aO+a1(tn_t0)+"‘+an(tn—t0)"'(tn_tn—l)

Ist P(t) = P(t|to,-...,t,) das Interpolationspolynom zu den Stitzpunkten (i;,f;), so
ist das Interpolationspolynom zu den ersten k + 1 Stitzpunkten (k =0,...,n) gerade

P(tlto, e ,tk) - Xk: a,-w,-(t)

=0
= C¥0+O!1(t—t0)+"'+ak(t—to)"'(t—tk_l)
und der Koeffizient o des Interpolationspolynoms P(t|ts,...,t,) beziglich der Basis
{w;(t)} ist der Koeffizient von t* des Polynoms P(t|to,...,%). Zusammen mit dem
Satz von Aitken erhalt man anstelle von (.) eine rekursive Methode zur Bestimmung der
Koeflizienten aq,..., oy, die wir in folgendem Satz formulieren.

Satz 5.1.6 Definieren wir rekursiv fuir i =0,...,n und k=1,...,n —1

a)  flt]=Ff
b) fltiy- o tik] = flti, - .,ti:ﬂk—_ft[#,“.,ti+k_l]

¢)  ai=flto,... 4]

so ist das Polynom

P(t) := Za;wi(t) eP,
i=0
das Interpolationspolynom
P(t) = P(t|to, ... ,1,)
zu den Stitzpunkten (to, fo), ..., (tn, ) - O

Die Quotienten in b) heifen dividierte Differenzen und geben dem Verfahren seinen
Namen. Sie lassen sich wie beim Verfahren von Neville in einem Schema

fo = fltd]
N
fi = flt] = flto, tu]

fn—l = f[tn—l:l - te - f[t()) .. -atn—I]

v
/

fn = f[tn}

!
!

f[t],...,tn] — f[to,...,tn]
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anordnen, wobei sich die Koeffizienten «; aus der obersten Schrigzeile ablesen lassen.
Hat man die Koeffizienten o; bestimmt, so 138t sich das Interpolationspolynom leicht
mit Hilfe einer Art Horner-Schema an einer Stelle ¢ auswerten

Sp = Qp
S = aptSpmt—t)firk=n—-1,...,0
P(t) = So

Beispiel 5.1.7 Wir berechnen das Interpolationspolynom zu den Werten

tlo 1 2 3
f,-|1201

mit Hilfe der Newton’schen dividierten Differenzen.

flto] =1

flll=2  flto,ta] =1

flta] =0 flts, 8l = =2 flto, 1, 8] = —3/2

fltsl =1 flta,tas) =1 flta,ta, 1) = 3/2 flto,s t1,ta,ts) =1

also
(ao, Qaq, 02,03) = (1, 1, —3/2, 1)

Das Interpolationspolynom ist daher

P(t) = 1+41(t-0)+(=3/2)(t—0)(t—1)+1(t—0)(t — 1)(t —2)
= 3458 +45t+1

5.1.5 Approximationsfehler

Nachdem wir nun das Interpolationspolynom P(t) = P(t|to,...,t,) zu gegebenen Stitzpunkten
(toy fo)s -« -5 (tn, f2) gut berechnen konnen, stellt sich die Frage, inwieweit wir damit auch
unsere zweite Forderung, die Approximationseigenschaft,

|f - P|| “klein”

fir eine gegebene Funktion f erfiillt haben. Dazu leiten wir in dem folgenden Satz einen
Ausdruck fir den Approzimationsfehler

f&) - P(®)

an einer festen Stelle ¢ ab.
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Satz 5.1.8 Sei [a,b] ein Intervall, das die Stitzstellen to,...,t, und ein festes t enthdlt.
Sei weiter f € C™t'[a,b] und P,(t) € P, das Interpolationspolynom vom Grad deg P, <
n iber den Stitzpunkten (to, f(to)),-- -, (tn, f(tn)) . Dann gibt es ein T € (a,b), abhingig
von %, so daff

50 - Pu) = LB - 1) (- )

Beweis: Falls { =t; firein ¢ € {0,...,n}, ist die Behauptung klar, so dal wir davon
ausgehen konnen, dafl ¢ # t; fir : =0,...,n. Dann ist

w(®) = (T~ to) - (F—tn) £ 0
Fir die Funktion
F(t) := f(t) — Pu(t) — Kw(t)
gilt fiir jedes beliebige K € R, da F € C"*'[q,b] und

F()=0 fir :=0,...,n.

Setzen wir speziell
=R
Ki=———-
w(t)
so folgt F(t) =0, d.h. F hat n+2 Nullstellen in [a,b]. Nach dem Satz von Rolle hat
daher F(**1) mindestens eine Nullstelle 7 in (a, b), also

0 Fe(7)

£ (r) = ko 7)
(n+1) r) — f(t_) - Pﬂ(t_)

R

(n+1)!

und daher wie verlangt
7o)

w(t) .
O

Offenbar hiangt der Approximationsfehler stark von der Wahl der Stiitzstellen to,...,1,
ab. Betrachten wir die Klasse der Funktionen mit durch eine Konstante M > 0
beschrankter (n + 1)-ter Ableitung

F={feC™a,i] | |f™(r)| <M, 7€la,b]}

so konnen wir zur Minimierung des Approximationsfehlers diejenigen Stiitzknoten i,. .., 1,
bestimmen, fur die

max |w(t)] = min.

t€[a,b]

Dies fiihrt zu den sogenannten Tschebyscheff-Knoten, die fiir das Intervall [a,b] = [—1, 1]

gegeben sind durch
141
n+2

t; := cos(m - ) fir ¢ =0,...,n

110



In der Praxis sind die Stiitzstellen jedoch meistens vorgegeben, so daB diese Uberlegungen
wenig weiterhelfen.

Kommen wir zuriick zu der Frage, ob die Polynominterpolation die Approximationsei-
genschaft erfiillt. Fir stetige Funktionen f € Cla,b] und die Supremumsnorm ||f|| =
SUP;e(a ) (1) lautet die Antwort im allgemeinen nein. Genauer existiert nach FaBer fiir
jede Folge {Ti} Stiitzstellensitzen Ty = {txo,...,tkn,} C [a,b] eine stetige Funktion
f € Cla,b], so daB die Folge {P,} der zu den T} gehorenden Interpolationspolynome
nicht gleichméBig gegen f konvergiert.

Bemerkung: Liegt ¢ auflerhalb des kleinsten Intervalls, das alle Knoten ¢; enthalt, so
sprechen wir auch von FEztrapolation. Bei der Polynomextrapolation wertet man einfach
das Interpolationspolynom P,(t) an der Stelle ¢ aus.

5.1.6 Kondition

Eingabedaten bei der Interpolation sind die Knoten {¢;} und die Stiitzwerte {f;}. Be-
trachten wir die Auswirkung von Storungen der Stiitzwerte fo,..., f, auf den Wert P(t)
des Interpolationspolynoms an einer festen Stelle ¢, d.h. in der Notation des zweiten
Kapitels

Eingabedaten i foyeeos

Resultat :  P(t) fur ein festes ¢
Storung der Eingabedaten : f; — f;+6f;
Storung des Resultats : P—op+6P

so erhalten wir mit den Lagrange-Polynomen Lg(t),...,Ln(t) die Formel
6P(t) = S SAL(Y) -
=0

Die Betrage |L;(t)| der Lagrange-Polynome lassen sich daher als absolute Konditions-
zahlen bzgl. Storungen der f; interpretieren.

Beispiel 5.1.9 Polynominterpolation mit den dquidistanten Stitzstellen t; = ¢ und
Stitzwerten f; = 6;im fir i=0,...,2m=:n, d. h. P(t) = Ln(t).

m | Ln(0.5)
0 1
5 -5

10| -10°

20 | —3.108

50 | —6.10%

Zusammenfassung:

Die klassische Polynominterpolation hoher Ordnung ist bei dquidistanten Knoten schlecht
konditioniert, bei Tschebyscheff-Knoten jedoch gut konditioniert.
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5.1.7 Hermite-Interpolation

Bisher haben wir an den Knoten t,...,t, die Funktionswerte fo,..., f, vorgegeben
und das dadurch eindeutig bestimmte Interpolationspolynom vom Grad n berechnet.
Genauso ist es moglich, zusatzlich die Werte der Ableitungen an den Knoten ¢; bis zu
einem Grad s; festzulegen und damit ein Polynom entsprechend hoheren Grades zu
charakterisieren.

Satz 5.1.10 Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Stitzstellen to,...,t, und
Daten f,-(’) fir i =0,...,n und j =0,...,s;. Dann ezistiert genau ein Polynom

PeP,, mit m:=n+Zs.~
=0
derart, daf . ‘
PU(t) = fi(’) firt=0,...,n und j=0,...,s;

Definition 5.1.11 Das eindeutig bestimmte Polynom P € P,, heifit Hermite-Polynom
2u den Werten {t;, f9}.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit (vgl. Anfang von Kapitel 5.1). Sind
P,Q € P,, zwei Polynome mit

PU(t) = QU(t) = f,-(j) fir i=0,...,mn und j=0,...,s;
soist P — (@ € P,, ein Polynom mit
(P-Q)9(¢t;)=0 fir i=0,...,nund j=0,...,s

und daher P — @ = 0. Das Hermite-Polynom ist also eindeutig bestimmt. Daraus folgt
auch die Existenz (ausnahmsweise einmal nicht konstruktiv), denn die Abbildung

P, — R™' P (PY9(1))iz0,..m

1=0,...,8¢

ist linear und injektiv, also auch surjektiv. a

Bei der kubischen Hermite-Interpolation gibt man an zwei Knoten to,t; jeweils Funk-
tionswert und Ableitung vor und berechnet das dadurch eindeutig bestimmte Polynom
P € P3. Definiert man die Hermite-Polynome H(t) € P3, ¢ =0,...,3, durch

Hito) =1, SH3(t0) =0, H0) =0, SH3(0) =0,
Hito) =0, SH0)=1, B3(t) =0, HI(n)=0,
Hito) =0, H3to) =0, H3(t)=1, SH3(0) =0,
Hi(to) =0, Hi(t) =0, H3(t) =0, LHI0) =1,
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so bilden die Polynome
{H3(t), H(8), H3(t), H3 ()}

eine Basis von Pj3, die sogenannte kubische Hermite-Basis bzgl. der Knoten to,¢; . Das
Hermite-Polynom zu den Werten {fo, f, f1, fi} 188t sich damit formal einfach angeben
durch

P(t) = folH3(t) + foH3(t) + fLH(t) + fLH(2).

Wir kommen auf die Polynome H2(t) im Kapitel 5.3 zuriick.

5.2 Kubische Spline-Interpolation

Wie wir gesehen haben, ist die klassische Polynominterpolation ungeeignet, das Approx-
imationsproblem bei einer groBen Anzahl von dquidistanten Knoten zu losen. Polynome
hohen Grades neigen zu starken Oszillationen, wie die Skizzen der Lagrange-Polynome
verdeutlichen. Sie verderben so evtl. nicht nur die Kondition (kleine Anderungen der
Stiitzwerte f; bewirken groBe Anderungen des Interpolationspolynoms P(t) an Zwis-
chenstellen ¢ # ¢ ), sondern fuhren auch zu starken Schwingungen der interpolieren-
den Kurve zwischen den Stiitzstellen. Wie man sich vorstellen kann, sind derartige
Schwingungen héchst unerwiinscht. Man denke nur an die dadurch verursachten Vi-
brationen einer Flugzeugtragfiache, die nach einer solchen Interpolationskurve geformt
wurde. Verlangen wir, daf} eine interpolierende Kurve “moglichst glatt” durch gegebene
Stiitzpunkte (%o, fo,- .-, (tn, fu) verlduft, so liegt es naher, lokal Polynome niedrigen
Grades zu verwenden und diese an den Stiitzpunkten miteinander zu verheften. Dies
fiihrt zu den sogenannten Spline-Funktionen.

Definition 5.2.1 Fin Spline vom Grad k bzgl. der Knoten to < --- <t, € R ist eine
Funktion s € C*¥[to,t,], die auf jedem Intervall [t;,t;i11], 1 =0,...,n— 1, mit einem
Polynom s; € Py, vom Grad k ‘ibereinstimmd.

5.2.1 Berechnung kubischer Splines

Wir werden uns im folgenden ausschliefilich mit Splines vom Grad 3, den sogenannten ku-
bischen Splines beschiftigen. Diese eignen sich bestens zur graphischen Darstellung von
Kurven, da das Auge Unstetigkeiten in der Kriimmung (also der zweiten Ableitung) noch
erkennen kann. Damit werden die C?-stetigen kubischen Splines als “glatt” wahrgenom-
men.

Zur Darstellung eines kubischen Splines s(t) schreiben wir die Polynome s; € P3 als
C; 2 d,' 3
S,'(t) =a; + b,’(t - t;) + -é-(t - t,') + E(t - t,') (521)

d.h. beziiglich der Basispolynome 1, —t;, (¢t —t;)? und (¢t —t;)®. Der Spline s ist daher
charakterisiert durch die 4n Koeffizienten

(ai, biyci,d;) fir :=0,...,n
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Abbildung 5.11: kubischer Spline mit 5 Stiitzpunkten
und es gilt
a) si(t) = bi+a(t—t)+F(t-t)
b) S:!(t) = ¢+ d,’(t — t,')
Bezeichnen wir die Langen der Teilintervalle mit
h,‘ :=t,'+1—t," fiir i:O,...,n—l,

so folgt insbesondere fiir die Funktionswerte und Ableitungen an den Knoten t;, daB

sit)=a; , si(tiy) =ai+bhi+ %h? + %lhf
()=t lti) = b+ ekt
si(t)=ca , 8/(tin) =ci+diby (5.2.2)

Damit s C?-stetig ist, miissen Funktionswerte und erste und zweite Ableitungen zweier
aufeinanderfolgender Polynome s;,s;+1 an der Nahtstelle ¢;;; tibereinstimmen, d.h. es
miissen die sogenannten Verheftungsbedingungen

a) sitiy1) = sipa(tin)
b) si(tiy1) = si(tipn)  fiir 1=0,...,n—2
) si(tiyr) = sip(tisr) (5.2.3)

erfiillt sein. Setzt man die Gleichungen 5.2.2 ein, so folgt:

Lemma 5.2.2 Die Verheftungsbedingungen 5.2.8 sind dquivalent zu

(i) diquzﬁi%ﬁ fir i=0,...,n—2
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(ii) b.’:Aa,-——h—'.(c,-+1+2c,-) fir 1=0,...,n—2

6
ho_
(iti) b1 = Aap_o + 5 2(20n-1 + Ca_2)
: h,‘_l h,' 6(Aa,~ — Aa ‘_1)
T Ci-1+ 26 + T———¢ip1 = - ir 1=1,...,n—
(iv) h; + hi—lc 1+ 26+ hi +hiy G hi+ hi_q fir i=1,...,n =2,

wober A der “Differenzenquotientenoperator”

Az = Tit1 —Ti  Tiq1 — T
= =
tiy1 — 8 h;

Beweis: Einfaches Einsetzen von 5.2.2 in 5.2.3 ergibt

a) <= a1 =a;+bhi+ -(;—'hf + %hf’
L Ag=bi+ %h,- + C"*‘G" S h? s (if)
d;_
b) <= b=b_1+c1hi1+ -2—1h?_1
i hi_ i — Ci-
(=L b; = Aa;_1 — '—6—1(0; + 20,'_1) +ci1hi1 + < Gi1 hi_1
& b =Aaq_+ 'Il%_—l(zc.' +¢i_1)
) & cp=ctdil
= (1)

Fiir ¢ = n —1 ist dies gerade (iii) und Einsetzen von (ii) auf der linken Seite liefert (iv).
0

Wollen wir den interpolierenden Spline zu den Stiitzpunkten (o, fo), .. ., (tn, fn) bestim-
men, so kommen n + 1 Interpolationsbedingungen hinzu:

s(t;)=f; fir 1 =0,...,n.

Zusammen mit den Verheftungsbedingungen haben wir damit 4n — 2 Gleichungen, um
die 4n unbekannten Koeffizienten {a;,b;,c;,d;} zu bestimmen. Die zwei noch freien
Wiinsche werden durch die Randbedingungen festgelegt. Dabei unterscheidet man drei
Typen, die in Kapitel 5.2.2 begriindet werden.

Typl : s"(to) = s"(ts) =0 (natirliche Randbedingung)
TypII : §'(to) = fy, s'(t.) = f, zusatzlich vorgegeben (eingespannter Rand)
Typ Il : §'(t) = s'(tx), s"(to) = s"(tn) (periodische Randbedingung)
Dabei ist der dritte Typ nur sinnvoll, falls die zu approximierende Funktion periodisch

ist, d.h. f(t) = f(t + k(tn — to)) fiir k¥ € Z. Wir fihren die Rechnungen hier nur fiir
die ersten beiden Typen aus.
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Satz 5.2.3 1) Fiir die Typen I, II und Il (nur falls fo = f,) existiert genau ein
interpolierender kubischer Spline, der den entsprechenden Randbedingungen geniigt.

2) Fiir Typ I lassen sich die Koeffizienten durch

(i) a;:=f; fir i=0,...,n—1

(it) di:=A¢ fir t=0,...,n—1 (5.2.4)
(iii) b; .= Af,-—%(c;+1+2c,-) fir i=0,...,n-1
berechnen, wobei ¢, := co:=0 und ¢y,...,c,—1 die Losungen des linearen Gleichungssys-
tems
2 A] ( C1 \ / 51 \
B2 ' : :
= : (5.2.5)
An_2 :
| Hn-1 2 i \ Cn-1 ) \ 6ﬁ—1 /
—: M; € Mat,_+(R) —ce R™! =:6cR™!
it h h 6(Af; — Afiy)
i—1 1 i i—-1
= T, /\,':=——-—, 6;:: L.
# hi + hiy hi + hiy hi+hiy (5:2.6)
sind.

3) Fir Typ II berechnen sich die Koeffizienten mit den Gleichungen 5.2.4 wie beim Typ
I, wobei cg,...,c, die Losungen des Gleichungssystems

[ 2 Ao ] { co \ ( bo
3 : :
An—l

o2 [l JU )

und zusdtzlich zu 5.2.6

Ao =1, pui=1,
_ 8Aafo—f)) o 6(fn—Afu)
b0 = | 6y m OUn = BSn1)
ho hn—l

gesetzt wird.

Beweis: Die Gleichungen ?? folgen sofort aus den Interpolationsbedingungen
s(t)) = si(t;) = a; fir ¢=0,...,n -1
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und Lemma 5.2.2 (i) bis (iii). Das Gleichungssystem 5.2.5 entspricht Lemma 5.2.2 (iv).
Wir miissen daher nur noch die Randbedingungen einarbeiten und beschranken uns dabei
auf die ersten beiden Typen. Mit ¢, := s'(t,), b, := s'(t,) folgt dann:

Typ It ¢o = s§(to) = s"(tp) =0 und ¢, = s"(t,) =0
Typ II: Essind by = f} und b, = f, vorgegeben und wie in Lemma 5.2.2 gilt

_6(Afo + £3)

h
fo=Af— '6_0'(C1 +2c) <= 20+ ™ =: 8o
=>)Ng:=1
sowie
P ' Af,_
fr{L = Afn-—l + l(2cn + cn-l) < Cn-1 +2cn = E(—f"n_'—'f_l_) =: 611,
6 N—— hn—l
=>pun:=1

Fiir die eindeutige Losbarkeit bleibt nur noch zu zeigen, da die Matrizen M; und Mj;
nicht singular sind. Da

Ml + il =1< 2

folgt, daBl der Kern von M; und Mj; nulldimensional ist. O

Bemerkung 5.2.4 Die Matrizen M; und Mj; sind sogar diagonaldominante Triago-
nalmatrizen, d.h. sie besitzen nur von Null verschiedene Komponenten auf der Haupt-
und den beiden Nebendiagonalen und erfiillen das starke Spaltensummenkriterium

n

Zla,»kl < Iakk| fur k= 1,...,n

ik
(fir eine Matrix A € Mat,(R)). Derartige Matrizen besitzen dhnlich wie die sym-
metrisch positiv definiten sehr giinstige numerische Eigenschaften. So ist die GauB-
Elimination ohne Pivotsuche numerisch stabil, was die Bandstruktur der Matrizen zu
erhalten erlaubt.

Bemerkung 5.2.5 Fiir 4quidistante Stiitzstellen

. t, —1
ti:=to+1th, h:= = 2
vereinfachen sich die Matrizen zu
_ . -
2 3
1
2
M=
1
2
1
I 7 2
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und

2 1 ]
R
My = e
i 2 3
1 2

unabhangig von h.

5.2.2 Minimaleigenschaft kubischer Splines

Wir waren bei der Konstruktion der Spline-Funktionen von der Idee ausgegangen, moglichst
“glatte” interpolierende Kurven zu finden, wir kdnnten auch sagen, eine “moglichst wenig
gekriimmte”. Die Krimmung einer parametrisierten Kurve (in der Ebene)

y: [th tn] — R’ ) € 02[t0>tn]

an der Stelle ¢ € [to,t,] ist gegeben durch

__y@®
"= T verpn

Der Betrag der Krimmung ist gerade der Reziprokwert 1/r des Radius r des Schmiegekreises
an die Kurve im Punkt (¢,y(t)),

Abbildung 5.12: Schmiegekreis an die Kurve (t,y(t)) bei t.

d. h. die Krimmung ist genau dann Null, wenn der Schmiegekreis den Radius oo hat,
die Kurve also gerade ist.
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Zur Vereinfachung betrachten wir anstelle der Kriimmung die fiir kleine y’(¢) verniinftige
Naherung y"(t)
yll(t)

ORI
und messen die Kriimmung der gesamten Kurve, indem wir diese Naherung (zum Quadrat)
iiber das Intervall [to,?,] integrieren, d.h.

K(y):= /t t y'(t)dt .

Die interpolierenden kubischen Splines haben nun gerade die Eigenschaft, dieses Funk-
tional zu minimieren.

Satz 5.2.6 Sei s ein interpolierender kubischer Spline zu den Stitzpunkten (to, fo),-. ., (tn, fa)
und y € C?[tg,t,] eine beliebige interpolierende Funktion. Dann gilt

tn tn
/ s"(t)%dt < f y"(t)%dt . (5.2.7)
to to
unter der Bedingung, daf§
[s(8)"(y(t)" = s(t)))z = 0 (5.2.8)

Bemerkung 5.2.7 Die Bedingung 5.2.8 fiihrt in natirlicher Weise auf die Typen I, 11
und I11.

Beweis: Mit partieller Integration folgt
tn tn
/ s/l(yll _ S”)dt — [sll(yl _ SI)]Z; _ / slll(yl _ Sl)dt
to to
wobei s"” unstetig in ¢,...,¢,_; und konstant
s"(t) = s’(t) = d; fir t € (ti,tis1)

im Inneren der Teilintervalle (die s; sind kubische Polynome) und daher

tn oot
/ S"y"=s")dt = - Z/ di(y' — s})dt
to i=1 Yti-1

= —-zn:d,'/:i y'—S;dt
= )~ o) - () — stin)]

= 0.

Trivialerweise gilt y” = s” + (y” — s”) und eingesetzt in die rechte Seite von 5.2.7 folgt

tn tn tn tn
/ (yn)zdt — / (sll)2dt + 2/ S"(y” _ S”)dt + / (y" _ S”)2dt
to . to RN to .

to

=0 >0

tn
2 / (S”)zdt

to
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5.3 Bézier-Technik

Die bisher in diesem Kapitel vorgestellten Themen gehoren zum klassischen Teil der nu-
merischen Mathematik, wie schon die auftretenden Namen - wie Lagrange und Newton
- verraten. Mit der zunehmenden Bedeutung der Computergraphik sind in jiingerer Zeit
(d. h. in den letzten zwanzig Jahren) in der Interpolations- und Approximationstheorie
neue Wege beschritten worden, die wir in diesem Abschnitt kurz anreien wollen. Interes-
santerweise treffen sich diese neuen Entwicklungen haufig mit recht alten geometrischen
Uberlegungen, wie sie zum Beispiel schon Mobius durchgefiihrt hat. Wer sich niher mit
diesem Gebiet beschiftigen mochte, dem sei das Skriptum [9] oder das Buch von pE
Boor [18] empfohlen.

Fiir die folgenden Uberlegungen betrachten wir nicht nur reellwertige Polynome, sondern
allgemeiner polynomiale Kurvenin R?, d € N.

Definition 5.3.1 Ein Polynom (oder eine polynomiale Kurve) vom Grad n in R? ist
eine Funktion P der Form

P:R — RY, P(t):Za;ti mit ag,...,a, € RY, a, #0

=0
Den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n in R® bezeichnen wir mit
P;.

Ist {Po,...,P.} eines Basis von P, und {ei,...,e;} die Standardbasis des R?, so
bilden die Polynome

{&P;| i=1,...,d und j=0,...,n}

eine Basis von Pj. Den Graphen I'p(t) := (¢, P(t)) eines Polynoms P € P% kénnen
wir jetzt wieder als ein Polynom I'p € P}, auffassen.

Pit) = atat+---+a,t"

(@) (e Q)eee ()

Wenn wir ein (gewohnliches) Polynom P € P, zeichnen, so stellen wir es gerade durch
seinen Graphen I'p € P}, d.h. eine polynomiale Kurve in der Ebene, dar.

= Fp(t)

5.3.1 Bernstein-Polynome

Bisher haben wir drei verschiedene Basen des Raumes P, der Polynome vom Grad
kleiner oder gleich n kennengelernt.

e monomiale Basis 1,%,t%,...,t"
o Lagrange-Basis Lo(t),...,La(t)

o Newton-Basis wq(t),...,w,(t)
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Die beiden letztgenannten Basen sind bereits auf die Interpolation ausgerichtet und
hangen von den Knoten t,...,t, ab. Die Basispolynome, die wir jetzt vorstellen wollen,
beziehen sich auf ein Intervall [a,b]. Sie sind daher hervorragend geeignet fiir die lokale
Darstellung eines Polynoms, da die konvexe Hiille der zugehérigen Koeffizienten ein
Hillkorper fur die Werte des Polynoms ist. Der erste Schritt besteht in der affinen
Transformation auf das Einheitsintervall I = [0,1]

[a,8] — [0,1]

b—a

(5.3.1)

so daB wir unsere Uberlegungen meistens darauf beschrinken konnen. Nach dem bi-
nomischen Lehrsatz konnen wir die Einsfunktion darstellen als

1=(1=A)+A"= }:nj (’;)(1 — )i

1=0

Die Summanden dieser Zerlegung der Eins sind genau die Bernstein-Polynome bzgl.
des Intervalls [0,1]. Komponieren wir diese mit obiger affiner Transformation 5.3.1, so
erhalten wir die Bernstein-Polynome bzgl. des Intervalls [a, b].

Definition 5.3.2 (i) Das Polynom B! € P,,

Br(\) := (’;)(1 — A" i=0,...,n

heifit i-tes Bernstein-Polynom bzgl. [0,1]
(ii) Das Polynom B?[a,b] € P,

t—a 1 n : :
n(t:q.b) ;= BP - Br - , —a)i(b— )"
Bi(0,9) = BO®) = B2 = 52 (7) = 00— )

heifit i-tes Bernstein-Polynom bzgl. [a,b}].

Anstelle von BP(t;a,b) schreiben wir im folgenden haufig einfach B}(t), wenn eine
Verwechslung mit den Bernstein-Polynomen BF(A) bzgl. [0,1] ausgeschlossen ist.

In dem folgenden Satz stellen wir die wichtigsten Eigenschaften der Bernstein-Polynome
zusamimen

Satz 5.3.3 Fir die Bernstein-Polynome BI()) gilt:

(i) X=0 ist i -fache Nullstelle von B} .
(i1) A =1 ist (n—1)-fache Nullstelle von B[ .
(ii) BP(A)=Br_(1-1X) firi=0,...,n (Symmetrie).

(iv) B® hat im Intervall [0,1] genau ein Mazimum, und zwar bei A =i/n.
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Abbildung 5.13: Bézier-Polynome fiir n = 3.

(v) Die Bernstein-Polynome B? sind nicht negativ auf [0,1] und bilden eine Partition
der Eins, d.h.

BY(A) >0 fir A€[0,1] und Y _B!A) =1 fir AeR

1=0

(vi) Die Bernstein-Polynome bilden eine Basis B := {B},...,B"} von P,

Beweis: Die Aussagen (i), (ii), (iii) und (v) sind offensichtlich, (iv) folgt aus der Tat-
sache, daf}

F80 = (1) - -y

fir : = 1,...,n. Fir die letzte Aussage zeigen wir, daB die n 4+ 1 Polynome B! linear
unabhangig sind. Denn falls

0= 6B

=0
so gilt wegen (i) und (ii), dal

0=35B1)=b,B"(1) = b,

=0

und daher induktiv by =--- =5, = 0. a

Bemerkung 5.3.4 Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir die Bernstein-Polynome
B}(t;a,b). Das Maximum von BP(t;a,b) in [a,b] liegt hier bei
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Abbildung 5.14: Bézier-Polynome fiir n = 4.

5.3.2 Bézier-Darstellung von Polynomen

Wir wissen nun, dal wir jedes Polynom P € P} bzgl. der Bernstein-Basis schreiben
kdnnen als Linearkombination

P(t) = ‘Zj bBrt), b; € R? (5.3.2)

1=0

Die Koeffizienten b,...,b, heiBen Kontroll- oder Bézier-Punkte von P, der durch sie
bestimmte Streckenzug Bézier-Polygon. So sind z.B. die Bézier-Punkte von P(t) =t

wegen ) n )
A=2 BN = t=3(a+=(b—a)BI()

1=0 1=0

gerade die Maxima b; = a + i(b — a) der Bernstein-Polynome. Die Bézier-Darstellung
des Graphen I'p eines Polynoms P wie in 5.3.2 ist daher gerade

= ()£

Die Bézier-Punkte des Graphen I'p schreiben wir mit einem fettgedruckten b, d.h.

b = (a+§g)—a))

Bemerkung 5.3.5 Die Eigenschaft, dal die Bernstein-Polynome eine Partition der Eins
bilden ist dquivalent zu der Tatsache, dafi die Bézier-Punkte affin invariant sind. Falls
¢ : R - R? eine affine Abbildung ist,
¢ : R'>R
u— Au+v, A€ MatyR), veR?
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so sind die Bilder ¢(b;) der Bézier-Punkte b; eines Polynoms P € P} die Bézier-Punkte
von ¢oP.

Die Besonderheit der Bernstein-Basis liegt in der nun leicht abzuleitenden geometrischen
Bedeutung der Bézier-Punkte. Dazu benétigen wir den Begriff der konvezen Hiille einer
Menge A C R?, den wir hier kurz wiederholen.

Definition 5.3.6 (i) Eine Menge A C R? heift konvex, falls mit je zwei Punkten
z,y € A auch deren Verbindungsstrecke ganz in A liegt, d.h.

[z,y]:={dz+ (1 =Ny | Ae€[0,1]} CA firallez,yc A

(i) Die konvexe Hiille co (A) einer Menge A C R? ist die kleinste konveze Teilmenge
von R?, die A enthilt.

(1it) Eine Linearkombination der Form

k k
m:ZAixia mieRd') /\iZO, EA1=1

i=1 =1

heifit Konvexkombination der z;,...,z; .

Bemerkung 5.3.7 Damit ist sofort klar, daf} die konveze Hiille co (A) von A C R?
die Menge aller Konvezkombinationen von Punkten aus A ist, d. h.

co(4) = [{BC RYB konver mit AC B}

= {x:E/\;x,-| meN, z;€A, N\>0, Z/\':l}

=1 =1

Satz 5.3.8 Das Bild P([a,b]) eines Polynoms P € P} liegt in der konvezen Hille der
Bézier-Punkte b; von P, d.h.

P(t) € co(boy...,b,) fiir t€a,b

Insbesondere liegt der Graph des Polynoms fir t € [a,b] in der konvexen Hille der
Punkte b;.

Beweis: Da BP(t) >0 fir t € [a,b] und Y0, Br(t) =1, ist

P(t) =3 b:B}(1),
=0
eine Konvexkombination der Bézier-Punkte by,...,b,. Die zweite Aussage folgt aus der
Bézier-Drastellung (5...) des Graphen I'p von P. m]

Anschaulich bedeutet dies fiir ein (gewohnliches) kubisches Polynom P € P, da8 der
Graph von P fur ¢ € [a,b] ganz in der konvexen Hiille der vier Bézier-Punkte by, b,, b3
und b, liegt. Der Name Kontrollpunkt erklart sich nun dadurch, da8 sich die Punkte b;
aufgrund ihrer geometrischen Bedeutung gut zur Steuerung einer polynomialen Kurve
eignen. Der Kontrollpunkt b; hat wegen Satz 5.3.3 gerade an der Stelle A = i/n das
groBte “Gewicht” BP*()), iiber der er aufgetragen wird. Dies ist ein Grund dafiir, daf§
die From der Kurve zwischen ¢ und b eng mit dem Bézier-Polygon zusammenhangt,
wie dies die Zeichnung andeutet. Um dies weiter zu analysieren, berechnen wir die
Ableitungen eines Polynoms in Bézier-Darstellung.
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Abbildung 5.15: Ein kubisches Polynom mit seinem Bézier-Polygon.

Lemma 5.3.9 Fir die Ableitung der Bernstein-Polynome BP(t) bzgl. [a,b] gilt

— 2= B3(¢) fir i=0
53?(0 =1{ &(BrNt) - BFY(t) fir i=1,...,n—1
ﬁ;B,'::ll( ) fir i=n

Beweis: Esist
d

o nn - ny.. DN L L 2 ) \n-i-1yd

B0 = (7)1 =2 = (o = 1= 0
(1= = —nBi ! fir §=0

=4 n(B'(A\) - BY(A)  fir i=1,...,n-1

nBZ1(t) fir 1=n

und trivialerweise

Satz 5.3.10 Sei P(t) = Y0 ,b;B*t) ein Polynom in Bézier-Darstellung bzgl. [a,b].
Dann gilt fir die k -te Ableitung von P

1 n!
(k) kb Bn—k t
P = (b—a)(n—-k .gA (®),
wobei A der Vorwdrtsdifferenzenoperator
Alb; = b,'+1 - b,'
Akb,' = Ak_lb.'_H - Ak—lb,'
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Beweis: Induktion iiber k, sieche Aufgabe 5.1.

Korollar 5.3.11 Insbesondere erhdlt man fir die Randpunkte a,b die Werte

1 n!
A
1 n!

n—k
PB() = A k)!Akbn_k, da B %(b) = bp_k;

P®(a) A¥o, da BPH(a) = bo;

also speziell bis zur zweiten Ableitung

a) P(a) = b P(b) = b,
b Pl =gbi—b)  P()= 7 (bn— bao1)
¢) P'(a)=32d(b,— 26 + ) P'(b) = %;f_—;)?(bn ~2b,_1 + ba_2)

Die Kurve P verlauft also durch Anfangs- und Endpunkt des Bézier-Polygons und die
Tangenten der Kurve in den Randpunkten a,b sind gerade die Anfangs- bzw. Endseite

des Polygons.

Beispiel 5.3.12 Als Beispiel betrachten wir noch einmal das kubische Hermite-Polynom

H? mit

d d

Wegen der Eigenschaften a) und b) von Korollar 5.3.11 kénnen wir das zugehorige Bézier-

Polygon sofort zeichnen:

N\,
‘b3

.o N

0 13 23 1

Abbildung 5.16: Das Hermite-Polynom HJ mit seinem Bézier-Polygon.
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Zusammen mit der Eigenschaft, daf HJ fiir ¢ € [0,1] in der konvexen Hiille der Punkte
bo, ..., b3 liegen muB, gibt uns dies bereits eine recht genaue Vorstellung von H3 und
wir konnen die Bézier-Darstellung von HJ direkt angeben (siehe auch Aufgabe 5.3)

H? = BY + B

5.3.3 Algorithmus von de Casteljau

Die Bedeutung der Bézier-Darstellung beruht neben der geometrischen Interpretation
der Bézier-Punkte vor allem darauf, daBl es ahnlich wie beim Schema von Aitken und
Neville einen auf fortgesetzter Konvexkombination beruhenden Algorithmus gibt, der
neben dem Funktionswert P(t) an einer beliebigen Stelle ¢ auch noch Informationen
iiber die Ableitungen liefert. Dariiber hinaus kann derselbe Algorithmus benutzt werden,
um die Bézier-Kurve in zwei Teilsegmente zu unterteilen. Wiederholt man diese Un-
terteilung in Teilsegmente, so konvergiert die Folge der Bézier-Polygone extrem schnell
(bei Halbierung des Intervalls exponentiell) gegen die Kurve, so daB sich dieses Verfahren
sehr gut eignet, um eine Kurve z. B. in der Computergraphik effektiv zu zeichnen. (Dieses
Konstruktionsprinzip ist auch mafigeschneidert firr die Steuerung einer Frase, die ja nur
Material “wegnehmen” kann.)

Lemma 5.3.13 Fir die Bernstein-Polynome B}()) gilt die Rekursionsformel
BN = ABM AN+ (1 =XNBFY(A) fir i=1,...,nund A\€R

Beweis: Die Behauptung folgt aus der Definition und der Tatsache, daB
(£)-G2)+07)
)=1. + .
1 1—1 7
Den Algorithmus von de Casteljau formulieren wir in dem folgenden Satz.

Satz 5.3.14 Sei P(t) = Yr o b;B*(t) ein Polynom in Bézier-Darstellung bzgl. [a,b]
und bf fir k=0,...,n und 1 =0,...,n — k rekursiv erkldrt durch

a) b :=b; fir i=0,...,n

b) W= (L= N+ X0 fir k=1,...,n und i=0,...,n—k
mit A:=(t—a)/(b—a) fir ein festes t € R. Dann gilt

1 n!

PO = G-

ARG fir k=0,...,n,

wobet A auf dem unteren Index operiert, d.h.

Ab:‘: = b:':+1 - bf
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Bemerkung 5.3.15 Die b} konnen in dem Schema von de Casteljau angeordnet wer-
den:

by = b2
N
bl = bg—l —_ b}z—l
N N
bl = bg-z —* b}l.—2 - 'b‘rzl—z (5.3'3)
by = b - — bt
N\ N
by = b3 - e - bt - b

Die k-te Ableitung P®)(t) an der Stelle ¢ berechnet sich aus der (n — k)-ten Spalte.
Insbesondere gilt

a) P(t) = by

b)) P =B -5 (5.3.4)

c) P'(t) = H(b"‘ — 26772 4 b27%)

Beweis: (von Satz 5.3.14 Wir zeigen, daB

k41

bf =" b;BE_(t) (5.3.5)

J=i

Die Behauptung folgt dann aus Satz 5.3.14, da dann

PO = (b..la)"(ni'k)lekan_()
1 k n—k
- (b—a)k(n—k).A 2”3 ©)
1 ek
= (b-a) (n—k)'Akb

Fir k = 0 ist 5.3.5 richtig, da

B =1b _ng_Eb

] =1

]—1

Sei nun induktiv vorausgesetzt, daBl

k—1 kih k—
B = b; B4~}

]_1
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. (k=1)+(i+1) - k+i .
by = > bibiTii = . bij:il—l

J=t+1 J=i+1

Dann folgt mit Lemma 5.3.13

B o= (1= )b ek
k+i—-1 k+1
= (1-X) X 4Bl +X Y 5B,
j=i J=i+1
k+i-1
= D 4l(1=NBIZ +ABEL )+ (1= MbiBS ™! + AbeiBiT)
J=1+1 =b.'B§ =bk:,-BL‘
k+1
= ZbiBf-i
1=t

O

Wie wir oben bereits erwahnt haben, kann man den Algorithmus von de Casteljau auch
benutzen, um eine Bézier-Kurve in zwei Teilsegmente zu zerlegen.

Satz 5.3.16 Sei P(t) = Y i, biBI(t;a,c) eine Bézier-Kurve bzgl. [a,c] und a < b <
c. Dann ergeben sich die Bézier-Punkte der Teilkurven iber [a,b] bzw. [b,c] aus der
unteren Zeile bzw. der Diagonale des de Casteljau-Schemas bf = b5(b), d.h. es gilt

P(t) = zn: b;B(t;a,c) =

i=0

oboBl(ta,b)  fir a<t<b
n b Br(tbh,c) fir b<t<c

t 1

Beweis: siehe z. B [17] o

Wiederholt man diese Unterteilung, so konvergieren die zugehorigen Bézier-Polygone
gegen die Kurve. Daher bietet die fortgesetzte Unterteilung zusammen mit dem Algo-
rithmus von de Casteljau ein effektives Verfahren zum Zeichnen polynomialer Kurven,
welches nur auf konvexer Kombination der Ausgangskoeffizienten beruht und deswegen
auch auflerst stabil ist.

Beispiel 5.3.17 Fortgesetzte Unterteilung einer kubischen Bézier-Kurve (jeweils Hal-
bierung des Intervalls)

5.3.4 Bézier-Darstellung von Splines

Nachdem es sich als glinstig erwiesen hat, Polynome als Linearkombination der Bernstein-
Polynome zu schreiben, liegt es nahe, eine dhnliche Darstellung fiir Splines zu suchen.

Wir beschranken uns wieder auf kubische Splines und der Einfachheit halber auf aquidistante

Stutzstellen
t;=¢ fir 1=0,...,n
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Abbildung 5.17: Fortgesetzte Unterteilung einer kubischen Bézier-Kurve.

Jedes Teilpolynom s; € P3 besitzt eine Bézier-Darstellung

3

Si(t) = Z bgl)B?(t, t,', t,'+1)
7=0
3 3 . . — .
= Y o (3,)(1 CA)IN mit A =
=0 = \J tiy1 — ¢

bzgl. des Stiitzintervalls [t;,?;+1]. Aufgrund der Verheftungsbedingungen 5.2.3 a) gilt

by = sia(t) = si(ts) = b)) fir i=1,...,n—1

3

so daf8 wir nur drei Bézier-Punkte pro Teilpolynom s; fiir i = 1,...,n — 1 bendtigen.
Um die Notation etwas zu erleichtern, setzen wir fir ¢ =0,...,n — 1

by = b))
baiy1 = bgi)
byiyz = bY
by, = bV

so daf} 5
S,'(t) = Z bg;+jB?(t; t;, t,'+1) fir ¢1=0,...,n—1.

=0

Die ersten Ableitungen von s;_; und s; stimmen nach Korollar cor:bezier-ableitungen
in ¢; uberein, falls

3;-1(ti) = 3(b3i — bzi—1) = 3(bziy1 — bsi) = si(t;) fur 1 =1,...,n -1

130



e

Abbildung 5.18: Kubischer Spline mit adquidistanten Stiitzstellen.

d.h. ; ;

by = T g o
Anschaulich gesprochen miissen die Bézier-Punkte bj; die Strecke zwischen bs;_; und
ba;41 halbieren. Analog ist die zweimalige Differenzierbarkeit von s in t; dquivalent zu

sn—1 (5.3.6)

s (8) = 6(bsi_z — 2b3i_y + b3;) = 6(b3i — 2baig1 + baiy2) = s7(1)

d.h.
263,;_1 - b3,'__2 = 2b3;+1 — b3,'+2 = d,‘ fir : = ]., ceey T — 1 (537)

Hier miissen die Punkte bs;4+; die Strecke zwischen dem Hilfspunkt d; und b4, hal-
bieren. Gegeniiber der Spline-Darstellung im Abschnitt 5.2.1 zeigt sich wiederum, da8
die Bézier-Darstellung stets einfach geometrisch zu interpretieren ist. Die Bézier-Punkte
bs;+1 konnen wir wegen 5.3.6 und 5.3.7 aus den Hilfspunkten d; berechnen:

3bsii1 = di_q1+2d;
3b3,:+1 - 2d, + d,’+1 (5.3.8)

Die Punkte b3;4; und b4y dreiteilen gerade die Strecke zwischen d; und diy, fiir
¢t =0,...,n —1. Setzen wir die Gleichungen 5.3.8 in 5.3.6 ein, so folgt

d,‘_1+4d,'+d,'+1=6b3; fiir i=l,...,n—1

Zusammen mit 5.3.8 fiir ¢ = n bzw. 7 = 0 lassen sich die dy,...,d, durch das lineare
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Gleichungssystem

[ 2 1 1(a \ [ 35 )
1 4 1 : 655
1 4 ]. E 6b3n—3
12 |\ d )\ 36

aus den Werten b;, bs;, bs,_; berechnen.

Fir die Typen I und II erhalten wir zusatzlich zur Interpolationseigenschaft
by; = s(t;)=f; fir i =0,...,n
die Gleichungen

TypI : "'(0) = 0 = do=bo
d'n) = 0 = d,=b,
Sl(n) = fr,a = 3(b3n - an—l) = b3n—l = bs, — f7’¢/3

Tatsichlich verwendet man heute haufig schon nicht mehr die Bézier-Darstellung von
Splines, sondern die sogenannten B -Splines Ni(t). In unserem Spezialfall der kubischen
B-Splines sind dies gerade die Splines mit

di = bix

deren Bézier-Punkte wir mit den Formeln 5.3.6 und 5.3.8 leicht berechnen konnen

i e a|t] 0|1 ]a 2]
ofofalelelelelelafofo
Das “B” in der Bezeichnung “B-Spline” steht fiir Basis und das natiirlich nicht ohne
Grund. Die n—3 B-Splines N_4(t),..., Ny41(t) bilden eine Basis der kubischen Splines
liber den Stiitzpunkten 0,...,n. Die folgenden Eigenschaften erinnern uns an die der
Bernstein-Polynome und lassen den (begriindeten) Verdacht aufkommen, daB sich dies

ahnlich positiv auf die Darstellung eines Splines als Linearkombination der B-Splines
auswirkt wie bei der Bézier-Darstellung eines Polynoms.

[a—y

b3ky;

"N
1[N
(=] L

Bemerkung 5.3.18 Die B-Splines Ni(t) haben folgende Eigenschaften:
a) Ni(t)>0 firalleteR.
b) Ni(t) =0 firallet mit t < k—2 oder t > k+2, d. h. supp Ni(t) C [k—2,k+2].
¢) TreliNi(t) =1 fir0<t<n
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k-2 B k-1 k k+1 = k+2
Abbildung 5.19: Kubischer B-Spline N (¢) .

54 I“Jbungen

Aufgabe 5.1 Zeigen Sie, dafl die Ableitungen eines Polynoms in Bézier-Darstellung
bzgl. des Intervalls [to, 1]

t—1o
ti—to

»

P(t) = Y BB, Ai=
rd
gegeben sind durch

d* n!

n—k
Pt = O 3" A*BBIF(N), hi=t —to.

=0

Aufgabe 5.2 Wir haben fiir den Raum P; der Polynome vom Grad kleiner oder gle-
ich 3 die monomiale Basis {1,t,t?,13}, die Bernstein-Basis {B3(t), B3(t), B3(t), B3(t)}
bzgl. des Intervalls [0,1] und die Hermite-Basis {H3(t), H3(t), H3(t), H3(t)} fur die
Knoten %o,t; kennengelernt. Bestimmen Sie die Matrizen der Basiswechsel.

Aufgabe 5.3 Geben Sie die Bézier-Darstellung bzgl. [0,1] der Hermite-Polynome H?
fiir die Knoten #g,#; an und skizzieren Sie die Hermite-Polynome zusammen mit den
Bézier-Polygonen.

133



6 Numerische Quadratur

Ein relativ haufiges Problem ist die Berechnung des Riemann-Integrals

1= 1) == [ (1) de

wobei formal f eine stiickweise stetige Funktion auf dem Intervall [a,b], jedoch in
den Anwendungen i. a. stiickweise glatt ist. (Eine stiickweise stetige und nicht glatte
Funktion ist auf einem Rechner nicht implementierbar.)

Abbildung 6.20: Aufgabe der Quadratur.

In der Analysis lernt man zahlreiche Techniken kennen, ein derartiges Integral zu “l6sen”

in dem Sinne, daf ein “einfacherer” Ausdruck fiir I°(f) gefunden wird. Ist dies mdglich,

so sagt man, das Integral sei analytisch oder in geschlossener Form losbar. Diese beiden
Begriffe besagen jedoch nicht viel mehr, als da die “analytischen Ausdriicke” mathe-
matisch besser bekannt und deswegen dem urspriinglichen Integralausdruck vorzuziehen
sind. Ist man jedoch an dem konkreten Zahlenwert I°(f) interessiert, so ist haufig
giinstiger, dieses Problem direkt anzugehen (vgl. 3.3), auch wenn eine Lésung in geschlossener
Form vorliegt. Als Beispiel betrachte man folgendes Integral, bei dem die Auswertung
des analytischen Ausdrucks gewil abschreckend ist.

Beispiel 6.0.1 aus GR6BNER-HOFREITER, Integraltafeln 1. Teil

zF

| e @
Al b) + Bol H-S M __F_B .
= Aolog(az +b) + Bylog(cz + d) — El u(az + by —V;V(aw+b)” ¥

fir k=0,1,....m+n—1 mit

mEY N (mtn—p—j—2 bF=igm—p—i-1
A = (—])mHktutl n-k-1 K= _
B ( ) a Z (J) ( n—1 (ad _ bc)m-{-'n,—p,—]—l

i=0
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file:///m4-ri

fir u=0,1,...,m—1 und

"R\ (m+n—v—j—-2\ (=d)fiarrit
jgo ']

m—1 (ad — beymtn—r=i-1

firv=0,1,...,n—1. 0O

Die direkte (algorithmische) Berechnung von I(f) bezeichnet man als numerische Qua-
dratur. Dieser Begriff 148t uns unwillkiirlich an die Quadratur des Kreises denken, das
wegen der Transzendenz von 7 nicht losbare Problem, mit Zirkel und Lineal ein Quadrat
mit dem Flacheninhalt des Einheitskreises zu konstruieren. Die heutige Bedeutung von
Quadratur ist aus dieser “Konstruktion eines Quadrates gleichen Flacheninhalts” erwach-
sen.

Haufig findet man auch den Begriff Integration, der auch die Losung von Differentialgle-
ichungen beschreibt. Tatsdchlich gilt ja, da die Berechnung des Integrals I*(f) formal
dem Losen der Anfangswertaufgabe

y'(t)=f(t), y(a)=0, t€la,b
entspricht, da fur die Losungsfunktion y(t)
y(b) = I3(f)

gilt. Wir werden auf diese Formulierung noch im Verlauf des Kapitels zuriickkommen.

Aus der Analysis kennen wir unter anderem folgende Eigenschaften des Riemann-Integrals.
Bemerkung 6.0.2 Fir stickweise stetige Funktionen f, fi, fa auf [a,b] gilt:
(D) I(cifiterfs) = e l2(fi)+cIb(f2) fir c¢i,co € R (I ist ein lineares Funktional)
(I) I7 + I = I fiir 7 € [a,b] (I ist additiv)
(Ill) Falls f nicht negativ (f > 0) und nicht die Nullfunktion (f # 0) ist, d.h.
fit) = 0 firalle tE€]a,
fte) # 0 firein to€ [a,b]
so ist das Integral (strikt) positiv, d.h.

I(f)>0

Wie immer erwarten wir von einem Verfahren zur Berechnung des Integrals, dafl es
derartige wichtige Eigenschaften erhalt. Es wird sich leider zeigen, da sich nur die erste
Eigenschaft vollstandig retten laBt.
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TO T1 T2 T3

hO hl h2 h3

Abbildung 6.21: Trapezsumme mit dquidistanten Stiitzstellen

6.1 Newton-Cotes-Formeln

Eine erste einfache Methode zur Berechnung von Ib(f) ist die sogenannte Trapezsumme.

Wir zerlegen das Intervall in n Teilintervalle [t;,¢;41] (¢ = 0,...,n — 1) der Lange
hi =141 —
a=t0<t1<--'<tn:b
und approximieren das Integral I°(f) durch die Summe der Trapezflichen
n-1 h:
T =3 Ty Tii= (F(t) + f(tin))
=0

Vergleichen wir die Trapezsumme T(™ mit den Riemann’schen Unter- bzw. Obersum-
men

(n) —— n—17p :

Ry’ = T h‘teﬁ?}ﬂ i f(t)
(n) —— n-17pg.

Ry’ = Yo h x| f(t)

so ist offensichtlich, daf§
Ry < T™ < R{M

Fir stetiges f € C°a,b] folgt daher aus der Konvergenz der Riemann’schen Summen
auch die der Trapezsumme:

Ry < 1™ < RY
! ! l firn—>o0, A;<h—o0
1.(f) L(f) L(f)

Weiter sehen wir, da T ein lineares Funktional definiert, die Eigenschaft (II) je-
doch nur erfiillt, falls 7 € {t,...,¢,} und (III) nur gilt, wenn f(¢;) > 0 fir ein
t; € {to,...,tn}.
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Die Idee bei der Trapezsumme bestand darin, die Funktion f durch eine Approxima-
tion f zu ersetzen, fiir die sich die Quadratur einfach ausfithren 138t, und I(f) als
Approximation von I(f) anzusehen, also

I(f) = 1(f)

Dabei konnen natiirlich nicht nur lineare (wie bei der Trapezregel), sondern beliebige
Approximationen, wie sie z.B. im letzten Kapitel vorgestellt wurden, benutzt werden.

Insbesondere erhéalt man fir die Polynom-Interpolation an den Stiitzstellen (¢;, f(¢;)),
t=0,...,n

) = 32 () Lint),

1=0
wobei L;,(t) das ¢-te Lagrange-Polynom zu den Stiitzstellen to,...,%, ist. Dieser
Ansatz liefert die Quadraturformel

1) = 1) = . cunf 1)

wobei die Konstanten )
Qin :=/ L;n(t) dt
a

nur von der Wahl der Knoten #,,...,t, abhangen.

Wir sehen wieder, da die Approximation [ linear in f ist, aber im allgemeinen nicht
additiv. Zur Erfillung der Eigenschaft (III) mufl man notwendig fordern, da8

a;, > 0 firalle ¢,n

Fir den Spezialfall dquidistanter Knoten

hi=h=""2% t—ih i=0,.. .n
n

vereinfacht sich der Ausdruck fiir die a;, durch Substitution s:= (¢t —a)/h zu

. = b (t=to) - (E=tic))(t —tig1) - (E = tn) dt
YT e (b —to) - (fi — tica)(ti — tign) -+ (i — 1)
Sy QR L I EO
B h/ z—(z—l))(z—(z+1)) (i—n)ld

=N 8y unabhanglg von h,a,b

b—a _
= ‘N On
n

= (b - a)c‘v,-,n

Wir gelangen so zu den klassischen Newton-Cotes-Formeln

1(f)= (b)Y @infla +ih)

t=0
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Die Werte &;, miissen nur einmal berechnet bzw. eingegeben werden. Ferner 1afit sich
leicht zeigen (s. Aufgabe 7), daB

a) Z Qip = 1

1=0
b) Qp_in = Qin fur : = 0,...,n

Bemerkung 6.1.1 Falls einige Koeffizienten &;, negativ sind, so ist die Abweichung
Z Iai,nl -1
1=0

ein natirliches Map fiir die Verletzung der Bedingung a).

Tabelle: &, (:=0,...,n)

o
p—
(S}
W
>
(]
(=)

1 % % Trapezregel

2 : 2 : Simpson-Regel
3 i 3 & 3 FaBregel

4 &) 2 1 % Milne-Regel

5

6

41 216 27 272 27 216 41
30 50 310 540 510 31 sw eddle-Regel

6.2 Klassische Romberg-Quadratur
6.2.1 Asymptotische Entwicklung der Trapezsumme

Im folgenden wird die Struktur des Approximationsfehlers der Trapezregel als Funktion
in h naher analysiert. Er besagt, daf§ sich die Trapezsumme T'(k) in einer sogenannten
asymptotischen Entwicklung in h? entwickeln 1aBt.

Satz 6.2.1 Sei f € C*™*!a,b] und h =2 fir ein n € N~ {0}. Dann besitzt die
Trapezsumme T(h) folgende asymptotische Entwicklung des Approzimationsfehlers

b
T(h) = f S(t) dt + 1R + Th* + -+ T2 h®™ + Rypya(R)R¥™H2 (6.2.1)

wobet

By
(2h)!

a) Top =

(f*=D(b) — f*=D(q)) mit den Bernoulli-Zahlen By

b
b) Romia(h) = ——/ Kom+2(t; h)f(2m)(t) dt mit dem Bernoulli-Polynom
zweiter Art (s. u.) Komyo(t;h)
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Der Restterm Rap,yo(h) ist gleichmdfig beschrinkt in h, d.h. es gibt ein Cypyz > 0,
so daf

|Rems2(h)| € Com42|b—al| firalle 0<h<b-—a

Bemerkung 6.2.2

1) Fir grofie k£ gilt
ng ~ (2]6)'
Auch fir analytische Funktionen f € C¥[a,b] divergiert die Reihe (6.2.1) im
allgemeinen fir m — oo.

2) Fir periodische Funktionen f mit Periode & — a verschwinden alle 75;, d.h. der
gesamte Fehler bleibt im Restterm. In diesem Fall kann mit der Extrapolation
keine Verbesserung erzielt werden. Tatsichlich ist dann sogar die Trapezsumme
selbst optimal.

Im Gegensatz zu den aus der Analysis bekannten Reihenentwicklungen (Taylor-, Fourier-
Reihen) wird in Satz 6.2.1 die Funktion in eine divergenten Reihe entwickelt. Dies scheint
zunachst wenig Sinn zu machen; tatsachlich konnen jedoch haufig die endlichen Par-
tialsummen genutzt werden, um einen Funktionswert hinlanglich genau zu berechnen,
obwohl die zugehorige unendliche Reihe divergiert. Zur Illustration, daB8 eine derartige
Entwicklung in eine divergente Reihe dennoch numerisch niitzlich sein kann, betrachten
wir folgendes Beispiel (siehe [14]).

Beispiel 6.2.3 Sei f(h) eine Funktion mit einer asymptotischen Entwicklung in %, so
daf fiir alle h€ R und n €N

F(B) = SO(=1)*K - B* 4 0(=1)" (n + 1)1 A firein 0<0=0(x) <1 (6.2.2)
k=0

Die Reihe T3(—1)¥k! h* divergiert fir alle k # 0. Betrachte man die Partialsummenfolge

n

sa(h) := Y _(=1)Fk! A

k=0

fir kleine h, 0 # h < 1, so scheint diese zunachst zu konvergieren, da die Glieder
(—1)*k! h* der Reihe zunichst stark abnehmen. Ab einem gewissen Index fiberwiegt
jedoch k!, die Glieder werden beliebig grofi und die Partialsummenfolge divergiert. Da

If(B) = sa(h)] = |(=1)"**6(n + DA™ < |(n + 1) A7+

ist der Fehler, den wir bei der Approximation von f durch s, machen, stets kleiner als
das erste weggelassene Glied. Um f(h) auf eine (absolute) Genauigkeit von eps zu
bestimmen, miissen wir ein n finden, so dal

|(n +1)! A**!| < eps (6.2.3)
Ganz konkret erhalten wir z.B. f(sp55) auf zehn Dezimalstellen genau fiir n = 3 durch

53(107%) =1-102+2.10°-6-10"°
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Wegen ihres “fast konvergenten” Verhaltens nannte Legendre solche Reihen auch semi-
konvergent. Euler machte sich das Leben etwas einfacher, indem er fiir alle Reihen
dieselbe Schreibweise benutzte, ob sie nun konvergierten oder nicht.

Der folgende Beweis von Satz 6.2.1 benutzt das klassische Resultat der Eulerschen Sum-
menformel. Diese Beweistechnik ist nicht verallgemeinerbar auf den Fall von Differen-
tialgleichungen. Es sei deshalb dem Leser anheim gestellt, den Beweis zu iiberspringen.

Wir beweisen zunachst die Euler’schen Summenformel und leiten daraus die asympto-
tische Entwicklung der Trapezsumme ab. In der Darstellung richten wir uns stark nach
der in [14], XIV. Kapitel. Die Euler’sche Summenformel stellt einen Zusammenhang her
zwischen der Summe

ot + fo, fi=f(2)

der Funktionswerte einer Funktion f an den Stellen : = 0,...,n und dem Integral

| 1@ da

Satz 6.2.4 (Euler’sche Summenformel) Sei f € C**1[0,n]. Dann gilt

S fi= | f@) da+3 (fn + fo) +Z 52)"(f£2“” ~ ) + R

=0

mit dem Restterm n
- Ry = [ Poa(2) f**)(2) do
0
Dabei sind

a) B; die Bernoulli-Zahlen, definiert durch

By:=0 und (B+1)"—B":=) (T?)B,-— B, =

i=0 \?
b) Py die Bernoulli-Polynome, I-periodisch mit
1 & T
Pi(z) := '(.7:+B —k—z Y fir 0<z<1
1=0
¢) f¥:=f0G) fir ikeN
Wir beweisen zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 6.2.5 Fir f € C'[0,n] gilt

,Z:(:)f‘ = [ f@) e+ %(fo +1)+ [ o] - %)f,(m) i
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Beweis: Es ist

[ F@ de=fim fi fin i=1,2,..

$—

und daher .
Z[ if'(2)da =Y f(fi = i) = =Y fit (n+ )

=1 =1 =0

Fir alle ¢ € [{ — 1,7] gilt ¢ = [z] + 1, also

S fi=(n+1)faz [ =+ )£ (@) do (6.2.4)

=0

Mit partieller Integration folgt

| ef(@) do=es(@)ls - [ (@) do = nfm) - [ f(z) d
Eingesetzt in (6.4) ergibt sich

gnof.:/;f(w) d$+fn+/0n(x—[:c]—-;-)f'(x) dz

und mit /On -;—f’(a;) = %(fn — fo) die Behauptung. O

Die Funktion )
Py(z) =z —[z] — 3

ist das erste Bernoulli-Polynom. Sie ist 1-periodisch, fast iiberall stetig und besitzt die
Fourier-Entwicklung
>, sin 27nz
Pz)==) ——
1(2) 2:':1 o

Damit kénnen wir leicht die iibrigen Bernoulli-Polynome definieren.

Definition 6.2.6 Fir i =1,2,... sind die Bernoulli-Polynome P; definiert durch

2.2 cos 2wnz
P, = k-1
21,(.’1,') ( 1) nz_:l (27rn)2k
2 sin 27nz
Papa(z) = (=1)* IZ (2rn)ei
n=1

Daraus lassen sich folgende Eigenschaften ableiten (Beweis zur Ubung).

Bemerkung 6.2.7
1) Die P; sind fast iberall C*, 1-periodisch, und es gilt Pl (z) = Pi(z).
2) P2k+1(0) = 0
B
k-1 2k
9 P0)= (Y (27m)2k k)

n=1

k
4) Pi(z) = %(x + B)k = %; (i)B;a:k"" fir 0<z<1
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Die ersten Werte fur die Bernoulli-Zahlen B; sind:

| o 2 3 4 5 6 7
Bifl -1 1 0 -4 0 % 0

ils 9100 12 13w

Bi|-% 0 & 0 £ 0 I
Beweis von Satz 6.2.4 Nach Lemma 6.2.5 gilt
S hi= [ f@) det 5ot £+ [ R@)f(z) da (6.2.5)

1=0

Mit partieller Integration erhalten wir
[ P@f@de = Pl - [ Pfids
= D S - 1B+ [P
= - g+ [ Pofrde

oder allgemeiner

/n sz_lf(zk-l)d.’l,‘ — B2k
0

(2k)1(f(2k R f(Zk l))+/ sz+1f(2k+1)dﬂc

Eingesetzt in 6.2.5 ergibt sich damit die Behauptung. (i

Bemerkung 6.2.8 Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt

= [ (Pavsa(o) - (—2'i3—)f‘2’°”’(w) dz

2k + 2)!
_K2k+2(1')
Beweis: Partielle Integration liefert
B = [ Puna(@)f®(z) do
= [Poss@ @) = [ Pasal)[*+9 () da
B2k+2 (2k+2)
= —/ (Paksz(a (2k+2)')f (2) dz
da Poy2(0) = Poryo(n) = (122;,2"‘;*53‘ o

Aus der Euler’schen Summenformel kdnnen wir jetzt die asymptotische Entwicklung der
Trapezregel ableiten.
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Beweis von Satz 6.2.4 Mit h = (b— a)/n gilt fiir die Trapezregel

T(h) = hl(f(a) + F(5) + 3 f(a+ ib)]

Um die Aussage auf die Euler’sche Summenformel zuriickzufithren, transformieren wir
das Intervall [0,n] auf [a,b]

[0,n] — [q,b]

z — t=a+hz
und definieren g € C?*+1[0,n] durch
9:[0,n] >R, g(z):= fla+hz)
Damit gilt
a) g(j)(z) = f(f)(a + ha)h = f(”(t)hj
b) /bf(t) dt:h/ng(m) dz
a 0

O T =h (3t o)+ Ta), s=a6)= ot

i=1

Setzen wir ¢ in die Euler’sche Summenformel ein und multiplizieren beide Seiten mit
h , so folgt

b * By, o . o
T(h) - / f(t) dt = Z _.?_'(f(zi—l)(b) _ f(2c—l)(a))h21 + R,
a =1 (22).
wobei nach Bemerkung 6.2.8
Rk = h- Rk

= -—h/n I(2k+2($)g(2k+2)($) dz
0
= 1 [ Kouia(2) [+ a + ha) do
0

b
I / Karpal

=:Kak42(t;h)

t—a

) FED(2) dt .

6.2.2 Grundidee der Extrapolation

Wir haben in 6.1 das Integral ,
1) = [ f(t) dt

143



approximiert durch die Trapezsumme

a

T(h) := ,.._h( (f (a)+f(b))+2fa+zh)) mit b= 2= :

n

wobei die Giite der Approximation von der Schrittweite h abhangt. Fir A — 0 kon-
vergiert der Ausdruck T'(h) gegen das Integral. Genauer miifiten wir sagen “fiir n — co
und k= (b—a)/n”, da T(h) nur fir die diskreten Werte h = (b—a)/n, n=1,2,...,
erklart ist.

’lti_r)x‘l) T(h):= Jim T, = I(f) (6.2.6)
Zur Darstellung der Grundidee der Romberg-Quadratur gehen wir zunachst davon aus,
daB8 wir T(h) fur zwei Werte

berechnet haben.

Beispiel 6.2.9 f(t)=t*, a=0,b=1,n =1, ny =2

Abbildung 6.22: Trapezsummen T'(hy) und T'(hy) fir f(t) =

T(h)

il

T(1) = l(f(0> +1) =3
+

T(h) = T(3)=5GEO+/W)+G)=5G+7) =3
Wegen R4(h) =0 gilt im vorliegenden Fall:
T(h) = I(f)+mhi
T(hy) = I(f)+mh;
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Damit kénnen wir den Koeffizienten 7, bestimmen durch
T(h1) — T(ha)
=77 _ 712
hi — h3

und erhalten als Naherung fiir I(f)
T(h2) — T(h1)

I(f) = T(hl) - T2h¥ = T(hl) - YRy h% =: Ty (627)
2 — M
In obigem Beispiel folgt
31 14 1
_ 83 _-.2_1
T 121783
1 1 1 1
= — 2 — - = = t2 d
I(f) T(hl) 7'2}7'1 276 3 A t
i
13
(1] 14 1

Abbildung 6.23: (lineare) Extrapolation.

Das oben gewahlte Verfahren konnen wir fiir f # ¢ naherungsweise und wiederholt
durchfiihren; dabei werden sukzessive die Entwicklungskoeffizienten 73,74, ... eliminiert.
Wir konnen die Formel 6.2.7 auch wie folgt erklaren: Aus der Basis der asymptotischen
Entwicklung der Trapezregel bestimmen wir das Interpolationspolynom in A? zu den

Punkten (A?,T(hy)) und (h2,T(hs)
T(h2) — T(h1)

PR 3, 1) = T(h) + ———
27— M

(h* — A1)

und extrapolieren fiir A2 =0, d. h.
| T(ha) = T(hy)
h} — hi

Als extrapolierten Wert fiir h2 = 0 erwarten wir eine bessere Naherung von I(f) er-
warten.

Ty = P(O; h%a hg) = T(hl) h%
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6.2.3 Extrapolationsverfahren

Die im letzten Abschnitt beschriebene Grundidee fiithrt zur Klasse der sogenannten Ez-
trapolationsmethoden. Sie konnen immer dann benutzt werden, wenn ein Verfahren eine
asymptotische Entwicklung des Approximationsfehlers zulat. Um das zu prazisieren,
gehen wir aus von einem Verfahren T'(h), welches in Abhangigkeit von einer “Schritt-
weite” h einen gesuchten Wert 7o berechnet. (Dabei lassen wir zu, da T'(h) nur fir
diskrete Werte h definiert ist (s.0.)). Zusatzlich verlangen wir, daB das Verfahren fiir
h — 0 gegen 79 konvergiert, d.h.

}lli_I'%T(h) =179 (6.2.8)
Definition 6.2.10 Das Verfahren T(h) zur Berechnung von 7o besitzt eine asymp-

totische Entwicklung in A?, p € {0,1}, bis zur Ordnung pm, falls es Konstanten
Tp) T2pa vy Tmp € R gzbt, S0 daﬂ

t(h) = To + Tph? + Taph® + - -+ + Toph™ + O(R™2) fiir b — 0 (6.2.9)

Bemerkung 6.2.11 Die Trapezregel besitzt nach Satz 6.2.1 fiir Funktionen f € C?*™+1[a, b
eine asymptotische Entwicklung in h? bis zur Ordnung 2m .

Haben wir T'(h) fir k verschiedene Schrittweiten
h=hi k41,50
berechnet, so konnen wir das Interpolationspolynom in h?
Pi(h?) = P(hP; hY_jyqs-- -, BY) € Pr_y(RF)

zu den Stutzpunkten

(hf—k+1’ T(h’i—k'{-l))’ ey (hfa T(hi))
bestimmen und durch Auswertung an der Stelle h = 0 extrapolieren. Wir erhalten so
die Naherung Tj; von 7o

Ty := Py(0) fir 1 <k <i

Zur Berechnung von Tj; verwenden wir natirlich den Algorithmus von Aitken und

Neville. Die Rekursionsformel (5...) transformiert sich dabei wie folgt in die jetzige
Situation.

a) Ty := T(k) fur 1=1,2,...
k=1 — Fi-1,k— . .
b) Ty := Tipr+ (h.-;k 1)"111 fir 2<k<i (6.2.10)

Bemerkung 6.2.12 In Anlehnung an [7] zdhlen wir bei den Extrapolationsmethoden
von 1 an. Dies fithrt, wie wir unten sehen werden, zu einem angenehmeren Zusammen-
hang zwischen der Anzahl k& der berechneten Werte T'(k;),...,T (k) und der Ordnung
der Approximation Ty . Tii ist der extrapolierte Wert fiir die & Punkte Tyy,..., Tk -
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Das Schema von Neville geht dabei {iber in das sogenannte Eztrapolationstableau

T
N
T - Ty
N\ N
Ts5 — T3, — Tu
Troyp —» - - Thi1 k1
N\ N
T — = T - Tk

Bezeichnen wir die Approximationsfehler der durch Extrapolation gewonnenen Naherungen
Tix von 7 mit
Eik 1= |T,k — 7'0| fir 1 <k <y,

so konnen wir diese entsprechend in dem Fehlertableau anordnen:

€n

€21 €22

€31 €32 €33

5k—1,1 e e e ek—l,k—l

€kl e e PP ek,k-l Ekk

Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wie sich diese Fehler im wesentlichen verhalten.

Satz 6.2.13 (Burirscu, 1964) Sei T'(h) ein Verfahren mit einer asymptotischen Ent-
wicklung (6.2...) in h? bis zur Ordnung m und hy,...,h, m verschiedene Schrittwei-
ten. Dann gilt fiir die Approzimationsfehler €, der Extrapolationswerte T;y in fihrender
Ordnung

i = |Tpl K yq---BE fir 1<k<i<m
NS g S
k Faktoren
Genauer gilt
ek = |Tipl B ppy- o BE+ Y O(h§k+l)") fir b <h—0
j=i-k+1
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Der Satz besagt, dafi wir im wesentlichen pro Spalte des Extrapolationstableaus p Ord-
nungen gewinnen kénnen. Da wir es jedoch mit asymptotischen und nicht mit Reihenen-
twicklungen zu tun haben, ist diese Sichtweise zu optimistisch. Warnend sei jedoch vorab
erwahnt, daBl die hohe Ordnung wenig niitzt, wenn die Restterme der asymptotischen
Entwicklung, die sich hinter dem O(h§k+1)’) verbergen, sehr groB werden. Zum Beweis
des Satzes verwenden wir folgende Hilfsaussage

Lemma 6.2.14 Fir die Lagrange-Funktionen Ly,...,L, zu den Stitzstellen to,...,t,
gilt

1 fir m=0
ZL,-(O)t;" =4 0 fir 1<m<n
i=0

(=1)*g----- t. fir m=n+1

Beweis: Fir 0 < m < n ist P(t) = ¢ das Interpolationspolynom zu den Punkten
(t;,t7) fiir =0,...,n und daher

n

P(t) =" = Y. Li(OP(L) = Y- L0

7=0

Setzen wir t = 0, so folgt die Behauptung fiir die ersten beiden Falle. Fiir den Fall
m =n + 1 betrachten wir das Polynom

Q(t) := "t — Zn: L)zt
j=0

Dies ist ein normiertes Polynom vom Grad n 4+ 1 mit den Nullstellen t,,...,t,, also

Q(t) = (t —to) -+~ - (t —tn)
und speziell

> L) = —Q(0) = (~1)"to - - - tn -
Jj=0
a
Beweis von Satz 6.2.13 Da T(h) eine asymptotische Entwicklung in AP bis zur
Ordnung m besitzt, gilt fur 1 < k<m

Tjs = T(hs) = 1o+ b7 + - + Teany, b5 + O(RS™77) (6.2.11)

Es reicht aus, die Behauptung fiir i = k£ zu zeigen (der Fall : # k folgt daraus durch Ver-
schieben der Indizes der h;). Seien also Py = P(h?;h],...,h}) das Interpolationspoly-
nom in h? zu den Stiitzpunkten (h%,T'(k;)) fir j = 1,...,k und Ly(h?),..., Lg(h?)
die Lagrange-Polynome zu den Stiitzstellen Aj,...,A%. Dann gilt

P (h?) = Ek: L;(h?*)Tx

j=1
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Daher ist wegen 6.2.11 und Lemma 6.2.14
k
Tkk = Pkk(O) = E Lj(O)le
J=1
k
= Z L;(0) [To + Tph’; +..-4 Tkph.l;p + O(hgkﬂ)p)]
Jj=1

k
= T4 Tkp(_l)k—lhll’ ..... R + Zo(h§k+l)p)

i=1
also .
exk = |Thk — 70| = |7kp| BT - ---- RS + ZO(h(-k+l)’) ;

O

Die dargestellte Theorie legt fiir ein Verfahren T'(h) mit asymptotischer Entwicklung
den folgenden Eztrapolationsalgorithmus nahe. Dabei gehen wir aus von der Grund-
schrittweite (engl.: basic stepsize) H und bilden die Schrittweiten h; durch Teilen von

H.
H := b—-a>0 Grundschrittweite (basic stepsize)

hi = H/n, innere Schrittweiten (internal stepsizes)

Algorithmus 6.2.15 Fztrapolationsverfahren

1. Wahle fiir eine gegebene Grundschrittweite H eine Folge von von Schrittweiten
hi,hy... mit hj = H/nj, nj41 > n; und setze 1 :=1

2. Bestimme T; = T(h;)
3. Berechne Ty, fir k=2,...,1 mit dem Schema von Neville

Tig-1— Tic1 k-1
(__m'_)” -1
k41

4. Falls T; genau genug oder it zu grofl, beende den Algorithmus. Ansonsten erhiohe
t um 1 und gehe zuriick zu 2.

Tie = Ti -1 +

Diese grobe Beschreibung lafit natiirlich noch viele Fragen offen. So ist nicht klar, was
“T; genau genug” oder “i zu groB” heiflen soll. Auch ist nicht klar, wie die Schrittweiten
h; gewahlt werden sollen. Am Beispiel der Romberg-Quadratur werden wir in den
nachsten Abschnitten darauf niher eingehen.

6.2.4 Details des Algorithmus
Wie wir oben gesehen haben, ist die Trapezsumme ein Verfahren mit einer asympto-

tischen Entwicklung in h?, wobei die Ordnung, bis zu der wir entwickeln konnen, von
der Glattheit des Integranden abhangt. Daher konnen wir alles im letzten Abschnitt

149



beschriebene auf die Trapezregel anwenden und erhalten als Extrapolationsverfahren die
von Romberg eingefiihrte klassische Romberg-Quadratur.

Der Aufwand A; zur Berechnung von Tj; 1aBt sich im wesentlichen durch die Anzahl
der bendtigten Funktionsauswertungen von f messen.
A; = Anzahl der zur Berechnung von Tj; bendétigten f-Auswertungen.

Diese Zahlen konnen je nachdem wie wir die Folge n;,n2,... wahlen, verschieden sein.
Wir ordnen daher jeder aufsteigenden Folge

F ={n1,ny,...}, n; € N—{0}
die zugehorige Aufwandsfolge

.A = {AI,AQ, .. .}
zu. Fir die sogenannte Romberg-Folge ergibt sich
Frn = {1,2,4,8,16,...}, n; =21
Arp = {2,3,5,9,17,...}, Ai=n;+1
Z h=H z 2 neue f-Auswertungen

3
-0

1 neue f-Auswertung

hy = H/2 - hy = H/2

SR

Q0
®
o

P Py Ty b 2 2 neue f-Auswertungen

Abbildung 6.24: Berechnung der Trapezsummen bei der Romberg-Folge.

Fir diese Folge lassen sich die Trapezsummen besonders einfach rekursiv berechnen.

Ty = (/@) +f(a+H)
Tn = (@) +flat ) +5fat H) = 2(Tn+ Hf(a +5)
To = 3(Tn+ g (flat )+ fa+20)

2

Stelle man die Extrapolationswerte Tj; der Romberg-Quadratur als Quadraturformel
dar

A
Ti=HY &f;,

i=1
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wobei f; der j-te berechnete Funktionswert ist, so 148t sich zeigen (siche Aufgabe 6...),
daB sich fiir die Romberg-Folge Fg nur positive Gewichte «; ergeben. Vom Aufwand

her gibt es noch eine gunstigere Folge, die sogenannte Bulirsch-Folge (die jedoch schon
bei Romberg vorkommt):

2k-1 falls : =2k
Fs:=1{1,2,3,4,6,8,12,16,24,...}, n;=<¢ 3.2%1! falls i =2k+1

1 falls ¢ =1

Fir diese Folge gilt
As =1{2,3,5,7,9,13,17,...}.

Allerdings hat sie den Nachteil, daB die zugehorige Quadraturformel auch negative
Gewichte enthalten kann.

0 1 1 1 1 3 1
8 6 1 3 8 2
1
T1,1 2
1 1
T: 2,1 i 2
1 2
T2,2 6 3
1 3 2
T. 3.2 10 5 3
11 27 8
T313 120 0 —15
T 13 16 _27 94
4,3 210 21 35 105
T 151 256 _243 104
44 2520 315 280 105
T A7 9 _ 64 929 _37
5,4 420 20 105 140 210
T. 503 81 1024 1053 _.22
5,5 12600 175 1575 1400 105
T 1957 8192 __ 8L 3904 __ 4779 8192 683
6,5 69300 17325 140 5775 7700 17325 6930
T 244963 524288  _ 729 760832  _ 13851 524288 3226
6,6 | 8731800 1091475 1225 1091475 21560 1091475 31185

Tabelle 6.1: Gewichte &; zu den Diagonal und Nebendiagonalelementen des Extrapola-
tionstableaus an den Knoten ¢; fiir die Bulirsch-Folge (Beachte &; = qn-j, tj = ta_j).

Bemerkung 6.2.16 Bei der Lésung von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differen-
tialgleichungen tritt auch die denkbar einfache harmonische Folge

Fu=1{1,2,3,...}, m=i

auf. In unserem Zusammenhang der Quadratur ist sie jedoch wesentlich ungiinstiger als
die Romberg-Folge, da zum einen der Aufwand gréBer ist

Ag = {2,3,5,7,11,13,19,23,29,.. .}

zum anderen die Trapezsummen T} nicht rekursiv berechnet werden konnen.
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Die Berechnung des Extrapolationstableaus wird zeilenweise durchgefiihrt. Es wird abge-
brochen, falls geniigend viele Ziffern “stehen” oder falls keine Verbesserung der Konver-
genz beobachtet wird.

Beispiel 6.2.17 Auf der nachsten Seite findet sich das Extrapolationstableau fiir das

Integral
/1 dt
-110-4 4 z2

mit der Toleranz eps = 107%.
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1.9998000200
10000.9999000100
5004.4983506447
2511. 1251266619
1274.2036531728

674.7708263846
441.7566641029

409.3025257629
307.6749600526

323.6311682677
293.0111826548

312.3613882946
309.8450018238

312.1593918855
312.3819829985

312.1583307503
312.1602122232
312.1601400304

312.1593317038
312.1592537590
© 312.1592534519

EXd rapoea‘fc'ons Yableau

-

13333.9999333400

3338.9978341897
1680.0007186677
861.8964953431
474.9598841219
320.8130822224
307.6422172677

295.0740491026
293.0076017558

308.6047349703
309.5491126465

312.05920597491
312.3826025299

312.1593103720
3121601580667

312.1593320216
312.1592535250
312.1592534517

(dou@&

}ove C \.S0.0V\

2672.6643609130
1569.4009109662

807.3562137881

449.1641100404
310.5366394291

253.3581128946
293.0C67084762

309.5068446948
309.8501406335

2-.3245440677

1 «3827571713
312.1637937468
312.1601444889

312. 1593334649
312.1592534697

eps =

\
J==

—-A 0 + X

awaﬁf:

1551.8887927131
795.2602662138

443.4785210921
308.3362033876
293.0854378703
309.7631737710

309.8503376478

312.3652694546
312.3827958166

312. 1612421544
312.1601410921

312.1592626668

312.1592534561

107"

200 - a/rd% (100) =

=342.1593320216462362..

792.2930955217

442.0989848367
307.8062335143
293.0256309467
309.8285766569

12.3794894376
3 2.3828054770
312.1604263611
312.16023402427

312.1592549041
312.1592534528

Au:fc.\awol
4%

33

65
129
25%
54%

AC25

2044




6.3 Adaptive Romberg-Quadratur

6.3.1 Grundidee

Bisher haben wir als Grundschrittweite die Lange des gesamten Intervalls H = b —a
zugrunde gelegt. Denken wir an den “Nadelimpuls”

35

10} . .

-----------------

Abbildung 6.25: f(t)=2""/(4 " +12) fir n=3 und n=5

zuriick, so sehen wir, dafl die entscheidenden Beitrage zum Gesamtintegral haufig nur
iiber einem (oder mehreren) kleinen Teilintervallen liegen. Gehen wir von der Grund-
schrittweite H = b — a aus, so sind alle Bereiche des Grundintervalls [a,b] gleich-
berechtigt, wir wenden iuberall das gleiche Verfahren an. Dies kann nicht der beste
Weg sein, um Funktionen wie die in Abbildung 6.25 zu integrieren. Vielmehr sollten
wir das Integrationsintervall so unterteilen, dafl wir in jedem Bereich ein der Funk-
tion angepafites Verfahren wahlen und so mit moglichst wenig Aufwand das Integral
bis auf eine vorgegebene relative Genauigkeit bestimmen. Derartige Verfahren, die sich
selbst steuernd problemangepaft eine Lésung berechnen, nennt man adaptive Verfahren.
Thr wesentlicher Vorteil liegt darin, dafl eine grofie Klasse von Problemen mit ein und
demselben Programm bearbeitet werden kann, ohne dafl der Benutzer Anpassungen
vorzunehmen hat, d.h. ohne dafl a-priori-Wissen iiber das Problem in das Verfahren
investiert werden mufl. Das Programm selbst versucht sich dem Problem anzupassen.
Um dies zu erreichen, werden die im Laufe des Algorithmus berechneten Teilergebnisse
stindig Gberprift. Dies dient zweierlei: Zum einen kann der Algorithmus dadurch au-
tomatisch eine beziiglich des Aufwandes optimale Losungsstrategie auswahlen und so
die gestellte Aufgabe effektiv 16sen. Zum anderen wird dadurch gewahrleistet, dafl das
Programm sicherer arbeitet und méglichst keine Scheinlésungen abliefert, die in Wirk-
lichkeit herzlich wenig mit dem gestellten Problem zu tun haben. Ziel sollte auch sein,
daf} das Programm seine eigenen Grenzen erkennt und z.B. angibt, daB eine vorgegebene
Genauigkeit nicht erreicht werden kann.
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A program may fail, but it must not lie.

In der Quadratur lautet die Aufgabenstellung genauer formuliert:

Aufgabe:

Approzimiere das Integral I = [° f(¢) dt auf eine vorgegebene relative Genauigkeit
eps, d.h. berechne eine Niherung I von I, so dafl

| —I| < |I| eps (6.3.1)

Da wir I nicht kennen, ersetzen wir 6.3.1 durch die Forderung
]i - II S Iskal + €ps (632)

wobei Iia (“skal” wie “Skalierung”) in der GréBenordnung von |I| liegen soll. Dieser
Wert wird entweder vom Benutzer zusammen mit eps vorgegeben oder aus den ersten
Approximationen gewonnen.

Wahrend die klassische Romberg-Quadratur lediglich die Ordnung des Verfahrens adap-
tiert, um eine gewiinschte Genauigkeit zu erreichen, wird bei der adaptiven Romberg-
Quadratur noch die Grundschrittweite H angepaBt. Dabei gibt es zwei prinzipielle
Moglichkeiten, das Problem anzupacken: die Anfangswertmethode (dieser Abschnitt)
und die Randwertmethode (iibernachster Abschnitt).

Die folgenden Uberlegungen stiitzen sich aus [8) und [7). Wir gehen aus von der For-
mulierung des Quadraturproblems als Anfangswertaufgabe

V() = 1@), vla) =0, y)= [ F(t)

und versuchen, das Integral von links nach rechts fortschreitend zu berechnen:

Dabei zerlegen wir das Grundintervall in geeignete, der Funktion f angepafte Teilinter-
valle [t;,t;41] der Lange H; :=t;;;—t; und wenden auf die so entstehenden Teilprobleme

tiy1
f(2) dt
ti
die Romberg-Quadratur bis zu einem bestimmten Grad ¢; an.

Bemerkung 6.3.1 Bei diesem Anfangswertzugang wird leider die Symmetrie des Prob-
lems

L(f) = =L(f)

zerstort, da wir eine Richtung (von links nach rechts) auszeichnen. Bei dem Randwert-
zugang (siehe Kapitel 6.5) wird dies nicht der Fall sein.

Diese erste oberflachliche Beschreibung gibt Anla zu etlichen Fragen.
a) Welche Schrittweiten soll der Algorithmus wéahlen ?
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Abbildung 6.26: Quadratur als Anfangswertproblem.

b) Bis zu welcher Ordnung soll die Romberg-Quadratur beziiglich eines Teilintervalls
ausgefiihrt werden ?

c) Wie 138t sich das Ergebnis (lokal) iiberpriifen ?

Wir konstruieren im folgenden ein Verfahren, welches ausgehend von einer eingegebenen
Schrittweite H und einer anfanglich vorgegebenen Ordnung p das Integral des nachsten
Teilintervalls berechnet und Vorschlage fiir die Schrittweite H und die Ordnung p fiir
den folgenden Schritt macht.

Eingabe H, ¢ — Verfahren — Ausgabe I''  H, 5

!
Fehlermeldung, falls

das Verfahren scheitert

Ist die Berechnung des Teilintegrals I;*¥(f) auf die gewiinschte Genauigkeit mit der

vorgegebenen Ordnung nicht moglich, so soll das Verfahren eine neue Ordnung p und/oder
eine reduzierte Schrittweite H wahlen. Nach “allzu haufiger” Reduktion von H soll
das Verfahren abbrechen.

6.3.2 Schatzung des Approximationsfehlers

Sowohl fiir die Genauigkeitsiiberpriifung als auch fiir die Steuerung des Algorithmus
bendtigen wir Informationen {iber die Approximationsgiite unseres Verfahrens. In einem
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HO H H1 H2

Abbildung 6.27: Zerlegung des Grundintervalls bei der adaptiven Romberg— Quadratur

adaptiven Algorithmus ist es die Aufgabe der sogenannten Fehlerschdtzer, uns diese In-
formationen aus bereits berechneten Daten zu verschaffen. Die Bezeichnung “Schitzer”
(engl.: estimator) 148t sich wie folgt prazisieren.

Definition 6.3.2 & heifit Schétzer fir ¢ (& =¢€ ), falls es eine Abschitzung nach oben
und unten der Form
KiE < € <X Kge

mit &, <1< Ky gibt.

Die Konstruktion eines Fehlerschitzers gehort zu den schwierigsten Aufgaben bei der
Entwicklung eines adaptiven Algorithmus. Eine typische Moglichkeit besteht z.B. darin,
eine Approximation niedrigerer Ordnung mit einer hdhere Ordnung zu vergleichen. Alle
Fehlerschatzer, die wir hier kennenlernen werden, basieren auf diesem Bauprinzip.

Lokal, d.h. beziiglich eines Teilintervalls [t,t + H] mit der Grundschrittweite H , wird
in unserem Fall die Approximationsgiite durch das Fehlertableau beschrieben.

€1
€2 €22

€31 €32 €33

Fiir die Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung der Trapezregel gilt

Tok = z-zB—Zi;—!(f‘”““‘)(HH)— f#*N(a)) = %f(zk)(a) H (6.3.3)
Nssscsssamen, o’

=:Tok
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Abbildung 6.28: Ein Schritt der adaptiven Romberg—Quadratur

mit problemabhangigen Konstanten 7. Eingesetzt in die Formel fiir den Approxima-
tionsfehler &;; aus Satz 6.2.13 folgt fiir 1 <k <

t+H
gk = |Tik"/t f(t) dt|

= |7l bl jyy---R2-H

H2k+1 -2

= |Tik| i mit ik 1= (Nick41 - - M)
Die Ordnung 2k + 1 bzgl. H ist nur abhangig vom Spaltenindex k£ des Extrapola-
tionstableaus. Insbesondere gilt fiir zwei aufeinander folgende Fehler in einer Spalte k,
unabhangig vom Problem, da8

2
. Yi+1,k Ni—k+1
Eiv1k = Eik = Eik
i,k Nit1
<1

Mit anderen Worten, unabhingig vom Problem und unabhéangig von H werden die
Approximationsfehler innerhalb einer Spalte ¥ mit wachsendem Zeilenindex ¢ schnell
kleiner. Notieren wir diese Relation im Fehlertableau mit einem Pfeil,

E—6 &= K6
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so ergibt sich folgendes Bild:

€n
1
€21 €22
T 1
€31 €32 E&33

Fir die Beziehung zwischen den Spalten bendtigt man noch eine weitere Annahme.

Annahme: Héhere Ordnung ist genauer, d. h.
Eikt1 K Ei fir 1<k<: (6.3.4)

Diese Annahme ist zwar plausibel aber nicht zwingend: Sie gilt sicher fiir “hinreichend
kleine” Schrittweiten H , mufl aber fiir konkretes H in geeigneter Weise im Programm
iberpriift werden. Eine Moglichkeit zu testen, ob unser Modell mit der gegebenen Situ-
ation tibereinstimmt, werden wir in Kapitel 6.3.4 angeben.

Mit dieser Annahme erhalten wir folgende Situation

€n
0
€21 & €22
T i
E31 — €32 ¢ €33

Die genaueste Approximation innerhalb der Zeile k ist also Diagonalelement Tj; . Ideal
ware daher, wenn wir den Fehler

t+H
en =T — [ £ d]

abschatzen konnten. An dieser Stelle geraten wir in ein Dilemma. Um ey abschitzen

zu kénnen, bendtigen wir eine genauere Approximation I des Integrals, also z.B. Tet1,k -
Mit dieser liele sich e, etwa durch

Ekk = |Tksr,ke — Thi| = €k

abschitzen. Haben wir jedoch Ty, berechnet, so konnen wir auch direkt die (bessere)
Approximation Tjyy k41 angeben. Fir diese liegt aber keine Abschatzung des Fehlers
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€k+1,k4+1 VoI, es sei denn, wir berechnen wiederum eine noch genauere Approximation.
Aus diesern Dilemma befreit uns nur die Einsicht, daB§ auch die zweitbeste Moglichkeit
niitzlich sein kann. Die zweitbeste Losung, die uns bis zur Zeile k zur Verfugung steht,
ist das subdiagonale Element Tir_; und dessen Approximationsfehler exr_1 1Bt sich
mit bis zu dieser Zeile bekannten Daten wie folgt abschatzen.

Lemma 6.3.3 Unter der Annahme 6.3.4 ist

Ekk-1 = |Thk-1 — Trk| = €rk—1

ein Fehlerschatzer fir exp_1 .

Beweis: Esist mit 1 := [f*7 f(¢) dt

Ekho1 = |(Top—1—1I)— (T — I)| < €xp—1 + Exkrp-1
= |(Tkg—1r—1I) — (Tep — I)| 2 €x k-1 — €xk

und daher . .
kk _ kk
(1- Yekp-1 < Exp—1 S (14 ek k-1
Ekk-1 Ekk—1
N —r’
<1 <1

0

Um die Notation zu erleichtern, gehen wir davon aus, daB I, = 1. Dann ersetzen wir
das Abbruchkriterium

[T —1I| < eps
durch die Bedingung, daf§
Ekk-1 < P €PS, (6.3.5)

wobei p < 1 (typischerweise p := 0.25) ein Sicherheitsfaktor ist. Das Diagonalelement
Ty wird also genau dann als Losung akzeptiert, wenn die Abbruchbedingung 6.3.5 erfillt
ist. Diese Bedingung nennt man auch das subdiagonale Fehlerkriterium.

Bemerkung 6.3.4 Es hat lange Zeit heftige Debatten dariiber gegeben, ob man die
“beste” Losung (hier: das Diagonalelement Ty ) als Naherung ausgeben darf, obwohl nur
der Fehler der “zweitbesten” Losung (hier: des Subdiagonalelements T k-1 ) geschatzt
wurde. Tatsdchlich ist der verwendete Fehlerschatzer fir die Losung T i1 nur dann
brauchbar, wenn T, die “beste” Losung ist, so daB es unsinnig ware, diese genauere
Lo6sung zu verschenken.

6.3.3 Ordnungs- und Schrittweitensteuerung

Ziel des adaptiven Algorithmus ist es, mit moglichst wenig Aufwand das Integral genau
genug zu approximieren. Es wire von daher ideal, wenn wir die neue Schrittweite H
so angeben konnten, dafl wir das Integral exakt bis auf die vorgegebene Genauigkeit
approximieren. Wir gehen zunachst aus von einem Verfahren I der gegebenen Ordnung

p, d.h. o
n t+
e= L) = [T f(r) dr| = yH7 (6.3.6)
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mit einer vom linken Rand ¢ und dem Verfahren abhéngigen Konstante v = 4(t). Wir
nehmen an, daB sich diese Konstante in dem Intervall [¢,¢ + H] nur wenig andert und
daher insbesondere am rechten und linken Rand iibereinstimmt.

Annahme:
Yy=%:=7(), t:=t+H (6.3.7)
Fir hinreichend kleine H ist diese Annahme immer zu verifizieren.

Ziel: Bestimme eine Schrittweite H so, daﬂ

IH’H / f(7) dr| = eps

Mit (6...) gilt

2 p+1
E= eps =~H = T +1H

Pﬁ‘/-%f H (6.3.8)

erhalten. Wie die Annahme 6.3.4 so muB der Algorithmus auch die Annahme 6.3.7
iberpriffen und gegebenenfalls die Schrittweite korrigieren (siehe 6.3.4). Die Formel
6.3.8 1aBt sich so interpretieren, dal man die optimale Schrittweite des vorhergehenden
Schrittes als neue Schrittweite vorschlagt.

so da wir fir H die Formel

Im vorliegenden Fall der Romberg-Quadratur ist die Ordnung p in der Spalte &k des
Extrapolationstableaus gerade p = 2k und es gilt

ein=|Tor| Y H**! fiir f € C*[t,t + H|

Bisher haben wir noch nicht beachtet, dafi wir den Fehler ¢ iiberhaupt nicht kennen.
Das beste, was wir tun konnen, ist wie bei der Genauigkeitsabfrage (6...) statt des
Diagonalelementes Ty das Subdiagonalelement Ty _1 (welches von der Ordnung 2k —2
ist) zu betrachten und den Fehler durch &_; abzuschatzen. Fir die Approximation
Ty k-1 erhalten wir so den Schrittweitenvorschlag

N L1
Ek k-1

wobel p < 1 wieder ein Sicherheitsfaktor ist.

Obige Vorschrift liefert nun fiir jede Spalte k einen Vorschlag H, fiir die nichste Schritt-
weite. Es fehlt noch ein Kriterium, um aus diesen Paaren

(k, Hy) = (Spalte, Schrittweitenvorschlag)

das beste auszuwahlen. Nun war unser Ziel, den Aufwand zu minimieren; wir kénnten
auch sagen, mit moglichst wenig Aufwand moglichst weit zu kommen. Das erreichen wir,
indem wir die Arbeit pro Schrittweite (engl.: work per unit step)

Ax
Wi : =
minimieren, wobei Aj die zur Unterteilungsfolge F gehorenden Aufwandszahlen sind.
Die Spalte ¢ mit
W;= min W,
k=1,....q

ist in diesem Sinn “optimal” ebenso wie die Ordnung 23.
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6.3.4 Herleitung des Algorithmus

FaBt man alle Uberlegungen der letzten Abschnitte zusammen, so gelangt man zu fol-
gendem Algorithmus fiir einen Schritt der adaptiven Romberg-Quadratur.
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Berechne Ty, ..., Ty,

ja

Berechne Hy,..., H,
und Wl,""Wq

Wihle g < ¢, so
dafi Wy minimal

nein
nein | Berechne
T

ja

Berechne Hy, ..., H,
und Wy, ..., W,

Wahle g <gq,so
dafl Wz minimal

q:=7

CAusgabe q, T{—q, TqD H = H?




Programmiert man diesen Algorithmus, so muf man auch nach langer Fehlersuche die
leidvolle Erfahrung machen, daB er in dieser Form (noch) nicht so funktioniert, wie
man dies erwartet hatte. Gerade das Beispiel der Nadelfunktion macht ihm schwer zu
schaffen. Zwar ziehen sich die Schrittweiten bei abnehmenden Ordnungen zur Mitte
der Nadel hin wie vermutet zusammen, doch bleibt dies auch nach Uberschreiten der
Nadelspitze erhalten; die Ordnung bleibt niedrig und die Schrittweiten klein.

Zusammen mit zwei weiteren Schwierigkeiten des bisherigen Algorithmus wollen wir diese
Situation kurz analysieren.

Nachteile des Algorithmus

1) Stehenbleiben der Ordnung (engl.: trapping of order), wie oben angesprochen. Hat
sich einmal eine niedrige Ordnung ¢ eingestellt und ist die Bedingung &,,_; <
eps immer erfiillt, so testet der Algorithmus keine hohere Ordnung, obwohl diese
giinstiger sein konnte. Die Ordnung bleibt niedrig und damit die Schrittweiten
kurz, wie es bei der Integration der Nadel zu beobachten war.

2) Der Algorithmus bemerkt erst sehr spat, ndmlich nach Uberschreiten von guax ,
daB eine vorgeschlagene Schrittweite H zu groB war und fiir keine Spalte ¢ zum
Ziel (€;4-1 < eps) fihrt.

3) Falls unsere Annahmen nicht erfillt sind, funktioniert der Fehlerschatzer nicht. Da-
her kann es passieren, dafl der Algorithmus eine falsche Losung als richtig erachtet
und ausgibt. Man spricht in diesem Fall von Pseudokonvergenz.

Fiir die beiden letztgenannten Probleme ware es gut, wenn man bereits frithzeitig erken-
nen konnte, ob sich die Approximationen “verniinftig”, d.h. ganz im Sinne unserer
Annahmen, verhalten. Eine solche Moglichkeit nennt man Konvergenz-Monitor (engl.:
convergence monitor). Diese Einheit koénnte evtl. auch dazu benutzt werden, die Fehler
fir hohere, noch nicht berechnete Ordnungen hervorzusagen und damit auch das erste
Problem zu 16sen. Im nachsten Abschnitt wollen wir eine Moglichkeit dazu kurz anreifien.

Um die im letzten Abschnitt angesprochenen Probleme zu 16sen und die adaptive Romberg-
Quadratur (und allgemeiner adaptive Extrapolationsmethoden) so zu einem &uferst
guten Verfahren zu machen, benotigt man ein Modell, das man dem Konvergenzver-
halten zugrunde legen und mit dem man die tatsachlich erhaltenen Werte vergleichen
kann. Wir wollen hier nur kurz eine solche Moglichkeit diskutieren, welche auf der Shan-
non’schen Informationstheorie fuBt, und verweisen fiir die Einzelheiten auf [7].

Wir interpretieren den Quadratur-Algorithmus als Codiermaschine (engl.: encoding de-
vice),

Eingabeinformation Quadratur- Ausgabeinformation

f Algorithmus T

welche die Information, die man durch Auswertung der Funktion erhilt, umwandelt in In-
formation iiber das Integral. Die Informationsmenge auf der Eingabeseite, die Eingabeen-
tropie EI-(,'C"), messen wir durch die Anzahl der zur Berechnung von Tj; bendtigten f -
Auswertungen. (Dies setzt voraus, dafl keine redundanten f-Auswertungen vorliegen,

164



d. h. daB alle Ziffern von f unabhangig voneinander sind.) Da zur Berechnung von T
die Werte T;_g41,1,...,T;1 als Eingabe benotigt werden, erhalten wir

ESM = Ai— Ak +1

Die Informationsmenge auf der Ausgabeseite, die Ausgabeentropie E,(Z"t) , 1aBt sich durch
die Anzahl der giltigen Binarziffern der Approximation Tjx charakterisieren. Dies fithrt
auf
ES™ = 1d (=)
Eik

Wir gehen nun davon aus, daf8 unser Informationskanal mit einem konstanten Rauschfak-
tor 0 < ¢ <1 arbeitet,

EL) = ¢ g™ (6.3.9)

d.h., daB Ein- und Ausgabeentropie proportional zueinander sind. (Falls ¢ =1, so liegt

gerade ein rauschfreier Kanal vor; es geht keine Information verloren.) In unserem Fall
heit das 1

1d (6—-) =c(A; — Ak + 1) (6.3.10)
ik
Um den Proportionalitatsfaktor ¢ bestimmen zu konnen, bendtigen wir nur ein Paar
von Eingabe- und Ausgabeentropie. Wir haben oben verlangt, da8 fiir eine vorgegebene
Spalte ¢ der subdiagonale Fehler ¢,,_1 gleich der vorgeschriebenen Genauigkeit eps
ist, also
€q,0-1 = €PS

Setzen wir diese Beziehung in (.) ein, so folgt

— 1d (gg4-1) = — 1d (eps) = ¢(A; — A1 +1) (6.3.11)

Haben wir ¢ so bestimmt, so konnen wir fiir alle 7,k angeben, welche Fehler ¢;; nach
unserem Modell zu erwarten sind. Bezeichnen wir diese Fehler, die das informationsthe-
oretische Modell impliziert mit aEZ) (wobei ¢ die Zeile ist, mit der wir den Proportion-

alitatsfaktor gewonnen haben), so folgt

~1del? = (Ai—Aix+1)
Ai—Aix+1
= —-Ud ( eps)m

und daher

(q) Aj—A{_k+1
— Ag—A1+1
Q) = €ps a7

Damit haben wir tatsachlich auf recht elementare Weise ein Vergleichsmodell konstruiert,
mit dem wir das Konvergenzverhalten unseres Algorithmus gemittelt iber eine grofle
Anzahl von Problemen {iberpriifen kénnen. Dabei vergleichen wir die geschatzten Fehler
Ekk—1 mit den Werten ag,)c_l des Konvergenzmodells. Wir erhalten so zum einen den
gewinschten Konvergenz-Monitor, zum anderen konnen wir auch abschatzen, wie sich
hohere Ordnungen verhalten wiirden. Dieses Modell wurde in den Algorithmus 6.3.5
eingebaut (Quadratur-Programm TRAPEX).
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Ignorieren wir den Sicherheitsfaktor p, so approximiert obiger Algorithmus das Integral
I = I(f) mit einer globalen Genauigkeit

|I—i| S Iskal'm' €ps,

wobei m die Anzahl der Grundschritte ist, die sich bei der adaptiven Quadratur ergeben
haben (a-posteriori-Fehlerschatzung). Die gewahlte Strategie fithrt offensichtlich zu
einer Gleichverteilung des lokalen Diskretisierungsfehlers. Dieses Prinzip ist auch fir
wesentlich allgemeinere adaptive Diskretisierungsverfahren wichtig — vergleiche auch
den nachsten Abschnitt. Falls man einen von m unabhangigen globalen Diskretisierungs-
fehler

|I_i| S Iskal'E,

vorschreiben will, so ist in der Herleitung der Ordnungs- und Schrittweitensteuerung die
Ersetzung

H
b—=z

moglich. Dies fithrt zu kleineren Anderungen der Ordnungs- und Schrittweitensteuerung.

E

eps —

Bemerkung 6.3.5
1) Die Wahl von Iy kann duferst schwierig sein (Skalierungsproblem).

2) Die Ordnungs- und Schrittweitensteuerung ist invariant gegeniber linearen Trans-
formationen von t der Form

t — at, a#0

Beispiel 6.3.6 Auf der nachsten Seite findet sich das Ergebnis der adaptiven Romberg-
Quadratur (Programm TRAPEX) fiir das Integral

/1 dt
-110~% 4 z2

mit der Toleranz eps = 10~8. Es wurden nur 255 f-Auswertungen bendtigt.
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6.4 Spezielle Probleme der numerischen Quadratur

Natiirlich kann auch die adaptive Romberg-Quadratur nicht alle Probleme der numerischen
Quadratur 16sen. In diesem Kapitel wollen wir fiinf Schwierigkeiten und deren Behand-
lung diskutieren.

1. Unstetigkeiten des Integranden

Ein haufiges Problem der numerischen Quadratur sind Unstetigkeiten des Integranden
f oder seiner Ableitungen

Abbildung 6.29: Sprungstelle von f bei ¢;, Sprungstelle von f' bei 5

Solche Integranden tauchen z.B. auf, wenn ein physikalisch-technisches System in ver-
schiedenen Bereichen mit unterschiedlichen Modellen beschrieben wird, die an den Naht-
stellen nicht ganz zusammenpassen. Sind die Sprungstellen bekannt, so sollte man das
Integrationsintervall an diesen Stellen zerlegen und die so entstehenden Teilprobleme
separat losen. Im anderen Fall reagieren die Quadraturprogramme sehr unterschiedlich

a) nicht-adaptive Quadratur: Ohne Vorbehandlung liefert ein nicht-adaptives Quadratur-
programm falsche Ergebnisse oder konvergiert nicht. Die Sprungstellen kdnnen
nicht lokalisiert werden

b) adaptive Romberg-Quadratur: Das adaptive Romberg-Verfahren friBt sich an Sprung-
stellen fest. Die Sprungstellen kénnen so lokalisiert und extra behandelt werden.

2. Schmale Peaks
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Mit diesem Problem haben wir uns in diesem Kapitel hinreichend beschaftigt. Jedes
Quadratur-Programm versagt, wenn die Spitzen nur schmal genug sind. Andererseits
sind solche Integranden recht haufig, man denke z.B. an das Spektrum eines Sterns,
dessen Gesamtstrahlung berechnet werden soll. Ist bekannt, an welchen Stellen die
Spitzen liegen, so sollte man das Intervall geeignet unterteilen und wieder die Teilinte-
grale einzeln berechnen. Sonst bleibt nur die Hoffnung, daf das adaptive Quadratur-
Programm sie nicht iibersieht.

3. Schwach singulire Integranden

Definition 6.4.1 FEine Funktion f € C[a,b] heifit schwach singular in [a,b], falls eine
ihrer Ableitungen f) in [a,b] eine Singularitit besitzt.

Beispiel 6.4.2
\/Zcos tdt
1 =0 N——
1@
Die Ableitung f(t) = %t-t- —+/tsin t hat bei 0 einen Pol kilgf(t) =00.

Integrale mit schwachen Singularitaten machen Quadraturprogramme sehr langsam.
Haufig konnen die Singularitaten durch Substitution beseitigt werden.

Beispiel 6.4.3
™ VT
s=1 \/Zcostdt=2/ s cos-sids
t=0 s=0

Dies wird allerdings ineffizient, wenn die Substitution zu schwer auszuwertenden Funk-
tionen fithrt (z.B. t* statt v/ fiir eine 0 < o < 1). Eine zweite Moglichkeit besteht in
der rekursiven Auflosung des zu berechnenden Integrals (Miller-Trick), auf die wir hier
nicht eingehen wollen.

4. Quadratur bei parameterabhéngigen Problemen

Oft hangt der Integrand f von einem zusatzlichen Parameter p € R ab
f(t,p), p € R Parameter

Wir haben somit eine ganze Schar von Problemen

1) = [ f(t,p)i

zu losen. Die wichtigste Beispielklasse fiir solche parameterabhéngigen Integrale ist die
mehrdimensionale Quadratur. Zumeist ist der Integrand nach p differenzierbar und
damit auch das Integral I(p). Natiirlich wiinscht man sich, dafi die Approximation I(p)
diese Eigenschaft erbt. Leider stellt es sich heraus, dafi gerade unsere besten Metho-
den, die adaptiven Quadratur-Verfahren, diese Eigenschaft nicht haben im Gegensatz
zu den einfachen nicht-adaptiven Quadratur-Formeln. Es gibt im wesentlichen drei
Méglichkeiten, den adaptiven Ansatz bei parameterabhingigen Problemen zu retten.
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a) Einfrieren der Ordnungen und Schrittweiten

Man fithrt die Quadratur fiir einen Parameterwert aus, speichert dabei die be-
nutzten Ordnungen und Schrittweiten ab und verwendet fiir alle weiteren Param-
eterwerte dieselbe Ordnungs- und Schrittweitenfolge.

Dies kann nur gutgehen, wenn sich der Integrand in Abhangigkeit des Parameters qual-
itativ nicht stark verandert. Wandert jedoch z.B. eine Spitze mit dem Parameter und
ist diese Abhangigkeit bekannt, so hilft die zweite Moglichkeit.

b) Parameterabhingige Gitter

Man transformiert das Integral in Abhangigkeit von p derart, da der Integrand
qualitativ stehenbleibt (die Wanderung der Spitze wird z.B. gerade wieder riickgéngig
gemacht) oder verschiebt in Abhangigkeit von p die adaptive Zerlegung des Inte-
grationsintervalls aus a).

Die letzte Moglichkeit erfordert viel Einsicht in das jeweilige Problem.

c) Feste Quadraturformel dber sinnvollem Gitter

Man wahlt fiir das jeweilige Problem ein festes, dem Problem angepafites Gitter
und integriert iiber diesem Gitter mit einer festen Quadraturformel (Newton-Cotes
ect.). Dazu miissen die qualitativen Eigenschaften des Integranden natiirlich weit-
gehend bekannt sein.

5. Diskrete Integranden

In vielen Anwendungen liegt der Integrand nicht als Funktion f, sondern nur in Form
von endlich vielen diskreten Punkten

(t f) i=0,...,N

vor (z.B. Kernspektrum, digitalisierte Meidaten). Die einfachste und beste Moglichkeit,
damit umzugehen, besteht darin, die Trapezsumme iiber diese Punkte zu bilden. Die
Trapezsumme hat den Vorteil, dafl sich MeBfehler bei der Berechnung des Integrals bei
aquidistantem Gitter haufig ausmitteln. Falls die MeBfehler éf; den Erwartungswert 0
haben, d.h. YN 6f; = 0, so gilt dies auch fiir den dadurch verursachten Fehler der
Trapezsumme. Diese Eigenschaft geht bei Verfahren hoherer Ordnung verloren.

6.5 Adaptive Multilevel-Quadratur

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einem zweiten Zugang zur adaptiven Quadra-
tur, der auf Ideen beruht, die urspriinglich fiir die Losung von Randwertproblemen par-
tieller Differentialgleichungen entwickelt und von M. Wulkow [20] auf das Quadraturprob-
lem iibertragen wurden. Dieser sogenannte Multilevel-Zugang (deutsch: Mehrebenen-
Zugang) unterscheidet sich von der adaptiven Romberg-Quadratur durch seinen globalen
oder Randwert- Ansatz. Bei der adaptiven Romberg-Quadratur haben wir das Intervall
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in einer willkiirlich gewahlten Richtung durchlaufen, dabei problemangepa8t in Teilinter-
valle unterteilt und {iber diesen mit lokalen Feingittern (der Romberg-Quadratur) inte-
griert. Im Gegensatz dazu geht die Multilevel-Quadratur vom gesamten Grundintervall
oder einer groben Ausgangsunterteilung aus und erzeugt Schritt fiir Schritt eine Folge
von feineren Unterteilungen A’ des Intervalls und genaueren Approximationen I(A‘)
des Integrals. Dabei werden die Gitter nur dort verfeinert, wo es fiir die geforderte
Genauigkeit notwendig ist, d.h. das qualitative Verhalten des Integranden wird bei der
Verfeinerung der Gitter sichtbar.

Beispiel 6.5.1

I(f) = /_11 fle)dt fir f(t) = 10—41+ z?

0.894

0.7¢

0.69-

0.58

0.474

f(x) ( = E+04)

0.374

0.264

0.164

0.054
1 l | 4 L
T T T T T

1
1
005

Abbildung 6.30: Gitter der Stufen 3, 6, und 9 fiir die Toleranz 10-3.

Die Knoten sammeln sich dort, wo “viel passiert”. Um dies zu erreichen, bendtigt man
(wie bei jedem Multilevel-Verfahren) zweierlei

a) einen lokalen Fehlerschitzer

b) Verfeinerungsregeln

Der lokale Fehlerschatzer wird typischerweise durch den Vergleich von Verfahren nie-
drigerer und héherer Ordnung realisiert. In diesem ersten Teil der Konstruktion eines
Multilevel-Verfahrens miissen Methoden der Analysis angewandt werden. Im zweiten
Teil, der Aufstellung von Verfeinerungsregeln, spielen Aspekte der Datenstrukturen die
entscheidende Rolle. Tatsachlich kann so ein Teil der Komplexitat des mathematischen
Problems auf die Seite der Informatik (in Form komplexerer Datenstrukturen) verlagert
werden.
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Fiir die Multilevel-Quadratur verwenden wir die Trapezregel als Verfahren niedrigerer
und die Simpson’sche Regel als Verfahren hoherer Ordnung

a) Trapezregel (lokal linear)

b) Simpson-Regel (lokal quadratisch)

Damit haben wir die elementaren Bausteine fiir den lokalen Fehlerschatzer zusammenge-

tragen.

T = %(f(tjo1) + £(t;))

hj = tj - tj_l

tiy

Abbildung 6.31: Trapezregel

6.5.1 Lokaler Fehlerschatzer

Wir fithren folgende Bezeichnungen fiir das ¢-te Gitter A’ und die Teilintervalle der

Stufe z ein:
Ai
I
n;

{9, 4y fir s=0,1,...
[t9,, ¢

=129
Anzahl der Teilintervalle auf Stufe 2

| fir j=1,...,n;

Analog seien TJ' und S} die Approximationen von [y f(t)dt mit der Trapez- bzw.
2

Simpson-Regel. Unser Ziel ist es, einen Schatzer fiir den lokalen Approximationsfehler
der Trapezregel iiber einem Intervall I

& =175 - [ 1(t)at)

172



g M [(2h; + 3hie0) i f(t5-1) + (hy + Bhiu) (s + hisa)f(8) — h3f(t41)]

’ 6hj+1(h; + hjis1)
i [(Bhye 4 3R5)hs f(ti41) + (hia + 3h5) (hivs + ki) F(45) — B f(ti0)]
A 6hj(h; + hjs1)
SJ Sj+1
L Ry hjs1
tio1 t; i1

Abbildung 6.32: Simpson-Regel

zu konstruieren. Wie bei der Romberg-Quadratur gehen wir davon aus, dafi das Ver-
fahren hoherer Ordnung, die Simpson-Regel, lokal besser ist, d.h.

;- [, S0t > 18] - [, oy (65.1)

und setzen dann
3 & — ? — 1:
& = |T; — Sl

Unter obiger Annahme ist dies ein Schétzer fur den Fehler ej- , d. h.

und das Simpson-Resultat als genauere Approximation verwendbar.

6.5.2 Verfeinerungsregeln

Wir betrachten ein Intervall I;~! zusammen mit seinen moglichen Verfeinerungen iiber
zwei Stufen, wobei wir uns auf die Zweiteilung ( Bisektion) eines Intervalls als mogliche
Verfeinerungsmethode beschranken .

Das Prinzip, nach dem wir bei der Aufstellung der Verfeinerungsregeln vorgehen wollen,
ist die Gleichverteilung des lokalen Diskretisierungsfehlers, vgl. Kapitel 6.3.4.

Verfeinerungsziel:

173



-1
Ik

. * A*-', n;_; Knoten
hi
It I
J J+1 :
& A A', n; Knoten

hi = hi/2 - hj = hi/2

< * © O A ni; Knoten

Abbildung 6.33: Bisektion eines Intervalls iiber zwei Stufen

Verfeinere das Gitter A' so, daf die lokalen Approrimationsfehler E;‘H des ver-
feinerten Gitters At méglichst gleich sind, d.h.

et mett fir jk=1,...,n; (6.5.2)

Da wir die Fehler ej-“ nicht kennen, fordern wir anstelle von 6.5.2 fiir die Fehler-
schdtzungen é‘}"’l

el m et fir jk=1,...,n (6.5.3)

Wie wir wissen, verhalt sich der Fehler (und damit unter der Voraussetzung 6.5.1 auch
sein Schétzer) nach der Formel

e;’;iC'h}, C lokal konstant,y Ordnung (6.5.4)

Bemerkung: Die Trapezregel hat eigentlich die Ordnung v = 2. In der Konstante
versteckt sich jedoch die zweite Ableitung des Integranden, so dafl eine Ordnung v <
2 das Verfahren realistischer charakterisiert, wenn wir davon ausgehen, daB C lokal
konstant ist. In den folgenden Uberlegungen kiirzt sich die Ordnung + heraus, so daf
wir damit keine Probleme bekommen.

Damit konnen wir einen zweiten Fehlerschitzer &' definieren, der uns Information
iiber den Fehler ei! der nichsten Stufe liefert fiir den Fall, daB wir das Intervall I}
unterteilen. Es ist

gl = Ch)
=1 . hk ¥ Yoy—v - g=—y =t—1
5]' = C(?) = Chk2 =2 €k
und daher -
Em' =Chy, = Chp2~ =" (fil)
k
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€; (vor Verfeinerung)

T S i

i1
€;

(nach Verfeinerung)

Abbildung 6.34: Fehlerverteilung vor und nach kompletter Verfeinerung

Also ist o
~3
sl L (&)
Em = S
€k
ein Schitzer fiir den Fehler £, da
é"::-l ﬁ 6;:1

Damit kénnen wir auf Stufe ¢ abschatzen, wie sich eine Verfeinerung eines Intervalls I;:
auswirken wiirde. Wir miissen nun nur noch eine Grenze fiir die lokalen Fehler festlegen,
oberhalb derer wir ein Intervall verfeinern. Dazu ziehen wir den maximalen lokalen
Fehler heran, den wir bei Verfeinerung aller Intervalle von Stufe i erhalten wiirden und
definieren

cutjy; := max &M
1=1,...,n§

Zur Veranschaulichung der Situation tragen wir die geschitzten Fehler & und €§+1

in
. - ]
einem Histogramm auf

i
&
gi+1

&

Fehlerschatzer fur Stufe ¢ mit Informationen von Stufe :

Fehlerschatzer fiir Stufe : + 1 mit Informationen von den Stufen 7z und 7 —1

Am rechten und linken Rand liegt der Fehler bereits vor der Verfeinerung unter dem
bei vollstindiger Verfeinerung bestenfalls erreichbaren lokalen Fehler cut;,;. Folgen
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wir dem Prinzip der Gleichverteilung des lokalen Fehlers, so brauchen wir dort nicht zu
verfeinern. Nur im mittleren Bereich zahlt sich die Unterteilung aus. Wir kommen so
zu der Verfeinerungsregel:

Verfeinerungsregel:

Verfeinere nur solche Intervalle, fir die gilt:
éj 2 cutiyg

Damit ergibt sich in obigem Histogramm in etwa die folgende Fehlerverteilung.

cut;yq

Abbildung 6.35: Fehlerverteilung nach Verfeinerung

Den globalen Approzimationsfehler kdnnen wir durch
gi‘otal = Z é;'
=0

abschétzen. Bei lokaler Verfeinerung geht der Anteil des Intervalls IJ’-' tiber in die beiden
Anteile der entstehenden Teilintervalle.

S i+l | il - oxitl - gl
€ &y tEnp =287 =277¢;

Damit die Unterteilung also tatsichlich eine Verbesserung erbringt, mufl lokal fiir die
Ordnung + die Bedingung
7>1

erfillt sein.
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6.5.3 Details des Algorithmus

Der vollstandige Algorithmus der adaptiven Multilevel-Quadratur sieht nun wie folgt

aus:

. (Startphase) Wahle ein Startgitter A°, das die Randpunkte a,b enthilt, {a,b} C

A", und aus mindestens zwei Teilintervallen besteht, z.B. A° = {a, (a + b)/2, b} .
(Die letzte Bedingung wird fiir die Simpsonregel verwendet). Setze 7 := 0.

. Berechne alle Teilintegrale T7,S} auf der Stufe ¢ und daraus die lokalen Fehler-

schatzer &

* und den globalen Fehlerschitzer &, .

. Ist die globale Genauigkeit erreicht, d.h. gilt

4
Etotal S Iakal + €eps

so breche den Algorithmus ab mit der Summe der Simpson-Approximation als
Loésung.

. Berechne die lokalen Fehlerschitzer 6~j-+1 fiir die nachste Stufe z+1 und verfeinere

alle Intervalle Ij , deren geschitzter Fehler iiber der Abschneidegrenze cut;;; liegt.
Gehe iiber zur néachsten Stufe, ¢ — : 4+ 1, und wiederhole den Vorgang ab 2.

Offensichtlich fihrt der Multilevel-Zugang zu einem wesentlich einfacheren adaptiven
Quadratur-Algorithmus als dies bei der adaptiven Romberg-Quadratur der Fall war.
Die einzige Schwierigkeit (die bei Verwendung einer strukturierten Programmiersprache
wie C oder Pascal/Modula eigentlich gar keine mehr ist) besteht in der Speicherung
der Gitterfolge. Bei der eindimensionalen Quadratur 148t sich diese Folge als Binarbaum
abspeichern (wie in Abbildung 6.33 angedeutet). Bei anderen Problemen birgt die Frage
der Datenstrukturen oft eine weit héhere Komplexitat in sich, man denke nur an die
Verfeinerung von Tetraedernetzten.

Bemerkungen:

1)

2)

Das Programm laBt sich auch an diskrete Integranden anpassen (urspriinglich
wurde es sogar von M, Wulkow zu dem Zweck als sogenannter Summator entwick-
elt). Dazu mufl man sich nur eine Strategie {iberlegen fiir den Fall, daB fiir einen
Halbierungspunkt kein Wert vorliegt. Wie immer tun wir das nachstliegendste,
diesmal sogar im wortlichen Sinn, indem wir statt des Halbierungspunktes den
nachstliegenden gegebenen Punkt nehmen und so die Bisektion leicht modifizieren.
Ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht, so nehmen wir bei diskreten Integranden
aus den oben diskutierten Griinden die Trapezsumme als beste Naherung. Als
Beispiel zeigen wir die Summation der harmonischen Reihe. Statt 107 Termen
wurden bei einer Genauigkeit von eps = 10~2 nur ca. 150 Terme benétigt.

Das Multilevel-Konzept ubertragt sich auf wesentlich allgemeinere Randwertauf-
gaben und hat sich bisher stets als einfach (bis auf die Datenstrukturen), schnell
und zuverlassig erwiesen.
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10 10 108 104 100 108 107

Abbildung 6.36: Summation der harmonischen Reihe mit dem Programm SUMMATOR.

6.6 Ubungen

Aufgabe 6.1 Zeigen Sie fir die Konstanten @;, der Newton-Cotes-Formeln

1 =0)(s=1) (s = (= D)s = (+1) (s =n)

ain—; o (z‘_o)(i_1)...(i_(i—1))(i—(i+1))"'(i_n)

, die fogenden Gleichungen

a’) a'n—-i,'n = Qin
a’) 2?::0 &in = 1

Aufgabe 6.2 Leiten Sie die Formel

Tip—1 — Tica k-

Ty = Ty + ekt =i
i k41

(25) -1

fiir das Extrapolationstableau aus der des Aitken-Neville-Algorithmus ab.

Aufgabe 6.3 Zeigen Sie, daff die klassische Romberg-Quadratur mit der Romberg-Folge
Fr=1{1,2,4,8,16,...}, d. h. n; = 21

zu Quadraturformeln mit positiven Gewichten «;, fiihrt.

Aufgabe 6.4 Einige der durch die Romberg-Quadratur erzeugten Quadraturformeln
entsprechen gewissen Newton—Cotes-Verfahren. Zeigen Sie:
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a) Mit hy =b—a und hy = (b—a)/2 entspricht T5; der Simpson—Regel.
b) Mit hy = b—a, hy = (b—a)/2 und hz = (b—a)/4 entspricht T33 der Milne-Regel.

Aufgabe 6.5 Versuchen Sie sich an einem adaptiven Romberg-Quadratur-Programm,
testen Sie dieses mit der “Nadelfunktion”

e .
I(n) = ./_14—_-7T+—t2-dt’ fir n=1,2,...

und geben Sie dasjenige n an, fiir das IThr Programm bei einer vorgegebenen Genauigkeit
von eps = 103 den Wert Null liefert.
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