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U. Nowak

Adaptive Linienmethoden
fiir nichtlineare parabolische Systeme

in einer Raumdimension

Abstract

A new method for the numerical solution of highly nonlinear, coupled sy-
stems of parabolic differential equations in one space dimension is presented.
The approach is based on a classical method of lines treatment. Time dis-
cretization is done by means of the semi—implicit Euler discretization. Space
discretization is done with finite differences on non—uniform grids.

Both basic discretizations are coupled with extrapolation techniques. With
respect to time the extrapolation is of variable order whereas just one ex-
trapolation step is done in space. Based on local error estimates for both,
the time and the space discretization error, the accuracy of the numerical
approximation is controlled and the discretization stepsizes are adapted au-
tomatically and simultaneously. Besides the local adaptation of the space
grids after each integration step (static regridding), the grid may even move
within each integration step (dynamic regridding).

Thus, the whole algorithm has a high degree of adaptivity. Due to this fact,
challenging problems from applications can be solved in an efficient and ro-
bust way.
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1. Einleitung

Die mathematische Modellierung vieler interessanter Phénomene aus Natur—
und Ingenieurwissenschaften fithrt auf zeitabhéngige partielle Differential-
gleichungen, deren numerische Losung eine herausfordernde Aufgabe ist. Auch
die Simulation von rdumlich nur eindimensionalen Modellen kann bereits ein
wertvolles Instrument bei der Untersuchung dieser Phdnomene sein. Bei zu-
nehmender Realitdtsnihe der Modellierung entstehen sehr rasch hoch nicht-
lineare, gekoppelte Systeme.

Damit die numerische Simulation ein hilfreiches Werkzeug in der Hand des
Naturwissenschaftlers und Ingenieurs ist, mufl das Losungsverfahren sicher
und effizient arbeiten. Dies bedingt Adaptivitit des Verfahrens und Imple-
mentierung in ein einfach zu bedienendes Programmpaket. Die vorliegende
Arbeit hat genau diese Zielsetzung.

Die zentrale Rolle der Adaptivitét hat im wesentlichen zwei Griinde. Nur mit
adaptiver Wahl der Diskretisierungsschrittweiten kann ein zumindest hohes
Maf an Sicherheit in folgendem Sinn erreicht werden: die bestmoglich schétz-
baren Fehler von Raum— und Zeitdiskretisiering bleiben unter einer vorgege-
benen Schranke. Nur mit lokaler Anpassung der Schrittweiten — in Raum und
Zeit — ist eine effiziente Losung von Problemen mit lokalen Effekten moglich.

Insbesondere letzteres Ziel streben die meisten in der Literatur beschriebenen
Losungsverfahren fiir parabolische Systeme an. Betrachtet man diese Verfah-
ren etwas genauer, so 1a3t sich ein gewisser Trend feststellen. Bedingt durch
das hohe Mafl an Qualitat, welches Integrationsverfahren zur Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungssystemen (und differentiell-algebraischen
Systemen) inzwischen erreicht haben, ist der Losungsansatz “Linienmetho-
de” offensichtlich sehr attraktiv.

Bei einer klassischen Linienmethode wird zunéchst eine Ortsdiskretisierung
durchgefiihrt, etwa mit Finiten Differenzen, Finiten Elementen oder Kollo-
kation. Das erhaltene sog. semi-diskrete System stellt ein System von i.a.
steifen Differentialgleichungen dar. Fiihrt man die Ortsdiskretisierung nur
einmal, d.h. vor Beginn der Zeitintegration aus, so kann anschlieflend prak-
tisch jeder moderne steife Zeitintegrator sehr effizient als Loser verwendet
werden. Diese Integratoren zeigen ein sehr hohes Mafl an Adaptivitat: so bie-
ten sowohl Verfahren vom BDF-Typ als auch Extrapolationsverfahren nicht
nur die adaptive, automatische Wahl der Zeitschrittweite an, sondern auch
die der Verfahrensordnung.

Die klassische Linienmethode legt a priori ein zu wéahlendes Gitter fest (uni-
form oder auch bereits lokal angepaft), was ein Nachteil gerade fiir solche
Probleme ist, bei denen sich der kritische rdumliche Bereich im Laufe der
Zeit dndert oder vorher nicht bekannt ist. Insbesondere ist dabei zu beden-



ken, dafl die Fehlerkontrolle des Zeitintegrators den Ortsdiskretisierungsfehler
praktisch nicht beriicksichtigt. Erst wenn die Ortsdiskretisierung so schlecht
ist, dafl das semi-diskrete System instabil wird, macht sich die Giite der
Ortsdiskretisierung auch im Zeitintegrationsproze3 bemerkbar.

Um auch Adaptivitdat in der Ortsdikretisierung zu erreichen, wurden in den
letzten Jahren eine ganze Reihe von Verfahren entwickelt, die dieses Ziel mit
Hilfe von sog. statischem Regridding, dynamischem Regridding, oder einer
Kombination beider Typen zu erreichen versuchen. Dabei ist die Art der
Ortsdiskretisierung von eher untergeordneter Bedeutung.

Beim dynamischen Regridding handelt es sich um eine Technik, bei der ein
Ortsdiskretisierungsgitter, mit einer festen Anzahl von Knoten, im Laufe der
Zeitintegration mitbewegt wird. Fiir diese Technik werden haufig die Arbei-
ten HARTEN /HYMANN [39], MILLER [55], MILLER/MILLER [56] zitiert. Zwei
Ziele konnen damit verfolgt werden. Zum einen eine Bewegung der Knoten
in “kritische Bereiche”, zum anderen eine Bewegung, um die Schwierigkeit
des Zeitintegrationsproblems zu entschérfen. Dabei schlielen sich diese Ziele
nicht unbedingt aus. In seiner reinen Form, d.h. ohne Adaptivitat in der Kno-
tenzahl des Gitters, wird dieses Konzept z.B. von VERWER/BLOM/SANZ—
SERNA [78], ZEGELING/BLOM [80] verwendet, um auch einige neuere Ar-
beiten zu nennen. Da sich die Dimension des semi-diskreten Systems nicht
andert, ist die Zeitintegration, zumindest formal, nicht gestort. Die Grenze
dieser Technik ist offensichtlich. Es muf} eine a priori Wahl der Knotenzahl
getroffen werden. Diese Anzahl kann, iiber die gesamte Integrationszeit ge-
sehen, sowohl zu klein sein (was zu einem groflen Ortsdiskretisierungsfehler,
d.h. Verlust an Robustheit, fithrt) oder zu grofl sein (was eine ineffiziente
Integration zur Folge hat).

Beim statischen Regridding wird hingegen versucht, durch Einfiigen bzw. Eli-
minieren von Knoten auch wiahrend der Zeitintegration, das Gitter “moglichst
gut” anzupassen. Eine entscheidende Frage bei dieser Technik ist, wie oft ein
derartiges Regridding durchzufiihren ist. Es ergibt sich ein Konflikt mit der
Zeitintegration, die nur auf einem nicht gednderten semi—diskreten Problem
ungestort fortschreiten kann.

Bei beiden Arten der Gittersteuerung ergibt sich die Frage, wie die Begriffe
“moglichst gut” oder “kritischer Bereich” zu quantifizieren sind. In der Regel
werden dazu mehr oder weniger heuristische Kriterien verwendet. Oft erfolgt
eine Quantifizierung mittels einer sog. Monitorfunktion, in welche die Grofie
des Gradienten und/oder der Kriitmmung eingehen.

Eine ganze Reihe von Verfahren verwenden auch beide Arten der Gitteran-
passung. Als ein moderner Vertreter dieser Gattung, ist das von PETZOLD

(66, 67] entwickelte Verfahren zu nennen. In Verbindung mit dem auf ei-
nem BDF-Verfahren basierenden Code DASSL [64] wird dabei ein spezieller



Moving-Grid-Ansatz ausgewéhlt. Zusétzlich erfolgt ein statisches Regrid-
ding mit einer Monitorfunktion des oben genannten Typs. Das Verfahren ist
auch im Ort adaptiv, aber es erfolgt keine Ortsfehlerschiatzung oder gar Feh-
lerkontrolle im Ort. Uber die Haufigkeit der statischen Gitteranpassung wird
nichts gesagt.

Was die Ortsfehlerkontrolle anbelangt, so ist die Methode von BIETER-
MANN/BABUSKA [8], im Vergleich mit allen bisher genannten Verfahren, be-
sonders ausgereift. Hier wird die Zeitintegration mit dem BDF-Code
LSODI [40] durchgefiihrt. Fiir den Ortsdiskretisierungsfehler wird in [8] ein
neuer Fehlerschitzer entwickelt. Dabei ist die Schiatzung ortlich lokal, d.h.
fiir jeden Knoten des Gitters liegt eine eigene Schétzung vor. Basierend auf
dieser Information wird ein statisches Regridding derart durchgefiihrt, dafl
der (geschiitzte) Fehler kleiner als eine vorgegebene Toleranz wird. Diese
Schétzung und Adaptierung wird allerdings nur an fest vorzugebenden Zeit-
punkten durchgefithrt. Auch wenn dabei der geschétzte Fehler grofier als die
vorgegebene Toleranz ist, wird die Losung akzeptiert. Zwischen den Testzeit-
punkten wird der Ortsfehler nicht kontrolliert und das Gitter nicht angepafit.
Dieser Nachteil der Methode ist durch die Wahl eines Mehrschrittverfahrens
als Zeitintegrator bedingt. Das Verfahren mufl nach jeder Adaptierung des
Gitters mit niedrigster Ordnung neu gestartet werden. Passiert dies zu héufig,
so ist der eigentliche Vorteil des Linienmethodenansatzes verloren.

Dreht man die Reihenfolge der Diskretisierung um, so erhélt man statt eines
reinen Anfangswertproblems in der Zeit eine Folge von reinen Randwertpro-
blemen im Ort. Diese kénnten nun mit einem entsprechenden hochentwickel-
ten, adaptiven Loser (etwa COLSYS [3, 5]) gelost werden. Damit bliebe je-
doch wiederum die Frage nach Adaptivitét in der Zeit iibrig. Zumindest vom
Prinzip her ist die von SMOOKE/KOSZYKOWSKI [74] entwickelte Methode
von diesem Typ. Allerdings wird die adaptive Schrittweitensteuerung, sowohl
im Ort als auch in der Zeit, mittels heuristischer Kriterien durchgefiihrt.

Die letztgenannte Reihenfolge der Diskretisierung liegt auch einer erst kiirz-
lich begonnenen Verfahrensentwicklung zugrunde. Bei diesem Verfahrenstyp,
wie er erstmals in BORNEMANN [9, 10] fiir parabolische Probleme vorgestellt
wurde, werden die hochst erfolgreichen adaptiven Multi-Level-Konzepte zur
Losung von elliptischen Problemen in mehreren Raumdimensionen, vgl. et-
wa BANK/DUPONT/YSERENTANT [7], DEUFLHARD /LEINEN /Y SERENTANT
[21], mit einer Zeitdiskretisierung im Funktionenraum (Rothe-Methode) kom-
biniert. Vorlaufig ist die in [9, 10] behandelte Problemklasse noch recht ein-
fach (eine skalare, lineare parabolische Gleichung), wenn auch in BORNE-
MANN [11] bereits der zweidimensionale Fall betrachtet wird. Erste Erwei-
terungen in Richtung auf die hier betrachtete Problemklasse sind jedoch er-
folgversprechend, vgl. LANG/WALTER [46]. Das Konzept dieser neuen Ver-
fahrensklasse ist von einem hochsten Mafl an Adaptivitiat gepréagt. Auch in-



nerhalb eines Zeitschrittes werden die verwendeten Gitter noch adaptiv an-
gepafit. Insbesondere fiir den rdumlich mehrdimensionalen Fall diirfte sich
dies in Zukunft auszahlen.

In der Mehrzahl naturwissenschaftlich-technischer Anwendungen wird bis-
her nahezu ausschlieflich die Linienmethode verwendet. In der vorliegenden
Arbeit soll deshalb das Potential der Linienmethode beziiglich Adaptivitét
voll ausgeschopft werden. Sowohl statisches als auch dynamisches Regrid-
ding wird durchgefiihrt. Dariiber hinaus soll der Fehler im Ort kontrolliert
werden, und zwar mit gleicher Qualitéit wie der Zeitfehler. Fiir die Diskretisie-
rungen in der Zeit wird auf Extrapolationsmethoden zuriickgegriffen (semi-
implizite Euler-Diskretisierung). Fiir die Diskretisierung im Ort wird, wegen
der natiirlichen Ndhe zur Extrapolation, ein finites Differenzenverfahren aus-
gewahlt. Interessante Anwendungsprobleme aus den Natur— und Ingenieur-
wissenschaften enthalten haufig &uflerst lokalisierte Phénomene. Deshalb soll
von Anfang an konzeptionell auf im allgemeinen nicht-uniforme Gitter ge-
setzt werden. Fiir diesen Fall von Diskretisierung existieren in der Literatur
kaum globale Konvergenzaussagen, allenfalls fiir einfache Spezialfille, siche
etwa MANTEUFFEL/WHITE [54]. Will man eine hinreichend weite Klasse
von interessanten partiellen Differentialgleichungen aus den Anwendungen
erfassen, so bleibt nur der Riickgriff auf lokale Fehlerstrukturen. Anstelle
von Theoremen fiir eher einfache, aber kaum anwendungsrelevante Probleme
tritt deshalb in der vorliegenden Arbeit die sorgfaltige mathematische Unter-
suchung lokaler Fehlerentwicklungen (nach Diskretisierungschrittweiten) und
deren penible Umsetzung in einen funktionsfdahigen, effizienten Algorithmus.
Von Fall zu Fall werden fiir einfache Probleme globale Diskretisierungsord-
nungen illustriert.

Natiirlich ist es nicht moglich, mit diesem Ansatz alle interessierenden partiel-
len Differentialgleichungen gleichermafien befriedigend zu erfassen. Immerhin
eignet sich der hier vorgestellte Ansatz jedoch fiir eine Klasse von partiellen
Differentialgleichungen, die als “parabolisch dominant” bezeichnet werden
kann. Fiir diese Klasse gilt:

Der Charakter der partiellen Differentialgleichungen ist dissipativ genug, um
den Einfluf$ lokaler Fehler nicht zu verstdirken.

Dies ist eine etwas schwéchere Form der Annahme {iber behandelbare Pro-
bleme als die von BIETERMANN/BABUSKA (8] verwendete. Sie fordern, dafl
die lokalen Fehler sogar gedampft werden. Entsprechend geniigt die Kontrol-
le lokaler Fehler. Dieses Vorgehen ist in Ubereinstimmung mit dem {iblichen
algorithmischen Vorgehen bei gewohnlichen Differentialgleichungen.

Die Arbeit gliedert sich in sechs Kapitel.

Im Anschlu8 an diese Einleitung folgt in Kapitel 2 zunéchst die Darstel-
lung nicht—uniformer Diskretisierungen in Zeit und Raum im synoptischen



Vergleich. Die lokalen Fehlerentwicklungen, als Grundlage des darzustellen-
den Algorithmus, werden bereitgestellt. Im Raum wird auf finite Differenzen,
in der Zeit auf semi—implizite Euler—Diskretisierung spezialisiert.

Die beiden folgenden Kapitel behandeln die Anpassung der Raumgitter in
Abhéngigkeit von der Zeit. In Kapitel 3 werden zunéchst Techniken der
statischen Gittererneuerung (“static regridding”) behandelt. Bei Wechsel der
Gitter innerhalb einer Zeitschicht ist besonderes Augenmerk auf die Interpo-
lation zu richten sowie auf die dadurch eingeschleppten Interpolationsfehler.
Glattheit und Monotonie von Interpolationsformeln sind fiir partielle Dif-
ferentialgleichungen wichtige Figenschaften, deren Implementierung jedoch
wiederum die lokalen Fehlerentwicklungen beeinflufit. Insbesondere kénnen
sich hier Fehlerordnungen verschlechtern, obwohl sich der Fehler insgesamt
verbessert! Kapitel 4 widmet sich der dynamischen Gitteranpassung (“mo-
ving grid”). Diese Technik empfiehlt sich speziell fiir Probleme, bei denen aus
dem naturwissenschaftlichen Kontext wandernde Fronten zu erwarten sind.
Im Rahmen der Linienmethode entstehen dabei implizite, blockstrukturierte
gewoOhnliche Differentialgleichungssysteme. Dariiber hinaus erfordert dieser
Ansatz noch eine zusitzliche Regularisierung, um ein “Ubereinanderlaufen”
von Gitterknoten zu verhindern.

Auf dieser Basis wird in Kapitel 5 das hier propagierte adaptive Verfahren
vorgestellt und zwar in der prézisen Form eines umfangreichen Programm-
pakets (Code PDEX1M). Zahlreiche Uberlegungen werden angefiihrt, welche
fiir die Effizienz und Robustheit des vorgestellten Algorithmus unverzichtbar
sind. Abschliefend, in Kapitel 6, wird das Verhalten des Algorithmus an ei-
ner Reihe von partiellen Differentialgleichungen illustriert. Der Nachweis der
Effizienz ist fiir die komplizierte Problemklasse nicht mehr in allgemeiner,
methodisch sauberer Form zu fiithren. Deswegen wird in Kapitel 6.1 anhand
eines in der Literatur wohl dokumentierten und héufig als Testproblem her-
angezogenen Beispiels ein Vergleich mit einer schon recht effizienten, rein zeit-
adaptiven Linienmethode vorgestellt (basierend alternativ auf Linienmetho-
de bei festem Raumgitter mit Integratoren DASSL von PETZOLD [64] bzw.
LIMEX von DEUFLHARD/NOWAK [23]). In Kapitel 6.2.1 wird die von SIN-
COVEC/MADSEN [72] zusammengestellte Beispielsammlung mit PDEX1M
duchgerechnet und in Kapitel 6.2.2 einige weitere hiufig verwendete Test-
probleme, deren Charakteristikum wandernde Fronten sind. Dies geschieht
mit einem einzigen Code ohne problemabhéngiges “Tuning” von Parametern.
Die Robustheit des Verfahrens wird somit dokumentiert. Schliellich wird ein
Beispiel aus dem Ingenieurbereich geltst, ndmlich die katalytische Abgas-
reinigung in einem Autokatalysator — mit voller Komplexitdt eines realen
Problems. Da der vorliegende Algorithmus fiir eben solche Probleme ent-
wickelt worden ist, kommt der erfolgreichen Bewdéltigung dieses speziellen
Anwendungsproblems eine wesentliche Rolle zu.



2. Nichtuniforme Diskretisierungen

Im folgenden sollen die grundlegenden Approximationseigenschaften der ver-
wendeten Ort—und Zeitdiskretisierungsschemata untersucht werden. Die Ana-
lyse beschrénkt sich i.w. auf die Untersuchung des Diskretisierungsfehlers ei-
nes Zeitintegrationsschrittes auf einem nicht uniformen Ortsdiskretisierungs-
gitter. Zunéchst wird die verwendete Ortsdiskretisierung vorgestellt und der
daraus herriihrende lokale Diskretisierungsfehler abgeleitet. Danach wird auf
die Zeitdiskretisierung eingegangen und abschliefend wird der angenommene
globale Diskretisierungsfehler der Gesamtdiskretisierung angegeben. Vorab
soll jedoch die behandelbare Problemklasse im notwendigen Detail beschrie-
ben werden.

2.1 Genaue Problemformulierung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Entwicklung von adaptiven
numerischen Verfahren zur Losung von Systemen gekoppelter, nichtlinearer
partieller Differentialgleichungen (PDG) in einer Raumdimension. Das Pro-
blem soll in kartesischen, zylindrischen oder sphérischen Koordinaten for-
mulierbar sein und die Modellgleichungen in eine allgemeine Problemklasse
fallen, die in der folgenden Form beschreibbar ist:

Integrationsintervall:

t € [to,tend) CIR', —00 <ty < teng < 00 (2.1)
Ortsgebiet:
v €Q:=[rp, 2| CRR', —c0 <z <ap< o0 (2.2)
Dimension:
u(z,t) € R™e | nyge > 1 (2.3)
Gleichung;:
B(x,t,u,uz)us = f(z,t,u, u,, D(x,t,u
( Jur = f( . (@, t,u)) (2.0
t € (to,tend) , © €%
Anfangsbedingung:
u(z,to) = uo(x) ,t=ty, xe€ll (2.5)
Randbedingung:
a) Oz(a:)u+ﬁ(x,t,u)u$ = ”y(x,t,u)
oder
b) ur(z,t) = 0(x,t,u) (2.6)

x =uxzpoder zgr, t € (to, tend| -

6



Hierbei bezeichnet D einen eventuell von Ort, Zeit und Losung nichtlinear
abhéngenden elliptischen Differentialoperator der Form

1
D(x,t,u) == —(2°D(z,t,u) - ug)y - (2.7)
xC
0, fiir kartesische Koordinaten
¢ =21 1, fir Zylinderkoordinaten (2.8)
2, fiir Kugelkoordinaten .

Die Funktionen und Matrizen in (2.4-2.6) sollen folgende Dimensionen bzw.
Formen haben:

B IR X IR x [R™de x |R"pde —y |R"pde*Mpde
f - IR X IR x IR"de x |[R"™rde x |[R™pdeXMpde _y |R™pde
D : R x IR x IR"de — [R"pde*"pde

ug @ IR — IR"pde

« IR — |R"™pdeXMpde

B 1 R x IR X IR"™de — [RMpde*"pde
7 IR x IR x |IR™de — |R"pdeXMpde
)

IR x IR x [R"de — |R"»de

wobei die Matrizen «, 5, v Diagonalgestalt haben sollen:

a = diag(ay,... 704npde)
B = diag(B1,- .., Bnu)
¥oi= diag(71>--->7npde) .

Die redundante Form der Randbedingung (2.6.a) wurde gewahlt, um Pro-
blemstellung und Softwareschnittstelle in Einklang zu bringen. Fiir die Be-
nutzerschnittstelle ist gerade die Form (2.6.a) weit verbreitet. Auf Randbe-
dingungen der Form (2.6.b) wird im folgenden nicht n&her eingegangen, da
ihre Behandlung im Kontext des hier vorgestellten Verfahrens trivial ist.

Handelt es sich bei dem durch (2.1-2.7) gegebenen Problem um ein System
von Gleichungen, so bezeichne u; die j—te Komponente des Vektors

u=(u1, .., Up,, )" € IR, (2.9)

Unter dem Argument u, in der Matrix B bzw. in der Funktion f ist dann der
gesamte Vektor u, € IR"4 zu verstehen, und unter dem Differentialoperator
(2.7) soll es sich um eine (npge, Npae) Matrix D mit Elementen

10 o,

7



handeln. Unter der Verkniipfung
D(x,t,u) - uy
ist also das normale Matrizenprodukt
D(xz,t,u) - diag (Quy 0z, . .., Ou,,/0x)

zu verstehen.

Ublicherweise wird der Differentialoperator D linear in die rechte Seite der
PDG eingehen. Bei (2.4) handelt es sich also meist um quasi-lineare Glei-
chungen.

Auf die Fragen der Existenz und Eindeutigkeut einer Losung soll hier nicht
eingegangen werden; stattdessen sei auf das Buch von SMOLLER [73] ver-
wiesen. Vielmehr wird angenommen, dafl eine Losung u(x,t) existiert und
eindeutig ist. Auch sollen keine klassisch formulierten Voraussetzungen an
die Eigenschaften der das Problem beschreibenden Funktionen gemacht wer-
den. Das System soll jedoch einen dominant parabolischen Charakter haben,
wie in der Einleitung bereits ausgefiihrt.

Als formal notwendige Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des hier ent-
wickelten Algorithmus sind zu nennen:

e B#0
e B, f, D seien mehrfach stetig differenzierbar nach allen Argumenten

Zugelassen ist jedoch:

e B singulér, aber derart, dafl fiir den Index des hier betrachteten, zu-
gehorigen semi—diskreten Systems gilt: Index <1

e Ortsableitungsterme diirfen in einem Teil der Gleichungen vo6llig fehlen

2.2 Ortsdiskretisierung mit Finiten Differenzen

Um die angestellten Betrachtungen nicht durch zunéchst unnétige Notati-
on zu iiberladen, wird anstelle der recht allgemeinen Problemformulierung
(2.1-2.6) zunéchst ein vereinfachtes Modellproblem betrachtet. Inwieweit die
daran hergeleiteten Ergebnisse auch fiir den allgemeinen Fall giiltig sind, wird
anschliefend diskutiert.



2.2.1 Untersuchung eines Modellproblems

Als Modellproblem wird eine skalare, nichtlineare parabolische Gleichung mit
nichtlinearen Randbedingungen vom Dirichlet—Typ betrachtet.

a) YIS ['rlan] 5 te [t0>tend]
b)  wur =d(x,t,u)uy, + c(x, t,u)u, + g(x, t,u)
=: L(x,t,u, Uy, Ugy)

fir z € (1, zr) und t € (o, tend] (2.11)
¢) u(w,lo) = uo(x)
d) apu=n~.(t,u); x=uxr,t >t

aru = Yg(t,u); x=xp ,t >ty .

Um aus (2.11) ein semi-diskretes System von gewohnlichen Differentialglei-

chungen zu erzeugen, miissen die Differentialoperatoren 9/0x bzw. 9% /(dx)?
durch geeignete Approximationen ersetzt werden. Dazu sei ein Ortsgitter

G:={z;, i=1,..,n,} (2.12)

gegeben. Dabei bezeichnet n, die Anzahl der Knoten oder Gitterpunkte, fiir
die gelte:
=01 < To < ... < Ty, 1 < Tp, = TR - (2.13)

Im folgenden bezeichne
g = {z1, 70, }
G = {zi}tiz2 n.1

die Menge der Randpunkte bzw. die inneren Punkte des Gitters G. Die Git-
terabsténde seien durch

(2.14)

Ax;i=xi1 —x;, 1=1,...,n, — 1

definiert.

Approximation des Gradienten

Zur Approximation der 1. Ableitung u,(z,t) fir € G mit zentralen fi-
niten Differenzen iiber maximal 3 Knoten stehen nun zwei Varianten zur
Verfiigung. Die Diskretisierung

0
i t) = Agula: .
axu(xz,t) Lu(x;, t) (2.15)



kann mit der “klassischen” Approximation

Alu(z t) = o= liml
xZ; — Ti_
+1 ! (2.16)
Uj+1 — Uj—1
A.’Ii_l -+ A.TZ
oder durch eine gewichtete Version (siche z.B. PEARSON [61])
1 Uil — Ui U; — Ui
Agu(wit) = | Ay T £ ML
U(.T ) A.’Ii_l + A.IZ [ Tint A.’ﬂz tar A.’Ii_l ]
1 A.’ﬂz A.’ﬂ? — A.’I?_l 1 A.’Ii_l
A.’Ii_l + A.IZ A.’Ii_l ! A.’Ii_lA.’ﬂi A.’ﬂz 1
(2.17)

erfolgen. Dabei ist u; eine abkiirzende Schreibweise fiir u(x;, t). Im Fall eines

dquidistanten Gitters, d.h.
Ari=Ax,1=1,...,n, — 1; Aa::w

Ng — 1

stimmt (2.16) mit (2.17) {iberein. Fiir nichtuniforme Gitter unterscheiden

sich dagegen die beiden Approximationen in ihrer Approximationsgiite. Der

lokale Diskretisierungsfehler der Diskretisierungen (2.16) bzw. (2.17) ergibt

sich zu:

0
Oz, t) = Alu(mit) — —ulz:
(24, 1) u(z;, t) Ga:u(x“t)

1 (=D Azf , + Aﬂ?fu(k)

K
1 A
B Aw+ Az (z:,8) + O(Az")

Tl(xht) = A;Eu(xut)_%u(xut)

K1 (DM AT A + Axy A .
=1 W) + O(AzT) .
kz::i% k! Az, + Ax; u™ (xi, 1) (Az )

(2.18)

Die obigen Entwicklungen der lokalen Diskretisierungsfehler ergeben sich
durch Taylorentwicklungen von w;_; bzw. u; 11 um u; und Zusammenfassung
der entsprechenden Glieder. Es wird also angenommen, dafl u(z,t) entspre-
chend oft ((K + 1)-mal) stetig differenzierbar ist und die Restglieder der
Taylorentwicklung beschriéinkt bleiben. Dabei sei Az = max{Az;_, Az;}
und u® die k-te partielle Ableitung von u nach z.
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Der wesentliche Unterschied der beiden Entwicklungen ist die Ordnung des
fithrenden Fehlerterms. Fiir (2.16) erhélt man

1
TO(.IZ‘, t) = §(A$Z — Aa:i_l)u(Q) (.Ii, t) s
wéhrend sich fiir die Approximation (2.17)
1
Tl(.Ti, t) = EA.’Ii_lA.’ﬂiu(g) (.Ti, t) (219)

ergibt, d.h. ein quasi quadratischer Fehler in den Diskretisierungsschrittwei-
ten.

Definiert man zur Ersetzung des Differentialquotienten 0/0x einen finiten
Differenzenoperator 9., einen Mittelungsoperator p und einen gewichteten
Mittelungsoperator i durch

Uit1/2 — Ui—1/2

Opu; =
b A.’ﬂz -+ A.Ti_l
1
HUiy1/2 = §(Ui+1 + u;)
_ 1 A.’ﬂi_l + A.TZ
U; = | U U;
H +1/2 2 A.’ﬂz 1 A.’Ii_l

so gilt gerade

Alu(zit) = pdgu
Agu(zi,t) = oz, .

In dem hier entwickelten Verfahren wird, im Gegensatz zu SINCOVEC/MAD-
SEN [72] und DEw/WALSH [24], die Diskretisierung (2.17) verwendet. We-
niger weil der Approximationsfehler etwas giinstiger ist, sondern da (2.17)
mit der unten angegebenen Diskretisierung des Diffusionsterms in folgendem
Sinne konsistent ist. Approximiert man wu(z,t) im Intervall [z;_;, z;41] durch
eine Parabel, die duch die Wertepaare (x;_1,u;_1), (x;, u;), (Tiy1, wir1) defi-
niert sei, dann ist deren 1. bzw. 2. Ableitung gerade durch (2.17) bzw. (2.21)
gegeben.

Approximation der 2.Ableitung

Die Approximation der 2. Ableitung u,,(x, t) fiir z € G mit zentralen finiten
Differenzen iiber 3 Knoten erfolgt demnach durch (siehe [61])

%u(aﬁi, t) — Agu(z;, t) (2.20)
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mit

2 Uipl — Wi Ui — Uj_1
A;U;U it = -
U(.T ) Ax; 1+ Ax; [ Ax; Ax; 1 ]
B 2 Uit (Az;_1 + Az, N Uig1
N Ax; 1+ Ax; | Az Ax; 1Ax; Ax; ’
(2.21)
Genau diese Approximation ergibt sich auch aus der Ersetzung
62
Wu(a:i,t) — 00, u(z4,t) . (2.22)
Der lokale Diskretisierungsfehler dieser Naherung ergibt sich zu
62
2 (z5,t) = Aggu(wi,t) — Wu(xi,t) -
K2 (—D)FAzb !+ Axht —K-1 '
= i GO O(A
2:: k! A.’Ii_l + A.TZ Y (x“ ) + ( . )
mit dem fithrenden Fehlerterm
1
’7'2($i, t) = g(sz — Aa:i_l)u(?’) (.Ii, t) . (224)

Im Gegensatz zum dquidistanten Fall besitzen also alle obigen Approxima-
tionen auf nichtuniformen Gittern keine quadratische Entwicklung des loka-
len Fehlers. Das Paradoxon, dafl trotz der nur linearen lokalen Diskretisie-
rungsfehler, die Losung einen quadratischen globalen Fehler in einem geeig-
net definiertem Ax,,,., besitzt, wird fiir den Fall linearer, skalarer 2-Punkt—
Randwertprobleme in MANTEUFFEL/ WHITE [54] ausfiihrlich erértert.

Eine Moglichkeit, wenigstens einen fithrenden quadratischen Fehlerterm zu
zeigen, besteht darin, den Begriff eines nur schwach variierenden Gitters ein-
zufithren (vgl. z.B. CHONG [13], HOFFMANN [41]), etwa durch die Forderung

A.’ﬂi — A.Ii_l = O(A—$2)
Ar = max{Az;} .
Damit ist dann der fithrende Fehler in (2.18) und (2.23) quadratisch in Az.
Eine damit verwandte Methode, sieche etwa ABLOW/SCHECHTER [1], Riva

[69], um nur einige frithe Arbeiten zu nennen, besteht nun darin anzunehmen,
daf} eine glatte, streng monoton wachsende Gitterfunktion

§(r) € C=[0,1] (2.25)
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existiert derart, dafl gilt:

r; = f(T’i), izl,...,n$

(2.26)
ri = (i—1)-Ar, Ar=1/(n, —1), i=1,...,n,.
Durch Taylorentwicklung erhélt man
L
1
z(rip1) = x(r) + > l—‘Arlf(l) (ri,t) + O(ArtT) (2.27)
=1
bzw.
L1
z(ric) = x(r) + ) l—'(—l)ZArlf(l) (ri;t) + O(Art™) (2.28)
=1
Daraus folgt sofort (L sei als gerade angenommen, L > K)
L2
Az, — Ax; 4 = Z . @) Ar%f(% (riyt) + O(Art*hy . (2.29)

Damit sind die fithrenden Fehler (2.19, 2.24) quadratisch, allerdings in Ar
und nicht in Az — wie etwa in [69] gezeigt.

Fiir die hier entwickelte Schrittweitensteuerung und Fehlerschiatzung wird
sogar eine quadratische Entwicklung benétigt, zumindest mufl auch der Feh-
ler der Ordnung 3 in (2.18) und (2.23) eliminiert werden. Dazu wird die
eben verwendete Technik auch auf die hoheren Fehlerterme angewendet, was
die hohe Glattheitsforderung an £(r) bedingt. Einsetzen der Entwicklungen
(2.27) und (2.28) in die Fehlerentwicklungen (2.18) bzw. (2.23) liefert, nach
geeigneter Umformung, das Resultat:

K/2
Yy, t ZAT%X%]C (riyt) + O(ArK+

bzw.
K/2

(g, t ZAr%ng (ri,t) + O(ArET)

wobei die Koeffizienten y3, bzw. x2, von ¥, j =3,... 2(k+ 1) und £,
j=1,...,2k abhéingen. Zur Illustration seien y2 und x% angegeben:

1 1
2( . = (N2, (4) 4~ e(2),,(3)
2 2 (e, (6) 1 2o e(1))24(2), (5)
Xi(wi,t) = g(f ) u +—2(€ )7 u +
2 1 2
Sz (3 (2) (1)y4 (3)
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Randbedingung

Um das Modellproblem (2.11) nun vollsténdig in ein semi-diskretes System
zu iberfithren, miissen noch die Randbedingungen (2.11.d) behandelt wer-
den. Dazu wird, wie auch bei den spéter folgenden Untersuchungen der all-
gemeinen Randbedingungen (2.6.a), exemplarisch der linke Rand betrachtet.
Fiir den rechten Rand gelten die entsprechenden Uberlegungen.

Da sich keine Ortsableitungsterme in den Randbedingungen (2.11.d) befin-
den, stellt (2.11.d) eine approximationsfehlerfreie, nichtlineare Gleichung in

uy dar:
Rp(t,uy) ==y (t,u1) — agu; =0. (2.30)

Das semi—diskrete System

Setzt man die Approximationen (2.17, 2.21) und die Randbedingung (2.30)
(und ihr Analogon fiir den rechten Rand) in (2.11.b,d) ein, erhélt man das
zugehorige semi-diskrete System (iiber dem Gitter G) :

a) 0 = ~u(t,u1) —aruy
1=2,...,n,—1

= LR (b, wimy, ug, i)

c) 0 = vr(t,un,) — QrUy, -

Dabei besitzt das System eine sehr einfache Bandstruktur, da die ¢—te rechte
Seite von (2.31) nur von u;_1, u;, u;+1 abhéngt.

Der lokale Ortsdiskretisierungsfehler dieser semi-diskreten Gleichungen be-
sitzt auch fiir ein nichtuniformes Gitter an jedem Knoten x; € G eine qua-
dratische Fehlerentwicklung

Tz t) = LAt win, U, Uir) — L(x,t, 0, Uy, Uga) |y,
K/2
= N APR(d(zs, )X (s t) + e ) xa(ris b)) (2.32)
k=1
+ O(ArE+1)

Rein formal gilt diese Entwicklung natiirlich auch fiir ¢ = 1 und @ = n,,
allerdings mit verschwindenden Koeffizientenfunktionen und ohne Restglied.

14



Fafit man nun noch die Komponenten zusammen, etwa

u = (u1>--'>u”m)T
L = (R, L8,..., L3 _,Rp)"
we = (ug(n,t), - w( T, 1)

so laBt sich (2.31) auch in verkiirzter Schreibweise angeben:

w;, = L2(¢,u) .

2.2.2 Der allgemeine Fall

Nachdem fiir das Modellproblem (2.11) eine quadratische Fehlerentwicklung
fiir jeden Knoten eines nichtaquidistanten Gitters gezeigt wurde, soll nun un-
tersucht werden, ob auch fiir das allgemeine Problem (2.1-2.6) eine derartige
Form, etwa

K/2
(@ t) = Y APFEL(rt) + O(AXE™) Ji=1,... 0, , (2.33)
k=1
hergeleitet werden kann. Dazu soll schrittweise vorgegangen werden. Als erste
Verallgemeinerung des Modellproblems (2.11) werden nun Randbedingungen
der Form (2.6.a) — mit B(z,t,u) # 0 — betrachtet.

Randbedingungen vom allgemeinen Typ

Da der Spezialfall einer reinen Neumann—-Randbedingung keine Sonderbe-
handlung erfdhrt, kann gleich der allgemeine Fall

Rp(t,uy) :=yp(t,u1) — apuy — Brt, ur)ug(z1,t) =0 (2.34)

betrachtet werden. Dabei sind «y, S, v, mit a(xr), f(zL,.,.),y(zL,.,.) zu
identifizieren.

Eine sehr einfache Moglichkeit der Diskretisierung von u, in (2.34) stellt die
Approximation durch einen einseitigen Differenzenquotienten dar, etwa

0 Ug — Uy
— t) = Af t) = 2.35
axu(ajb ) — :Eu(xb ) A.Tl ( )
Einsetzen in (2.34) liefert wieder eine algebraische Gleichung fiir u,
A+ Uz — Uy
Ry (t,u) == yn(t,ur) — ap — Br(t,ur) Ao = 0, (2.36)
1

15



die nun, im Gegensatz zu (2.30), vom Zustand des Systems im Inneren des
Gebietes abhédngt. Per Konstruktion besitzt diese Gleichung einen linearen
Approximationsfehler. Durch einseitige Approximation hoherer Ordung kann
zwar ein zumindest quadratischer Diskretisierungsfehler erzwungen werden,
jedoch zerstort ein derartiges Vorgehen die einfache Band—Struktur des semi—
diskreten Systems.

Alternativ zu (2.34) wird daher meist wie folgt vorgegangen. Man setzt die
Giiltigkeit der PDG auch auf dem Rand 62 voraus und diskretisiert die PDG
auch an x; = x; mit (2.17) und (2.21), wobei ein virtueller Knoten xo :=
xr, — Axzy verwendet wird. Die Randbedingung (2.36) wird nun, ebenfalls auf
dem Randknoten z1, zentral durch

U2 — Uo

R%(t,u) =yt ,ur) — apuy — Br(t, ur) Ar

—0 (2.37)

approximiert. Der lokale Diskretisierungsfehler dieser algebraischen Gleichung
(w1, t) = Rp(tu) — Ru(t,w)

> (2.38)
t,u
x %Aﬁku(%“(m )+ O(AKH)

zeigt also eine quadratische Entwicklung in Az;. Um die dazu nétige Taylor-
entwicklung durchfithren zu kénnen, muf3 allerdings die Existenz einer exak-
ten Losung u(x,t) mit entsprechender Differenzierbarkeitsordnung auch fiir
x € [xp — Axy,xp) vorausgesetzt werden. Im Prinzip kénnte die Gleichung
(2.37) in Verbindung mit den Gleichungen (2.31.b), diese jetzt jedoch auch
fir + = 1 und ¢ = n,, zur Ortsdiskretisierung des Gesamtsystems verwen-
det werden. Allerdings ist dann wieder die Bandstruktur des Systems (2.31)
gestort und die Annahme der Giiltigkeit der PDG auch iiber den Definiti-
onsbereich hinaus wird explizit verwendet. Daher wird (2.37) iiblicherweise
nach v aufgelost und in die Ortsdiskretisierung (2.31.b) (fiir x; = x1,) einge-
setzt. Damit ergibt sich die semi-diskrete Gleichung (differentieller Art) an
r1 = xp 72U

ut(z1,t) = d(xy,t)

1 JTus—uy  up —ug
Axq [ Ary  Am ]
U2 — Ug
2A 1

— dlant) 2 [uQ—ul ”yL(t,ul)—aLull

Az, | Az Bu(t,u)

yo(t, ur) — apug

ﬁL(@ ul)

+C(.T17t) +g(x17t7u1)

(2.39)

+C(.’£1,t) +g(x1>t>u1) :
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Wegen der damit wieder eingefithrten Asymmetrie liegt jedoch i.a. wiederum
nur eine Gleichung mit einem formal linearen, lokalen Fehler in Ax; vor. Fiir
den haufigen Fall, dafl es sich bei der Randbedingung um eine homogene
Neumann-Bedingung handelt, und dies als Bedingung fiir Spiegelsymmetrie
der Losung u(z,t) an x = x, angesehen werden kann, d.h.

u(2k+1)($L>t) =0,k=0,1,...,K/2,

besitzt (2.39) jedoch eine lokale Fehlerentwicklung, die quadratisch in Az,
(bzw. Ar) ist, da dann die stérenden Terme der Taylorentwicklung von
u(xg,t) um x; verschwinden.

Fiir den allgemeinen Fall 148t sich im numerischen Experiment allerdings
beobachten, daf3 die lineare, lokale Randstérung einen diffusiven Charakter
der PDG vorausgesetzt, rasch wegtransportiert wird und somit auch am Rand
ein praktisch quadratisches Fehlerverhalten bzgl. der Ortsdiskretisierung zu
beobachten ist. Fiir die einfache einseitige Approximation (2.35) gilt dies
jedoch nicht.

Diffusionsterm

Als néchster Schritt der Verallgemeinerung des Modellproblems (2.11) wird
das Auftreten eines nicht ausdifferenzierten, orts— und lésungsabhéngigen
Diffusionsterms in kartesischen (¢ = 0), zylindrischen (¢ = 1) oder sphiri-
schen Koordinaten (¢ = 2) betrachtet. Zu seiner Approximation kann analog
zur Ersetzung (2.22) vorgegangen werden, d.h.

D(-Tw t? uz) -
0 ou
“—(2“D(x,t,u) =~ —
T or (z" D, ’“)ax) _—
x™0 (x°D(z, t u)(?_u) =
x »“y 3;1: o -
—C 2 C z a C a
xz; m(%ﬂ/gDiH/Q%Uiﬂm - xi_l/gDi—l/Q%ui—l/Q) —
e 2 c c
x; m(xi+1/2Di+l/26wui+l/2 - xi_l/gDi—1/26xui—1/2) =
2 Uj+1 — Uy U; — Ui—1
e (2 D. - _x¢ D. - =
Z; Az, + Az, (xz+1/2 i+1/2 Ax; Li_1/98i-1/2 Az, )
= DA(xh t? uz)
(2.40)
Dabei kann D,/ entweder durch
Uix1 + U
Dit1/2 = D(xig1/2,t, Wix1/2) = D(xix1/2, 1, L) (2.41)
2
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oder
Dit1 + D;

2
approximiert werden. Ohne dies zunéchst zu spezifizieren, ist zu bemerken,
daf die in (2.40) verwendete Vorgehensweise nicht die einzig natiirliche ist.
Im Gegensatz zu (2.22) kann hier die Reihenfolge der Ersetzung 0/0z — 6,
nicht ohne weiteres vertauscht werden. Wird némlich zuerst Ou/dx durch §,u
ersetzt, ergibt sich anschlieend der Term (¢ = 0 zur Vereinfachung)

2(u; — U;_
6;U <D('Tz>t>uz) (u 12 . 1/2)> )

Dis1js = (2.42)

A.’ﬂi -+ A.Ti_l

und es muf} geklart werden, wie das Ergebnis einer Anwendung des finiten
Differenzenoperators 9, auf ein Produkt von Funktionen auszusehen hat.

Setzt man z.B. 5 ( )
i Vit1 — U
6$(Divi+1/2) = +1/2A.T+‘1 ;

so ergibt sich gerade das obige Resultat (2.40). Definiert man dagegen eine
diskrete Produktregel

5$(Divi+1/2) = ((5$Di)vi+1 + Di(6$vi+1/2) s (243)

so erhalt man
0 0
—~ (D -
ax( (x>t>u)axu) -

T=x;

2(Diy1/2 — Di—1/2) 2(wig1/2 — Ui—1/2) N 2D; Uiyl — Uj N U — ui—l)

Ax; + Az 4 Ax; + Az Ax; + Az 4 Ax; Ax; 1 ’
(2.44)

Diese Approximation ist auch nicht identisch mit einer Diskretisierung des

ausdifferenzierten Diffusionsterms mittels der Approximationen (2.21) und
(2.17), wenn letztere auch zur Diskretisierung von D, verwendet wird, d.h.

Welche von diesen (und weiteren méoglichen) Approximationen fiir ein spezi-
elles Problem die “beste” ist, kann a priori nicht entschieden werden. Gegen
(2.45), und somit auch gegen (2.44), spricht jedoch, daf8 zunéchst eine “auf-
rauhende” Differentiation durchgefiihrt wird, bevor dann die Approximation
erfolgt.

T=x;

Die Diskretisierung (2.40) ist fiir den Fall eines kartesischen Koordinatensy-
stems identisch mit der in [24, 72] verwendeten:

0 0
—Z (4°D = =
x (x°D(z,t, u)axu)

ox o
z=ai (2.46)
(e D T e D,y — ST
e e P D = S ).
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Diese Diskretisierung, die als spezielle Finite—Volumen—Diskretisierung inter-
pretiert werden kann, stimmt fiir ¢ = 1 auf nichtuniformen Gitter, bzw. fiir
¢ = 2 schon auf dquidistantem, nicht mehr vollstdndig mit (2.40) iiberein.

Ein wesentlicher Unterschied zeigt sich allerdings nur, wenn der Punkt z = 0
in Q enthalten ist. Fiir (2.40) tibertréigt sich die Singularitdat des Diffusions-
terms auch auf die Diskretisierung, wahrend (2.46) auch fir x; = 0 aus-
wertbar bleibt. Es sei denn, man betrachtet den etwas pathologischen Fall,
daB z; = 0 im Innern des Gebietes € liegt (also x;_1/2 = —xiy1/2,¢ = 1).
Der integrale Charakter von (2.46) und die nicht notwendige Sonderbehand-
lung des Falls x = 0 sprechen fiir die Verwendung von (2.46). Da jedoch
typischerweise fiir x = 0 eine homogene Neumann-Randbedingung vorliegt,
kann es giinstiger sein, in dieser Situation (z = 0, u,(0,t) = 0) die analytisch
gewonnenen Grenzwerte

lim (a:_cag(ch(x,t,u)%u)> = (c+1)D(0, ¢, u)uyy (2.47)

z—0 T

zu approximieren und in (2.40) fiir = 0 einzusetzen. In der aktuellen Version
der entwickelten Software wird so vorgegangen.

Dabei wird, ebenso wie in [72], (2.41) zur Approximation eines lésungs-
abhéngigen Diffusionskoeffizienten D;,;/» verwendet. Der wesentliche Grund
dafiir ist darin zu sehen, dal die Behandlung von unstetigen Koeffizienten
einfacher ist, solange die Gitterwahl so erfolgt, dafl die Sprungstelle auf einen
Gitterpunkt fillt. In [24] wird dagegen (2.42) der Vorzug gegeben, da sich
dadurch die Benutzerschnittstelle des Codes etwas vereinfacht.

Fiir die Approximation (2.40) kann auch fiir nichtuniformes Gitter eine qua-
dratische Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers gezeigt werden, et-
wa der Form

TD(.’IZ‘,t) = DA(.’IZ‘,UZ‘)—D(.TZ‘,UZ‘)

K/2 (2.48)
= ZAr%wzk(ri,t) + O(ATK+1).
k=1

Auf eine genaue Herleitung und Darstellung soll hier verzichtet werden. Ne-
ben den Entwicklungen (2.27, 2.28) bendtigt man nun auch Taylorentwick-
lungen von D;y;/, um x = z;. Damit hingen die Koeffizientenfunktionen 1)y,
auch von hoheren Ableitungen des Diffusionskoeffizienten D(z, ¢, u) (nach x
und/oder u) ab. Entsprechende Bedingungen an die Differenzierbarkeitsord-
nungen und Beschranktheit der Restglieder seien also vorausgesetzt.

Damit eriibrigt sich eigentlich die obige Bemerkung iiber die Behandlung von
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unstetigen Diffusionskoeffizienten, die hdufig in der Form

auftreten. Allerdings verkraften die hier entwickelten adaptiven Kontroll-
und Steuermechanismen in vielen Féllen das Auftreten von kleinen, lokalen
Storungen, so etwa auch derartige Diffusionskoeffizienten.

Nichtlinearitat von f und B

Gehen Ortsableitungsterme nichtlinear in die rechte Seite der PDG ein, so
wird die Funktion f aus (2.4) an jedem inneren Knoten z; € G durch die
Diskretisierung

f— fZA = f(.’ﬂi,t,ui,A$ui,DA($i,t,ui)) (249)

ersetzt. Nimmt man nun auch die Funktion f als geniigend oft differenzierbar
bzgl. aller Argumente x, u, u,, D an, so kann durch Taylorentwicklung um die
exakte Losung u der lokale Diskretisierungsfehler wieder auf die gewiinschte
Form gebracht werden. Mit (2.18) und (2.48) erhélt man (ohne Spezifikation
des speziellen Knotens):

A = fla,t,u,up, + 75D+ 7P)
f(x>t>u>u$>p)
fuo (@, t,u, uy, D) + fp(2, ¢, u, uy, D)T® (2.50)

fum,'D(x7 t? u? ul’? D)TITD

+ o+

Nach dem Zusammenfassen der Terme mit gleichen Ar—Potenzen besitzt der
durch die Ersetzung (2.49) hervorgerufene Ortsdiskretisierungsfehler

Tf(xi>t) = sz - f(x>t7u>u$>p(x7t7u))’ (251)

T=x;

wieder die Form (2.33).

Fiir die Ortsdiskretisierung ist ein losungsabhéngiger Term B(zx,t,u, u,) in
(2.4) nur dann von Relevanz, wenn auch tatsichlich eine Abhéngigkeit von
u, vorliegt. Man ersetzt:
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und wie schon fiir nichtlineares f, mufl gegebenenfalls entwickelt werden und
man erhélt

B2 = B(z,t,u,u, + 7"
= B(x,t,u,uy,)
+ By, (-Tat>u>u:c)71 + %Bum,um (.T,t,u,u$)(71)2
+

(2.53)

Analog zum Vorgehen bei f erhélt man dann auch fiir den Ortsdiskretisie-
rungsfehler von B,

(2

78(x;,t) == B> — Bz, t,u,ug)|,—y, (2.54)

wieder die Form (2.33).

Systeme

a) Differentialgleichungen

Ist das betrachtete Problem ein gekoppeltes System von 7,4 Gleichungen,
in n,yq. Unbekannten, also

u=(u1,ug, ..., up,,)" , (2.55)

so ergibt sich zunéchst ein gewisses Notationsproblem. Die bereits in (2.9)
eingefithrte Notation, unter u;(z,t) die j-te Komponente des Vektors u zu
verstehen, widerspricht der oben verwendeten vereinfachenden Schreibweise,
mit u; die (exakte) Losung am i-ten Knoten des Gitters G zu bezeichnen.
Da jedoch beide Notationen sehr gebrduchlich sind, soll auch hier keine un-
natiirliche Notation (etwa uz,uf ,uy]) verwendet werden. In der Regel wird
die Bedeutung eines einzelnen, unteren Index aus dem Zusammenhang sofort
ersichtlich sein. Wird zur abkiirzenden Schreibweise fiir die j—te Komponente
am ¢ten Knoten die doppelt indizierte Gréfle u;; verwendet, so bezeichnet
in dieser Arbeit grundsétzlich der erste Index die Nummer der Komponen-
te und der zweite Index die des Gitterknotens. Dariiber hinaus wird, wenn
irgend moglich, der Buchstabe 7 zur Indizierung der Komponente und der
Buchstabe i zur Indizierung (bzw. als Laufindex) der Knoten verwendet.
Entsprechend sind die Differenzenoperatoren A, bzw. A, im Systemfall wie
folgt zu verstehen (z; € G):

Agu; = Agu(zi, t) = (Agun(zi,t), Agug(xs, t), . .., Ay, (x5,1))"

- (A$u1,i> A$u2,i> RS A$unpde,i)T )
(2.56)
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bzw.
A$$ui - (A$$u1,i> A$$u2,i> SRR A$$unpde,i)T . (257)

Fiir das Element (j, k) des diskretisierten Diffusionsoperators D* an inneren
Punkten erhélt man, vgl. (2.10) zur Definition des kontinuierlichen Opera-
tors,

—cC
DA = 2 (;E? Dijgit1/2 Dhirl — Thi
gk, sz + Axi—l i+1/27,k0 sz 558
R, (2.58)
c ki — Uki—1
— 26 oD g g
i—1/25,ki-1/ Az,

1
Djris1/2 := Djp (ﬂfiﬂ/z, L, 5(“(%&:1) + U(%))) .

Da man auch im Systemfall gemaf (2.50, 2.53) vorgehen kann, ergibt sich
nun an jedem Knoten z; € G ein Vektor

Tf(.’ﬂi, t) € |R™pde

bzw. eine Matrix
TB(a:i,t) € |IR™pdeXMpde

von lokalen Diskretisierungsfehlern, wobei fiir jede Komponente bzw. je-
des Matrixelement eine quadratische Entwicklung gilt. Fiir den Fall, dafl
in die j-te Differentialgleichung auch Ortsableitungsterme der k-ten Kom-
ponente eingehen, werden die Koeffizientenfunktionen der Fehlerentwicklun-

gen /7B auch Anteile enthalten, die von Ableitungen der Komponente

i Thkyi
ug(x;, t) abhéngen. Die Art der Kopplung des Gesamtsystems iibertrégt sich
also bereits auf die Kopplung der Koeffizientenfunktionen des lokalen Orts-

diskretisierungsfehlers.

b) Randbedingungen

Die Entscheidung, welche Art von Randbedingung vorliegt, ist jetzt kompo-
nentenweise zu treffen. Abhingig von 3 ; ergibt sich fiir die j-te Komponente
von u entweder eine Gleichung der Form (2.30) oder eine Verallgemeinerung
von (2.39). Allerdings bereitet der Fall 81 ; # 0 jetzt eine offensichtliche
Schwierigkeit. Um (2.39) herzuleiten, wurde zwar die Losung u formal iber
den Rand hinaus fortgesetzt, aber die letzlich verwendete Gleichung setzt nur
die Giiltigkeit der PDG auf dem Rand 6€2 voraus. Liegt nun aber ein allgemei-
ner Differentialoperator D(z,t,u) vor, wiirde die direkte Verallgemeinerung
von (2.39) die Auswertung von

Dj7]€7_1/2 = Dng (.’Il — A$1/2), t, u((xl — A$1/2))
in (2.58) erfordern. Um dies zu vermeiden, wird statt dessen

Dji 12 = Djr1 = Djp(x1,t,u(x1))
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ausgewertet. Damit, und mit der Randdiskretisierung der 1. Ableitung (wenn

ﬁLJ 7é 0)7
6uj(x1, t)

Ox
erhélt man die Randapproximation

— ALy, = JLd — OLsUL (2.59)

BL;

xy° c Uk,2 — Ug,1
D= G (eaPinran g
Yo (t, uk1) — ap gk
Bri(t, up1)
Der Fall ¢ > 1,21 = 0,u,(x1) = 0 erfdhrt weiterhin eine Sonderbehandlung,
c¢> 1,21 = 0,u,(z1) # 0 wird ausgeschlossen.

) | (2.60)

C
=21 Dk j1

Eine zweite Schwierigkeit entsteht, wenn 81 # 0, 51 ; = 0 gilt, und die k-te
Komponente der Funktion f, bzw. die k—te Zeile von B, am (linken) Rand von
Ou;/0x abhéngt. In einer derartigen Situation wird die k-te PDG am Rand
ausgewertet, aber es kann (2.59) nicht zur Bestimmung von du;(xq,t)/0x
verwendet werden. Stattdessen wird, wie auch in [72], die einseitige Approxi-
mation (2.35) zur Diskretisierung von du;(x1,t)/0z in fi bzw. B verwendet.
Wie oben ausgefiihrt, ist damit die Konsistenzordnung auf 1 reduziert. Damit
wird, wie bei Spriingen im Diffusionskoeffizienten, letztendlich der in Kapi-
tel 3 entwickelte Kontroll- und Steueralgorithmus zumindest lokal gestort.
Die Problemformulierung (2.4, 2.6) erlaubt formal den Fall, daf fj auch von
Dyj (Brx # 0,61, = 0,7 # k) abhéingt. Da sich aber mit nur zwei Werten
(uj1,uj2) keine konsistente Diskretisierung fiir Dy, ; erreichen lidfit, soll dieser
Fall ausgeschlossen sein.

Am rechten Rand gilt entsprechendes und man erhélt die komponenten— bzw.
elementweise definierten Differenzenoperatoren

TR,j — OR,jUn,,j

; , wemn g # 0
R,j
Afuj = ’ (2.61)

U4 — Ujn,—1

)N 7Nz o
————"— , wenn g; =0
Anm—l
und
T,0 Ukng — Ukng—1
DR ::777% s Dk AR—.TC Dk —1/2 Pz =
PR A,y \ e ke S T e —1/28 ke 12T A

(2.62)

2.2.3 Zusammenfassung
Die semi—diskreten Gleichungen

Die mit Hilfe der oben definierten Approximationen durchgefiihrte Semi—
Diskretisierung soll nun zusammengefafit dargestellt werden. Dazu wird der
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Gesamtvektor u(t) der Unbekannten des semi-diskreten Systems
u(t) = (u(@1,t), ..., w(Tpg, t))" € IR Tnre
und dessen Zeitableitung

ut(t) = (Ut(.’ﬂl,t), ...7ut(xmut))T € |R™ Mnpde

----- Uz

eingefiihrt. Die Anordnung der Unbekannten {u“(t)}zj 77777 nyq. €rfolgt also
derart, dafl alle Komponenten des Vektors u(z,t) am ersten Knoten x1, ge-
folgt von allen Komponenten des Vektors u(z,t) am zweiten Knoten o,
usw., aufgeschrieben werden. Die Semi-Diskretisierung der PDG (2.1-2.6)
ist dann durch das folgende System von differentiell-algebraischen Gleichun-

gen (DAG) gegeben:

B2(t,u(t)) - w(t) = £2(t,u) , t € [to, tend] (2.63)
mit to, teng aus (2.1) und den Anfangswerten nach (2.5):

u(te) = (ud (1), ..., ud (zn,))" € IR nvde (2.64)

Dabei ist B2 eine Blockdiagonalmatrix der Dimension (1, - npde) X (1 pde ):

B2(t,w) = diag (B2 (t,w), Bt ), ..., BA(Lw)  (2.65)
mit
a) BZA = B(-th?uz;A;Buz)
1=2,...,n,—1
0 , wenn 31, ; =0
b) BY = (BM)k= : ’
(B(xbt?ub A$U1))]7]€ , Well 6L,j 7£ 0
j: 17--->npde; k: 1,...,npde
0 , wenn fr; =0
¢) BE = (Bp)ik= ’
N N (B(xn,,t, Un,, A?unm))ng , wenn fr; # 0
j: 17--->npde; k= 1,...,npde.

(2.66)
Die dabei verwendeten Differenzenoperatoren A,, AL und AZ sind durch
(2.17), (2.59) bzw. (2.61) gegeben.

Die rechte Seite f2(¢,u) der Gleichung (2.63) ist ebenfalls blockweise gegeben
durch:

£2(t ) = (ff (L w), f (G w), ., fio (B u)T € IR (2.67)
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mit

a) f’LA = f(xi>t>ui> Awui>DA(xi>t>ui))
1=2,...,n,—1
b (1), = et ) = any - g , wenn 85 =0
(fj(x1>t>u1>A;%ul?DL(xl?t?ul))) , Wenn ﬁLJ 7é 0
] = 17--->npde
Vr(t, Un,) — QR * Ujn, , wenn g =0
o) (fa)i =
B (fj(xnm>t>unm> AguanR(xnmunr))) , WeII ﬁR,j 7é 0
j: 17--->npde .
(2.68)

Die diskreten Diffusionsoperatoren D, DX und D sind dabei durch (2.58),
(2.60) bzw. (2.62) gegeben.

Der lokale Ortsdiskretisierungsfehler

Bezeichne u(t) den Vektor der Restriktionen der exakten Losung w(z,t) der
PDG auf das durch (2.12) definierte Gitter G mit den Eigenschaften (2.25,
2.26). Es seien, analog zu B2, f2 die Blockdiagonalmatrix B und der Block-
vektor f definiert, also

B = diag (B, By, ..., By,)
f = (fl)fQ?“‘?fnm)T'

Dabei sind die Komponenten B, f; entsprechend (2.66) und (2.68) defi-
niert, d.h. es sind die dabei verwendeten diskreten Operatoren durch die
entsprechenden kontinuierlichen zu ersetzen. Fafit man nun noch die Dis-
kretisierungsfehler 7/, 75 zum entspechenden Vektor 7f bzw. der Matrix
7B zusammen, dann ist der lokale (Orts-)Diskretisierungsfehler der Semi-
Diskretisierung (2.63) durch den (n, - nyq ) Vektor

AR = fA(tu(t)) — BA(tu(t)) - u(t)
= f+f-(B+78) w (2.69)
f B

= T — T W

gegeben. Der durch (2.69) definierte Fehler gibt also den Defekt der (restrin-
gierten) exakten Losung u(x,t) bzgl. der Gleichung (2.63) und dem Gitter G
an. Der Vektor k2R (t) setze sich dabei aus n, Vektoren x%(x;,t) € IR"d
r; € G, zusammen.
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Die oben gemachten Uberlegungen, inwieweit sich die quadratische Fehler-
entwicklung (2.32) fiir das Modellproblem (2.11) auch auf die allgemeine Pro-
blemklasse (2.1-2.6) iibertréigt, haben gezeigt, dal zumindest fiir die inneren
Knoten z; € G eine quadratische Entwicklung existiert, wenn nur geniigend
starke Forderungen an die Taylorentwickelbarkeit aller in (2.4) auftretenden
Funktionen gestellt werden. Insbesondere 148t sich der lokale Ortsdiskreti-
sierungsfehler auch ortlich lokal, d.h. getrennt fiir jeden Knoten z; € G,
angeben:

L ._ ¢A A .
Thi=f0—-Bruy,; ,i=1

RARM) =4 7 — 7By, =2, n,—1 (2.70)

.= ,ﬁ —B,i‘m Uty L= Ny

Der Defekt am Rand kann dabei sowohl verschwinden (8 = 0), eine nur
lineare, eine gestorte quadratische, aber auch eine ungestérte quadratische
Fehlerentwicklung in Ar besitzen. Nach den obigen Ausfithrungen ist jedoch
klar, dal er, zumindest fiir innere Knoten, die gewiinschte Form hat:

K/2
AR (2 1) = STAPE(wit) + O(ArETYY Ji=2 0 n, — 1. (2.71)
k=1

Die (fiir npse > 1 vektorwertigen) Koeffizientenfunktionen =; koénnen da-
bei in sehr komplizierter Weise von allen in (2.4) auftretenden Funktionen,
deren (gemischten, hoheren) partiellen Ableitungen nach allen Argumenten
(x,t,u, uzy, D) und der Gitterfunktion {(r) bzw. deren Ableitungen abhéngen.
Falls B von u, abhéingig ist, so treten nicht nur Ortsableitungen von u, son-
dern auch die Zeitableitung u; in den Funktionen =, auf. Insbesondere kénnen
dabei in der j-ten Komponente von =, auch alle anderen Komponenten der
Funktionen aus (2.4) und deren Ableitungen auftreten.

Im weiteren wird sogar davon ausgegangen, dafl eine quadratische Entwick-
lung der Form (2.71) formal auch fiir die Randknoten gilt. Die hier eventuell
auftretenden linearen Fehleranteile werden als den Gesamtalgorithmus nicht
wesentlich beeinflussende Storterme angesehen.

Fiir die Anwendung der im weiteren vorgestellten Steuerungsmechanismen ist
die genaue Form der Entwicklungskoeffizienten unerheblich. Deshalb kénnen
die entwickelten Algorithmen auch fiir andere Diskretisierungsvarianten er-
folgreich eingesetzt werden. Etwa (2.16) statt (2.17), (2.46) statt (2.40) oder
direkte Diskretisierung von Termen der Form h(u), mit (2.16) oder (2.17).
Wichtig ist jedoch, dafl die Entwicklungen weiterhin ortlich lokal gelten.
Ebenso kann an die Verwendung von geeigneten upwind-Schemata gedacht
werden, falls die Gleichung einen starken hyperbolischen Anteil hat. Falls da-
zu eine Ortsdiskretisierung gewéhlt wird, die keine quadratische Entwicklung
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besitzt (sondern nur eine lineare), konnen die unten dargestellten adaptiven
Konzepte prinzipiell weiterverwendet werden. Allerdings erfordert dies evtl.
eine sorgfiltige Anpassung der einzelnen algorithmischen Bausteine. Gleiches
gilt fiir Fehlerentwicklungen in anderen Potenzen.

2.3 Zeitdiskretisierung mit semi—implizitem Euler

Die zeitliche Integration des semi-diskreten Problems (2.63) wird mit Hilfe
einer (modifizierten) semi-impliziten Euler-Methode (oft auch als linear—
implizite Euler-Methode bezeichnet) durchgefiihrt. Wie schon bei der Dar-
stellung der Ortsdiskretisierung, sollen ihre Herleitung und Eigenschaften an
Hand von vereinfachten Modellproblemen diskutiert werden.

2.3.1 Gewohnliche Differentialgleichungen
Klassische Eulerdiskretisierungen

Es wird zunéchst ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen (in
autonomer Form) betrachtet

v =1 .ylt) =y . f€C" [to, tend) - (2.72)

Ein klassisches Losungsverfahren ist die explizite Euler—Diskretisierung, in
der die Zeitableitung durch einen einfachen Vorwartsdifferenzenquotienten
approximiert wird. Sei die Losung zu einem Zeitpunkt, etwa t = ¢, gegeben,
dann wird, mit der in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrten Notation (vgl. (2.35)), die
Ersetzung

v (tr) — Afy(ty) = y(tkﬂ)A; y(te)

durchgefiihrt. Durch Einsetzen der exakten Losung y(f) und Taylorentwick-
lung ergibt sich der Approximationsfehler der Diskretisierung (2.73) zu

=T () = Afy(ty) — v'(tr)
= 2R, Ay O(t) + O(ALh).

Einsetzen von (2.73) in (2.72) und Auswerten der rechten Seite der DG an
ty, liefert die explizite Euler-Diskretisierung von (2.72):

(2.73)

(2.74)

yk%;yk = f(yk) , teer =t + At (275)

Schreibt man (2.75) in der iiblichen Notation fiir Einschrittverfahren (ESV)
zur Losung von gewohnlichen DG-Systemen,

Y1 = Uk + At (yg, yrir; At)
(2.76)

® : Inkrementfunktion ,
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und definiert den Defekt (“Konsistenzfehler”, Residuumfehler) eines ESV
durch

i i= y(tn) — y(t) — AtB(y(te), y(tren): AL) (2.77)

so ergibt sich derjenige der expliziten Euler-Diskretisierung von (2.72) zu
1
Kl = At = §y"(tk) A2+ O(AP) . (2.78)

Das Verfahren hat also die Konsistenzordnung ¢ = 1. Der lokale Diskretisie-
rungsfehler der Methode, geméfl der iiblichen Definition, vgl. etwa STREH-
MEL/WEINER [75],

Differenz der numerischen Approzimation yg1 und der exzakten Losung y(txi1)
nach einem Schritt, gestartet auf exakter Losung y(ty)

ist also fiir das explizite Euler-Verfahren ebenfalls durch (2.78) gegeben:

eh = y(tke) — Yen

(2.79)
= y(tr) —y(te) — Atf(y(ts) = w5, .

Eine andere klassische Diskretisierungmethode fiir (2.72) ist das implizite
Euler—Verfahren:

Ykt1 = Y + Atf(Yrt1) - (2.80)

Beziiglich der Zeitschicht 5, wird die Zeitableitung also durch eine Riick-
wértsdifferenz (A7 y(tx+1)) approximiert. Der Defekt dieses Verfahrens ist am
einfachsten bzgl. der Zeitschicht ¢x; anzugeben:

V=1 A4l
Kb = Aty = =3y () - A + S SRR O ) + O(A(tLH; :
2.81
Beziiglich des Defektes ist (2.80) also nicht “besser” als (2.75). Der lokale
Diskretisierungsfehler, geméafl obiger Definition, ergibt sich als Losung der
nichtlinearen Gleichung:

it = y(ter) — y(te) — ALf(Yrra)
= y(terr) —y(tr) — Atf(y(terr) — T8 -

Durch Taylorentwicklung und Vernachléssigung des Restgliedes erhédlt man
in erster Ndherung:

(2.82)

i = (I — Atfy(y(tem)) T Rl (2.83)

Steife Differentialgleichungen

Der entscheidende Unterschied von (2.80) zu (2.75) ist die implizite Struktur
der Diskretisierung, die allerdings in jedem Zeitschritt ¢, — tx1 die Losung
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eines nichtlinearen Gleichungssystems erfordert. Diesem Nachteil steht der
Vorteil gegeniiber, eine geeignete Diskretisierungsform fiir sogenannte ” stei-
fe’ Differentialgleichungen zu sein. Eine sehr pragmatische und gleichzeitig
auch die dlteste Definition dieses Begriffs stammt von CURTISS/HIRSCHFEL-
DER [14] und lautet:

stiff equations are equations where certain implicit methods, in particular
BDEF, perform better, usually tremendously better, than explicit methods.

Sie ist interessanterweise auch in dem Lehrbuch von HAIRER/ WANNER [3§]
dem Kapitel iiber steife Differentialgleichungen vorangestellt. Auf eine exakte
Definition wird in [38] jedoch verzichtet.

In DEUFLHARD [20] findet sich der Satz:

Differentialgleichungen, zu deren Beschreibung f,(-) wichtig ist, heiffen “stei-
fe” Differentialgleichungen.

Damit diirfte der Kern der Sache noch etwas besser getroffen sein. Diese
“Definition” des Begriffs Steifheit wurde durch die von DEUFLHARD in [19]
entwickelte Charakterisierung steifer Systeme und semi-impliziter Verfahren
motiviert.

Neben den klassischen Diskretisierungstypen “explizit” und “implizit” ge-
winnt daher die Klasse der “linear—impliziten” Verfahren zunehmend an Be-
deutung. In semi-impliziten (linear—impliziten) Diskretisierungen versucht
man zwar weiterhin die Information der Jacobimatrix zu verwenden, aber es
sollen nur lineare statt nichtlineare Gleichungssysteme in der Diskretisierung
auftreten. Eine ausfiihrliche Darstellung von linear-impliziten Runge-Kutta—
Methoden findet sich in z.B. in [75].

Semi—implizite Euler—Diskretisierung

Das hier verwendete Extrapolationsverfahren ist, im Prinzip, von diesem
Typ, da es sich auch als Runge-Kutta-Verfahren (variabler Ordnung!) in-
terpretieren lafit. Dabei wird als Basisdiskretisierung die sog. semi-implizite
Euler-Diskretisierung verwendet. Angewendet auf (2.72) lautet sie:

(I — ALA) (s — ) = ALf () (2.89)

mit der nicht notwendigerweise exakten und an einem evtl. zeitlich weiter
zuriickliegenden Punkt ¢; <, ausgewerteten Jacobimatrx

A f () (2.85)
Der Defekt der Methode ergibt sich zu:
kgl = kPP — APA(T + v (te))
(2.86)

= (I — AtA)REE — At?Ay'(ty) .
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Als eigenstiandige Diskretisierungsmethode wurde sie erstmals von DEUFL-
HARD [18] vorgeschlagen. Davor wurde sie als Startschritt in der semi-implizi-
ten Mittelpunktsregel von BADER/DEUFLHARD [6] verwendet. Die Diskreti-
sierung (2.84) liegt nun gewissermafen zwischen (2.75) und (2.80), allerdings
recht “nahe” bei (2.80), was folgende Interpretation der Methode belegt.
Verwendet man zur Losung des durch die implizite Euler-Diskretisierung
aufgestellten nichtlinearen Gleichungssystems ein Newtonverfahren, so erhélt
man die [teration

i=0,1,2,...
A ) (287
(I - AtA)(y,iill - ylic—i—l) = _yli+1 + Yk + Atf(yliH) :

Der Typ des Newtonverfahrens wird durch die genaue Spezifikation der Ma-
trix A festgelegt:

a) A = f,(yi,1) : gewdhnliches Newtonverfahren
b) A = f,(yp,1) : vereinfachtes Newtonverfahren (2.88)
c) A := f,(yY) : Newton-#hnliches Verfahren .

Wihlt man in (2.87) den natiirlichen Startwert yj,, = y und die Matrix A
nach (2.88.c), so ist der erste Schritt der obigen Newtoniteration gerade mit
der semi-impliziten Euler-Diskretisierung (2.84) identisch, wenn (2.85) exakt
gilt. Ist dagegen in (2.85) bzw. (2.84) gerade [ = k, so entspricht dies dem
ersten Schritt eines vereinfachten Newtonverfahrens. Fiir lineare Probleme
(2.72) sind implizite und linear—implizite Diskretisierung natiirlich identisch.

Auf der anderen Seite reduziert sich die semi-implizite Euler-Diskretisierung
zur expliziten Diskretisierung (2.75), wenn man A = 0 setzt. Wenn man so
will, ist dies der Extremfall einer anderen Interpretation. Wendet man eine
Euler-Diskretisierung auf ein modifizierte System

y — Ay = f(y) — Ay , Aregular (2.89)

an, so erhélt man

ylﬁ%tyk — Ay = [(yr) — Ay - (2.90)
Fir A :~ f,(y) ergibt sich gerade (2.84). Die Matrix A kénnte, im Prinzip,
auch eine beliebige (reguldre) Matrix sein. Die Diskretisierung bleibt wegen
(2.86) weiterhin konsistent mit der DG, solange AtA — 0, fiir At — 0, gilt.
Die Tatsache, da} die semi-implizite Euler-Methode Manipulationen an A
zuldBt, wird z.B. in NOwAK [57] erfolgreich ausgenutzt.
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Der zuzitzliche Aufwand, um einen Integrationsschritt ¢, — tx1 mit (2.84)
statt mit (2.75) durchzufiithren, ist das Losen eines linearen Gleichungs-
systems. Ublicherweise wird dies mit GauBelimination (LU Zerlegung, ge-
folgt von einer Vorwirts/Riickwértssubstitution) durchgefiihrt. In darauf fol-
genden Schritten dndert sich fiir konstantes At und festes A die in (2.84) zu
zerlegende Matrix nicht. Es miissen nur Vorwérts/Riickwértssubstitutionen
mit den neuen rechten Seiten fii1, frio,... durchgefithrt werden. Wird die
Basis-Diskretisierung (2.84) in Verbindung mit Extrapolation verwendet, ist
dies eine wichtige Eigenschaft fiir die Effizienz des Gesamtverfahrens. Wiirde
man dagegen die implizite Euler-Methode als Basisdiskretisierung wihlen, so
miiffte nicht nur pro Integrationsschritt ein nichtlineares Gleichungssystem
anstelle eines linearen gelost werden, sondern gerade diese wichtige Eigen-
schaft ginge tiberdies verloren.

2.3.2 Differentiell-algebraische Systeme
Diskretisierungsvarianten

Die eben vorgestellten Interpretationen zeigen, dafl es sich bei der semi—
impliziten Euler—Diskretisierung eigentlich um eine Schar von Diskretisie-
rungen handelt. Dies zeigt sich erneut, wenn man sie auf linear—implizite
Systeme von differentiell-algebraischen Gleichungen (DAG) anwendet, d.h.
auf Systeme der Form

B(y)y' = f(y); , y(to) = vo , (2.91)

mit 16sungsabhéngiger, evtl. singuldrer Matrix B. Es wird angenommen, dafl
das Problem vom “index < 1”7 ist und konsistente Startdaten yq vorliegen.

Nimmt man zur Herleitung einer Diskretisierung dieser Gleichung mit Hilfe
der semi-impliziten Euler-Diskretisierung zunéchst B als reguldr an, und
wendet (2.84) direkt auf das transformierte System

y' = B(y)" ' f(y) (2.92)

an, so erhilt man, siche DEUFLHARD /NOWAK [23], als eine mogliche Form
der Diskretisierung

(Bl — At/i) (yk‘-f—l — yk) = AtBlBk_lfk (293)
mit der an t; < t;, ausgewerteten Jacobimatrix des Residuums r := f — By
A fy(n) = By(y) - v - (2.94)

Fiir konstantes B ergibt sich die bereits in [18] vorgeschlagene Diskretisie-
rung. Fiir den allgemeinen Fall zeigt ein Vergleich mit (2.84), daf8 sich der
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Rechenaufwand zur Ausfithrung eines Schrittes mehr als verdoppelt hat, da
in jedem Schritt ein zusétzliches Gleichungssystem (mit der von k abhéngiger
Matrix By) gelost werden muB. Schreibt man (2.93) in einer anderen Form,

(Br — AtBy B A) (yer — yi) = Atfy

und ersetzt nun
BBt = I (2.95)

so kann dies als Stérung der Jacobimatrix A interpretiert werden. Die ent-
standene Diskretisierung

(B — AtA) (g1 — y) = At fi (2.96)

ist nun auch wieder fiir singulires B formal anwendbar. Die Ersetzung (2.95)
148t sich auch als Ersetzung B; — Bj an geeigneter Stelle der Jacobimatrix
des transformierten Systems (2.92) ansehen. Dies bedeutet, daf§ die Diskre-
tisierung (2.96), sogar “néher” an einer impliziten Euler-Diskretisierung von
(2.91) ist als (2.93).

Im Vergleich zu (2.84) hat die Diskretisierung (2.96) allerdings immer noch
einen wesentlichen Nachteil. Da die Matrix des linearen Gleichungssystems
nicht nur von At und y(¢;) (itber (2.94)), sondern auch von y(t;) abhéngt,
mufl nun bei einer direkten Losung in jedem Schritt, & — &k + 1, eine LU-
Zerlegung durchgefiihrt werden. In (2.84) mufite dagegen nur bei einer Neube-
rechnung der Jacobimatrix oder Wechsel der Schrittweite zerlegt werden. Als
Alternative bietet sich daher eine iterative Gleichungslosung (fiir k # [) an,
siehe [18]. In [23] wurde eine adaptive Realisierung entwickelt, die, abhéngig
vom Konvergenzverhalten der Iteration und dem (geschétzten) Aufwand ei-
ner Zerlegung bzw. Vorwérts/Riickwértssubstitution, zwischen iterativer und
direkter Losung umschaltet. Die Iterationsvorschrift wurde in LUBICH [48]
noch etwas verbessert, so daf§ die iterative Losung von (2.96) fur k > [ lautet:

Yoir = Ye+ (Yo — Yr-1)
i=0,1,2,... (2.97)

(B — Atfi) (y,?_';_ll —yr) = Atfi — (By — Bl)(yli-yl — k)

Durch eine alternative Herleitung [48] 148t sich noch eine andere Variante
der semi-impliziten Euler-Diskretisierung fiir Systeme der Form (2.91) be-
griinden. Sie kann letztendlich als die iterative Version von (2.96) mit nur
einem Iterationsschritt in (2.97) interpretiert werden und zeigt sowohl in der
Theorie als auch in der Praxis deutlich schlechtere Eigenschaften.

Liegt statt (2.91) ein nicht-autonomes Problem vor, etwa
B(t,y)y' = f(t,y) » y(to) = o , (2.98)
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so stehen wiederum mehrere Diskretisierungsvarianten zur Verfiigung. Die
einfachste Diskretisierungsmaoglichkeit ist durch

(B(tr, yi) — AtA) (yesr — ye) = Atf(te, vi) (2.99)

gegeben. Dies entspricht einer expliziten Euler—Diskretisierung des Problems
bzgl. der t—Abhéngigkeit. Fiir rein differentielle Probleme, die ein nicht—
steifes Verhalten bzgl. t zeigen, ist (2.99) daher eine durchaus addquate Dis-
kretisierung. Allerdings kann dieses Verfahren nicht mehr als ein Schritt eines
speziellen Newton—-dhnlichen Verfahrens zur Losung des durch eine implizite
Euler-Diskretisierung von (2.98) entstandenen Gleichungssystems angesehen
werden. Um eine derartige Interpretation zuzulassen, miiite man z.B. die
Diskretisierung (implizit in der t~Abhéngigkeit)

(B(ths1, yn) — AtA) (o1 — yr) = At f(ter, yn) (2.100)

wéahlen. In Verbindung mit Extrapolation erweist sich diese Form jedoch als
ungiinstig fiir die Implementierung. Im Vergleich zu (2.99) sind zusétzliche
Auswertungen von f und B erforderlich.

Als Alternative bietet sich daher die Diskretisierung

(B(te yk) — ALA) (Yrr1 — y) = AL (b, yi) + AP (felt, w) — Be(te w)y')
(2.101)
an. Diese Form ergibt sich durch Transformation des Systems (2.98) auf
autonome Form, Anwendung der Diskretisierung (2.96) und anschlieBender
Riicktransformation.
In dem hier vorgestellten Verfahren zur Losung von partiellen Differential-
gleichungen der Form (2.1)—(2.6) wird zur Zeitdiskretisierung des zugehorigen
semi-diskreten Systems (2.63) die Variante (2.101) mit selbstadaptivem Um-
schalten zwischen der direkten bzw. iterativen Gleichungslosung verwendet.
Fiir die hier angestellten Betrachtungen ist es jedoch ausreichend, den Defekt
der Basis-Diskretisierung (2.96), angewendet auf das System (2.91), anzuge-
ben: A
k' = (Br — AtA) (ks — yr) — At fi

) 2.102
= AtByr — APA(y, + 1) ( )

Es liegt also eine Entwicklung in Potenzen von At vor.

Extrapolation

Aus der Basis—Diskretisierung erhélt man ein effizientes Gesamt—Verfahren
durch Anwendung des Extrapolationsprinzips. Dies soll nun in aller Kiirze
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dargestellt werden. Fine ausfiihrliche Darstellung des dann zweidimensiona-
len Extrapolationsverfahrens in Ort und Zeit findet sich in Abschnitt 3.1.1.
Prinzip eines Extrapolationsverfahrens ist die wiederholte Integration iiber
eine sog. Grundschrittweite, etwa

tlétl—FAT::t_,

mit sukzessiv kleiner werdenden sog. internen Schrittweiten

_ AT

n;

Atj :

Die Folge F := {n;};=12,. . wird dabei als Schrittweitenfolge bezeichnet und
die geeignete Wahl der speziellen Werte héngt im wesentlichen von der Struk-
tur der verwendeten Basisdiskretisierung ab. Fiir die semi-implizite Euler—
Diskretisierung wurden sehr gute Erfahrungen mit der harmonischen Folge

Fu={1,2,3,...} (2.103)

gemacht. Durch die wiederholte Integration von ¢y nach ¢ liegen verschiedene
numerische Approximationen Y (¢; At;) an die exakte Losung y(t) vor. Mit
Hilfe von Extrapolation sollen daraus Approximationen hoherer Ordnung
(d.h. genauere) konstruiert werden. Dies ist nur unter der Voraussetzung
moglich, dal der globale Diskretisierungsfehler der Basisdiskretisierung

£() == Y (E Aty) — y(D (2.104)

eine asymptotische Entwicklung der Form

N
e(t) =Y en(®)AtF + oA (2.105)
k=1
besitzt. Das Restglied sei dabei gleichméflig beschrinkt und die Potenz ¢
gibt die Konsistenzordnung der Basisdiskretisierung an, also hier ¢ = 1.
Wird nun Polynomextrapolation verwendet, d.h. wird ein interpolierendes
Polynom P(At) mit sukzessiv wachsendem Grad iiber den Stiitzwerten

{At, Y (L5 At) }i=1o,..

aufgebaut und an der Stelle At = 0 ausgewertet, so entspricht dies gerade
einer Elimination der fithrenden Fehler der Entwicklung (2.105). Ublicher-
weise werden die nichtextrapolierten Approximationen mit T := Y (¢; At;)
bezeichnet und die durch Extrapolation gewonnenen Approximationen mit
T;k, k < j. Pro Extrapolationsstufe, & — k + 1, wird jeweils ein Term der
Fehlerentwicklung eliminiert, so dafl in erster Ndherung gilt:

Tix —y(t) = (=) yren(DAL; k<.
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Der Wert der Konstante v;; héngt dabei von der Schrittweitenfolge und der
Konsistenzordnung ¢ ab

Yik = (nj_kﬂ L nj)_q .

Ein besonderer Reiz von Extrapolationsverfahren ist sicherlich, dafy die An-
zahl der Extrapolationsstufen nicht festgelegt ist. Man hat also ein Verfah-
ren mit variabler Ordnung. Um ein robustes und effizientes Gesamtverfahren
zu erhalten, benotigt man eine Ordnungs— und Schrittweitenkontrolle, die
den Fehler (2.104) schitzt, kontolliert und geeignete Grundschrittweiten AT
und eine dazu passende Ordnung (d.h. die Anzahl von Extrapolationsstu-
fen) automatisch wéhlt. Ein fiir eine ganze Kette von Basisdiskretisierungen
verwendbarer Kontroll- und Steuerungsalgorithmus wurde in DEUFLHARD
[17] entwickelt und hat sich bei der Integration mit nicht-steifen, steifen und
differentiell-algebraischen Integratoren als duflerst effizient und robust erwie-
sen. Auf eine genaue Darstellung kann an dieser Stelle verzichtet werden, da
die wesentlichen Aspekte in Abschnitt 3.3.1 angesprochen werden.

Der globale Diskretisierungsfehler

Die Voraussetzung fiir die Anwendung von Extrapolationstechniken in Ver-
bindung mit der semi—impliziten Euler—Diskretisierung ist die Existenz ei-
ner asymptotischen Entwicklung der Form (2.105). Der Existenzbeweis stellt
dabei bereits fiir gewohnliche Differentialgleichungen ein schwieriges analy-
tisches Problem dar. Die z.Z. wohl eleganteste Beweistechnik geht auf HAI-
RER/LUBICH [35] zuriick und hat eine einfache rekursive Struktur. Mit ih-
rer Hilfe wurden die verschiedenen Varianten der semi-impliziten Euler—
Diskretisierung bei Anwendung auf diverse Typen von Gleichungen unter-
sucht, siehe etwa [22, 36, 38, 48]. Dabei hat sich gezeigt, daf fiir singuldr
gestorte Probleme und differentiell-algebraische Gleichungen, insbesondere
in der allgemeinen Formulierung (2.98), nur noch die Existenz von gestorten
Entwicklungen gezeigt werden kann. Interessanterweise besitzt die hier ver-
wendete Variante (2.101) die “besten” theoretischen Eigenschaften, obwohl
bei ihrer algorithmisch orientierten Entwicklung in [23] diese Resultate noch
nicht bekannt waren. Fiir diese Diskretisierung, angewendet auf Systeme der
Form (2.98), gilt unter gewissen Voraussetzungen, z.B. an die Matrix B, die
folgende gestorte Entwicklung [48]:

8(7?) = 61(E)Atj + (62(7?) + EQJ)At? + ...+ (6]\[(7?) + ENJ)Atj»V + O(Atjv—’—l) .
(2.106)
Dabei sind die Koeffizientenfunktionen ey (t) Losung von linearen differentiell -
algebraischen Systemen der Form

B(y)er = (fu(y) = By(y)y )ex(t) — du(t) -
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Die Inhomogenitaten dy(t) stellen den Defekt von im Beweis rekursiv defi-
nierten Approximationsschemata hoherer Ordnung dar (d;(t) ist der fithren-
de Fehlerterm von xX1). Je nachdem, ob die differentiellen und algebraischen
Komponenten des Systems separiert sind oder nicht, verschwindet eine ge-
wisse Anzahl der ersten Storterme in der Entwicklung, so dafl das Gesamtver-
fahren dann eine Maximalordnung p = 4 oder p = 5 besitzt. Dennoch kénnen
auch hohere Extrapolationsstufen erfolgreich verwendet werden, da die Ge-
nauigkeit der Approximationen trotz formal gleicher Ordnung zunimmt. Dies
liegt daran, daf} die Koeffizienten vor den Stoértermen fiir wachsendes k deut-
lich kleiner werden.

Abschlieend ist noch zu bemerken, dafl die angegebenen Ordungsschranken
nur fiir die modifizierte Schrittweitenfolge F = {2,3,4,...} gezeigt wer-
den konnen. Dennoch wird hier (wie bereits im DAG-Loser LIMEX [23])
die Schrittweitenfolge (2.103) verwendet, was einen formalen Ordnungsver-
lust von einer weiteren Potenz bedeutet, da dann fast alle Storterme in der
Entwicklung (2.106) nicht—verschwindend sind.

2.3.3 Basisdiskretisierung des Gesamtverfahrens

Wendet man nun die Zeitdiskretisierung (2.101) auf das semi-diskrete Sy-
stem (2.63) an, so erhilt man die vollstandig diskretisierte Form der PDG.
Zur Vereinfachung der Notation wird hier der Term At%r; aus (2.101) weg-
gelassen.

(B2 (tr, i) — ALA®) (wipr — wp) = At (b, uy) (2.107)
mit

Ao &A(t, u)

A
ou

i <tp,r®=f>—-B?u,. (2.108)

t=t;,u=uy

Diese Basisdiskretisierung soll nun in Verbindung mit Extrapolationstechni-
ken in Zeit und Raum verwendet werden, um ein effizientes, adaptives Ge-
samtverfahren zu erhalten. Bevor darauf eingegangen wird, ist zunéchst der
Diskretisierungsfehler von (2.107) allein zu betrachten.

Der Defekt der Basisdiskretisierung

Einsetzen der exakten Losung u(x, tx41), u(x, ty) bzw. u(x, t;), jeweils restrin-
giert auf das verwendete Gitter, also u(tg11), u(tx), u(t;), liefert den Defekt
der Gesamtmethode. Eine mogliche Definition ist etwa

RS (1) 1= A (b, u(te)) — (B (ts, u(ty)) — AtA®) (u(tesr) — u(ty))
(2.109)

36



_ Or®(t,u)

du t=t;,u=u(t;)
Die erste Frage ist nun, ob die Gesamtdiskretisierung eine asymptotische Ent-
wicklung des Defekts in Potenzen von Ar? und At besitzt. Dazu ist zuniichst
der Diskretisierungsfehler eines Matrix-Vektor Produkts w2 (¢, 1) := A®v(t)
zu betrachten. Mit der Definition (2.110) und der Gleichung (2.69) ergibt sich.

A Or® J(f — Bw) OrAR

AR (2.110)

w :auV: 7 v+ o V.
Also gilt (w := Av):
AR
wh —w = I;u v=r"(tj,ti;u,Vv) . (2.111)

Die quadratische Form der Entwicklung xR {ibertrigt sich auf die Entwick-
lung k%, wenn die Approximation von A® bzw. A in (2.108) bzw. (2.110)
nicht zu grob ist.

Da auch fiir die Vektoren u(ti41), u(tx) die Entwicklung (2.74) gilt, d.h.
u(tp1) —u(ty) = At(u(te) + 77 (tr; ult)))
ergibt sich aus (2.69) und (2.102) fiir (2.109) (Argumente wie oben angege-
ben):
kY = At(fA — B2wy) — AtBATH + A2AR (u, + 1)
= AtrAR — AHB + 7mB)rt + APAA (w +77)

(2.112)
= AtkAR — AiBrt + APA (w4 7)) + AtrBrt 4 A2V

= Ate®R 4 AT 4 AtrBALTY

Dabei bezeichnet #27T also den reinen Zeitdefekt, vgl. (2.102), und kAR war
ja gerade der reine Ortsdefekt (2.69). Ist also B unabhéngig von u,, so rithren
die einzigen nichttrivialen gemischten Orts—Zeitfehler aus der semi—impliziten
Struktur der Diskretisierung (A # 0) her.

Nach der oben zitierten Definition ist der lokale Diskretisierungsfehler eines
Schrittes des Gesamtverfahrens durch die Differenz

Tht1 = W1 — U(tet1)

gegeben. Einsetzen der Diskretisierung (2.107) und Berticksichtigung, dafl auf
der exakten Losung gestartet wird (ux = u(ty)), liefert:

Tepr = —(ulten) — ulty) + (B2 (t, u(ty)) —AtAA)‘1 ALFA (t,, a(ty))

= (B2t uty) - AtAA)_l K5 (t) -
(2.113)
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Hat das zu losende System eine dissipative Natur, so wird der Defektfehler

3} -1
nicht durch die Ubertragungsmatrix (B,%.A — AtAA) verstiarkt. Auch bei
Hintereinanderausfiithrung mehrerer Schritte findet keine Fehlerverstérkung
statt. Das Verfahren ist “stabil”.

2.3.4 Angenommene asymptotische Entwicklung des globalen Feh-
lers

Bezeichne U(Z,t; Ar, At) die numerische Losung mit der Methode (2.107)
zum Zeitpunkt ¢ = ¢+ n - At, d.h. nach n Schritten mit der Zeitschrittweite
At. Dabei sei z ein Knoten eines festen Gitters G das durch die Ortsschritt-
weite Ar und eine nicht nidher spezifizierte Gitterfunktion £(r) definiert sei.
Es wird angenommen, dafl der globale Diskretisierungsfehler, d.h. U(¢) —u(?),
lokal an jedem Knoten Z eine aymptotische Entwicklung besitzt:

p=M,=N
U(z,t; Ar, At) — u(z,t) = > (T, ) AR AT
p=0,1=0;(p,1)%(0,0) (2.114)

+O(AP?MFL AN FL)

Dabei seien die Koeffizientenfunktionen e, (7, t) auf das Gitter G restringierte
Losungen der linearen, inhomogenen PDG

Bel,; = (fu+ fu, + fo — (Bu+ By, )ui)e,i — dpi(,t) (2.115)
mit
epi(z,t9) =0 (2.116)

und die in dem Term O(Ar?M+1 AtN+1) zusammengefafiten Restglieder seien
beschrankt.

Ziel dieser Arbeit ist es nun nicht, unter geeigneten gewihlten Annahmen
an die Eigenschaften des Problems, diese Entwicklung, bzw. um es realisti-
scher zu formulieren, eine gestorte Entwicklung, zu beweisen und geeignete
Voraussetzungen zu finden, unter denen diese Storungen “klein” sind. Die-
ses Thema sei den Spezialisten dieses Gebietes der numerischen Analysis
iiberlassen. Dafl bestenfalls gestorte Entwicklungen zu erwarten sind, zei-
gen die Resultate einer gemeinsamen Arbeit zweier dieser Spezialisten, LU-
BICH/OSTERMANN [50]. Es werden fiir ganze Klassen von impliziten Runge—-
Kutta Methoden sehr drastische, nichtganzzahlige Ordnungsschranken bei
Anwendung zur Losung gewisser Typen von parabolischen Gleichungen (li-
neare, semi-lineare) gezeigt. Die spezielle Art der Ortsdiskretisierung spielt
dabei eine eher untergeordnete Rolle, wiahrend die Art der Randbedingung
die Stdrke der Ordnungsreduktion praktisch determiniert. Interpretiert man
die Ergebnisse fiir die hier verwendete Extrapolationsmethode, so ist eine
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Ordungsschranke von ¢q. = 3+ ¢ zu erwarten (LUBICH [49]). Dies bedeutet
jedoch nicht, da8 nicht mit héheren Extrapolationsstufen dennoch genauere
numerische Approximationen erreicht werden konnen. Sie besitzen nur nicht
die klassische, beweisbare hohere Ordnung. Eine Situation, wie sie schon im
Bereich der Integration von rein differentiell-algebraischen Gleichungen auf-
tritt.

Die genaue Form einer (gestorten) asymptotischen Entwicklung ist natiirlich
auch eng verkniipft mit der Frage nach den Konvergenzeigenschaften des
Zeitdiskretisierungsverfahrens, angewandt auf ein semi-diskretes System der
Form (2.63). So wird z.B. in STREHMEL / HUNDSDORFER/ WEINER / ARNOLD
[76] das Konvergenzverhalten einiger Varianten von linear—impliziten Euler—
Diskretisierungen, angewandt auf einfache semi-diskrete Gleichungen, die aus
der Diskretisierung von semi-linearen und quasi-linearen parabolischen Glei-
chungen stammen, betrachtet. Dabei werden z.T. recht restriktive Forderun-
gen, sowohl an die semi—diskreten Operatoren als auch an die Operatoren in
der PDG, gestellt. So etwa die Forderung nach klassischer Lipschitzstetigkeit
eines Quellterms in der PDG.

Anstelle einer genaueren Darstellung obiger Resultate und einer weiteren
(i.w. fruchtlosen) theoretischen Diskussion, soll hier eine experimentelle Un-
tersuchung durchgefiihrt werden.

2.3.5 Ein numerisches Experiment — Teil I

Mit Hilfe eines nichttrivialen Testproblems soll untersucht werden, ob die
Annahme gerechtfertigt ist, dafl der globale Diskretisierungsfehler einer Ent-
wicklung der Form (2.114) geniigt. Zunéchst wird dabei gepriift, ob sich der
fithrende Fehler linear in AT und quadratisch in AR verhélt. Dazu wird das
folgende Kunstproblem betrachtet:
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KUNSTPROBLEM (spherical combustion):

a) xz€[0,1], te€]0,580]

duy 20 [ 9. 001w QW 30800

b __ - = k _ 2 Mlur — 2 ko e 1:987(u1 +273.16)
) ox 1 ox (x ¢ ox + Kot

aUQ 4 _9 0 28uz

— = 10 — — | -k

ox . ox (x ox 4t

7% — 5.10%p 2 [ 222 kyus — 2ksu?

ox v ox (x 8;1:) + Rali 543

a2 0 au;),

0 = 1032 2% <x2%> + 2ksu; — kauy
¢) ui(z,to) = 25; wug(x,to) =5

u3(;1:,t0) = U4(.’£,t0) = 0

0 )
d) %uj(a:,;,t) =0,j=1,...,4

u1 (TR, t) = 25+ 125(1 — e~ 001%)

0 .
%Uj(xR,t) = 0,7=23,4.
(2.117)

Die Konstruktion dieses Kunstproblems hat zum Ziel, ein Problem zu erzeu-
gen, in dem mehrere der in den vorigen Abschnitten angesprochenen Dis-
kretisierungsschwierigkeiten gleichzeitig auftreten. Bei dem System (2.117)
handelt es sich um ein gemischt parabolisch—elliptisches System in Kugelko-
ordinaten mit z.T. hochnichtlinearen Quelltermen und nichtlinearer Kopp-
lung der Gleichungen. Eine der Randbedingungen fiihrt auf eine zeitabhéngi-
ge algebraische Bedingungsgleichung im zugehdorigen semi-diskreten System
(2.63) und die anderen Randbedingungen am rechten Rand stellen keine Sym-
metriebedingungen dar.

Das Testproblem (2.117) entstand durch Modifikation bzw. Erweiterung ei-
ner skalaren Modellgleichung fiir ein Warmeleitungsproblem mit exothermer
Reaktion in sphérischen Koordinaten, wie es in SCHIESSER [71] angegeben
ist. Am Originalproblem kann die physikalische Fragestellung untersucht wer-
den, ob das Aufheizen an der Kugeloberfliche ausreicht, um die Reaktion in
Gang zu setzen, was dann letztendlich zur Explosion fithrt. Obwohl auch
fiir das modifizierte Problem (2.117) diese Explosion zu beobachten ist (bei
t &~ 578), soll diese Problematik hier nicht ndher betrachtet werden. Vielmehr
soll ein Integrationsintervall studiert werden, in dem das Gesamtsystem eine
starke zeitliche Dynamik aufweist und steile Ortsgradienten auch den Einflufl
der Ortsdiskretisierung auf das Gesamtfehlerverhalten sichtbar machen. Da-
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zu wird nun der Zeitintegrationspunkt ¢ = 444 herausgegriffen, an dem das
System sich in einem geeigneten Zustand befindet. Exemplarisch ist in Ab-
bildung 2.1 der ortliche Verlauf der 3. Losungskomponente fiir die Zeitpunkte
t; = 0,100, 200, 300, 400, 444 dargestellt.

Umin= -1.00E-01 Umax=_2.00E+00

Xmin=_0.00E+00 Xmax=_1.00E+00

Abbildung 2.1: Lésungskomponente ug(z,t;) des Kunstproblems spherical
combustion zu verschiedenen Zeitpunkten ¢;

Von diesem Anfangswert ¢y := 444 soll nun mit der Diskretisierung (2.107)
bis zu einer Endzeit t.,q := 445 integriert werden. Als Zeitschrittweite wird
zundchst At = 1 verwendet, d.h. es wird nur ein Integrationsschritt durch-
gefiihrt. Als Ortsschrittweite wird dabei Ar = 1/20 gewahlt. Die Integration
erfolgt allerdings iiber einem nichtuniformen Gitter G', dessen Knoten x}
durch die Wahl einer speziellen Gitterfunktion der Form (2.25,2.26) definiert
sind:
v =&((i—DAr) ;i=1,...,21 (2.118)

mit

E(r) = (8 =) /(e =€) re0,1]. (2.119)
Diese spezielle Gitterfunktion ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Aus der dqui-
distanten Unterteilung des Einheitsintervalls wird durch (2.119) ein Gitter
erzeugt, dessen Knotenverteilung sich am rechten Rand des Gebietes (2 stark
verdichtet.

Dieses Gitter bietet in der ersten Phase der Integration (etwa bis t = 300)
eine hohe Knotendichte in dem Bereich, wo sich steile Ortsgradienten aus-
bilden. Fiir den hier herausgegriffenen Zeitpunkt ¢ = 444 ist es jedoch nicht
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Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00

Rmin= 0.00E+00 Rmax= 1.00E+00

Abbildung 2.2: Die zur Losung des Kunstproblems spherical combustion
verwendete Gitterfunktion &(r)

mehr optimal, ja sogar weniger giinstig als ein dquidistantes Gitter gleicher
Dimension. In diesem Experiment soll jedoch das Fehlerverhalten untersucht
werden und dabei ist die absolute Grofle des Fehlers von untergeordneter
Bedeutung.

Da fiir das Kunstproblem (2.117) keine analytische Losung bekannt ist, miis-
sen sowohl der Startwert u(z,fy) als auch die “exakte” Losung u(z,tend)
durch eine (moglichst genaue) numerische Integration des Problems (2.117)
erzeugt werden. Dazu wird eine klassische Linienmethode verwendet. Das auf
einem durch die Gitterfunktion (2.119) definierten nichtuniformen Gitter G
der Dimension n, = 1281 gegebene semi-diskrete System der Form (2.63)
wird mit einem modernen DAG-Loser bis zum Zeitpunkt ¢ = 454 integriert.
Hierfiir wurde das Mehrschrittverfahren DASSL von PETZOLD [64] verwen-
det (Code DDASSL aus der Bibliothek SLATEC, latest change 910624). Als
Fehlertoleranz wurde RTOL = ATOL = 10~® vogegeben.

Da die damit erzeugte numerische Losung eine globale Darstellung bzgl. ¢
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besitzt, liegt eine recht genaue Referenzlosung
' (x,t); v eG,te0,454] (2.120)

fiir das Problem (2.117) vor, die als Ersatz fiir die nicht vorhandene analyti-
sche Losung dient.

Um das Fehlerverhalten zu studieren, wird nun mehrmals, mit sukzessiv klei-
ner werdenden Zeitschrittweiten At¢; (und entsprechend wachsender Schritt-
zahl), das Kunstproblem von ¢y nach ¢, integriert. Dabei wird in allen Fillen
das grobe Gitter G! verwendet. Da G' C G, ist die Wahl geeigneter Anfangs-
werte problemlos (d.h. ohne eine fehlererzeugende Interpolation) maoglich. Es
werden die Zeitschrittweiten

1 -1
Al = At~(§> A=1,..7 (2.121)

verwendet. Die dabei erhaltenen numerischen Apporoximationen an die Lésung
u(z, teng) € IR* seien mit

Ui, tena; Ar1, Aty) € RY | 2, € G (2.122)

bezeichnet. Um den Fehler auch bzgl. kleiner werdenden Ortsschrittweiten
betrachten zu kénnen, wird die obige Kette von Zeitintegrationen jeweils iiber
sukzessiv feiner werdenden Ortsgittern G” durchgefiihrt. Es werden dazu die
Schrittweiten

17!
Ar, = Ar- (§> p=1,..7 (2.123)
verwendet. Die Losungen seien mit
Ui, tena; Arp, Aty) , 2 € G (2.124)
bezeichnet. Es gilt
GPcgrtt p=1,..,6
sowie B
G'=g,
so daf die Wahl der Anfangswerte und die Restriktion der Losungen (2.124)
auf das Grobgitter G* fehlerfrei durchgefiihrt werden koénnen.

In Abbildung 2.3 sind die beobachteten relativen Fehler der 4. Komponente
us am Knoten z7 = 0.62452...

— ’U4('T%> Eend? Arm Atl) - uzef(x%7 Eend)’

Elp - =
’ [y (2, Tend)|

(2.125)
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Abbildung 2.3: Fehlerreduktion durch Reduktion von At

fiir

4 (Symbol “+”)
5 (Symbol “x”)
6 (Symbol “o”)
p = 7 (Symbol “x”)

T T
I

iiber alle verwendeten Zeitschrittweiten dargestellt. Zusétzlich ist noch die

Kurve
~ 1 -1
€15 =€15" (§> ,l = 1, ,7

dargestellt (ohne Markierung), die das theoretisch erwartete Fehlerverhalten
angibt. Offensichtlich stimmen das beobachtete Fehlerverhalten und das er-
wartete Fehlerverhalten fast perfekt iiberein, wenn der Ortsdiskretisierungs-
fehler nur klein genug ist.

Die spezielle Wahl des Fehlermafes (2.125) erfolgte, weil fiir fast alle Approxi-
mationen (2.124) der maximale Fehler am 7. Knoten und fiir die algebraische
(4.) Komponente zu beobachten ist. Aber auch in anderen Normen verhélt
sich der Fehler entsprechend. Insbesondere auch in einer Norm, die global im
Ort ist.
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T T 7T T T T —— T
3 4 5 67891071 2 3 4 5 67891

log(Ortsschrittweite)

Abbildung 2.4: Fehlerreduktion durch Reduktion von Ar

In Abbildung 2.4 sind nun die beobachteten relativen Fehler ¢; , fiir

1 (Symbol “+”)
3 (Symbol “x”)
5 (Symbol “o”)
7 (Symbol “x”)

o~ e~~~

iiber alle verwendeten Ortsschrittweiten Ar, dargestellt. Zusétzlich ist noch
die Kurve
1\ 2(p=1)

Elp i =€11" (§> p=1..7 (2.126)
dargestellt (ohne Markierung), die wiederum das theoretisch zu erwartende
Fehlerverhalten angibt. Auch hier stimmen das beobachtete Fehlerverhalten
und das erwartete Fehlerverhalten fast perfekt iiberein. Da in der genauesten
Approximation U(z;, tena; A1y, At7) der Zeitfehleranteil dominant ist, stellt
sich allerding fiir die letzte Verfeinerung der Ortsdiskretisierungsschrittweite
keine Fehlerreduktion mehr ein. Auch bei einer weiteren Verfeinerung der
Zeitschrittweite reduziert sich der (beobachtbare!) Ortsfehler beim Ubergang
Arg — Arz nicht um den erwarteten Faktor 1/4, da die Referenzlosung nur
auf dem gleichen Gitter vorliegt.

Da in der ungenauesten Approximation U(z!, t.uq; Ary, Aty) der Ortsdiskreti-
sierungsfehler offensichtlich dominant ist, 148t sich der Ortsdiskretisierungs-
fehler auch der Referenzlosung durch ;7 nach (2.126) abschétzen. Damit
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diirfte zwischen der Referenzlosung und der exakten Losung von Problem
(2.117) folgende Beziehung bestehen:

Huref _ uewk‘tH ~ 1079 . (2.127)

Die Ergebnisse dieses numerischen Experiments belegen, daf3 sich, innerhalb
eines gewissen Zeitintervalls (hier [to, Zena]), der (zeitlich) globale Fehler der
Basisdiskretisierung (2.107), ortlich sowohl lokal als auch global, linear in At
und quadratisch in Ar verhalt.
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3. Statische Gittererneuerung

In diesem Kapitel soll nun das eigentliche Gesamtverfahren beschrieben wer-
den. Ausgehend von der Basisdiskretisierung (2.107) sollen mit Hilfe eines
einheitlichen Steueralgorithmus, folgende Ziele erreicht werden:

e Konstruktion von numerischen Approximationen hoherer Ordnung
e interne Fehlerschéitzung dieser Approximationen
e optimale Ordnungs— und Schrittweitenwahl fiir die Zeitdiskretisierung

e statische Erneuerung eines nichtuniformen Ortsgitters.

3.1 Gekoppelte Extrapolation in Raum und Zeit

Die bei der Erorterung der reinen Zeitdiskretisierung schon kurz dargestellte
Extrapolationstechnik (vergleiche Abschnitt 2.3.2) wird nun auf die Ortsdis-
kretisierung ausgedehnt. Es bezeichne weiterhin AT die Grundschrittweite
der Zeitdiskretisierung, d.h., es wird ein Integrationsschritt

= t+ AT =1, tog<t<l<tema

betrachtet. In Analogie dazu bezeichne AR die Grundschrittweite bzgl. der
Ortsdiskretisierung. Dabei gelte (n, sei vorgegeben)

1
Nge — 1

AR := PNy > 2.

Durch AR sei im Einheitsintervall [0, 1] ein dquidistantes Gitter R mit Kno-
ten r; definiert:

R = {T'Z"TZ‘: (Z—l)AR,Z: 1,...,77%}.

Das fiir die tatsdchliche Rechnung verwendete Gitter G mit den Knoten z;
ist dann durch die Vorgabe einer streng monoton wachsenden Gitterfunktion
&(r) — siehe (2.25) bzw. (2.26) — definiert. Es wird zunéchst angenommen,
daB £(r) explizit vorgegeben ist.

Um einen Extrapolationsprozefl durchfithren zu kénnen, mufl das diskretisier-
te Problem mehrfach mit verschiedenen sogenannten internen Schrittweiten
At bzw. Ar gelost werden. Exakte Anfangswerte u(z, f) fiir alle Gitterpunkte
x; seien gegeben.
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Die Folge der unabhéngig voneinander kleiner werdenden internen Schritt-
weiten {Ar,} bzw. {At;} wird durch die Vorgabe zweier Schrittweitenfolgen
Fr:={m,} bzw. F := {n;} festgelegt:

AT
Atl = n—, [ = 17---7lma$7 nyiy1 > ny, n; €|N+
l
AR
AT’p = m—, p:17--->pma$> mp+1>mp, mp€|N+.
p

Fiithrt man fiir ein beliebiges Schrittweitenpaar (Ar,, At;) zundchst die Orts-
diskretisierung auf dem zugehorigen Ortsgitter

G” =A{xilx; =&(ry),ri = (i —1)Ar,i=1,...,m, -n, — 1}

durch und integriert mit der Zeitdiskretisierung (2.101) das entstandene
semi-diskrete System der Form (2.63) durch n; Schritte mit der Schrittweite
Aty, so erhilt man fiir die Zeitpunkte ¢;; = t+ jAt;,j=1,...,n und jeden
Knoten z; , € G” eine numerische Approximation

U(xi,fh Ej,l; Arm Atl) (31)

an die exakte Losung u(w; ,1;,;). Will man mit Hilfe von Extrapolation dar-
aus Approximationen hoherer Ordnung (zumindest “genauere” Approxima-
tionen) gewinnen, so ist dies nur an denjenigen Zeitpunkten bzw. Ortsknoten
moglich, die allen Approximationen
g =1,..,, lmam
{U(.’ﬂw), th; AT’p, Atl) L

p=1,..., Pmax

gemeinsam sind (und fiir die eine Entwicklung der Form (2.114) gilt). Fiir
einen Extrapolationsprozefl, der die Approximationen aller Unterteilungen
verwenden soll, sind dies gerade der Zeitpunkt ¢ = ¢ + AT und die Knoten
{Z;} des grobsten Gitters G

Daraus ergibt sich sofort ein wesentlicher Unterschied zwischen Orts— und
Zeitextrapolation bzgl. der Anzahl der praktisch verwendbaren Extrapola-
tionsstufen. Nach einem abgeschlossenem Schritt wird ja i.a. ein weiterer
Integrationsschritt folgen. Wéahrend zur Weiterintegration die am weitesten
t—extrapolierte Approximation als “Anfangswert” verwendet werden kann
(die auf allen Gittern vorliegt), liegen die am weitesten r—extrapolierten Wer-
te nur auf dem Grobgitter vor. Zur Weiterintegration mit feineren Gittern
miiffte daher interpoliert werden. Dies hat letztendlich zur Konsequenz, daf3
die Tiefe der r—Extrapolation gering sein mufl (pmq. klein). Dennoch wird
der r — t—Extrapolationsprozefl zunéchst in voller Allgemeinheit beschrieben
und untersucht.

Die eben angesprochene Eigenschaft bedeutet gerade, dafi Extrapolations-
verfahren keine “natiirliche” globale Darstellung der Losung besitzen. Dies
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gilt natiirlich auch fiir die t-Extrapolation. Hier liegen ndmlich innerhalb des
Intervalls [£, 7] keine genaueren Approximationen der Lésung vor. Wird auch
innerhalb eines Integrationsschrittes eine in der Zeit globale Darstellung der
Losung bendtigt, so 18t sich dies durch einen von HAIRER/OSTERMANN
[37] vorgeschlagenen zusétzlichen Extrapolations— und Interpolationprozef
erreichen. Diese Technik kann zwar auf die r—Extrapolation iibertragen wer-
den, aber auch damit verschwinden nicht die in Abschnitt 3.3.3 diskutierten
Interpolationsprobleme.

3.1.1 2-D—-Polynomextrapolation

In Erweiterung der iiblichen Schreibweise fiir Extrapolationsverfahren in ei-
ner unabhingigen Variablen wird definiert (z; € G'):

Tp717171 = U(fz, I?, AT'p, Atl) . (32)

Handelt es sich bei der betrachteten PDG um eine skalare Gleichung, so
ist T, 1,1 ebenfalls eine skalare Grofile. Wird ein System von Gleichungen
betrachtet, so ist T}, 1 ;1 eigentlich ein Vektor der Lange npq.. Man kann 7}, 1 ; 1
auch als Vektor der Lénge n := n, - npyq. interpretieren, wenn man statt (3.2)

Toaia = (U@, AT, A, ... U(Tn,, T Ar,, Aty))T (3.3)

definiert. Da der unten beschriebene Extrapolationsprozefl komponentenwei-
se (in Groflen T, .,.,.) zu verstehen ist, ist eine genaue Unterscheidung im
Moment noch nicht notwendig. Im weiteren wird deshalb zunédchst 7', ., ., . als
skalare Grofie aufgefasst. Ebenso soll U(x, t; Ar, At) als skalare Grofle angese-
hen werden, wobei sich aus dem Zusammenhang ergibt, um welchen Knoten
x;, welches Gitter G und um welche Losungskomponente es sich handelt.

Geméf der Annahme, daf fiir den globalen Diskretisierungsfehler eine asym-
ptotische Entwicklung der Form (2.114) gilt, erhélt man fiir (3.2)

M N AR\* /AT\!
Do =D > epi(,1) (—) (—> + O(AR*™M+1 ATNTY
p=0 =0 mp ny

mit

6070(5, t_ ) = u(;ﬁ, t_ ) .
Von dieser Entwicklung sollen nun die fithrenden Fehler eliminiert werden.
Da neben gemischten Fehlertermen natiirlich auch die nur zu Ar?? oder At!
proportionalen Terme zu eliminieren sind, ist dazu eine Extrapolation in
Raum und Zeit notwendig. Die Fehlerterme der Entwicklung (2.114) und die
Wirkung einer Extrapolation in 7 und ¢ ist in Abbildung 3.1 illustriert.
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\ | Eliminiert durch r-Extrapolation

C D Eliminiert durch t-Extrapolation
O Flihrende Fehlerterme
0 1 2 3 4 5 S 7/ k
€10 €1a Ei7
1+ * * * * *
2 —+ * * * * * * * *
€34
5+ * * * * * * *
4+ * * * * * * * *
EGW E6,7
6 + * * * * * * * *
vy

Abbildung 3.1: Fehlerelimination durch 2-D-Extrapolation

Von der Entwicklung (2.114) werden nun die fithrenden Terme eliminiert,
indem ein zweidimensionales interpolierendes Polynom in Ar? und At auf-
gestellt und an At = 0, Ar = 0 ausgewertet wird. Als Ansatz fiir das Inter-
polationspolynom wird ein Polynom vom Grad (v —1) bzgl. Ar? und (k—1)
bzgl. At gewihlt
P"R(Ar? At) := Ar'PAt (3.4)

mit

Ar = (1,Ar2 ... Ar2=3HT

At = (1,At,... AtF-HT

Poo coo Dok-1

Pv_10 .- DPv—1k-1
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Zur Bestimmung der v-k Koeffizienten p,; sind mindestens v -k Bedingungen
notwendig. Es werden dazu die folgenden Interpolationsbedingungen gewéhlt:

PR(ArE Aty =T,151 fir p=p—v+1,...,u
l=j—k+1,...,j (3.5)
mit pu>v,j>k.

Abhéngig von der Wahl der Interpolationsbedingungen (d.h. der Spezifikati-
on von p und j) kann es verschiedene Interpolationspolynome gleichen Grades
geben. Um dies zu verdeutlichen, bezeichne P:jk das Interpolationspolynom,
das den Ansatz (3.4) und den Bedingungen (3.5) geniigt. Der extrapolierte
Wert wird dann mit

T,

m

gk = P::j]?(ATQ = 0, At = 0) = Poo

bezeichnet.

Das 2-D-Interpolationspolynom P:f(ArQ,At) besitzt folgende Eigenschaf-
ten:

e Es existiert und ist eindeutig.

e Es ist lings der Linien Ar? = Arf),p =p—v+1...,p
bzw. At = At;,l = j—k+1,...,j mit dort entsprechend nach (3.4, 3.5)
definierten eindimensionalen Interpolationspolynomen Qf (At; Ar,) bzw.

QZ(ATQ; At;) identisch.

e Das Interpolationspolynom EZ(ATQ) iiber den  Stiitzstellen
_ 2k
(Ar,, Q?(At =0;Ar,)),p=p—v+1,..., ubzw. das Polynom Q; (At)
iiber den Stiitzstellen (Atl,QZ(ATQ = 0;AH),l = j—k+1,...,j
stimmt mit P:f(ArQ, At =0) bzw. P::J]?(ATQ = 0, At) tiberein.

Die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der r— bzw. t-Extrapolation ist in Ab-
bildung 3.2 exemplarisch fiir die Berechnung von 7% s 2 » dargestellt.

Fiir den Approximationsfehler des extrapolierten Wertes P:jk (0,0) erhalt
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\ | - r-Extrapolation

C ) - t-Extrapolation
O . Extrapolierte Werte
Toboo V5201 ‘ 22\11 At
{ A‘ ‘ >

T222 TﬂZW ‘ZH
‘- \* *

TW 22 TWWZW ‘111
-t \* *

Arv

Abbildung 3.2: Mégliche Extrapolationswege um 75 5 2 2 zu berechnen.

man (fiir v < M,k < N, es gelte die asymptotische Entwicklung (2.114)):

e = |B(0,0) = u(@,D)

[(=1)""1 B, en0(Z, [) AR

(—1)"* 1y, keon(T, E)ATH
(=1)"** Bvjwern(T, 1) AR AT® (3.6)
O(AR™*2) + O(AT*1)
O(AR™AT*1) + O(AR*F2ATF)
O(ARPMTIAT) + O(ATN T AR?)|

+ o+ o+ o+ o+

mit
Buw = (Mpuvir ... mu)_Q

. (3.7)
Wﬁk = (ﬂj_k+1~... ~ﬂj)
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Aufgrund der Eigenschaften von P:f kann man zur expliziten Berechnung

der extrapolierten Werte T'(u, v, j, k) = P:Jk (0,0) auch hier das bei eindi-
mensionaler Extrapolation iiblicherweise verwendete Aitken—Neville-Schema
einsetzen. Man berechnet verméoge

Toijk—1—Tp1-1k-1 (3.8)

(nj/mj_ky1) — 1

Lok ="Tp1jk-1+

mit
J =23, k=2 .
plest ;pe{p—v+1,...,u}

die t-extrapolierten Approximationen und erhélt zusammen mit (3.2) das
tibliche t-Extrapolationstableau (itber einem Gitter G?):

Tpiaa
Toipn Thip2
Toisn Tpisz Tpiss
(3.9)

Tpika e Toakk-1 Tpikk -

Fithrt man dies fiir alle p € {g — v + 1,...,u} durch, so kann dann ein
r—Extrapolationstableau fiir jede (j, k)-Kombination berechnet werden:

Tk
Tonjk To2jk

(3.10)

Ty,l,j,k cee Tl/,l/—l,j,k TV,V,j,k .
Auch diese Berechnung erfolgt wiederum sehr effizient durch ein Aitken—
Neville-Schema:

w15k = Tu-10-140k (3.11)

(M /v )2 —1

T,u,u,j,k = T;qu_lvjvk: +
mit
W=2,3,... ; v=2,.., 14
7, k fest.

Durch eine entsprechende Reihenfolge des Ausfithrens von (3.8) und (3.11)
konnen, abhéngig von der Reihenfolge der Berechnungen der numerischen
Losungen T),1,;1 wéhrend eines Grundschrittes, sukzessiv verschiedene Ap-
proximationen T}, , j, it > v,j > k fiir die Losung u(z,t) berechnet werden.
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Inwieweit man mit deren Hilfe Fehlerschatzung, Schrittweitenwahl und Kon-
trolle des Extrapolationsalgorithmus durchfiithren kann, soll in den folgenden
Abschnitten untersucht werden. Vorab sei jedoch jetzt schon bemerkt, dafl
dabei nicht alle der oben angegebenen Extrapolationen durchgefiihrt werden
miissen. Und selbst wenn dies der Fall wire, so ist der dafiir benotigte Auf-
wand immer noch klein im Vergleich zu demjenigen, der zur Berechnung der
nicht extrapolierten Approximationen notwendig ist.

Zunéchst soll jedoch nochmals auf die Frage eingegangen werden, inwieweit
der Extrapolationsprozef iiberhaupt Sinn macht, wenn bereits fiir recht einfa-
che Problemklassen die angenommene Entwicklung (2.114) zumindest gest ort
ist.

3.1.2 Ein numerisches Experiment — Teil 11

Es wird nochmals das bereits in Abschnitt 2.3.6 verwendete Kunstproblem
(2.117) betrachtet. Fiir die Schrittweitenfolgen

Fro= {1,2,4,8,16,32,...}

(3.12)
F = {1,2,3,4,5,6,...}

wird, wiederum vom “Startwert” ¢ = 444, ein Zeitintegrationsschritt mit
den Grundschrittweiten AR = 1/20 und AT = 10 durchgefithrt. Bzgl. r
werden dabei zunéchst p.. = 5 und bzgl. t werden l,,,,, = 7 Verfeinerungen
durchgefiihrt. Es liegen also insgesamt 35 Approximatiuonen der Form (3.1)
an die exakte Losung u(Z, ) bzw. an die Referenzlésung v/ (z, ) vor. Durch
Extrapolation nach (3.8) bzw. (3.11) werden daraus weitere Approximationen

Tyvjk » w=1,....0v=1..., j=1,...,T;k=1,...,] (3.13)

erzeugt. In Abbildung 3.3 ist der “Fehler” einiger Approximationen bzgl.
der Referenzlosung (2.120) aufgetragen. Als Fehlerma$l wird dabei wie schon
in den Abbildungen 2.3, 2.4 der Absolutbetrag des relativen Fehlers der 4.
Komponente am 7. Knoten des Grundgitters G verwendet.

Die mit dem Symbol “4” markierte Linie gibt den Fehlerverlauf der Approxi-
mationen 7}, , 71 filr p = 1,...,5 an, d.h. die bzgl. r voll extrapolierten Werte,
wahrend bzgl. der Zeit nicht extrapoliert wurde. Dabei werden die Werte be-
trachtet, die sich bei der Integration mit der kleinsten internen Schrittweite
At = AT/7 ergeben. Offensichtlich dominiert fiir diese Approximationen der
durch die Zeitdiskretisierung hervorgerufene Fehler den Gesamtfehler. Ab
1 = 2 reduzieren weitere r—Extrapolationsschritte den Gesamtfehler nicht
mehr.

Ein dhnliches Verhalten zeigen die Diagonalelemente des t—Extrapolations-
tableaus (3.9), wenn bzgl. der Ortsdiskretisierung nicht extrapoliert wird.
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r-Extrapolation

t-Extrapolation

r-t-Extrapolation

7 6 5 4 3 2 1
Extrapolationsstufe |

Abbildung 3.3: Fehlerreduktion durch Extrapolation

Dabei sind die Approximationen auf der feinsten, nicht r—extrapolierten
Ortsdiskretisierung 755 ;; aufgetragen (Symbol “o”). Da der Ortsdiskreti-
sierungsfehler auf dem feinsten Gitter bereits recht klein ist, fithrt nur der
letzte t—Extrapolationsschritt zu keiner weiteren Fehlerreduktion.

Eine Fehlerreduktion des Gesamtfehlers bis auf das Niveau der Referenzlosung
(ca. 1079, vgl. (2.127)) erhélt man nur, wenn bzgl. r und ¢ extrapoliert wird.
Exemplarisch  ist in  Abbildung 3.3 der  Fehlerverlauf von
{Tawjsymazeisy.igti=1,..,7 angegeben (Symbol “x”). Wiederum ergeben sich
sehr dhnliche Bilder, wenn andere Fehlermafle verwendet werden.

Will man das Fehlerverhalten fiir noch hoher extrapolierte Werte oder von
Approximationen studieren, die sich bei Verkleinerung der Grundschrittwei-
te(n) ergeben, so muf als Referenzlosung eine noch weiter extrapolierte Ap-
proximation verwendet werden. Die Integration des Kunstproblems mit noch
deutlich feinerem Gitter und stringenteren Fehlertoleranzen ist zu rechen-
zeitintensiv (bereits mehrere Tage um eine Genauigkeit von 1072 anstelle
von 1079 in (2.127) zu erreichen).

DaBl z.B. eine Ersetzung
uref = T7777777 (314)

durchaus berechtigt ist, zeigt sich, wenn man zur Fehlerberechnung der in Ab-
bildung 3.3 angegebenen Approximationen die durch (3.14) definierte Appro-
ximation als Referenzlosung verwendet. Es ergeben sich praktisch identische
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Resultate, mit zwei Ausnahmen. Die Fehler von 75 566 bzw. 15577 ergeben
sich zu 2-10~7 bzw. 1- 107!, Generell ist bei einem derartigen Vorgehen zu
beachten, daf die Startwerte "¢/ (z;,1), 2; € G7 nicht exakt, sondern fehler-
behaftet sind.

Nachdem bereits eine Fehlerreduktion fiir die nicht extrapolierten Approxi-
mationen bei kleiner werdenden Diskretisierungsschrittweiten zu beobachten
war — siehe Abbildungen 2.3,2.4 —, hat das obige Experiment gezeigt, dafl
auch durch die Wahl hoherer Extrapolationsstufen der globale Diskretisie-
rungsfehler eines Integrationsschrittes deutlich reduziert werden kann. Dies
muf nicht notwendigerweise bedeuten, daf§ das Verfahren wirklich eine héhere
Ordnung besitzt, aber fiir die algorithmische Realisierung des Gesamtverfah-
rens ist die Frage nach der wahren (klassischen) Ordnung ohnehin weniger
wichtig als die Tatsache, dafl hohere Extrapolationsstufen zur Fehlerredukti-
on fithren.

Dennoch ist es interessant, mit Hilfe eines weiteren numerischen Experiments
die tatséchlich beobachtbare Ordnung zu bestimmen. Die Ordnung bei r—
Extrapolation kann dabei recht einfach bestimmt werden. Dazu wird das
Problem mit anderer Grundschrittweite, etwa Aé, erneut gelost und die be-
obachteten Fehler der interessierenden Approximationen werden in geeigneter
Weise miteinander verglichen.

Nimmt man an, dafl die Grundschrittweiten und Extrapolationsstufen derart
gewi#hlt sind, dafl im fithrenden Fehler der zu untersuchenden Approxima-
tionen der Ortsdiskretisierungsfehler dominant ist, so folgt aus (3.6):

e = Buuleno(z HIARY , T €G! (3.15)
bzw. i ]
Ev = Buleno(#, DIARY , T €. (3.16)

Hat man sinnvollerweise die modifizierte Grundschrittweite AR so gewdhlt,
daB G' C G! oder G! C G', dann kann fiir alle Knoten z € G! N G' die
beobachtete Ordnung in natiirlicher Weise definiert werden:

v,k ~v,k
obs . _ log(g,u,j) B lOg(S‘uJ)

wy ~ (317)
’ log(AR) — log(AR)
Gelten die Beziehungen (3.15, 3.16) exakt, so erhdlt man:
obs _ 1og(Bu,vlev,0(HIAR?*)—log(Bu,vlevo(x,E)|AR)
q#vl’ log(AR)—log(AR)

_ 2vlog(AR)—2vlog(AR) (3.18)
log(AR)—log(AR)

= 2v.

Eine alternative Definition, die nur die durch Unterteilung der Grundschritt-
weite AR berechneten Werte verwendet, ergibt sich durch folgende Uberle-

gung.
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Fiir alle Extrapolationsstufen, die kleiner als die maximale sind, liegen meh-
rere Werte gleicher Ordnung vor (in der Spalte eines Extrapolationstableaus).
Sie unterscheiden sich nur in den dabei verwendeten internen Schrittweiten.
Nimmt man nun wieder Dominanz des Ortsdiskretisierungsfehlers in (3.6) an,
so gilt wegen (3.7) und (3.15) fiir p = v + 1, ..., pmas die folgende Beziehung
zwischen den Fehlern der Approximationen 7),,, und 7)_;,, :

2
v,k v,k my—v
8u,j ey E:H—Lj ( o ) . (319)

my

Einsetzen der Schrittweitenfolge {m,} nach (3.12) liefert:

2;},—1/—1 2
s (7) _ vk g (3.20)

M p—=1,j ou—1 p—=1,j

Daraus ergibt sich als alternative Definition fiir die beobachtete Ordnung:

s = 1d(lF, ;) — 1d(e0h) (3.21)

u—1j

Wiihlt man in (3.17) gerade AR = 2AR so ist é’Z]; = 52’517j und (3.17) und
(3.21) stimmen iiberein. Die beobachteten Ordnungen ¢°**, die sich bei dem
oben beschriebenen numerischen Experiment ergeben — allerdings mit einer
Grundschrittweite AT = 0.1, um Dominanz des Ortsdiskretisierungsfehlers
zu erreichen — sind in Tabelle 3.1 zusammengefaf3t. Als Referenzlosung wird

T% 777 verwendet.

v=1|lv=2|v=3|lv=4|v=>5
2.07
2.01 4.17

2.00 | 4.04| 6.07
2.00| 401| 6.06 | 6.37
2.00 | 4.00| 592 | 5.64| 4.83

O UL W NE

Tabelle 3.1: Beobachtete Ordnungen cjzblf bei r—Extrapolation.

Bis einschliellich v = 3 ergeben sich dabei die erwarteten Ordnungen mit ho-
her Genauigkeit. Daf3 sich fiir die noch weiter extrapolierten Approximatio-
nen das erwartete Fehlerverhalten nicht mehr einstellt, liegt (zumindest auch)
daran, daf§ sich der beobachtete Fehler dann in Gréflenordnungen bewegt, wo
sich der Einflufl der doch recht ungenauen Anfangswerte (bestenfalls eine Ge-
nauigkeit im Bereich [10~7,107%]) stérend bemerkbar macht. Diese Genauig-
keit ist in Relation zur geschiitzten Genauigkeit €4 477 = 1.05855 x 10~ und
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esa77 = 1.27923 x 10~ zu sehen, den “ungenauesten” Werten die verwendet
werden, um eine beobachtete Ordnung ¢°** fiir v = 4 zu berechnen.

Geht man analog zu (3.19, 3.20) vor, um eine Definition der beobachteten
Ordnung p°** der ¢ Extrapolation abzuleiten, so erhilt man fiir die Schritt-
weitenfolge F; aus (3.12) die Definition:

P =gl —ei)ensin) - (3.22)
Die beobachteten Ordnungen p°%, die sich in obigem numerischen Experi-
ment ergeben — nun wieder mit A7 = 10 — sind in Tabelle 3.2 zusammenge-
fafit. Als Referenzlosung kann nun wieder die iibliche Referenzlsung (2.120)
verwendet werden, da die extrapolierten Werte nicht genauer als diese wer-
den. Dadurch kann auch noch fiir 5 = 7 in sinnvoller Weise ]5‘7’5’5 berechnet
werden.

E=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6
0.58
0.79 | 1.94

0.85| 1.86 | 0.90
0.88 | 1.88 | 2.58 | 4.23
090 | 1.89 | 2.76 | 4.31 | 4.78
091 | 1.91| 283 | 4.31| 5.04 | 6.68

N O U W NS,

Tabelle 3.2: Beobachtete Ordnungen ﬁ;b,f bei t-Extrapolation.

Ersetzt man das Fehlermafl (2.125) durch eine (bzgl.x) globale Norm, ist die
Ubereinstimmung mit den erwarteten Ordnungen sogar noch etwas besser,
insbesondere der stark abweichende Wert ﬁ?ﬁ = 0.9 verschwindet.

Eine zu (3.17) analoge Definition ist natiirlich ebenfalls moglich. Allerdings
ergibt sich dabei das Problem, dafl dann Approximationen zu verschiedenen
Zeitpunkten verglichen werden miiflen. Statt dessen kann man z.B. untersu-
chen, inwieweit der globale Fehler der maximal t—extrapolierten Approxima-
tion, d.h. 8;:2(.%,75 + AT'), der Annahme

[leikll ~ AT?

geniigt. Die so “definierte” Ordnung p wird héufig als Ordnung des loka-
len Verfahrensfehlers bezeichnet und ist nicht identisch mit der klassischen
Konvergenzordnung eines Verfahrens.

Fiir den Fehler der maximal t-extrapolierten Approximation folgt aus (3.6),
nun unter der Annahme, dafl AR bzw. pu, v so gewéhlt sind, dafl der Zeitdis-
kretisierungsfehler dominant ist,

e =y lleor(e, t + AT)|| AT
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Taylorentwicklung von e x(x,t+AT) um den Anfangszeitpunkt ¢ des Schrit-
tes und mit der Annahme (2.116), erhélt man als zu erwartende Ordnung:

p=Fk+1. (3.23)

Ob diese Ordnung tatsdchlich beobachtbar ist, soll nun, analog zu dem Vor-
gehen in LUBICH [48], untersucht werden.

77711
17722

17733
T7744

17755

17766

log(Fehler)

T T T T T T T T
2 3 45
10-3 57891072 2 3 4 557891071 2 3 4 567891 2 3 4 5678910

log(Zeitschrittweite)

Abbildung 3.4: Schrittweiten/Fehlerdiagramm fiir die Approximationen
Tr7kk (N1 =1)

Dazu wird (2.117) mit sukzessiv kleiner werdenden Grundschrittweiten AT
und jeweils voller Extrapolation in Raum und Zeit geltst. Der Fehler der Ap-
proximationen 777k k = 1,...,6 (verglichen mit 7777 7) ist in Abbildung
3.4 als Funktion von AT aufgetragen. Da dazu ein doppelt logarithmischer
Maflstab verwendet wurde, sollten sich bei Giiltigkeit von (3.23) Geraden mit
Steigung p ergeben. Dies ist allerdings nicht zu erwarten, da hier ein gemischt
parabolisch/elliptisches Problem vorliegt, und dessen Semi-Diskretisierung
ein differentiell-algebraisches System darstellt, fiir das die Zeitdiskretisierung
nur eine gestorte asymptotische Entwicklung besitzt. Dariiber hinaus liegen
weder exakte Anfangswerte noch eine exakte Referenzlésung vor. Doch in Be-
reichen, wo das Problem mit “verniinftigen” Schrittweiten gelost wird, zeigt
sich ein insgesamt doch sehr befriedigendes Verhalten. Insbesondere ist auch
zu sehen, daf bei gleicher Schrittweite eine Erhohung der Extrapolationsstufe
einen Genauigkeitsgewinn zur Folge hat.
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Interessant ist nun noch ein Vergleich mit den Resultaten eines entsprechen-
den Experiments, in dem die theoretisch vorzuziehende Schrittweitenfolge
Fi={2,3,4, ...} verwendet wird. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.5 dar-
gestellt und zeigen kein signifikant besseres Verhalten. Wiederum sind die in
beiden Experimenten beobachteten Ergebnisse relativ stabil gegen eine Ande-
rung der Norm. Betrachtet man z.B. das Fehlerverhalten einer differentiellen
Komponente, so ergibt sich ein sehr dhnliches Verhalten.

T7711
17722

17733
T7744

T7755

T7766

T T T T T T T T
2 3 45
10-3 57891072 2 3 4 557891071 2 3 4 567891 2 3 4 5678910

log(Zeitschrittweite)

Abbildung 3.5: Schrittweiten/Fehlerdiagramm fiir die Approximationen
T 75k (N1 =2)

Da die hier dargestellten experimentellen Resultate sich auch in vielen weite-
ren Rechnungen bestétigen, kann man davon ausgehen, dafl die angenomme-
ne asymptotische Entwicklung (2.114) eine sichere Basis fiir die nun hergelei-
tete Fehlerschéitzung und Schrittweitenkontrolle bietet. Man kann aber auch
umgekehrt folgern. Nur wenn die Giite der Diskretisierung und der theo-
retischen Voraussetzungen durch eine permanente adaptive Kontrolle und
Anpassung der Schrittweiten iiberpriift wird, bietet das Gesamtverfahren ein
hohes Mafl an Sicherheit.

3.2 Fehlerschitzung

Sei nun unter 7}, der durch (3.3) definierte n-Vektor der extrapolier-
ten Werte an allen z € G' zu verstehen (n = n, - Npge). Ebenso bezeichne
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u = w(Z,t) bzw. e,; = e,(Z,1) die n—Vektoren der Werte der exakten
Losung u(Z,t) bzw. die der Koeffizientenfunktionen e, ;(z,t) an allen Kno-
ten Z;,i = 1,...,n, des Grobgitters G' zum Zeitpunkt ¢. Bezeichne || - || eine
Vektornorm, die hier zundchst nicht weiter spezifiziert sei, jedoch als differen-
zierbar angenommen werde. Zur Wahl der Norm siehe Abschnitt 5.1.1. Damit
ergibt sich als natiirliche Definition des wahren Fehlers €° einer numerischen
Approximation T}, , j x:

,u,l/]k H wv,g,k T UH : (324)

Mit Hilfe der komponentenweisen Fehlerdarstellung (3.6) erhélt man:

= (=1)""Buues0ARY + O(AR™*2)
(=) ke AT + O(ATH1)
+(=1)" B viker s AR ATH (3.25)
FO(AR™2ATY) + O(AR* ATF+1)
FO(AR2MF2ATY) + O(AR? , ATV

0
Epv,jk

wobei
v < Mg,k <N By, vk nach (3.7) .

Fiir die folgenden Uberlegungen wird angenommen, daf die Terme

O(AR2M+2AT) 7 O(ARQATN—H) (326)
vernachléssigt werden konnen. Damit erhilt man den fithrenden Fehler von
ik 1 .

g,u,,l/,j,k = g,u,,l/,j,k (327)
als
81 i = -1 z/—l—lﬁ L€y AR2V+ -1 k+1”)/'k;€ kATk
Lo = N1 Bueng (= 1)1y, xe0, .

H(—1)"* B ke AR AT

Aufgrund der additiven und vorzeichenbehafteten Struktur des ! definieren-
den Ausdrucks, ist S}M ;1 als algorithmisch brauchbares Maf fiir den wahren
Fehler von T}, , ;  ungeeignet. Denn selbst unter den Annahmen, daf die Feh-
leranteile der hoheren Potenzen klein gegen die der fithrenden Potenzen sind,
d.h.

e el (3.29)

gk ~ Epvgk o

und daf} eine gute numerische Schitzung &' von €', z.B. durch
,u,l/]k H wvgik T HV+1J]€+1H V+1</’L7k+]‘§j (330)
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moglich ist, also
-1
Cpvgk

gilt, hat &' (und damit auch ') immer noch zwei entscheidende Nachteile.
Zum einen lafit sich daraus keine getrennte Schrittweitenschétzung fiir AR
und AT ableiten, zum anderen stellt bereits € (und somit auch £') kein
monotones Fehlermafl dar. Gerade ein streng monoton fallendes Verhalten
des Fehlers bzgl. wachsender Ordnung, kleineren internen Schrittweiten und
kleineren Grundschrittweiten ist jedoch die grundlegende Voraussetzung fiir
eine Ordnungs— und Schrittweitenkontrolle. Deshalb wird hier, basierend auf
der Darstellung (3.25) und der Annahme (3.26), eine modifizierte Definition
des wahren Fehlers verwendet:

0

~elme

a) é#,l/,j,kﬁ = éfl‘vyvjvk + éiylﬁjvk + éﬁi’ijk?
mit
b) éfhl’,j,k‘ = "(_1)V+1ﬁ“71,6V70AR2V +O(AR2V+2)H
) & ik = (=D yre0 e AT* + O(ATH)|
d) &l e = =028, AR AT + O(ARP 2 ATY)

+O(AR¥ AT .
(3.31)
Das heif3t, €* beschreibt den reinen Fehleranteil durch Ortsdiskretisierung,
€' beschreibt den reinen Fehleranteil durch Zeitdiskretisierung und £** alle
gemischten Anteile.

Unter Verwendung eines derartigen Fehlermafles erhédlt man als fithrenden
Fehler:

a) Euvjk = ikt ik TENL K = Euvik
mit
b) ek Buollevol AR = Ehuik (3.32)
c) 5Z,u,j,k = ”Yj,kafO,kHATk = éi,u,j,k
d) 5ﬁfu,j,k = 5u,v”¥j,kH€V,kHARQVATk = éﬁfu,j,k .

Ein derartig definierter Fehler € hat nun im Gegensatz zu e! die gewiinschten
Eigenschaften. Zunéchst ergibt sich durch Vergleich mit (3.28) unmittelbar:

1
wv,g,k

Epv,jk 2 €
Das modifizierte Fehlermaf ist also evtl. zu pessimistisch, aber sicherer. Auf-
grund der Definition von £, und 7, (vgl. (3.7) gilt fiir alle Tupel (u, v, 7, k)
mit (v <p—1, k<j—1):
a Epv,jk < € —1,v,5,k
) Euwi p=1,,j (3.33)
b) giu‘vyvjvk < g,u,,l/,j—l,k?
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und es folgt:
gk < Epu—1pj-1k - (334)

Man hat damit die gewiinschte Eigenschaft eines streng monoton fallenden
Fehlerverhaltens bzgl. Verfeinerung der internen Diskretisierungsschrittwei-
ten Ar und/oder At bei gleichbleibender Ordnung 2v bzw. k. Die Frage nach
Monotonie bzgl. wachsender Ordnung mufl auch hier, wie schon bei 1-D—
Extrapolationsverfahren, durch die entsprechende Voraussetzung beantwor-
tet werden. Fiir den durch (3.32) definierten Fehler geniigen allerdings die
bzgl. AR? und AT separierten Bedingungen. Es gelte fiir alle Tupel (u, v, j, k)
mit (v < p, k<j):
a) Euvjk < Epw—ljk

(3.35)
b) Epvijik < Epvik-1 -

Daraus folgt:
8,u,,l/,j,lc < 5;1,,1/—1,]',]@—1 . (336)

Die Voraussetzung (3.35) ist aufgrund der Form von f,, und ~;; durch
die hinreichende Forderung, dafl die Fehlerkoeffizienten e,; mit wachsender
Ordnung nicht zu stark wachsen, gewéhrleistet:

Es gelte:
lev-voll = levoll

leos—1ll = [leol
lev—r el = llevill = [lewrell = llevll

Dann folgen die Bedingungen (3.35).

Eine Ordnung bzgl. “<” 148t sich zwischen den Fehlern von Approximation
der Extrapolationsstufe (u,v —1,j,k — 1) bzw. zwischen (u — 1, v, 7, k) und
(i, v, 7 — 1, k) nicht angeben, es sei denn, man fordert zu starke Bedingungen
an das Verhalten der Fehlerkoeffizienten. Solange der gemischte Fehler £t als
vergleichsweise klein angesehen werden kann, wird eine derartige Ordnung
auch nicht benotigt.

Mit Hilfe der modifizierten Fehlerdefinition und der Voraussetzung (3.35) 1483t
sich nun die Art der Fehlerschitzung, wie sie sich bei 1-D-Extrapolations-
verfahren inzwischen durchgesetzt hat, auch auf den 2-D-Fall iibertragen.
Man verwende die beste Ndherung des Extrapolationstableaus z.B. T, , 1 k
(v,k > 2) als Ersatz fiir die exakte Losung in (3.24). Damit wird dann
der Fehler der besten Approximation niedrigerer Ordnung (bzgl. AR? und
AT') abgeschétzt. In Erweiterung des in DEUFLHARD [17] eingefithrten so-
genannten subdiagonalen Fehlerkriteriums, bedeutet dies, hier ein “doppelt
subdiagonales” Fehlerkriterium zu verwenden, also den Fehler der Appro-
ximation 7),,_1 xk_1 abzuschétzen. Anstelle der nicht geeigneten Schéitzung
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511/_1,y_1,k,k_1> vgl. (3.30), muB nun noch ein einfach berechenbarer und “gu-
ter” Schétzer fir €,,_1xx_1 (nach (3.32)) angegeben werden. Zur Vereinfa-
chung der Notation wird im weiteren fiir das doppelt subdiagonale Index—
Tupel (v,v — 1,k, k — 1) das Index—Paar (v — 1,k — 1) verwendet.

Man betrachte nun die Schétzer fiir (3.32):

a) Ey1k-1 = E_yptELp 1 FEL e

b) 5:§_17]€ = HTZ/,Z/—I,]C,IC - TV,V,k,k H (337)
C) 51,7]@_1 = HTV,V,k,k—l - TV,V,k,k H

C) g_if]g_l = HTV,V—Lk,k—l - TV,V—I,k,k - Tl/,l/,k,k—l + Tl/,l/,k,k” .

Um die Giite der Schétzungen (3.37) im Vergleich zu den wahren Fehlern
nach (3.32) beurteilen zu kénnen, setze man wieder die Darstellung (3.6) in
(3.37) ein. Man erhilt (v > 2,k > 2):

b) &_ip = I(=1)"Busrev_10AR™ > + O(AR™) + O(ATN )
+O(AR™-2ATH))|

c) Ep1 = (=D kv r_1e0k—1 AT* + O(AT*) + O(AR*M+2)
LO(AR AT

d) &t = 10" 1Yk k-1€v-1 4,1 AR 2ATH!
FO(ARYAT*Y) + O(AR™AT*)

+O(AR™+2) + O(ATN*Y).
(3.38)
Da in diesen Schétzern fiir den jeweiligen dominanten Fehleranteil (bzgl. der
reinen AR? bzw. AT bzw. gemischten Potenzen) die jeweils fremden Anteile
von hoher Potenz sind, kann man also schreiben:

b) € 1k ~ €0 1k

c) 5_5_1,1@ ~ 55_1,1@

d) e Rl (3.39)
und damit

a) Evlhol R Ey ikt -

Fehlerschétzer und fithrende wahre Fehler stimmen also gut iiberein.

Es sei hier noch kurz auf die Konsequenzen hingewiesen, die sich bei Aufga-
be der Annahme (3.26) ergeben. Man erhélt dann als zusétzliche gemischte
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Stérung in (3.38) Terme von O(AR*MF2AT) und O(AR?ATYN*1). Abhiingig
vom Verhéltnis (v, k) zu (M, N) miissen dann die Beziehungen (3.39) evtl.
relativiert werden. Von Extremféllen abgesehen, stellen die durch (3.37) defi-
nierten Fehlerschétzer jedoch eine recht gute Approximation fiir die tatséchli-
chen Fehler (nach (3.31)) dar und konnen somit als Basis fiir eine Fehler—
und Schrittweitenkontrolle dienen.

Als natiirliches Konvergenzkriterium ergibt sich somit fiir das 2-D-Extra-
polationsverfahren die Forderung:

8_1,_17]€_1 S tol . (340)

Dabei sei tol die verlangte Genauigkeit fiir die numerische Losung. Die In-
terpretation von (3.40) als absolutes oder relatives Fehlerkriterium ist eng
mit der Frage nach der verwendeten Norm und ihrer Skalierung verbunden.
Zu dieser, in schwierigen Anwendungen ganz entscheidenden, Problematik
sei hier auf die Uberlegungen in Abschnitt 5.1.1 verwiesen.

Wegen (3.37) wére (3.40) also durch die Konvergenzforderung

tol
3

tol tol

Ep1k < 3 A 5_;1@_1 < £l A €_§t_17;€_1 < (3.41)

zu realisieren. Um jedoch auch eine getrennte Vorgabe von verlangter Ge-

nauigkeit fiir die Orts— bzw. Zeitdiskretisierung zu erlauben, wird anstelle
von (3.41) eine Konvergenzpriifung der Art

E_1p <toly A&,y < toly (3.42)

durchgefiihrt, d.h. der gemischte Fehlerterm wird vernachléssigt. Aufgrund
der Potenzgrade bzgl. AR bzw. AT in (3.32) bzw. (3.37) liegt es aber nahe,
anzunehmen, daf fiir den gemischten Fehleranteil €* | ,_; gilt:

5§t_1,k_1 < min{5§_1,k>5i,k_1} . (3.43)

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daf§ aufgrund der in (3.33-3.36)
dargestellten Fehlerbeziehungen der Fortgang der Zeitintegration mit den ge-
naueren, aber nicht kontrollierbaren, numerischen Losungen T}, .,k %, Tv0 1.k k
oder T, 1 anstelle von T,,,_; yx_1 erfolgen kann — und i.a. mit 7, ,_1 k&
erfolgt.
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3.3 Adaptive Wahl von Zeitschrittweite und Raum-
gitter

3.3.1 Simultane Bestimmung der Grundschrittweiten

Zur Ableitung einer Schrittweitenschidtzung nehme man an, dafi mit den
Schrittweiten AR, AT Konvergenz im Sinn von (3.42) fiir die Approximati-
on 1, 1xk_1 erzielt wurde. Damit liegen die numerischen Werte von Eb 1k
&l x_1 als Schitzer der dominanten Fehleranteile von Orts-bzw. Zeitdiskre-
tisierung (d.h. €7_, ,_;, €},,_;) vor. Auch die hier entwickelte Schrittweiten-
steuerung verwendet das Prinzip, die eigentlich optimalen Schrittweiten des
gerade akzeptierten Schrittes zu bestimmen und dann im néchsten Schritt
zu verwenden. Gesucht sind also die Schrittweiten AR, AT fiir die gilt,

!

Ep_1k = tol,
| (3.44)
ey = toly.
Einsetzen von (3.38) liefert die Bestimmungsgleichungen
w22 |
ﬁy,y—l”ey—l,()(w>t)HAR = tOZ;U
T (3.45)
Vrk—1]l€0r-1(Z,1)[|AT = lol
mit
N oy . i — 1
T, = L), =0 —1DARi=1,...,n5n; = — +1
. AR
Gl o= {i;) (3.46)

t = f—i—ﬁ“.

In Kombination mit (3.38) und (3.39) erhdlt man daraus als Schrittwei-
tenschitzungen

N T t l;v v— _7t

AR = w20k Nlewo@ Ol g (3.47)
Sk llev_10(@, 1)

N tol T,t

AT — #—1 _tO t Heo,k({%:)H . (3.48)
Skt lleow(@, 1]

Um berechenbare Groflen zu erhalten, entwickelt man die Funktionen e, 1
und ep;_; um den Anfangspunkt des Integrationsschrittes, und mit der an-
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genommenen Eigenschaft (2.116) ergibt sich:
61/_1,0(_,7?) = O+ej, 1,0(570)AT
ev_10(F,8) = 0+el_yo(E,0)AT
10(_ ) 1,0(_ ) (3.49)
eop_1(T, 1) = 0+4eh,_ (T, 0)AT
eo1(,1) = 0+ e), 1(,0)AT

Nimmt man nun noch an, dal die gewéahlte Norm das globale Verhalten bzgl.
x im wesentlichen unabhéngig von der Knotenwahl z; oder x; widerspiegelt,
d.h. es gelte

e, (@, 0)[] = le"., . (2, O) (350)
dann ergibt sich anstelle von (3.47, 3.48):

tol, AT
0% 22 AR (3.51)
ok AT

AT = o o Ap (3.52)
5;1@_1

Die Tatsache, dal das zu l6sende Problem eine partielle Differentialgleichung,
d.h. mit Kopplung von Raum- und Zeitableitung(en), darstellt, zeigt sich
also nicht nur in einem gekoppelten Diskretisierungsfehler, sondern auch in
einer gekoppelten Schrittweitensteuerung. Wegen der teilweisen Entkopplung
der gegenseitigen Abhéngigkeit ergibt sich jedoch eine ganz natiirliche Art
der Steuerung. Mit (3.52) wird die neue Zeitschrittweite gewihlt, und dann
ergibt sich die neue Ortsschrittweite direkt aus (3.51). Doch ist diese ein-
fache Vorschrift fiir den numerischen Ablauf nicht ohne weiteres geeignet.
Wiéhrend ein Wechsel der Zeitschrittweite keine numerischen Probleme fiir
das Verfahren beinhaltet (Einschrittverfahren als Zeitdiskretisierung), bringt
ein Wechsel der Ortsschrittweite einen Gitterwechsel G — G' mit sich
(vgl. (3.46)). Fiir die Integration selbst stellt dies ebenfalls kein Problem dar
(ESV als Zeitdiskretisierung), aber der Transfer der Werte von G! nach G'
erzeugt Schwierigkeiten. Wenn G ¢ G, benotigt man dazu eine Interpola-
tionsvorschrift und man erhilt fiir die Werte auf G' dadurch einen zusitz-
lichen Interpolationsfehler. Zwar sind die Startwerte fiir den neuen Integra-
tionsschritt, im Gegensatz zu den theoretischen Uberlegungen, sowieso mit
einem “alten” Integrationsfehler behaftet, doch ist dieser zumindest kleiner
als der geschitzte Approximationsfehler (Fortschreiten der Integration z.B.
mit der besseren Approximation T, _1 k). Eine Moglichkeit, dieses Problem

EJR — 2v-2

und
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zu umgehen, wire die Konstruktion einer Interpolation, die einen (schétzba-
ren!) Interpolationsfehler hat, der kleiner als der Diskretisierungsfehler der
aktuellen Losung ist. Mit Hinblick auf die Tatsache, dafi die globale Orts-
schrittweitenwahl AR durch eine lokale Gitterwahl ergénzt wird, kann hier
ein einfacherer Weg eingeschlagen werden.

Man schrénkt die Anzahl der moglichen Werte von AR derart ein, daf} sich
bzgl. der Interpolation méglichst wenig Schwierigkeiten ergeben. Dariiber
hinaus wird nun auch die Ordnung der Ortsdiskretisierung fixiert. Wegen
des schon in Kap. 3.1 angesprochenen Problems, eine genaue Approximation
auf einem groben Gitter G! auf die zum Extrapolieren nétigen feineren Gitter
G?,p=2,...,v zu prolongieren, wird hier gesetzt

l/:l/maw:l/miRZQ-

Im Gegensatz dazu wird die Ordnungs— und Schrittweitenwahl bzgl. AT
zunéchst nicht eingeschriankt, sondern es soll die effiziente Ordnungs- und
Schrittweitensteuerung nach DEUFLHARD [17] so weit wie moglich iibernom-
men bzw. ergéinzt werden. Ein wesentlicher Gesichtspunkt dabei ist, dafl bei
drastischer Anderung des Verhaltens der Losung u(z,t) fiir die Zeitdiskre-
tisierung ein Wechsel von Schrittweite und Ordnung zur Verfiigung stehen
soll, wiahrend fiir die Ortsdiskretisierung neben der eingeschrankten Wahl der
Grundschrittweite im Ort noch die unten angegebene lokale Gitteranpassung
zur Verfiigung steht. Mit der Schrittweitenfolge (3.12) erhalt man folgende
Restriktion an die zu bestimmende Schrittweite AR :
AR}

AR e {2 AR, AR S (3.53)

Zur Vereinfachung der Notation seien die méglichen neuen Grundschrittwei-
ten AR bezeichnet durch:

57%1 = AR-2
AR = AR
57%3 = AR/2.

Damit muf nur fiir den Fall AR = 57%3 interpoliert werden. Fiir AR =

— 1
AR ist das alte Grobgitter das neue feine Gitter und das neue Grobgit-
ter entsteht durch das Weglassen jeden zweiten Knotens. Die Schrittwei-
tenschitzung (3.51) wird nun, bei gegebenen Werten von €1y toly, AR,

{AR"} -1 .25 und AT verwendet, um Schrittweitenbeschrinkungen

)

AT, . p=1,23 (3.54)
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zu berechnen. Unter diesen Restriktionen kann nun die Wahl der optimalen
Ordnungs— und Schrittweitenkombination fiir das Extrapolationsverfahren
bzgl. der Zeitdiskretisierung erfolgen. Ohne hier auf Details einzugehen (siehe
dazu wieder [17]), werden in diesem Prozef} die zu den Ordnungen 2, ..., k+1
gehorenden Zeitschrittweiten

ATy 1=2,...k+1; | <knes
(3.55)
kmaz = maximale Stufe der t—Extrapolation

berechnet (fir [ < k durch (3.52), fiir I = k + 1 durch eine Abschétzung,
die auf der Basis Shannonscher Informationstheorie in [17] abgeleitet wur-
de). Werden diese Schrittweitenschitzungen unter der Restriktion (3.54) aus-
gefiihrt, so erhélt man die moglichen Zeitschrittweiten

(AT (3.56)

-----

fiir die Konvergenz der zugehorigen Approximationen 7% 1 ;; 1 auf dem durch

AR’ nach (3.46.a) definierten Gitter G* =: G! erwartet wird. Die Auswahl
erfolgt auch hier nach dem Prinzip der Minimierung des normalisierten Auf-
wandes pro Integrationsschritt. Dazu wird eine Bewertung durch

AT
mp:FAf, p:1,2,3, l:2,,k+1
l

eingefiihrt, wobei A7 den Aufwand mifit, der bendtigt wird, um T2, iiber
dem Grundgitter Q; zu berechnen. Eine zunéchst noch grobe, aber in den
Anwendungen durchaus befriedigende Wahl der A7 erhilt man, wenn man
etwa fiir A7 die Definition nach [17] verwendet und dann setzt:
1 . g2
3 . g2
A] . — A] ' 2 .

Die optimale Kombination von Zeitschrittweite/Ordnung und Ortsschritt-
weite erhiilt man durch Wahl von AT g und AR’ mit k, p gegeben durch
Wl = rr;}ln{ﬂ/}p} .

Ehe nun die lokale Gitteranpassung beschrieben wird, soll auf zwei wesent-
liche Aspekte eingegangen werden, die bei einem Wechsel des Ortsgitters zu
beachten sind.
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3.3.2 Konsequenzen aus Gitterwechsel

Es bezeichne weiterhin AR die Ortsgrundschrittweite des aktuellen Schrit-
tes, in dem Konvergenz erzielt worden sei. Das zugehorige Grobgitter und das
einmal verfeinerte Gitter werden im folgenden mit G¢ bzw. G bezeichnet.
Die Dimension des Grobgitters sei n¢ (n& ungerade). Mit der Schrittwei-
tenfolge (3.12) ist die Dimension nf von G durch nf = 2ng — 1 gegeben.
Sei AR :=1/(7S — 1) die neue Ortsgrundschrittweite und G¢ bzw. G* das
zugehérige Grob— bzw. Feingitter (mit Dimensionen 7¢ und £ = 2n¢ — 1).
Wegen der Restriktion (3.53) sind nur 3 Félle zu unterscheiden:

(i) ng = (ng+1)/2
(i) ng = ng
(i) 7¢ = 208 —1.

Fiir (i) und insbesondere (iii) stellt sich die Frage, wie die Knoten der neuen
Gitter zu bestimmen sind. Nur bei einer explizit gegebenen Gitterfunktion
konnen die neuen Gitter durch Auswerten der Gitterfunktion £(r) erzeugt
werden. Seien r{ bzw. 7" die Knoten der (virtuellen) dquidistanten Gitter

RE = [fpf =(i-1AR i=1,... S}
bzw.

3 AR

RF — {Tf’rf:(2—1)7R7Z:1,,ﬁf} 5

dann erhalt man

bzw. (3.57)

In zeitabhéngigen Problemen wird es nur selten eine fiir alle Integrationszei-
ten gleichbleibende optimale Gitterfunktion £(r) geben. Vielmehr muf die
Gitterfunktion adaptiv angepafit werden. Eine Moglichkeit wére die Wahl ei-
ner parameterabhéngigen Funktion mit Anpassung des (oder der) Parameter
an das zu losende Problem. Dieser Weg kann fiir spezielle Problemklassen, wo
spezielle Typen von Gitterfunktionen “optimal” sind (etwa £(r) := 7%, a > 1,
fiir Probleme, die ein sehr feines Gitter nur am rechten Rand des Einheitsin-
tervalls bendtigen), sehr erfolgreich sein. Diese Moglichkeit wird hier jedoch
nicht weiter verfolgt.
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Auf die Konsequenzen der Anpassung einer Gitterfunktion von Schritt zu
Schritt sei aber bereits an dieser Stelle hingewiesen. Die in Abschnitt 3.3.1
hergeleiteten Schrittweitenschétzer sind nur dann “gut”, wenn sich die Feh-
lerkoeffizientenfunktionen e_(x,t) der Fehlerentwicklungen von Schritt zu
Schritt nicht zu stark éndern. Da die (virtuelle) Gitterfunktion (bzw. ih-
re Ortsableitungen) iiber die lokalen Defektentwicklungen letztlich auch in
die Bestimmungsgleichungen der Koeffizientenfunktionen eingehen, bringt
ein Wechsel der Gitterfunktion ein zusétzliches Mafl an Unsicherheit in die
Schrittweitenschatzungen. Dies ist allerdings vor dem Hintergrund zu sehen,
daf} die Koeffizientenfunktionen bereits von den Orts— und Zeitableitungen
der sich i.a. von Schritt zu Schritt stark &ndernden Losung u(x,t) abhéngen.
Ein (moglichst glatter) Wechsel der Gitterfunktion von Schritt zu Schritt
(und natiirlich auch wéhrend eines Schrittes, vgl. Kapitel 4) bringt also kei-
ne neue Qualitdt an Unsicherheit in die Schrittweitenschiatzungen.

Vor diesem Hintergrund sind die folgenden einfachen Regeln zu sehen, die
anstelle von (3.57.a,b) verwendet werden.

(1) Globale Gittervergroberung

a) Q~F = g¢

. (3.58)
b) G¢ = GY\{2f]i =2,4,6,...,n¢ — 1}
(ii) Beibehalten des Gitters
a GG = g¢
) (3.59)
b) gF = gF
(iii) Globale Gitterverfeinerung
a) GG = gF
oF 4 oF (3.60)

Hli=1,...,nF —1}.

b) GF = Gru{ 5
Diese einfachen Regeln, die sich problemlos auf den Fall lokaler Gitterverfei-
nerung und mitbewegter Gitter verallgemeinern lassen, fithren in der Praxis
zu einem deutlich besseren Verhalten des Gesamtalgorithmus als Varianten,
bei denen man versucht, die virtuelle Gitterfunktion mittels einer (streng mo-
notonen!) Interpolationsvorschrift hoherer Ordnung — etwa die im folgenden
Abschnitt beschriebene — tatsdchlich zu approximieren und zur Gitterkno-
tenbestimmung zu verwenden.
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3.3.3 Das Interpolationsproblem
Wahl der Interpolationsvorschrift

Von wesentlicher Bedeutung fiir den Gesamtalgorithmus ist die Wahl einer
geeigneten Interpolationsvorschrift fiir die Losungsapproximationen Uj ;. Da-
bei bezeichne U;; die j-te Komponente der Approximation T5; 5 € IR"%
am Knoten z; des Feingitters G (k sei die aktuelle ¢-Extrapolationsstufe).

Bei der Interpolationsvorschrift fiir die Losung ist zu beachten, dafl bei globa-
ler Gitterverfeinerung (und/oder lokaler Gitterverfeinerung, sieche Abschnitt
3.3.4) zur Fortsetzung der Integration Anfangswerte an den neuen Knoten
benotigt werden. Fiir die (komponentenweise) Interpolation der Losung Uj ;,
und somit globalen Darstellung bzgl. x, wird eine monotone Interpolation ver-
wendet. Obwohl hier die Monotonie weder eine notwendige noch hinreichende
Bedingung fiir das méglichst ungestorte Fortschreiten der Integration ist, ver-
hindert diese Art der Interpolation das hiufig beobachtbare Uberschwingen
z.B. einer klassischen Spline-Interpolation bei steilen Ortsgradienten in der
Losung und vergleichsweise groben Gittern.

Abgesehen von dem i.a. recht grofien Interpolationsfehler derartiger Uber-
schwinger (trotz formal hoher Approximationsordnung), kann der interpo-
lierte Wert dadurch sogar in physikalisch unsinnigen Bereichen liegen, was
zu Schwierigkeiten bei der numerischen Auswertung der Problemfunktionen
f2 B in (2.107) fithren kann. Ohne eine monotone Interpolationsvorschrift
wéren z.B. fiir die Simulation der komplexen Modelle von Flammenausbrei-
tungsphénomenen in MAAS/WARNATZ[53] ungleich feinere Gitter notig ge-
wesen [52].

Aus der Vielzahl von monotonen Interpolationsvorschriften (siehe etwa RASCH
/WILLIAMSON [68] fiir einen Uberblick und groben qualitativen Vergleich)
wurde fiir die hier vorgestellte Anwendung die monotone, stiickweise kubische
Hermite-Interpolation nach FriTsCcH/CARLSON [33], FRITSCH/BUTLAND
[31] gewdhlt. Neben gewissen strukturellen Vorteilen der Methode, wie einfa-
che Form, Unabhéngigkeit von der Verarbeitungsrichtung (aufsteigende oder
absteigende Indizes), Lokalitdt von Stérungen, Abarbeitung in einem Durch-
lauf und vergleichsweise wenig Rechenaufwand, existiert dazu ein ausgeteste-
tes und robust implementiertes Softwarepaket (PCHIP) von FrRITSCH/BUT-
LAND [32].

Zur Erzeugung und Auswertung der Interpolierenden wird diese Software
zwar als Black—Box—Programm verwendet, aber zur Steuerung des Gesamtal-
gorithmus wird zumindest eine grobe Fehlerschitzung fiir die interpolierten
Werte der Losung bendétigt. Daher wird im folgenden der Interpolationsal-
gorithmus kurz dargestellt, ein einfacher Fehlerschétzer vorgestellt und die
Konsequenzen fiir die Gitterkontrolle diskutiert.
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Monotone Hermite-Interpolation

Sei 1 < -+ < x, ein gegebenes Gitter (n > 2) und sei f(z) die zu inter-
polierende Funktion mit den Stiitzwerten f; an den Knoten xz;. Ziel ist es,
ein auf dem Intervall I := [z, z,] stiickweise kubisches Interpolationspoly-
nom P(z) € C'[I] zu konstruieren, das fiir monotone Daten eine monotone
Funktion auf [ ist. Dazu wird P(z) in jedem Intervall A; := z;11 — z; als ein
Polynom mit folgender Darstellung angesetzt:

P(.I) = sz1(37) + fi+1H2(.T) + dZHg(.I) -+ di+1H4($) s (361)

wobei d; = P'(x;),j = i,i+1, und Hy(x) die kubischen Hermite-Basisfunktionen
fiir das Intervall A; sind; d.h.:

Hy(z) = o(53—) Hy(z) = o(*37*) (3.62)
Hi(z) = —Ap(F3==) Ha(z) = Ap(5H)
mit
Sy) =3y° —2y* , v(y) =y’ —y*. (3.63)
Setzt man d; := f’(z;) oder verwendet man Standardapproximationen zur

Berechnung der d;, etwa die in (2.16) oder (2.17) angegebenen, so erhélt man
eine stiickweise kubische Interpolierende, die jedoch nicht notwendigerweise
in jedem Intervall A; monoton ist. In [33] werden notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir die Wahl der Werte d; hergeleitet, unter denen das
Polynom (3.61) monotone Daten auch monoton interpoliert. In [31] werden
Approximationsvorschriften fiir d; untersucht, die alle eine monotone Inter-
polation garantieren. Sehr befriedigende Resultate zeigt eine von BRODLIE
[12] vorgeschlagene Approximation, die auch die Nichtuniformitét eines Git-
ters beriicksichtigt. Bezeichne S¥, S die links—bzw. rechtsseitige Sekante am
Knoten x;,

fi_fi—l fi—l—l_fi
Ski=2_=—  Sf:
! Ai—l T Az ’ (364)

i=2..,n—1,

dann sind die Approximationen an die 1.Ableitung an den inneren Knoten
geméf

SESR L oR
di= 1 aSF+(1—aysp TS0, (3.65)
0 ,sonst , '
i=2..,n—1
mit . A
Q:§O+A¢;A) (3.66)



zu wahlen. Auf dquidistantem Gitter reduziert sich diese Approximation auf
das harmonische Mittel:

25} Sf LaR
dii={ SEygr vemnSiSt >0, (3.67)

0 , sonst.

An den Réndern wird zur Bestimmung von d; bzw. d,, eine klassische einsei-
tige Differenzenapproximation iiber 3 Gitterpunkte durchgefiihrt. Dabei wird
auch dieser Wert gegebenenfalls modifiziert, um Monotonie zu erzwingen.

Bei der Interpolation der Losung ist nun die Frage nach der Approximati-
onsgenauigkeit von grofier Bedeutung.

Interpolationsfehler

Obwohl der Gesamtalgorithmus nicht das Ziel hat, auch den Fehler der o6rt-
lich globalen Darstellung (mittels obiger Interpolationsvorschrift) zu kon-
trollieren, soll auf das Fehlerverhalten kurz eingegangen werden, da an durch
Regridding evtl. neu erzeugten Knoten die Anfangswerte fiir den néchsten
Zeitintegrationschritt mit diesem Interpolationsfehler behaftet sind. Dazu
miissen zwei Félle betrachtet werden. Zum einen die Interpolation in einem
Intervall [; := [z;, x;41], fiir das die Vorzeichenbedingungen

SFSH >0 und SE,SE, >0 (3.68)

erfiillt sind, und zum anderen eine Interpolation bei der zumindest eine der
beiden Bedingungen in (3.68) verletzt ist. Um die folgende Darstellung nicht
unnotig zu komplizieren, wird nun ein dquidistantes Gitter mit Maschenwei-
te A betrachtet. Bei exakten Daten f; und d; = f’(x;) ist der Interpola-
tionsfehler von (3.61) O(A?). Ersetzt man die exakte Ableitung durch die
Approximation (3.65), so besitzt diese fiir den ersten der oben dargestellten
Fille einen Diskretisierungsfehler O(A?). Bezeichne nun P(z) das zu den ex-
akten Daten gehorende Interpolationspolynom und f’(x) das Polynom mit
approximierter 1. Ableitung, so gilt (fiir x € I;):

f(x) = P(x) = (f(x)— P(z))+ (P(zx) - P(x))
= O(AY) + O(A%)[Hy(a) — Hila)]  (3.69)
= O(A3?) .
Diese Approximationsordnung ist im Vergleich zu den nicht exakten Daten
Uj.; zu sehen, deren Fehler durch die Ortsdiskretisierung der PDG ja propor-

tional zu A? sind. Selbst unter Vernachlassigung der Tatsache, dafl dadurch
die Stiitzwerte f; keine exakten Daten mehr darstellen, kann nicht gefolgert
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werden, dafl zumindest der zusétzliche Interpolationsfehler (3.69) klein im
Vergleich zu dem Diskretisierungsfehler der PDG ist. Da die Fehlerkoeffizi-
enten in den verschiedenen Fehlertermen von vollig unterschiedlicher Natur
sind, kann gerade fiir die bei praktischen Rechnungen verwendeten Schritt-
weiten A der Interpolationsfehler, trotz formal héherer Ordnung, durchaus
grofler sein als der Diskretisierungsfehler bei Integration der PDG.

Fiir den zweiten der oben genannten Félle fithrt die Erzwingung der Mo-
notonie iiberdies zu einem Ordnungsverlust in der Interpolationsvorschrift.
O.B.d.A. sei angenommen, daf§ die Vorzeichenbedingung (3.68) am linken
Rand von I; verletzt ist, d.h. d; = 0. Sei das durch (3.61) und(3.65) definier-
te Interpolationspolynom mit P(z) bezeichnet. Dann gilt (fiir z € I;):

fl@) = P(x) = (f(z) = P(x))+ (P(z) - P(x))

= O(A®) +d;Hs(x) (3.70)
N T — )’ (T —x)
S N =0(4).

Der Interpolationsfehler ist also linear in der Schrittweite A. Im Intervall I;
ist der fithrende Fehlerterm maximal fiir den Punkt © = x; + %A und minimal
fir x = Ljt1-

Sind sogar beide Vorzeichenbedingungen (3.68) verletzt, so erhélt man i.a.
wiederum einen Interpolationsfehler mit linearem Fehlerterm. Bezeichne P (x)
dieses Polynom, so gilt

f(z) = P(x) = (f(x) = P(x))+ (P(x) — P(x))
= dZHg(.’ﬂ) + di+1H4($)

= (Tiy1 — 1) (z — ;) (Zip1 — 2)(x — 2)? (3.71)
- A2 — diy A
= 0(A).

Entwickelt man d; und d;+; um zp = (2,41 — 2;)/2 so zeigt sich, dafl fiir

den Fehler am Intervallmittelpunkt gilt:

flzar) — Pzy) = A? .

Fehlerschitzer und algorithmische Konsequenzen

Um auf grofle Interpolationsfehler algorithmisch reagieren zu koénnen, wird
ein Fehlerschétzer benotigt, der zumindest Fehler anzeigt, die deutlich grofler
als der vorhandene Diskretisierungsfehler sind. Einen vergleichsweise billi-
gen Fehlerschétzer fiir den zusétzlichen Interpolationsfehler erhélt man wie
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folgt: man erzeugt (getrennt fiir jede Komponente) ein Interpolationspo-
lynom Up(x) durch Interpolation der numerischen Losung U(x) tiber dem
Grobgitter G¢, dabei werden allerdings als Stiitzwerte die Losungswerte U;
der Feingitterlosung verwendet. Diese Darstellung wird auf den restlichen
Knoten Z; des Feingitters, also z; € G := GF' \ G, ausgewertet und dann
mit den dort vorhandenen nicht interpolierten Werten verglichen. Mit ei-
ner geeigneten Norm, die z.B. auch den Fehler aller Losungskomponenten
beriicksichtigt, erhdlt man lokale Schétzer

ep(®;) = ||Up(z;) = U@)|| , 2 €G (3.72)
fiir den wahren (punktweisen) Interpolationsfehler
ep(@i) = lJup(z:) —w(@)| , 2 €6,

der bei der Interpolation der exakten Losung u(x) iiber dem Gitter G ent-
stehen wiirde. Durch Wahl einer geeigneten ortlich globalen Norm erhélt man
einen Schétzer 5‘17310 fiir den wahren globalen Fehler

ep’ = [Jup(z) — u(2)]].

Zur Anfangswerterzeugung wird allerdings die Feingitterlosung auf dem fei-

nen Gitter G interpoliert und (fast) immer an den Intervallmittelpunkten

des feinen Gitters ausgewertet. Je nach Art, wie die Vorzeichenbedingung

(3.68) erfiillt bzw. verletzt ist, mufl die Schétzung (3.72) also um einen Fak-
11

tor g, 7 oder % korrigiert v;ferden. Es zeigt sich jedoch, dafl die Verwendung

eines konstanten Faktors ; einer genauen Fallunterscheidung, wann welche

Fehler wo zu erwarten sind, zumindest gleichwertig ist.

Diese Schétzer werden allerdings nur bei der unten beschriebenen lokalen Git-
tererneuerung mitverwendet, um durch Einfiigen neuer Knoten den nach dem
néchsten Integrationschritt evtl. eingeschleppten Interpolationsfehler klein zu
halten.

Der lokale Gittererneuerungsalgorithmus basiert nun auf Fehlerschétzungen,
die auf den Grobgitterknoten gegeben sind. Also ist ein Fehlerschétzer fiir
den Interpolationsfehler an den Grobgitterknoten z; € G anzugeben. Dies
wird iiber eine einfache Mittelung erreicht. Der im Algorithmus letztendlich
verwendete Fehlerschétzer ist durch

&)(x;) = fp(j’i) fp(i"”l) (3.73)

gegeben. Numerische Experimente belegen, dafi diese Schétzer zumindest die
GroBenordnung der wahren Fehler erfassen.

Durch den in (3.73) durchgefithrten Mittelungsprozefl werden groe lokale
Fehler verschmiert, was ein Verfeinern mehrerer benachbarter Intervalle zur
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Folge haben kann. Dies fiithrt dazu, dafl nach dem néchsten Zeitschritt auch
bei wandernden steilen Fronten ein adéquates Interpolationsgitter vorliegt.

Der bei der aktuell durchzufithrenden Interpolation eingeschleppte Fehler
wird akzeptiert. Normalerweise werden die an einigen wenigen Knoten er-
zeugten zuséitzlichen Fehler durch den parabolischen Charakter des Problems
rasch gedampft. Schlimmstenfalls wird die Zeitschrittweite im folgenden In-
tegrationsschritt reduziert oder die néichste Fehlerschétzung (fiir den Zeit—
und/oder Ortsdiskretisierungfehler) kann etwas zu pessimistisch ausfallen.
Eine Wiederholung des bereits akzeptierten Schrittes wire dagegen zu auf-
wendig und die Wahl einer geeigneten Zeitschrittweite und /oder eines modi-
fizierten Gitters durchaus problematisch.

3.3.4 Lokale Gitteranpassung

Die in Abschnitt 3.3.1 beschriebene globale Gittersteuerung (vollsténdige
Verfeinerung oder Vergroberung) muf in der Regel um eine lokale Gitteran-
passung ergidnzt werden. Damit soll erreicht werden, dafl in kritischen Be-
reichen der Losung moglichst kleine Gitterabstédnde vorliegen, wéhrend in
unkritschen Bereichen mit vergleichsweise grofflen Schrittweiten Ax; gearbei-
tet werden kann. Oder anders ausgedriickt: Es soll durch lokales Einfiigen von
Knoten eine dem Problem moglichst gut angepafite (virtuelle) Gitterfunktion
&(r) erzeugt werden. “Moglichst gut” heifft in diesem Zusammenhang auch,
daB bei einer Integration auf maoglichst wenig Knoten ein (Orts-) Diskreti-
sierungsfehler erzielt wird, der viel kleiner als die vorgegebene Genauigkeit
ist.

Das verwendete Anpassungsprinzip ist dabei vergleichsweise einfach. Es soll
der lokal an jedem Knoten auftretende Diskretisierungsfehler gleichverteilt
werden. Dazu werden also lokale Fehlerschétzer &7, d.h. Schétzer fiir den
wahren durch Ortsdiskretisierung hervorgerufenen Fehler an jedem Knoten
x;, benotigt. Derartige lokale Fehlerschétzer lassen sich analog zu dem durch
(3.37) definierten ortlich globalen Schétzer definieren:

&7 = ||UF () = UB(z)||, 2. €G%, i=1,..,n5 . (3.74)

Es wird also wiederum die Differenz zwischen der auf dem feinen Ortsgit-
ter berechnenten numerischen Losung U und der orts-extrapolierten Ap-
proximation U¥ (jeweils vollstéindig ¢-extrapoliert) verwendet. Da die r—
extrapolierte Losung nur auf dem Grobgitter G vorhanden ist, stellt (3.74)
eine Fehlerschéitzung fiir die Feingitterlosung an den Grobgitterknoten x; €
G¢ dar.

Gleichverteilung der lokalen Fehler(schitzer) heifit nun, daf ein neues Gitter
GY gesucht wird, auf dem fiir die zugehorigen Fehlerschitzungen &; gilt:
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' ~ const. fiir alle 2; € G . (3.75)

Damit die Aquilibrierung der lokalen Fehler ein sinnvolles Prinzip darstellt,
muf allerdings gewéhrleistet sein, daf die verwendeten Normen in (3.37) bzw.
(3.74) zumindest in folgendem Sinne zueinander passen. Sind alle lokalen
Fehler kleiner als die vorgegebene Toleranz tol,, so mufl auch der globale
Fehlerschétzer diese Eigenschaft haben, d.h. es soll gelten:

g7 < tol, fiir alle z; € GY = &% < tol, .

Zur Vereinfachung der Notation bezeichne dabei &% den durch (3.37) defi-
nierten globalen Fehlerschétzer.

Das Ziel der Aquilibrierung soll nun durch einen sehr einfachen Mechanis-
mus erreicht werden. In Bereichen, wo der Fehler “grofl 7 ist, sollen Knoten
eingefiigt und in Bereichen mit “kleinen” Fehlern Knoten eliminiert werden.
Damit dies sinnvoll ist, mufl davon ausgegangen werden, dafl auch bei nur
lokalem Einfiigen von Knoten die Diskretisierungsfehler (sowohl €? als auch
£”) reduziert werden. Dies ist sicher eine vertretbare Annahme, allerdings
kann — im Gegensatz zum lokalen Ortsdefekt k2R — kein Verhalten
Sf A.’ﬂz A.’Ii_l

Z , wenn A.’Ii,A.’ﬂi_l — 7, 5

g; — (3.76)
erwartet werden. Denn die Fehler €f héngen nicht nur vom lokalen Defekt
kAR sondern vom Cesamtvektor k2R ab. Ist dabei der EinfluB von x~R

dominant, so wird sich das Verhalten (3.76) in etwa einstellen, aber als Basis
fiir ein algorithmisches Konzept kann (3.76) nicht dienen.

Da hier der geschétzte globale Diskretisierungsfehler eines Schrittes dqui-
libriert werden soll, sind klassische Gleichverteilungstechniken, siehe etwa
(62, 79, 70], nicht anwendbar. Bei ihrer Anwendung wird davon ausgegan-
gen, daf ein Fehlerindikator €, etwa durch eine Monitorfunktion der Art

6ui 82ui
w1 W2
ox 0x?

w1, wy zu wahlende Parameter ,

€; =

gegeben ist. Diese Werte dndern sich bei Umverteilung der Knoten prak-
tisch nicht, wéhrend der hier verwendete Fehlerschétzer € sich bei anderer
Knotenwahl vollig &ndern kann (und soll).

Wie im letzten Abschnitt dargestellt, soll der geschétzte Interpolationsfehler
(3.73) auch zur Steuerung des lokalen Verfeinerns herangezogen werden. Dazu
werden die lokalen Schétzer des Diskretisierungsfehlers wie folgt korrigiert:

E7 = max {e¥,&,(x;)} .
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Nun miissen noch die Begriffe “grol 7 und “klein” quantifiziert werden. Sehr
gute Erfahrungen wurden mit folgenden Schwellwerten fiir das Einfiigen (o)
bzw. Loschen (07) von Knoten gemacht:

ot = & ., wenn €2 < tol,
ot = /&%, toly, wenn &L > tol,
o = %tOLB
mit
E o = rlrlzasx{éf,a:Z € G .

Die allgemeinen Gitteranpassungsregeln sind nun sehr einfach:

e wenn £; < o~ : Der Knoten z; kann eliminiert werden.

e wenn €7 > o~ : Der Knoten z; bleibt bestehen.

i

e wenn 7 > o : Unterteile A;_; und A;.
Unter welchen Bedingungen ein eliminierbarer Knoten auch tatsachlich geloscht
wird, ist, ebenso wie weitere Restriktionen, weiter unten angegeben.

Im Prinzip konnte man nun daran denken, die lokale Anpassung mehrmals
hintereinander auszufithren und damit letztlich einen Adaptierungsprozefl
im Sinne der von BABUSKA/RHEINBOLDT [4] vorgeschlagenen allgemeinen
Strategie zu realisieren. Hier sprechen allerdings zwei Griinde gegen ein mehr-
maliges Verfeinern. Es wird dann eine Fehlerschiatzung fiir die Losung auf
dem bereits mindestens einmal angepafiten Gitter benotigt. Die Annahme
eines Verhaltens gemé8 (3.76) 148t aber globale Effekte auBer acht und kann
daher nicht verwendet werden. Dariiber hinaus miiiten an allen neuen Kno-
ten Anfangswerte fiir den néchsten Zeitschritt durch Interpolation gewonnen
werden. Gerade an stark zu verfeinernden Intervallen kann aber auch der In-
terpolationsfehler grofl sein. Wahrend Stérungen an einigen wenigen Knoten
beim Weiterintegrieren meist problemlos verkraftetet werden, kann bei einer
zu groflen Zahl von gestorten Anfangswerten die Zeitintegration erheblich
(negativ) beeinfluit werden. Die einzige Alternative wire eine Neuintegrati-
on des bereits akzeptierten Zeitschrittes auf dem modifizierten Gitter. Dies
stellt jedoch einen unverhéltnisméfig hohen Zusatzaufwand dar.

Da die lokale Anpassung ohnehin nach jedem Integrationsschritt erfolgt, kann
davon ausgegangen werden, dafl bereits nach einigen wenigen Schritten das
Ausgangsgitter eine nicht allzu schlechte Knotenverteilung aufweisen diirfte.
Ein einmaliges Durchfiihren des lokalen Regriddings wird also i.a. ausreichen.

Wie bereits oben angedeutet, 1duft der lokale Gitteranpassungsprozefl unter
Einhaltung gewisser Nebenbedingungen ab:
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e die neue Knotenzahl n, soll in einem vorgegebenen Bereich liegen, d.h.
min ~ max
n, < ng<ng o .

Typische Werte: n™" = 21 , n™%® < 1281 (i.w. speicherplatzbedingter
Wert)

e Die neue Knotenzahl soll ungerade sein.

e Es werden die Knoten mit den kleinsten lokalen Fehlern zuerst elimi-
niert.

e Es wird kein Knoten eliminiert, der Randpunkt eines zu verfeinernden
Intervalls ist.

e Eis wird kein Knoten eliminiert, wenn dadurch der zu erwartende Fehler
an einem der beiden Nachbarknoten grofler als der aktuelle Einfiige-
schwellwert wird.

e Es wird kein Knoten eliminiert, wenn dadurch das Verhéltnis benach-
barter (neuer) Intervalle auflerhalb eines vorgeschriebenen Bereichs

[1/¢%, ¢*] liegt.

e Es wird durch Einfiigen neuer Knoten erreicht, daf§ das Verhéltnis be-
nachbarter (neuer) Intervalle innerhalb eines vorgeschriebenen Bereichs
[1/¢2, ¢ liegt. Die Werte ¢® = 3.0 , ¢® = 2.2 haben sich bewihrt.

Durch die beiden letzten Bedingungen wird eine Quasiuniformitét der Gitter
gewihrleistet. Durch die Verwendung zweier Regeln mit unterschiedlichen
Schwellwerten wird erreicht, dafl die Elimination von Knoten zunéchst nicht
zu stark verhindert wird, andererseit aber nicht zu viele neue Knoten an
Stellen eingefiigt werden, wo vorher gerade eliminiert wurde (Interpolations-
fehler!).

In Abbildung 3.6 ist ein lokaler Gittererneuerungsprozefl exemplarisch darge-
stellt. Da der lokale Fehlerschitzer £% grofer als die Einfligegrenze o ist, wer-
den die angrenzenden Intervalle unterteilt. Die Fehlerschétzer an den Knoten
6, 7 und 8 sind kleiner als die Léschgrenze o~ und sind daher prinzipiell elimi-
nierbar. Da keine benachbarten Knoten gleichzeitig geloscht werden diirfen,
bleibt der 7. Knoten bestehen. Wire der Fehler am 7. Knoten minimal gewe-
sen, so ware nur dieser Knoten eliminiert worden. Da der Fehler der Knotens
am rechten Rand auch noch groler als o™ ist, wird schliefllich auch noch
das letzte Intervall unterteilt. Nun ist allerdings die 2. Quasiuniformitétsbe-
dingung verletzt, und deshalb wird noch der 9. Knoten des neuen Gitters
eingefiigt.
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Neues Gitter
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Abbildung 3.6: Lokale Gitteranpassung mit lokalen Fehlerschéitzern

Abschliefend mufl noch darauf eingegangen werden, dafl die beiden Git-
teranpassungsstrategien (globale Anpassung, vgl. Abschnitt 3.3.1, und die
eben beschriebene lokale Anpassung) natiirlich nicht unabhéngig voneinan-
der durchgefiihrt werden koénnen.

Da ein mehrmaliges Verfeinern eines Gitterintervalls zu Interpolationsproble-
men fithren kann, wird eine globale Gitterverfeinerung verhindert, wenn die
Anzahl der neu eingefiigten Knoten einen gewissen Schwellwert iiberschreitet.
Ebenso wird keine globale Gittervergroberung ausgefiithrt, wenn die Anzahl
der eliminierten Knoten zu grof§ ist. Schliefllich wird noch die Schétzung des
Ortsdiskretisierungsfehlers, die ja fiir das noch nicht lokal angepasste Gitter
gilt, modifiziert. Bezeichne n, die neue Grobgitterknotenzahl nach lokalem
Regridding, so hat sich die folgende, eher heuristisch anzusehende, Regel gut
bewahrt:
o 3/2
& — & <~—$> : (3.77)

Ny

3.4 Gesamtalgorithmus

Der Gesamtablauf eines Zeitintegrationsschrittes des Gesamtverfahrens ist in
Abbildung (3.7) schematisch dargestellt. Von einer Feingitterlosung U (z,t)
ausgehend, wird zunéchst die vollstandige Zeitintegration des semi—diskreten
Systems auf dem Grobgitter durchgefiihrt. Dies bedeutet, dal wahrend die-
ser Integration die aus dem reinen Zeitintegrationsverfahren herstammenden
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Restriktion und Interpolation
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Abbildung 3.7: Ablauf eines Integrationsschrittes

Kontrollmechanismen aktiv sind. So kann die fiir diesen Schritt als optimal
geschitzte Ordnung & noch innerhalb des Schrittes, abhingig vom Konver-
genzverhalten, variieren (innerhalb des sog. Ordnungsfensters [k — 1, k 4 1]).
Wenn sich keine Konvergenz einstellt, bzw. dies nicht mehr zu erwarten
ist, wird die Grundschrittweite AT reduziert. Insbesondere wegen letzterer
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Moglichkeit wird mit der weniger aufwendigen Integration auf dem Grobgit-
ter begonnen.

Ist der erste Zeitschritt akzeptiert (z.B. mit Ordnung k), d.h. fiir den dabei
schétzbaren Fehler,

Eik_l = Tiakk-1—Ti1kkl (3.78)

gilt
ei,k—l S tolt 9

so wird die Zeitintegration auf dem Feingitter durchgefiihrt. Dabei wird nun
keine simultane t—Konvergenzkontrolle durchgefiihrt, sondern in jedem Fall
T51 .k berechnet. Analog zu (3.78) kann dabei auch eine Fehlerschitzung
€5 x_1 berechnet werden.

Es stimmen aber weder €|, ; noch €, | mit dem eigentlich zu schéitzenden
Fehler &5, _; iiberein, da sie noch gemischte Fehleranteile

AR?
CAR’AT*" bzw. CTATk—l
enthalten. Erst wenn aus 71 1k, und 751 x die 7—extrapolierte Approxima-
tion Ty berechnet ist, kann &, , bestimmt werden. Da der gemischte
Fehlerterm i.a. klein ist, ist die durch ihn hervorgerufene Differenz der Feh-
lerschéitzer meist ebenfalls klein. Nur relativ selten (typischerweise bei zu

groben Gittern) wird also einer der Fille

oder

eintreten, die eine Reduktion der Zeitschrittweite bedingen.

Mit den nun zur Verfiigung stehenden Approximationen kann der Schétzer
des Ortsdiskretisierungsfehlers, &7 ;, berechnet und somit der Konvergenztest
(3.42) durchgefiihrt werden.

Um einen zu grofl werdenden Ortsdiskretisierungsfehler ebenfalls “friith”, d.h.
bei niedriger t—Extrapolationsstufe, festzustellen, miifite man ein komplizier-
teres Muster der Hintereinanderausfithrung von ¢ bzw. r—Extrapolation rea-
lisieren. Dies ist jedoch aus Griinden der Implementierung ungiinstg. Man
miiffite z.B die Jacobimatrizen der Fein— und Grobgitterintegration gleich-
zeitig speichern. Statt dessen wird, sobald 7% ;99 vorliegt, getestet, ob z—
Konvergenz zu erwarten ist. Entweder mit der Konsequenz eines Abbruchs
des aktuellen Schrittes oder mit der Konsequenz, dal auf jeden Fall 7% 5
berechnet wird.
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Ist der Konvergenztest (3.42) erfolgreich, so wird zunécht die lokale Gitteran-
passung durchgefithrt. Nach Anpassung der Fehlerschitzung geméafl (3.77)
und gegebenenfalls unter Beachtung der in Abschnitt 3.3.4 angegebenen Re-
striktionen, werden die neuen Grundschrittweiten bestimmt. Allerdings wird
dazu als Zeitdiskretisierungsfehler nicht der Wert & ,_,, sondern

& = max{ei,k—h eg,k—h 5_5,1@_1} (3.79)
verwendet. Dadurch wird die simultane ¢-Konvergenzkontrolle, gerade in Fal-
len wo die Werte der drei Schétzer variieren, sicherer. Dies ist insbesonde-
re bei globalem Gitterwechsel (altes feines Gitter ist neues Grobgitter bzw.
altes Grobgitter wird zum neuen Feingitter) ein wichtiges algorithmisches
Glattungsinstrument.

Waihrend bei zu grolem Zeitfehler die Zeitschrittweitenreduktion die natiirli-
che Konsequenz ist, kann bei zu groflem Ortsfehler die Ortsschrittweite nicht
so einfach reduziert werden. Ein sich dadurch reduzierender Ortsfehler ist nur
zu erwarten, wenn fiir die Startwerte des Integrationsschrittes eine im Ort
globale Darstellung vorliegt, die iiberdies auch lokal, d.h. an jedem Punkt
x des Gebietes () einen Fehler besitzt, der kleiner als die vorgegebene Ge-
nauigkeit ist. Dies ist hier nicht der Fall. Selbst wenn zur Ortsdiskretisie-
rung ein Ansatz mit globaler Darstellung gewéahlt wird, ist diese Forderung
nur zu erfiillen, wenn zur Fehlerschétzung eine (nicht differenzierbare!) Ma-
ximumsnorm verwendet wird. Daher wird hier anstelle einer Reduktion der
Ortsschrittweite, auch bei zu groffem Ortsfehler, die Zeitschrittweite redu-
ziert. Gilt die Eigenschaft (3.49), so wird sich dadurch auch der Ortsfehler
reduzieren.

Damit ist auch die Grenze der Anwendung des Verfahrens klargelegt. Ist ei-
ne der zu lésenden Gleichungen zeitunabhéngig, so ist das zugehorige semi—
diskrete Problem ein differentiell-algebraisches. Eine erfolgreiche Zeitinte-
gration setzt konsistente Startwerte voraus. Durch die Interpolation werden
aber kleine Storungen produziert. Abhéngig vom lokalen Charakter des Pro-
blems, werden diese Storungen gedampft oder ungeddmpft weiterintegriert,
was bei erfolglosem Konvergenztest zur erfolglosen Schrittweitenreduktion
fithren kann. Dies ist unabhéngig davon, welcher Diskretisierungsfehler zur
Nichtkonvergenz fiihrt.

Das grundsétzliche Problem der Beschaffung konsistenter Anfangswerte bei
der Losung von differentiell-algebraischen Systemen vom Index 1 tritt natiir-
lich schon bei Beginn der Integration auf. Um konsistente Startwerte zu er-
halten, ist die Zeitintegration eines kleinen Zeitschrittes mit einer voll impli-
ziten Euler—Diskretisierung (mit einem gewohnlichen Newton—Verfahren zur
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems) ein probates Mittel. Zwar gibt
es elegantere Moglichkeiten zur Berechnung konsistenter Anfangswerte, siehe
etwa LEIMKUHLER /PETZOLD /GEAR [47], aber im hier betrachteten Kontext
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ist die implizite Euler—Variante (mit Extrapolation und Fehlerschitzung) das
natiirliche Vorgehen.

Wenn die Integration eines Zeitschrittes wegen erfolgloser Schrittweitenre-
duktion abgebrochen wird, kann, nach einem Zwischenschritt mit dieser im-
pliziten Euler—Diskretisierung, mit dem Standardverfahren meist erfolgreich
weiterintegriert werden [30].

Ist der Abbruch durch einen nicht reduzierbaren Ortsdiskretisierungsfehler
bedingt, kann man auch einen alternativen Weg gehen. Ein Konsistenzpro-
blem zeigt sich typischerweise, wenn die Schitzer €} ;_;, €5, 1,85, deut-
lich differieren. Verzichtet man in einem derartigen Fall zumindest auf den
x—Konvergenztest, so stellt sich haufig bereits im néchsten Schritt wieder z—
Konvergenz ein. Der Grund liegt darin, dafl fiir algebraische Komponenten
mehrere Schritte der linear-impliziten Euler-Diskretisierung die Konvergenz-
eigenschaften des Newton—Verfahrens eines voll-impliziten Eulerschrittes ha-
ben.

Auch bei einem zeitweiligen Wegfall des x—Konvergenztests, wird sowohl die
globale als auch die lokale Gitteranpassung durchgefiihrt. Zudem wird zur
Gittersteuerung ein interner Sicherheitsfaktor verwendet, der auf Abweichun-
gen des tatséichlichen Fehlerverhaltens vom erwarteten Fehlerverhalten rea-
giert. Damit hat der partielle Verzicht auf den x—Konvergenztest (der als
optionale Variante des Verfahrens realisiert ist) noch zu keinem beobachtba-
ren Robustheitsverlust des Gesamtverfahrens gefiihrt.

Ein interessantes Phdnomen taucht auf, wenn der stationdre Zustand eines
Problems erreicht wird. Zur Vereinfachung sei angenommen, daf§ keine Git-
teranpassung mehr erfolgt. Bei der Integration auf dem Feingitter wird dann
der geschétzte Zeitfehler praktisch verschwinden, da die Losung nicht mehr
variiert. Die Integration auf dem Grobgitter startet jedoch auf der restrin-
gierten Feingitterlosung. Die zum Grobgitter gehorende stationdre Losung
ist (abhéngig von der Giite der Ortsdiskretisierung) verschieden von der sta-
tiondren Feingitterlésung. Dieser Unterschied zeigt sich in jedem Integra-
tionsschritt auf dem Grobgitter als “Scheindynamik” und fiithrt zu nicht
verschwindenden Fehlerschétzungen €t1,k;_1>k = 2,... und einem deutlich
gestorten Ortsfehlerschétzer £7 ;. Wirkliche Probleme ergeben sich dadurch
allerdings nur, wenn tol; < tol, vorgegeben wird. Wegen (3.79) ist aller-
dings die Vergroflerung der Zeitschrittweiten bei Erreichen eines stationéren
Zustands nicht so schnell moglich, wie bei einer Zeitintegration ohne Orts-
fehlerkontrolle.

Im Vergleich zu einer Linienmethode ohne Ortsfehlerkontrolle (mit gut gew&hl-
tem Gitter!), besteht der Mehraufwand des hier entwickelten Verfahrens also
nicht nur in der zusétzlichen Integration auf dem Grobgitter. Auch die Zeit-
schrittweiten konnen kleiner werden, was zu einem insgesamt weiter gesteiger-
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ten Aufwand fithrt. Da eine Nichtkonvergenz der Zeitdiskretisierung bereits
auf dem Grobgitter festgestellt werden kann, relativiert sich jedoch dieser
simple Vergleich. Letztendlich ist ein derartiger Vergleich kaum zu fiihren,
denn wie soll die durch Ortsfehlerkontrolle gewonnene Sicherheit bewertet
werden ?
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4. Mitbewegtes Gitter

Fiir gewisse Typen von parabolischen Systemen kann die Effizienz und Ro-
bustheit des numerischen Losungsverfahrens durch die Verwendung von zeit-
lich mitbewegten Gittern deutlich gesteigert werden. Dabei ist es von eher
untergeordneter Bedeutung, welche Art der Ortsdiskretisierung vorgenom-
men wird. Dagegen 1483t das Motiv, aufgrund dessen eine Mitbewegung erfol-
gen soll, eine charakterisierende Einteilung der zahlreichen in der Literatur
beschriebenen Methoden in zwei Kategorien zu.

Bei der einen erfolgt die Gitterbewegung, um die Werte einer Monitorfunkti-
on, die meist den Ortsdiskretisierungsfehler beschreiben soll, gleichzuvertei-
len — siehe etwa [2, 16, 26, 80]. Haufig soll dadurch eine statische Gitterer-
neuerung iiberfliissig gemacht werden, die die Zeitintegration doch erheblich
storen kann. Man denke nur an die Problematik der eingeschleppten Inter-
polationsfehler an neu einzufiigenden Knoten und an die Tatsache, dafl sich
die Dimension des semi-diskreten Systems praktisch von Schritt zu Schritt
andert. Letzteres ist insbesondere fiir eine Zeitintegration mit einem Mehr-
schrittverfahren von grofler Bedeutung. Bei zu haufigem Neustart wird die
Effizienz eines BDF-Integrators, etwa DASSL, drastisch reduziert.

Bei der anderen Kategorie von Methoden wird das Gitter mitbewegt, um
in den neuen Koordinaten eine insgesamt geringere Dynamik — und somit
groflere Zeitschrittweiten — zu erhalten. Siehe hierzu etwa [39, 42, 43, 55, 56,
66, 67].

Es soll hier nicht néher auf die prinzipiellen Unterschiede, Gemeinsamkeiten,
Vor-und Nachteile dieser beiden Ansitze eingegangen werden. Ein Uberblick
iiber einige wesentlichen Aspekte, ebenso wie einige numerische Vergleichs-
rechnungen finden sich z.B. in FURZELAND/VERWER/ZEGELING [34].

Da der hier vorgestellte Algorithmus bereits eine statische Gitteranpassung
besitzt, ist es ein ganz natiirliches Vorgehen, das mitbewegte Gitter mit dem
(Haupt—)Ziel einzufithren, dadurch gréflere Zeitschrittweiten verwenden zu
kénnen. Damit soll eine Effizienzsteigerung insbesondere fiir die Problem-
klassen erreicht werden, bei denen wandernde Fronten ein Charakteristikum
der Losung sind.

Ein derartiger Losungsverlauf ist in Abbildung 4.1 skizziert. Hier wandert ei-
ne Front u(z, ;) (durchgezogene Linie) mit konstanter Geschwindigkeit von
rechts nach links u(x,ts), ta > t1 (gepunktete Linie). Bei der Integration
auf einem festen Gitter dndern sich die Werte an allen in der Front liegen-
den Knoten. Das Problem besitzt eine hohe Dynamik und es werden sich
kleine Zeitschrittweiten einstellen. Wird die Gleichung dagegen auf einem
mitbewegten Gitter integriert, wie es etwa in Abbildung 4.1 rechts unten an-
gegeben ist, so dndern sich die Werte an den Knoten in der Front nicht. Die
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Abbildung 4.1: Wandernde Front iiber festem und mitbewegten Gitter

Dynamik des Gesamtsystems (transformierte PDG und zusétzliche Gitter-
gleichung) wird nun von der Gitterbewegung dominiert. Kénnen dabei alle
Knoten mit der gleichen Geschwindigkeit wandern, so hat sich die Gesamt-
dynamik des Problems deutlich reduziert

Jedoch wird i.a. eine derart giinstige Wahl nicht moglich sein, da das mitbe-
wegte Gitter z.B. an den Rand des Integrationsgebietes stot. Auf die dar-
aus resultierenden Konsequenzen wird weiter unten ausfiihrlich eingegangen.
Zunéchst sollen die transformierte Differentialgleichung und einige Gitterbe-
wegungsgleichungen hergeleitet werden.

4.1 Transformation der Gleichung

4.1.1 Ein Modellproblem
Lagrangesche Form der Gleichung

Zur Hlustration wird zunéchst das Modellproblem einer skalaren, expliziten,
parabolischen Gleichung betrachtet:
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Ut = f(u>u$>u$$) . (41)

Wird zur Ortsdiskretisierung ein Gitter verwendet, das innerhalb eines Schrit-
tes des Zeitdiskretisierungsverfahrens nicht mehr fest, sondern zeitabhéngig
ist, d.h. z; — x;(¢), so spricht man von einem mitbewegten Gitter (Moving
Grid). Die Integration schreitet also lings der Trajektorien w;(t) fort. Fiir
die kontinuierliche Gleichung (4.1) heifit dies, dafl die totale Zeitableitung
nicht mehr mit der partiellen Zeitableitung u; identisch ist. Vielmehr gilt fiir
die Losung u(z(t),t) auf einer mitbewegten Koordinate x(t) die Beziehung

U= Uy ® + Uy (4.2)

Auflésen nach u; und einsetzen in (4.1) liefert die transformierte Gleichung
(Lagrangesche Form von (4.1))

U — Uup® = fu, Up, Uy ) - (4.3)

Allgemeine Koordinatentransformation

Diese Gleichung ergibt sich auch, wenn man eine spezielle Variablensubstitu-
tion durchfithrt. Seien (s,7) zwei neue unabhéngige Variable, die durch die
Gleichungen

r=¢(s,7), t=1

mit den alten Koordinaten (z,t) verbunden seien. Dann héngen die partiellen
Ableitungen wuy, u,, Uy, mit den partiellen Ableitungen wu.,, us, uss wie folgt
zusammen. Aus

Us = UgPs , Ur = UpDr + Uy

folgt unmittelbar (sei ¢ # 0)
Uy = us¢s_1 , U = Ur — u$¢7-

Fiir die 2. Ortsableitung ergibt sich daraus

Ausdifferenzieren ergibt

Ugy = uss¢5_2 - us¢s_3¢ss . (45)

Einsetzen in (4.1) liefert das Modellproblem in den Koordinaten (s, 7):
Ur — u5¢5_1¢7 = f(u, u5¢5_1, (u8¢s_1)8¢s_1) : (4.6)
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Ist nun ¢ derart, daB fiir jeden festen Zeitpunkt ¢ die Koordinaten s und z
identisch sind, so gilt

¢S:17 ¢ss:0-

Man erhélt also wiederum (4.3), wenn man bei der Ortsdiskretisierung der
vollsténdig transformierten Gleichung (4.6) die Knoten s; = x;(t) verwendet.

Obwohl dies das tatsdchliche Vorgehen ist, ist es durchaus interessant, das
folgende Gedankenexperiment durchzufithren. Man kann die Koordinate s
mit der in (2.26) eingefithrten virtuellen Koordinate r identifizieren, bzw.
die Knoten s; mit dem virtuellen Gitter R, und die Funktion ¢(s,t) als
zeitabhéngige Erweiterung der Gitterfunktion &(r) — vgl. (2.25). Fiihrt man
nun eine Ortsdiskretisierung der Gleichung (4.6) auf einem #quidistanten
Gitter S mit Knoten s; = (i —1)-As, As = 1/(n, — 1) durch, so erhilt man
als semi-diskrete Gleichung (z;(t) = ¢(s;,t)) :

-1
Ui+1 — Uj—1 [ Ti+1 — Ti-1
Ui+ — ¢i,7’

Si+1 — Si—1 \ Si+1 — Si-1
= f(uZ7
X X X X -1
Uj41—Uj—1 ($z+1—$1—1)
Si41—Si—1 \ Si+1—Si—1 ’

—1 —1

Uip1 = (@41 Cuimuy (@@ 1

Si41=S;i \ Sit1—5 8i=8i—1 \ $i—%i—1 (u—u_l)_)
Si—8i—1 !

(si41—8i-1)/2
also

Wi — Wil =Uiz1 ¢
1,7 Tip1—mi_y T BT

EEL e e o e e
Diese Diskretisierung ist nun identisch mit derjenigen, die man erhélt, wenn
man das Problem (4.3) auf dem nichtuniformen Gitter mit Knoten z,(¢) dis-
kretisiert und dabei die einfache Approximation (2.16) fiir die 1. Ortsablei-
tung verwendet. Diese Identitét ergibt sich nicht, wenn anstelle von (4.4)
der ausdifferenzierte Ausdruck (4.5) (mit den Approximationen (2.16, 2.21))
diskretisiert wird.

4.1.2 Der allgemeine Fall

Fiir den allgemeinen Fall eines linear—impliziten Systems von partiellen Diffe-
rentialgleichungen, wie es in (2.1-2.6) als die hier behandelte Problemklasse
angegeben ist, bedeutet der Ubergang zu einem mitbewegten Gitter, daf
anstelle von (2.4), d.h.

B(u)u; = f(u) , (4.7)
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nun das System
B(u)(tt — ugd) = f(u) (4.8)

zu 16sen ist. Dabei soll die vereinfachte Schreibweise B(u), f(u) die in (2.4)
angegebenen Abhéngigkeiten von Ortsableitungstermen sowie von x und ¢
implizieren. Damit dieses System rein formal iiberhaupt losbar ist, fehlt noch
eine Gleichung zur Bestimmung von x(t), bzw. es fehlen in der ortsdiskre-
tisierten Form von (4.8) noch n, Gleichungen zur Bestimmung der neuen
abhiingigen Variablen @ (t) := (z1(t), ..., z,,(t))T.

Auf die Frage nach der Wahl geeigneter Gleichungen zur Bestimmung der
neuen Unbekannten wird in den néchsten Abschnitten detailliert eingegan-
gen. Grundsétzlich kann man jedoch zwei Moglichkeiten unterscheiden. Ent-
weder bestimmt man x(¢) durch simultanes Losen eines erweiterten Systems
von Gleichungen

Bu)(t—ugz) = f(u)

(4.9)
h(z,&,u,u) = 0,

wobei die Funktion h noch zu spezifizieren ist, oder man fiithrt die Wahl von
x(t) a priori durch. Dies muf} nicht heilen, dafl die Wahl vor dem Beginn der
Gesamtintegration erfolgen muf3, aber zumindest vor jedem Zeitintegrations-
schritt miissen fiir den gesamten folgenden Schritt die Gitterlinien z;(¢) fest
vorgegeben werden.

4.1.3 A priori Bestimmung des Gitters

Ublicherweise wird dazu ein in der Zeit konstanter Ansatz verwendet, d.h.
#(t) := v. Vor jedem Zeitschritt werden nun zuerst geeignete Geschwindigkei-
ten v; bestimmt und dann der Integrationsschritt auf dem gegebenen Gitter
xi(t) = wi(ty) + (t — to) - v; durchgefiihrt. Diese sog. sequentielle Technik,
wie sie z.B. von DAVIS/FLAHERTY [16] und SMOOKE/KOSZYKOWSKI [74]
verwendet wurde, hat zwei klare Vorteile gegeniiber der simultanen Lésung
von (4.9).
Die Dimension des zu losenden Problems wichst nicht und, falls das ur-
spriingliche Problem ein explizites System von parabolischen Gleichungen
war (B = I), so wird der Typ der Gleichung nicht gedndert, da in diesem
Fall ein System R

= f(u) +v(z)u, =: f(u)
zu 16sen ist, wobei v(z) eine gegebene Funktion ist.

Diesen Vorteilen stehen allerdings auch Nachteile gegeniiber. Nach erfolg-
ter Ortsdiskretisierung bedeutet die Berechnung der Knotenwerte x;(t) zwar
praktisch keinen zusétzlichen Aufwand, aber es ist darauf zu achten, dafl das
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Gitter G fiir den gesamten Integrationschritt der Konsistenzbedingung
zi1(t) < x5(t) < x4 (t) fiir alle z; € G (4.10)

geniigt. In anderen Worten, es diirfen keine Uberschneidungen von Gitterli-
nien auftreten. Dies a8t sich bei einer a priori Wahl von w;(t) leicht reali-
sieren. Eine gute (automatische) Anpassung, selbst wenn die optimale Ge-
schwindigkeit linear in ¢ ist, ist jedoch meist recht schwierig zu erreichen.
So héangt z.B. die optimale Geschwindigkeit fiir das zu integrierende semi—
diskrete System von dem dann auftretenden Ortsdiskretisierungsfehler ab,
vgl. Abschnitt 4.2.5. Ist die optimale Gitterbewegung dariiber hinaus noch
nichtlinear, so bedeutet das Hinterherhinken in der Adaptierung, daf die In-
tegrationsschrittweiten oft kaum grofler sind als im Fall eines festen Gitters.

Da hier die Bestimmung des mitbewegten Gitters derart erfolgen soll, daf3
(fiir bestimmte Problemklassen) die Zeitschrittweiten deutlich gréBer werden
konnen, wird deshalb der Weg der simultanen Losung von (4.9) beschrit-
ten.Somit muB noch eine geeignete Wahl von h(z, &, u, @) in (4.9) erfolgen.

4.2 Gleichungen zur Gitterankopplung

4.2.1 Minimierung eines Zielfunktionals

Ein haufig verwendeter Ansatz, vgl. etwa HYMAN [42], MILLER/ MILLER [56],
PETZOLD [66], um das gesteckte Ziel groBerer Zeitschrittweiten zu erreichen,
kann wie folgt formuliert werden. Wahle & derart, dafl die Zeitableitung des
Gesamtsystems
= (0, 2)"

in den neuen Koordinaten minimal wird, d.h.

|i]]? = min . (4.11)
Wahlt man

[][* ="
so erhélt man als zu minimierendes Funktional:

Wi+ 7 = min . (4.12)
Da die Beziehung (4.2), d.h
U=y + Uy (4.13)

auch fiir die allgemeine Problemklasse (4.7) Giiltigkeit hat, erhdlt man aus
(4.12), unter Einfiihren eines skalaren Parameters o,

min{u’ 4 + ai?} = min{ (v + u,®) " (us + upd) + ai®} .
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Als Losung dieses einfachen Minimierungsproblems ergibt sich die Bedin-
gungsgleichung zur Bestimmung von x(t):

(us + upd) Uy + i =0 |

Zusammen mit (4.13) erhélt man daraus die in [66] hergeleitete Gitterbewe-
gungsgleichung
Wy +ai=0. (4.14)

Das zu losende Gesamtsystem hat also wieder eine linear—implizite Struktur:

B(wyw = f(w) (4.15)
mit . ( UB% B )
- ()

Fiir den haufigen Spezialfall B = I reduziert sich (4.15) zur (immer noch
linear—impliziten) Form

u—ux = f(u
(u) (4.16)
Wu, +at = 0.

Auflosen der ersten Gleichung nach @ und Einsetzen in die zweite liefert die
halbexplizite Form

U—u,z = f(u)

= —f(uw)lu,/(a+ulu,) . (4.17)

Setzt man jetzt noch die zweite Gleichung in die erste ein, so ergibt sich die
rein explizite Form von (4.16), vgl. etwa [42]:

i o= flu) —ua(f(w) ue/ (o + ulug))

(4.18)
o= —fu)u/ o+ uzus) .
Obwohl es sich um algebraisch dquivalente Formen handelt, hdngt es nun
vom Zeitdiskretisierungsverfahren ab, ob die Aquivalenz auch nach Zeitdis-
kretisierung erhalten bleibt und welche Form fiir die numerische Integration
die giinstigste ist. In der oben angegebenen Form benétigen alle Formulie-
rungen, dafl o # 0 gilt, damit auch fiir u, = 0 eine Bestimmung von z(t)
moglich ist.
In [66, 67] wurden die obigen drei Formulierungen miteinander verglichen
und der Form (4.16) der Vorzug gegeben. Dabei wurde zur Zeitintegration
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das Mehrschrittverfahren DASSL verwendet und schon allein deshalb sind
die gemachten Erfahrungen nicht unmittelbar iibertragbar. Dariiber hinaus
ist zu bemerken, daf§ mit dem System (4.15), egal in welcher speziellen For-
mulierung, noch kein befriedigendes Verhalten des mitbewegten Gitters zu
erreichen ist. Dies liegt i.w. daran, dafl dem bereits angesprochenen Problem
der Gitterlinieniiberkreuzung noch keine Aufmerksamkeit geschenkt wurde.

4.2.2 Das Problem der Knoteniiberkreuzung

A
A\

\ . J_

Uy ~ 0 Uy >0 U, ~0 *

Abbildung 4.2: Knotenfluf wenn “a klein ” in (4.18)

Der typische Knotenflu}, der sich bei Verwendung der obigen Gittergleichun-
gen innerhalb eines Integrationsschrittes einstellt, ist in den Abbildungen 4.2
bzw. 4.3 illustriert. Dabei wird angenommen, daf§ es sich bei dem zu inte-
grierenden Problem um eine Gleichung handelt, deren Losung sich so, wie
in Abbildung 4.1 dargestellt, verhédlt. Wahrend also fiir Knoten, die sich in-
nerhalb der Front befinden, der Gradient u,(z,t) gro ist, wird er vor und
hinter der Front rasch verschwinden. Die dann z.B. aus (4.18) mit kleinen o
Werten gewonnene Knotenbewegung ist exemplarisch in Abbildung 4.2 dar-
gestellt. Vor und hinter der Front bewegen sich die Knoten nicht, wéhrend
sich innerhalb der Front sehr dhnliche Geschwindigkeiten einstellen. Der ma-
ximale Geschwindigkeitsunterschied zwischen zwei Nachbarknoten ist dann
typischerweise an den Réndern der Front zu finden. Wahrend das “Aufrei-
Ben” der Knoten hinter der Front i.a. “nur” zu Ortsdiskretisierungproble-
men fithrt, so bedingt das Zusammenlaufen der Knoten vor der Front eine
Zeitschrittweitenbeschrankung. Sei zur Vereinfachung angenommen, daf§ die
Knotengeschwindigkeiten @; vor dem Integrationsschritt aus (4.18) gewonnen
werden. Dann fithrt die Konsistenzbedingung (4.10) zu folgender Schrittwei-
tenbeschriankung:

! . . .
X + .TZAt < Tig1 + .TZ‘_HAt und Tiy1 <y =
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Ti+1 — T4

At s < (4.19)

Ty — Tiy1
Die Differenz der Geschwindigkeit aufeinanderzulaufender Knoten darf also
nicht zu grof} sein.

Wird nun das Gitter wéhred der Integration simultan mitberechnet, so geht
zur Bestimmung von z;(t+ At) evtl. schon Information von dem Zustand auf
der neuen Zeitschicht ein. Am bisher hemmenden Knoten wird der Gradient
grofler und der Knoten bewegt sich dann mit. Aber bei jeder Zeitintegration
wird auch Information aus der Vergangenheit verwendet, und dies fiithrt in
jedem Fall zu einer Schrittweitenschranke der Form (4.19).

Die Wahl von « beeinflufit die Schrittweitenschranke nun dadurch, dafl fiir
grofler werdendes o die aus (4.18) gewonnenen Geschwindigkeiten kleiner
werden. Folglich lduft der Randknoten der Front langsamer auf den hem-
menden Knoten zu. Groflere Schrittweiten sind moglich. Dieser Effekt ist in
Abbildung 4.3 illustriert. Allerdings wird dadurch die Knotengeschwindig-
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Ky

Abbildung 4.3: Knotenflu wenn “ov gro ” in (4.18)

keit innerhalb der ganzen Front (evtl. deutlich) kleiner als die tatséchliche
Frontgeschwindigkeit (gestrichelte Linie). Die Zeitableitung @ wird grofer —
die Zeitschrittweiten meist kleiner.

4.2.3 Weitere Regularisierung der Gittergleichungen

Um dieses Problem zu mildern, wird in praktisch allen Verfahren, die mitbe-
wegte Gitter verwenden, eine zusétzliche Regularisierung eingefiihrt, die das
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Kreuzen von Gitterlinien verhindern soll. Dies kann, motiviert durch (4.19),
durch die Forderung erreicht werden, daf§ die Differenz der Geschwindigkeit
benachbarter Knoten um so kleiner wird, je ndher die Knoten aneinanderlie-
gen — vgl. etwa [55, 66]. Es soll also das Funktional

2

Nz

>

=2

Ty — Ti_1

XTiy — Ti—1

minimiert werden. Mit der [o—Norm erhéalt man daraus n, — 2 Regularisie-
rungsgleichungen fiir die inneren Knoten z;(¢) des Gitters G:
T — Ty Tip1 — & :
=0, i =2,.n,— 1. (4.20)
(-Ti - sz‘_l) ($i+1 - sz)

Diese Gleichungen sind in geeigneter Weise mit der diskretisierten Form von
(4.15) zu koppeln, z.B. durch einfache Addition. Bezeichne nach Ortsdiskre-
tisierung von (4.15) wieder w; = w(z;,t) den Vektor der Unbekannten am
Knoten 7, so lautet die i—te Gitterbewegungsgleichung des semi-diskreten
Systems:

Ty — Ti_1 Tig1 — Tj
2) —0. (4.21)

.T .

U; (Azu;) + oty + A <($Z e P papp——
Ein Knotenflu}; der sich aus diesem Typ von Bewegungsgleichung ergibt, ist
in Abbildung 4.4 illustriert. Durch die Ankopplung von (4.20) bewegen sich
auch die Knoten vor und hinter der Front mit. Es entsteht eine ficherformige
Bewegung, um den Geschwindigkeitsunterschied zwischen den Knoten in der
Front und den festen Randknoten maoglichst gleichméBig zu verteilen. Front-
geschwindigkeit und Frontknotengeschwindigkeit stimmen gut iiberein, die
Schrittweiten werden i.a. grofl. Allerding ist die Dynamik in der Gitterbewe-
gung grofler.

Interessant ist nun, daf} auf einem &quidistantem Gitter die Gleichungen
(4.20) einer Ortsdiskretisierung der Gleichung

O (4.22)

entsprechen. Da durch Hinzunahme eines Diffusionsterms in die Gitterbe-
wegungsgleichung (4.14) gerade der gewiinschte Dampfungseffekt entsteht,
kann man auch direkt die Gleichung

W Uy + ad — Mgy = 0 (4.23)

diskretisieren und dann
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Abbildung 4.4: Knotenflul wenn “a, A optimal” in (4.21)

(2

fimdioy (4.24)

anstelle von (4.21) verwenden. Im Prinzip wird die Gleichung (4.23) auch in
[67] verwendet, allerdings ist dort ein insgesamt positiver Diffusionsterm fiir
die Geschwindigkeiten @ angegeben, d.h. die Gleichung

W Uy A+ ad + Adgy =0 A >0 (4.25)

Nur bei sorgfiltiger Wahl der Parameterwerte a, A (a gro8 , A klein) 1483t
sich auch mit (4.25) ein akzeptables Gitterbewegungsverhalten erzielen. Da
der Diffusionsterm Ai,, auf der linken Seite der PDG steht, ist er nur bei
negativem Vorzeichen von seiner typischen ddmpfenden Natur und liefert fiir
A > 1 ein praktisch festes Gitter.

4.2.4 Zwei allgemein verwendbare Gittergleichungen

Damit ist aus dem urspriinglich so einfachen Ansatz (4.11) bereits eine Viel-
zahl von moglichen Realisierungen entstanden (und weitere sind denkbar).
Ohne hier auf alle Details einzugehen, haben sich — im betrachteten Kon-
text — letztlich nur zwei Varianten als robust und effizient erwiesen. Zum
einen die implizite Form (4.16) mit &« = 0 und in Verbindung mit der
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Regularisierung iiber einen Diffusionsterm (auch kiinstliche “Knotenvisko-
sitdt” genannt). Zum anderen (nur fiir B = I moglich) eine Modifikation
der halbexpliziten Form (4.17), wieder mit o = 0, aber mit der Regularisie-
rung (4.20). Damit lauten die transformierten semi-diskreten Gleichungen
an inneren Knoten x;, 1 =2,....;n, — 1 :

) (i — (Agui)) f (4.26)
bzw. (B = 1)
a) w; — (Agu)i; = fA
N Ti—&i—1 ii+1—iii T . AT (427)
b) A ((m—;ti_l)Q - ($i+1—$i)2) + (Al,uz) (Awuz)xz = —(fi ) Uy -

Dabei 148t sich nur (4.26) als kontinuierliches Problem (im Inneren des Ge-
bietes) formulieren:

a) B(u—u.z) = f(u
) Bli—uwd) = f( o
b) WTuy — Aige = 0.
Beide Varianten werden normalerweise zusammen mit trivialen Gleichungen
fiir die Randknoten verwendet.
21=0, z,, =0 . (4.29)
Im Kontext des hier entwickelten Verfahrens werden gute Erfahrungen mit

der Parameterwahl A
A, A €1]0.01,0.5] (4.30)

gemacht. Um die Moving—Grid-Technik aber wirklich effektiv bei sehr un-
terschiedlichen Problemen anwenden zu kénnen, ist ein Fein-Tuning letztlich
unumgénglich. Als “Startwerte” kénnen

~

A=01, A=025 (4.31)

empfohlen werden.

Ohne die genaue Form anzugeben, siehe hierzu (4.45), sei bereits jetzt die
abkiirzende Schreibweise fiir das semi—diskrete Gesamtsystem in mithbeweg-
ten Koordinaten angegeben:

BA(w) - w = f3(w) . (4.32)

Fiir die Entscheidung, den Term az in der Gitterbewegungsgleichung grund-
sitzlich wegzulassen, waren 3 Griinde ausschlaggebend. Zum einen ist er zur
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formalen Regularisierung der Gittergleichung fiir den Fall v, — 0 nicht mehr
notwendig. Zum anderen ist der Term, bei dem Versuch das Gitter moglichst
optimal mitzubewegen, eher hinderlich. Und die Tatsache, daf} letztlich nur
noch ein einziger, gut interpretierbarer Parameter anzupassen ist, ist ein
Vorteil, der die Gleichungen (4.26) und (4.27) von den meisten anderen in
der Literatur zu findenden Ankopplungsgleichungen abhebt.

Ehe die Mitbewegung eines Gitters nach (4.26) einer weiteren Analyse un-
terzogen wird, ist noch zu bemerken, dafl auch die in den zu minimierenden
Funktionalen verwendete Norm, und somit auch die Gittergleichungen, in
geeigneter Weise zu gewichten ist. In unskalierter Form sind die enthaltenen
Parameter nicht dimensionslos und damit von den in der PDG verwendeten
physikalischen Einheiten abhingig.

Umin= -1.10E+00 Umax= 1.10E+00 u

Xmin= -1.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 1.00E+00

Abbildung 4.5: Kreuzen zweier wandernder Fronten

Mit den obigen Gleichungen lassen sich auch mehrere Fronten gleichzeitig
verfolgen. Insbesondere wenn die Fronten aufeinanderzulaufen, ist die Git-
termitbewegung extremen Anforderungen unterworfen. In Abbildung 4.5 ist
ein derartiges Problem (Uberkreuzung zweier identisch aussehender Fron-
ten) illustriert. Der durch (4.26) erzeugte Knotenfluf ist in Abbildung 4.6
dargestellt. Es zeigt sich, dal auch in einer solchen Situation die Gitter
facherformig gestaucht bzw. auseinandergezogen werden. Ob eine derarti-
ge Frontverfolgung jedoch mit nur einem Gitter erfolgen soll, oder ob dann
nicht die Verwendung mehrerer Gitter, was prinzipiell méglich ist, vorteilhaf-
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ter wére, hangt stark vom gegebenen Problem ab und soll hier nicht weiter
diskutiert werden. Eine wesentliche Schwierigkeit stellt etwa die Notwendig-
keit einer in x globalen Losungsdarstellung auch wéhrend eines Integrations-

schrittes dar.

Abbildung 4.6: Knotenflul in der x—t-Ebene beim Kreuzen zweier Fronten

4.2.5 Analyse und Vergleich
Alternative Zielfunktionale

Die Wahl o = 0 hat auch einen recht grundsétzlichen Aspekt. Anstelle des
urspriinglichen Ziels, alle Zeitableitungen im neuen Koordinatensystem zu
minimieren (d.h. (4.11)), werden nun nur die Zeitableitungen der urspriing-
lichen Unbekannten, d.h.

] = min (4.33)

minimiert. Doch dies mufl nicht unbedingt ein Nachteil sein. Denn bereits
das Maf ||w| kann zur Charakterisierung der Schwierigkeit des Problems
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ungeeignet sein. So wurde z.B. bereits in [42] die Frage aufgeworfen, ob nicht
anstelle von (4.11) besser ein Funktional der Form

| i ||? = min (4.34)

minimiert werden sollte. Das Problem einer robusten und effizienten algo-
rithmischen Realisierung blieb allerdings offen und soll auch hier nicht nédher
untersucht werden. Wichtig ist jedoch ein anderer in [42] angesprochener Ge-
sichtspunkt. Durch die Ersetzung von (4.11) durch (4.33) kann im Prinzip das
Problem entstehen, dal die transformierten Gleichungen zur Berechnung von
u zwar einfach zu l16sen sind, sich die ganze Schwierigkeit des Problems da-
durch aber in der Bestimmung der Knoten x; wiederfindet. Nur durch einen
sehr restriktiven Parameterwert a > 0 kann dies generell vermieden werden.
Nun wird es i.a. ohnehin eine Ja/Nein-Entscheidung sein, ob die Verwen-
dung eines mitbewegten Gitters dem Problem angemessen ist. Wenn “Ja”,
dann soll aber eine Gitterbewegung erfolgen, die moglicht nahe an der opti-
mal moglichen ist. Wie die optimale Mitbewegung aussieht, und wie sie zu
erreichen ist, soll nun anhand einer idealen Problemklasse untersucht werden.

Problemtyp “Traveling Wave”

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, hat der hier verwendete Moving—
Grid—Ansatz zum Ziel, einer wandernden Front zu folgen. Oft dndert sich
dabei die Gestalt nur wenig, so da8 “||@| = klein ” mit “||Z| = groB ” er-
reicht werden kann. Und nur mit dem Ansatz (4.33) kann man im Grenzfall,
daff die Losung u(z,t) der PDG eine sog. “traveling wave” ist, tatséchlich
die optimale Gitterbewegung erreichen. Zwar ist ein Problem, dessen Losung
im gesamten Integrationsintervall eine reine “traveling wave” ist, nicht un-
bedingt die hier interessierende Problemklasse (und 148t sich besser als pa-
rameterabhéngiges Randwertproblem formulieren und lésen), aber bei vielen
auch praktisch relevanten Problemen bildet sich nach einer gewissen Inte-
grationszeit eine wandernde Front aus. Und dann ist es von groflem Vorteil,
wenn eine Gitterankopplungsgleichung gew#hlt wurde, mit der man dieser
Front moglichst optimal folgen kann. Zur Veranschaulichung betrachte man
ein allgemeines, nichtlineares Problem (wieder in vereinfachter Schreibweise)

uy = f(u), (4.35)

dessen Losung, zumindest ab einem gewissen Zeitpunkt ¢ > ¢, eine sich mit
konstanter Geschwindigkeit v fortbewegende “Welle” ist. Dann gilt

u(z,t) =u(T+o(t—1),t) firt >t
und damit hat die Losung u(x,t) die Eigenschaft
0=10=u,®~+ u . (4.36)
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Anstelle von (4.35) kann man also schreiben
up = f(u) = —uyv . (4.37)

Lost man (4.35) auf mitbewegtem Gitter, so ergibt mit (4.36, 4.37), rein
formal, die zu 16sende Gleichung

U= u, (& —v).
Die im Sinne von (4.33) optimale Wahl

_ v ,  wenn ug(z;,t) # 0
€Tr; =
beliebig , sonst

ist aber nur dann realisierbar, wenn sich daraus kein Widerspruch zur ver-
wendeten Gitterbewegungsgleichung ergibt.

Fiir die hier verwendeten Gittergleichungen ist dies moglich, wenn man an-
stelle der Randbedingung (4.29) ebenfalls mitbewegte Randknoten verwen-
det, also etwa die Gleichungen

iy — @y =0, @y, —dp,_1 =0 (4.38)

benutzt. Die verwendete Regularisierung verhindert nicht die optimale Wahl,
sondern erlaubt fiir den Fall einer “traveling wave” sogar die natiirliche Mit-
bewegung aller Knoten (auch der Randknoten) mit gleicher Geschwindigkeit.
Fiir die im Sinne des Funktionals (4.11) optimalen Gitterbewegungsgleichun-
gen, ergibt sich dies nur mit der Wahl o = 0.

Am Rande sei noch bemerkt, dal nach Ortsdiskretisierung die optimale Ge-
schwindigkeit ungleich der exakten Geschwindigkeit ist. Oder umgekehrt, bei
Integration des transformierten Systems (mit den Randgleichungen (4.38))
stellt sich eine vom Ortsdiskretisierungfehler abhéngige Geschwindigkeit va #
v ein.

In der Praxis lafit sich die Wahl freier Réander héufig nicht durchfiihren,
insbesondere nicht fiir den gesamten Integrationszeitraum. Inwieweit allein
dadurch die Effizienz einer Moving—Grid—Technik reduziert wird, und wie
sensitiv die Gittergleichungen auf Anderung der Parameter ), A reagieren, soll
nun anhand eines einfachen numerischen Experiments verdeutlicht werden.

Ein numerisches Experiment

Zu Losen sei das Problem
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TESTPROBLEM tanh:

a) x € [-1,1], te]0,1]

b) U = Upe + p3(1 —u?) + 2p3(u — u?) (430)
¢) u(z,to) = tanh(pa(z — p1),psto)

d) w(xp,t) = =1, u(xg,t)=1; (t>to)

mit
pr =05, po=25.0 p3=25.0.

Fiir die betrachtete Integrationszeit stellt die Funktion

u(z,t) = tanh(pz(z — p1), pst)

praktisch die exakte Losung dar, da der Effekt der gewéhlten Dirichlet-
Randbedingungen vernachléassighar ist.

Dieses Problem wird nun auf einem gemé&f (4.26) mitbewegten Gitter zeit-
integriert. Um den Effekt der Gittermitbewegung auf die Schwierigkeit der
Zeitintegration in einfacher Weise studieren zu kénnen, wird auf eine Kon-
trolle des Ortsdiskretisierungsfehlers und auf eine statische Gitteranpassung
verzichtet. Das Verhalten der verbleibenden reinen Zeitschrittweitenkontrolle
gibt dann Aufschlufl dariiber, inwieweit die Mitbewegung des Gitters das Pro-
blem tatséchlich vereinfacht. Um den Einflu8 des Ortsdiskretisierungsfehlers
moglichst klein zu halten, wird ein dem Problem angepafites nichtéquidistan-
tes Startgitter verwendet. Es wird mit einer Startschrittweite ATy = 2-10~4
begonnen und eine vorgegebene Zeitintegrationsgenauigkeit von tol; = 10~*
ist einzuhalten.

Integriert man nun mit mitbewegten Randknoten, so hat man die bestm 6gli-
che Problemvereinfachung durchgefiihrt und die Zeitintegration sollte ein tri-
viales Problem sein. Tatséchlich stellt sich auch fast das bestmogliche Ver-
halten ein. Zur numerischen Integration werden nur 3 Schritte mit insgesamt
12 Auswertungen der das semi-diskrete System beschreibenden Problem-
funktionen BA,f’A bendtigt. Dabei stimmt am Endzeitpunkt die numerische
Frontposition mit der exakten Frontposition z; = —0.5 bis auf einen (abso-
luten) Fehler von e = 1.2- 1072 {iberein. Als Frontposition ist dabei der Wert
xf(t) zu verstehen, an dem wu(zs,t) = 0 gilt. Da dieser Wert i.a. nicht genau
auf einem der Knoten der numerischen Losung U(X;, t) zu finden ist, wird er
durch Nullstellenbestimmung einer linear Interpolierenden ermittelt. Im vor-
liegenden Fall ist die Genauigkeit der numerischen Frontposition X ; praktisch
vollstdndig von der (unkontrollierten) Ortsdiskretisierung abhéingig.

Dieses sehr giinstige Integrationsverhalten ist im Vergleich zu einer Integrati-
on mit festem Gitter zu sehen. Mit einem, nun notwendigerweise dquidistan-
ten, feinen Gitter der Dimension n, > 200 ergibt sich, praktisch unabhéangig
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von der Feinheit des Gitters, eine Schrittzahl von ca. 315 mit 1350 Aus-
wertungen von BA,fA. Der durch optimale Gittermitbewegung erzielte Be-
schleunigungsfaktor von ca. 100 ist zwar dramatisch, aber fiir diesen idealen
Testfall letztlich nicht verwunderlich.

Interessanter ist nun, welches Integrationsverhalten sich einstellt, wenn man
die Randknoten festhélt und in der Gitterbewegungsgleichung verschiedene
Werte fiir den Parameter \ wéhlt. In Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse einiger
dieser Integrationen dargestellt. Sie sind représentativ fiir das Ergebnis, das
man erhélt, wenn man einen Bereich A € [107%°,10%] sehr fein abtastet.

A | nstep | nfen Fehler | Position
10.0 48 | 631 | 1.3- 1072 17/18
20| 12| 189 [6.0-1073 | 25/26

1.0 81 101 | 1.5-1072 28/29
0.5 6 63| 4.0-1072 30/31
0.1 5 47 1 2.5-1072 33/34

001 | 13| 58[25-1072| 34/35
10-4 | 12| 36|1.1-1072| 34/35
—10-16 9| 55[12-1072| 34/35
01/ | 16| 121 |1.0-10Y| 32/33

Tabelle 4.1: Verhalten der Zeitintegration fiir verschiedene Regularisierungs-
werte A in (4.26)

Als Indikatoren, wie einfach dadurch das Zeitintegrationsproblem geworden
ist, sind die Anzahl der benétigten Integrationschritte (nstep) und Funktions-
auswertungen (nfcn) angegeben. Daneben sind noch der beobachtete Fehler
in der Frontposition und die Nummer der Knoten, zwischen denen sich x ¢
befindet, aufgefiihrt.

Beziiglich des Verhaltens von Aufwand in Abhéingigkeit von A stellt sich
das erwartete Verhalten ein. Je kleiner A gewihlt wird, desto mehr sinkt
der benotigte Aufwand zunéchst. Unter ein gewisses, von A dann praktisch
unabhéngiges, Niveau kann der Aufwand jedoch nicht reduziert werden. Da
die Schrittweitenkontrolle variable Ordnungs— und Schrittweitenwahl besitzt,
kann es dabei zu Schwankungen in der Anzahl der benétigten Schritte kom-
men. Die angegebene Frontposition zeigt sehr deutlich den Effekt des Diffu-
sionsterms in der Gittergleichung. Wahlt man grofle Werte fiir A\, so besitzt
das Gitter eine zu grofle Viskositdt. Die optimale Bewegung der Knoten,
an denen die Front zu Beginn der Integration war (z; = w35, sowie dessen
néchste Nachbarn), wird dadurch behindert. Die Losungsfront 1duft schneller
als diese “Frontknoten” und somit entsteht an allen Knoten, iiber die die
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Losungsfront hinweglauft, genau der Typ von Dynamik, der bei einem fe-
sten Gitter dem Problem innewohnt — wenn auch in abgeschwéchter Form.
Die generelle Tendenz ist offensichtlich. Je kleiner A wird, um so besser folgen
die urspriinglichen Frontknoten der Losungsfront. Geringe Abweichungen der
beiden Geschwindigkeiten fithren zu kaum gesteigertem Aufwand, aber wenn
die Differenz zu grof wird, ist der gewiinschte Effekt rasch verloren. Da-
bei besteht zwischen der Grofle der Differenz zur optimalen Geschwindigkeit
und der daraus resultierenden Aufwandserhohung ein nichtlinearer Zusam-
menhang. Insgesamt 148t sich aber auch bei festen Rédndern eine drastische
Effizienzsteigerung feststellen.

Interessant ist, dafl das Verhalten der Gitterlinien auch fiir sehr kleine Werte
von A so robust ist. Es sind praktisch keine Uberschneidungen von Gitter-
linien (was eine automatische Wiederholung des aktuellen Zeitschrittes mit
kleinerer Schrittweite zur Folge hat) zu beobachten. Fiir realistische Pro-
bleme, wo sich die Gestalt der Front noch dndert, konnen derartig kleine
Werte nicht verwendet werden. Die geringe Regularisierungskraft eines sehr
kleinen Diffusionsterms verhindert das Uberkreuzen von Gitterlinien nicht
mehr, wenn die reine Minimierung von ||@|| zu deutlich unterschiedlichen
Geschwindigkeiten an Nachbarknoten fiihrt.

Eine deutlich geringere Robustheit gegeniiber Variation von A lafit sich bei
einem vergleichenden Experiment mit der Gitterbewegungsgleichung (4.27)
feststellen. Fiir den in (4.30) angegebenen Wertebereich ergeben sich jedoch
dhnliche Ergebnisse. In der letzten Zeile der Tabelle ist noch das Resultat
einer Integration angegeben, in der der Regularisierungsterm ax, a = 1, der
Gittergleichung hinzugefiigt ist. Der benotigte Aufwand ist mehr als doppelt
so grofl wie in der vergleichbaren Variante ohne diesen Term. Dariiber hinaus
fithrt das dadurch forcierte Aufreilen des Gitters hinter der Front zu einer
schlechter werdenden Ortsdiskretisierung und somit zu einem groleren Fehler
in der Frontposition.

4.2.6 Spezielle Gitterbewegungsvarianten

Verzichtet man auf den Anspruch, die Gitterankopplung mittels einer (for-
mal) allgemein anwendbaren Gittergleichung durchzufiihren, so lassen sich
aus (4.28) noch interessante Spezialisierungen ableiten. Ist man z.B. daran
interessiert, die Position einer wandernden Front mit einer Gitterlinie genau
zu verfolgen, so ist dazu der allgemeine Ansatz nicht geeignet. Allerdings
bietet sich folgende Alternative an. Man koppelt einen ausgezeichneten Kno-
ten durch eine spezielle Bedingung an die Front an und bewegt alle anderen
durch eine Regularisierungsbedingung mit. Wéhlt man als Definition fiir den
Begriff “Frontposition” etwa

u(zys(t),t) = u , u vorgegeben , (4.40)
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und nimmt an, dafl es einen Knoten z; im aktuellen Gitter G mit x; ~ x ¢ gibt,
so kann man fiir den folgenden Integrationsschritt als is-te Gittergleichung
zur Bestimmung des Knotens z; die Gleichung

0=u;, —a (4.41)

verwenden. Zur Vereinfachung der Notation wird in diesem Abschnitt u(x,t)
wieder als skalare Grofie angesehen. Im Systemfall ist dann (4.40) als Bedin-
gung an eine spezielle Komponente, etwa j, zu verstehen. Eine automatische
Ankopplung ist natiirlich nur dann maoglich, wenn z; durch (4.40) eindeutig
festgelegt ist. Gleiches gilt fiir andere interessante Bedingungen, etwa

a) 0 = us(zp(t),t) — s
b) 0 = ug(zs(t),t) — Uy (4.42)
Uy, Uy vOTgegeben .

In der aktuellen Implementierung des Verfahrens sind obige spezielle Git-
terankopplungen als optionale Varianten realisiert, allerdings wird die ein-
deutige Moglichkeit der Bestimmung von z; vorausgesetzt. Algorithmisch
und softwaretechnisch sind auch allgemeinere Félle handhabbar, aber z.Z.
nicht realisiert.

Zur Mitbewegung der anderen Knoten bietet es sich an, eine reine Dif-
fusionsgleichung fiir die Geschwindigkeiten, also (4.22) bzw. deren Semi-
Diskretisierung, in Verbindung mit festen oder freien Randknoten zu ver-
wenden. Diese spezielle Ankopplungstechnik ergibt sich auch direkt aus der
Gittergleichung (4.28.b), wenn man dort einen ortsabhéngigen Parameter A
zulafit und den Grenzprozef3

Ax) — oo fir x # xy

AMz)=0 firz=uxy

durchfiihrt. Die erste Gleichung liefert (4.22) und aus der zweiten folgt (sei
r=xfu(rys,t) #0)

ut =04 1 =0<%< u=const,

was gerade (4.41) entspricht. Durch diese Art der Ankopplung 16st man prak-
tisch ein Problem mit einem freien inneren Rand, dessen Position sich aus
einer Zusatzbedingung ergibt. Als zweite Gleichung, zur Bestimmung der
Losung u(xy, ), ist am Knoten x;, weiterhin die transformierte PDG (4.28.a)
zu losen.

Man kann diese beiden Gleichungen nun durch ein Gleichungspaar der Art

a) 0 =u(zs(t), 1) —als(t), 1)

) ) ) (4.43)
b) bk =a+ fTul —Fuy,
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ersetzen, wobei Z;, Q, ﬁAJF, ﬁAﬁL vorgegebene (evtl. von zy, ¢, v abhéngige) Funk-
tionen sind, und w;, u, die rechts— bzw. linksseitige 1. Ableitung bezeichnen.
Damit kann das Gesamtsystem als ein nichtlineares zweiphasiges Stefan—
Problem angesehen werden. Prinzipiell ist man also mit dieser ganz speziellen
Moving—Grid—Technik in der Lage, einen sehr interessanten und schwierigen
Problemtyp elegant zu losen. Auf eine genauere Ausarbeitung dieser Moglich-
keit, im Kontext des Gesamtverfahrens, wurde bisher verzichtet, da sich u.a.
in Verbindung mit dem statischen Regridding prinzipielle Probleme einstel-
len konnen, z.B. wenn die links—und rechtseitigen Ableitungen nur durch
einseitige Differenzenapproximationen 1. Ordnung ersetzt werden. Dariiber
hinaus wird die Losung an x¢ i.a. nicht mehr stetig differenzierbar sein, was
zu Problemen bei der Interpolation fithren kann.

Wird mit der Regularisierung (4.22) und einer der Ankopplungsbedingun-
gen (4.40, 4.42a,b) eine wandernde Front verfolgt, so bewegt sich bei festen
Réndern nur der Frontknoten x;, mit der im Sinne des Funktionals (4.33)
optimalen Geschwindigkeit. Alle anderen sich auch in der Front befindenden
Knoten werden bereits zur Dampfung des Geschwindigkeitsunterschiedes ver-
wendet. Daher ist es interessant, eine alternative Gittermitbewegung fiir die
restlichen Knoten zu realisieren. Dazu seien zwei geeignete Indizes 1,14, ge-
geben. Dann lauten die restlichen Gittergleichungen

Ay =0 i=2,...4

T; — &; =0 =4 +1,..,05—1
o ! (4.44)
T, —xi_1 =0 i:if+1,...,ir—1

—A$$$Z =0 i:ir,...,n$—1 .

Fiir den oben betrachteten “Traveling Wave”-Fall (mit einem Frontverlauf
wie in Abbildung 4.1 angegeben) ist eine natiirliche Wahl von i, i, offensicht-
lich. Man bestimmt 4, ¢, derart, daf} gilt:

Uz (X4, 1) < Uy < Ug(Xiy41,1)

bzw.
Ug (X4, 1) < Uy < ug(x4,_1,1t) .

Dabei ist 1, “geeignet” zu wihlen. Offensichtlich ist eine automatische, und
gleichzeitig gute, Bestimmung von i;,4, bereits fiir sehr einfache Probleme
recht schwierig. Auf einige implementierte heuristische Kriterien zur Bestim-
mung von geeigneten Werten ¢;, ¢,- soll hier nicht weiter eingegangen werden.
Sie sind, ebenso wie alle hier aufgefiithrten speziellen Ankopplungsvarianten,
nicht allgemein anwendbar. Fiir spezielle Problemtypen, die durchaus von
praktischer Relevanz sind, konnen die hier dargestellten Techniken jedoch
sehr effektiv sein.
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4.3 Einbindung in das Gesamtverfahren

4.3.1 Die semi—diskreten Gleichungen

Fiigt man die neuen Unbekannten z;(¢),i = 1,...,n, den bereits vorhande-
nen Vektoren u; = (U, ..., Un,, ;)" am jeweiligen Knoten ¢ hinzu, so erhélt

man die neuen Vektoren

T o, _
s i=1,...,n, .

w; = (g, 1)
Der neue Gesamtvektor der Unbekannten ist dann durch
W(t) = (wl (t)7 o 7wn$ (t))T € |an'(n":ﬂde+1)

gegeben. Als zu integrierendes semi-diskretes Gesamtsystem erhélt man (vgl.
(2.63 — 2.68)):

BA(t,w(t)) - w(t) = f2(t,w), t € [to, tend) (4.45)

Im Gegensatz zu (2.65) ist B2 eine Blocktridiagonalmatrix. Fiir die Git-
terankopplung nach (4.26.a) haben die Diagonal- und Nebendiagonalblocke
folgende Form:

mit
M 2\
! (-Ti—f—l - wz)(iﬁz - SEz‘_l) 7
b -2\ bR -2

(-Ti—f—l - wz‘_1)($z‘ - SEz‘_l) ! (-Ti—f—l - wz‘_1)($z‘+1 - xz)

und am Rand

1=1,n,
. B2 BA(Au;)
A 7 7 iR
Bi,i - < 0 1 )
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Die transformierte rechte Seite der PDG ergibt sich zu

- A
ff:(f;) ) Li=1,...,n,.

Durch die Gitterankopplung erhélt man in jedem Fall ein semi-diskretes
System, das von linear-impliziter Struktur (bzgl. W) ist.

4.3.2 Fehlerkontrolle

Am prinzipiellen algorithmischen Ablauf, wie er in Abschnitt 3.4 zusammen-
fassend beschrieben ist, dndert sich durch die Ankopplung einer Gitterglei-
chung nichts. Der wesentliche Unterschied ist in der Tatsache zu sehen, daf3
die jeweiligen Gitter nun selbst Losung einer PDG sind. Damit dndert sich
die virtuelle Gitterfunktion (2.25) nicht nur von Schritt zu Schritt, sondern
auch innerhalb eines Zeitintegrationsschrittes, d.h.

§(r) = &(r,t) .

Die Giiltigkeit der lokalen Defektentwicklungen aus Abschnitt 2.2 und die
der globalen asymptotischen Entwicklung (2.114) bleibt davon unberiihrt.
Dennoch wird die Fehlerschéitzung und —kontrolle nicht unmodifiziert auf
das erweiterte System {iibertragen. Vielmehr werden die Gitterkomponenten
des erweiterten Systems davon ausgenommen. Dieses Vorgehen wird durch
die Tatsache motiviert, da8 das eigentliche Problem die (fehlerkontrollierte)
Berechnung einer numerischen Approximation U(x,t) and die exakte Losung
u(z,t) ist. Durch die Diskretisierung mit finiten Differenzen liegt eine derar-
tige Approximation ohnehin nur an gewissen Knoten x; vor. Deren genaue
Position ist dabei unerheblich.

Wenn die Gittermitbewegung das angestrebte Ziel erreicht, daf§ die Dynamik
in den U-Komponenten drastisch reduziert wird, tritt hdufig das bereits in
Abschnitt 3.4 angesprochene Problem einer Scheindynamik auf. Die Giite der
eigentlich zur Fehlerkontrolle zu verwendenden Schétzer &, und &}, wird
durch den Einflu} der inkonsistenten Startdaten (Feingitterlosung auf dem
Grobgitter) deutlich gestort. Insbesondere fiir restriktive Toleranzvorgaben
oder deutlich unterschiedliche Vorgaben fiir die Orts— und Zeitdiskretisie-
rungsgenauigkeiten kann dieser Effekt zu sehr kleinen Schrittweiten fithren
(in Ort und Zeit), obwohl der wahre Fehler der Feingitterlosung bereits un-
terhalb der geforderten Toleranz liegt. Tritt ein derartiges Phénomen auf
(ein interner Verfahrensmonitor zeigt stark differierende Fehlerschétzer auf
Grob— und Feingitter an), so empfiehlt es sich, nur eine abgeschwéchte Form
der Fehlerkontrolle zu verwenden. Dabei wird anstelle des Konvergenztests
(3.42) nur die t-Konvergenz der Grobgitterintegration verlangt, d.h
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Mit diesem Schétzer anstelle von &, (vgl. 3.79) und dem gewohnten z—
Fehlerschiitzer £7 ; wird anschliefend die simultane Schrittweitenbestimmung
und lokale Gitteranpassung durchgefiihrt. Auch mit dieser abgeschwéchten
Form der Fehlerkontrolle wurden gute Erfahrungen bzgl. Robustheit und
Genauigkeit der Gesamtintegration gemacht. Sie stellt allerdings nur eine
optionale Verfahrensvariante dar.

Bzgl. der Anfangswertverwendung im néchsten Integrationsschritt hat sich
gezeigt, dal, im Gegensatz zum Vorgehen fiir die Losungskomponenten U,
fiir die Gitterkomponenten X ein alternatives Vorgehen vorzuziehen ist. Es
werden die durch einmalige r—Extrapolation gewonnenen Knotenwerte als
neues Grobgitter verwendet und das zugehorige Feingitter durch lineare In-
terpolation konstruiert.

4.3.3 Illustration

Umin= -1.10E+00 Umax=_1.10E+00

A

Xmin= -1.00E+00 Xmax= 1.00E+00

Abbildung 4.7: Losung an allen Integrationszeitpunkten fiir Testproblem
tanh—2

Wie bei der Kopplung von statischer und dynamischer Gitteranpassung ein
typische Knotenflul aussieht, ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Es handelt
sich um den Knotenflu}, der sich bei der Integration des Testproblems tanh,
vgl. (4.39), bis zu einer Endzeit t.,q = 2 ergibt. Dadurch lauft die wan-
dernde Front ganz nahe an den linken Rand des Gebietes heran und wird
dort durch die konstante Dirichlet-Randbedingung abrupt zum Stillstand ge-
bracht. Nachdem sich die Gestalt der Losung veréndert hat, wird das Problem
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dann zeitlich stationér. Diese zeitliche Entwicklung der Losung ist in Abbil-
dung 4.7 gezeigt, wobei die Losung (auf dem Grobgitter) an allen Integrati-
onszeitpunkten dargestellt ist. Man sieht, dafl nach einer kurzen Einschwing-
phase die Integrationsschrittweiten dank der mitbewegten Gitter rasch sehr
grol werden. Da sich hier der Einflufl des festen Randes noch nicht in ei-
ner anwachsenden Dynamik in der Gittergleichung niederschlagt, wird auch
einmal eine Schrittweite geschétzt, die wesentlich zu grof3 ist. Die dadurch
erzwungene starke Schrittweitenreduktion ist deutlich an den nahe beiein-
ander liegenden Losungen zu erkennen. Nach dann zunéchst wieder gréfer
werdenden Schrittweiten fiithrt die von der Wand ausgehende Hemmung der
Gitterbewegung zu einer rasch kleiner werdenden Geschwindigkeit der Kno-
tenbewegung und durch diese Dynamik werden die verwendeten Schrittweiten
nun wieder kleiner. Aulerdem éndert sich noch die Gestalt der Losung, so dafl
die Schrittweiten auch bei festem Gitter klein waren. Nachdem die Losung
stationdr geworden ist, stellt sich auch in der Gittergleichung ein Gleichge-
wicht zwischen dem noch immer herrschenden Druck, wegen der steilen Front
weiterhin die Knoten nach links zu bewegen, und der vom festen Rand ausge-
henden, und von der Regularisierung weitergegebenen, Bewegungshemmung
ein. Da dies in der gewéahlten Gittergleichung ein stabiler Zustand ist, konnen
die Zeitschrittweiten nun wieder rasch grof3 werden.

Der Knotenflufl zeigt, dafl in einer Anfangsphase sehr viele Knoten aus den
unkritischen Bereichen der Losung eliminiert werden. Danach brauchen nur
noch relativ wenig Knoten eingefiigt bzw. eliminiert zu werden, da sich die
Gestalt der Front kaum &ndert und durch die Knotenmitbewegung auch die
Werte an den einzelnen Knoten kaum variieren. Der gegen Ende erreichte
stationére Zustand schlégt sich auch in einem nicht mehr verdnderten Gitter
nieder.

Ein derartig gutes Zusammenspiel der einzelnen Steuerungen 1&8t sich nicht
immer erreichen. Aber die in Kapitel 6 exemplarisch dargestellten Ergebnis-
se fiir einige sehr anspruchsvolle Probleme zeigen, dal das Verfahren nicht
nur fiir die bisher zur Illustration verwendeten “Spielprobleme” robust und
effizient arbeitet.
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N T

Xmin= -1.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.00E+00

Abbildung 4.8: Knotenfluf} fiir Testproblem tanh—2 in einer x—t-Ebene
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5. Programmpaket PDEX1M

Das in den vorangehenden Kapiteln hergeleitete und diskutierte Verfahren
zur adaptiven Losung von Problemen des Typs (2.1-2.6) ist in dem Pro-
grammpaket PDEX1M implementiert. Dabei steht PDEX1IM fiir Parabolic
Differential Equation eXtrapolation solver in 1-D with (optionally) Moving
grid techniques. Das sechsbuchstabige Kiirzel deutet an, dafl es sich dabei
um eine Implementierung in FORTAN77 handelt.

Ehe auf Aspekte der Implementierung eingegangen werden kann, miissen
noch einige fiir die praktische Anwendbarkeit des Verfahrens sehr wichtige
Fragen diskutiert werden. Bei der Formulierung des Verfahrens in der Spra-
che der Mathematik wurden implizit einige Annahmen gemacht, z.B. daf3
die Norm “geeignet gewéhlt” ist, die bei einer Realisierung des Verfahren
beachtet werden miissen.

5.1 Details der algorithmischen Realisierung

5.1.1 Wahl der Norm und interne Skalierung

Ein fiir die Problemstellung natiirliche Wahl der Norm wére z.B. eine Lo—
Norm:

T=TR

llu(z, £)]|] = / u(e, t)2dz (5.1)
r=x],
Deren numerische Auswertung im Verfahren ist etwa durch eine Approximati-
on mit der Trapezregel moglich. Dem Charakter des hier verwendeten Diskre-
tisierungsverfahrens ist dagegen eine rein knotenorientierte Norm adédquat.
Da die Norm differenzierbar sein soll, bietet sich die Wahl einer {s—Norm fiir
den Vektor u(t) an, d.h.

(e, )] = [[u(®)]] =

Im Gegensatz zu (5.1) ist diese Norm invariant gegen Umskalieren der un-
abhéngigen Variablen x und ¢. Allerdings ist der Wert der Norm (5.2) nicht
unabhéngig von der Anzahl der Knoten des gewihlten Gitters. Auflerdem ist
der Wert nicht invariant gegen komponentenweises Umeichen der abhéngigen
Variablen (u; — s; - u;). Deshalb wird anstelle von (5.2) eine mittelnde und
gewichtete (skalierte) Norm verwendet:

lu(t)|] = #ini (u{U)z (5.3)

Nz - Npde ;=1 =1 \Uj,i
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Der Vektor u” ist dabei ein noch zu spezifizierender Wichtungsvektor (Vektor
mit internen Skalierungsgrofien).

Als lokale Norm an einem Knoten z; wird, in Analogie zu (5.3),

ol | =3 (“)

Npde =7 \Uj;i

verwendet. Die Werte des Wichtungsvektors u* werden durch folgende in-
terne Skalierungsprozedur bestimmt.

Zu Beginn der Integration:

u;”Z = max{|u;(x;, to)| ui}

u? := Skalierungschwellwerte (vom Anwender vorzugeben)

Waéhrend eines Integrationsschrittes:

w

Uji = max{ |Uj(z;, )], u

w,
252
U := beste vorliegende Losungsapproximation

Nach jedem Integrationsschritt:

w

s = max{]Uj(a:i,t)],u

w,
252
U := akzeptierte Feingitterlosung 75 1 ik

Dies stellt i.w. die fiir steife Extrapolationsintegratoren typische interne Ska-
lierungsprozedur dar. Die gewiinschte Invarianz des Integrationsverhaltens
gegeniiber Umeichen der abhéngigen Variablen ist damit zwar nicht voll-
stdndig, aber in den meisten Féllen ausreichend, realisiert. Mehrere Varian-
ten dieser Standardskalierung sind im Programmpaket PDEX1M optional
einsetztbar, sollen aber hier nicht weiter beschrieben werden. Alle in dieser
Arbeit vorgestellten numerischen Rechnungen wurden mit der oben angege-
benen internen Skalierungsprozedur durchgefiihrt. Fiir die nach statischem
Regriddung evtl. neu hinzugekommenen Knoten des Gitters wird der zu-
gehorige Skalierungswert durch Interpolation gewonnen.

Abschlielend soll noch kurz auf die Skalierung der Moving—Grid—Gleichung
eingegangen werden. Es wird die Gleichung (4.26.b) ersetzt durch

0 (Azv;) — M(Agedi) =0
mit

Uj.i ‘

G
Damit ist die Gleichung zwar noch abhéngig von den fiir x und ¢ verwendeten
Einheiten, ihre Losung, und damit das mitbewegte Gitter, ist jedoch invariant
gegen komponentenweises Umskalieren in v bzw. x und ¢.

Vi =
I,
u
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5.1.2 Lineare Algebra

Die bei der Zeitintegration zu l6senden linearen Gleichungssysteme haben bei
der gewéhlten Nummerierung der Unbekannten eine Block—Tridiagonalgestalt
wie sie in Abbildung 5.1 illustriert ist. Man konnte die Systeme zwar mit ei-
nem speziellen Blockléser behandelt, dies wird sich jedoch nur lohnen, wenn
die einzelne Blockgrofle vergleichsweise sehr grof ist. Statt dessen wird in
PDEX1M eine Gauflsche LU~Zerlegung mit partieller Pivotsuche im Band-
modus durchgefiihrt. Dazu werden die Routinen DGBFA und DGBSL des
LINPACK-Paketes [25] verwendet. Fiir den allgemeinen Fall ergeben sich die

ml:27’lpde—1 .
N . o - ~

mp = Npde ™~ " . . . Ay
Abbildung 5.1: Matrixstruktur der linearen Gleichungssysteme (1,4 = 5)

untere (m;) und obere (m,,) Bandbreite als
my =My = 2Npge — 1 . (5.4)

Im Systemfall hat das zu lésende Problem oft eine spezielle Struktur. Ty-
pischerweise héingt die j—te PDG nur von Ortsableitungstermen der Kom-
ponente u; selbst ab. Dann haben die Nebendiagonalblécke der Gesamtma-
trix selbst Diagonalgestalt. Die maximal notwendigen Bandbreiten, um alle
Nichtnullelemente der Gesamtmatrix zu erfassen, reduzieren sich zu

My = My = Npde - (5.5)
Um dieser Tatsache gerecht zu werden, hat der Benutzer von PDEX1IM die
Méglichkeit, die intern automatisch geméafl (5.4) gewéhlten Bandbreiten zu
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korrigieren, d.h. (5.5) zu verwenden. Man sollte den dadurch zu erzielenden
Beschleunigungseffekt nicht unterschéitzen. Der Aufwand einer Bandmodus—
Zerlegung wichst linear in der Dimension des Gesamtsystems und quadra-
tisch in der Gesamtbandbreite m;, (my = m;+m,+1). Zu beachten ist, dafl die
obige Voraussetzung zur Bandbreitenreduktion im Falle eines mitbewegten
Gitters in jedem Fall verletzt ist, da die Knotenwerte in allen Ortsdiskreti-
sierungstermen auftreten.

5.1.3 Berechnung der Jacobimatrix

Zur Zeitintegration wird die Jacobimatrix A des Residuums, d.h.

_ Or(u)

A:
ou

, mitr:= f — Bu

benotigt. Sie (bzw. die des semi-diskreten Systems) wird intern durch eine
Approximation mittels finiter Differenzen gewonnen (numerische Differen-
tiation). Auf die Moglichkeit, da8 der Benutzer von PDEX1M eine analy-
tisch gegebene Jacobimatrix des kontinuierlichen Problems zur Verfiigung
stellen kann, wird aus praktischen Griinden verzichtet. Im vorliegenden Fall
wiirde dies bedeuten, daf3 der Benutzer neben den das Problem beschreiben-
den Funktionen (i.w. f, B) nun zusitzlich auch die partiellen Ableitungen
dieser Funktionen nach allen Argumenten u, u,, (D(u)u;), sowie D, bereit-
stellen miifite. Da dies z.T. bereits Tensoren sind, wire dieses Vorgehen sehr
unhandlich und auch ineffizient in der anschlieBenden Auswertung.

Im allgemeinen ist die hier gewéhlte Zeitdiskretisierung robust gegen klei-
ne Storungen in der Jacobimatrix. Daher wird die exakte Matrix ohnehin
meist nur benétigt, um die Auswertung eventuell zu beschleunigen. Bei einer
Realisierung wie oben angegeben, ist dies nicht zu erwarten.

Eine Schnittstelle, iiber die die Jacobimatrix des semi-diskreten Systems di-
rekt zur Verfiigung gestellt werden kann, ist jedoch vorhanden. Die Bereitstel-
lung dieser Jacobimatrix erfordert allerdings Kenntnis der intern verwendeten
Ortsdiskretisierungsschemata.

Da die interne numerische Differentiation im Bandmodus (simultane Auslen-
kung voneinander unabhéngiger Komponenten) erfolgt, wird zur Berechnung
der Matrix A nur eine Anzahl von m, Auswertungen von f2, B2 benétigt.
Die einzelnen Bandbreiten, d.h. m; und m,, sind dabei entweder durch (5.4)
oder (5.5) gegeben. Zwar wire auch eine Realisierung moglich, die die Block-
struktur der Matrix beriicksichtigt, dies wiirde aber nur im ersteren Fall zu
einer Reduktion um np4 — 1 Auswertungen fiihren. Da das Verfahren insge-
samt vergleichsweise wenig Auswertungen der Jacobimatrix benétigt, wurde
bisher auf eine Implementierung der numerische Differentiation im Bandmo-
dus verzichtet.
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Natiirlich erfolgt auch die numerische Differentiation in geeignet skalierter
Form, so dafi die Approximationsgiite i.w. invariant gegen Umskalieren der
Variablen ist.

5.2 Programmstruktur

5.2.1 Allgemeines

Das Programmpakete PDEX1M ist in ANSI-FORTRANT77 implementiert
und somit auf praktisch jedem Rechner mit FORTRANT77-Compiler unver-
dndert einsetzbar.

Nach auflen hin bietet das Programmpaket PDEX1M mehrere Benutzer-
schnittstellen. Hier soll allerdings nur kurz auf die Standard-Benutzerschnitt-
stelle eingegangen werden. In ihrer Art &hnelt diese Schnittstelle den Schnitt-
stellen wie sie bei numerischer Software zur Losung von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen oder nicht ortsadaptiven Linienmethodencodes verwendet
werden. Hierbei hat der Benutzer einige Unterprogramme zur Verfiigung zu
stellen, in denen die Problemstellung, d.h. die Funktionen f, B der PDG, die
Matrix D der Diffusionskoeffizienten, und die Funktionen bzw. Konstanten
a, 3,7, 0 der Randbedingungen, implementiert ist. Diese Unterprogramme,
das Anfangsfeingitter und die zugehorigen Anfangswerte u(z;,tp) sind dann,
neben weiteren Input—Argumenten wie etwa verlangte Genauigkeit und Ska-
lierungswerte, der Input fiir die Schnittstellenroutine PDEX1M, die von ei-
nem benutzergeschriebenen Hauptprogramm aufzurufen ist.

Das hier vorgestellte Losungsverfahren, und dabei insbesondere die Moving-
Grid—Technik, besitzt eine Vielzahl von algorithmischen Varianten und Steu-
erparametern. Durch deren Anpassung kann die Effizienz der numerischen
Losung von speziellen Problemklassen deutlich gesteigert werden. Die Wahl
der Parameter und der Varianten geschieht durch eine entsprechende Setzung
in sog. Optionsvektoren. Da eine sinnvolle Anpassung dieser Optionen nur
bei Kenntnis des algorithmischen Verhaltens des Verfahrens erfolgen kann,
bietet das Programmpaket eine Vielzahl von Monitorfunktionen an, die op-
tional eingeschaltet werden konnen.

Eine mit der Rechnung simultan arbeitende graphische Ausgabe (Losung,
Gitter und algorithmische Indikatoren) steht ebenfalls optional zur Verfiigung.
Fast alle in dieser Arbeit gezeigten Abbildungen von Losungsverlaufen und
Gitterdarstellungen wurden mit diesem Graphikpaket erzeugt. Das Paket
kann auch zur graphischen Nachbehandlung eingesetzt werden. Es setzt auf
die am Konrad—Zuse—Zentrum fiir Informationstechnik Berlin entwickelten
graphischen Toolbox “Minigrafik” auf, und ist somit unter mehreren Win-
dowsystemen ablauffahig.
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Das Paket PDEX1M hat einen insgesamt modularen Aufbau. Technische Din-
ge wie Workspace—Verwaltung, Datenausgabe und graphische Darstellung
finden auBlerhalb der numerischen Kernroutine statt. Leicht zu trennende
algorithmische Teilaufgaben, wie etwa Normberechnung, lokales Regridding
und natiirlich die lineare Algebra werden in eigenen Modulen durchgefiihrt.
Auf eine, im Prinzip wiinschenswerte, Modularisierung aller algorithmischen
Komponenten des Verfahrens wurde allerdings verzichtet. Sind namlich die
Einzelteile stark miteinander verwoben, so bringt eine rein fomale Modula-
risierung keinen echten Vorteil — insbesondere wenn das Verfahren in einer
nicht objektorientierten Sprache wie FORTRAN realisiert ist. Dieser prin-
zipielle Nachteil der Programmiersprache FORTRAN bedeuted fiir den hier
realisierten oOrtlich eindimensionalen Fall allerdings noch keine wesentliche
Behinderung bei der Implementierung.

5.2.2 Standard—Benutzerschnittstelle

In diesem Abschnitt wird die oben angesprochene Standard—Benutzerschnitt-
stelle kurz vorgestellt. Es handelt sich dabei um Ausziige aus dem Quell-Code
des Gesamtpaketes. Eine detailliertere Beschreibung wiirde den Rahmen der
Arbeit sprengen.

Die angegebenen Benutzerroutinen DFUN, PDEFUN, ABGFUN sind da-
bei knotenorientiert, d.h. sie werden fiir jeden Gitterpunkt (DFUN an den
Intervallmittelpunkten) aufgerufen. Auf Vektorrechnern wird dadurch eine
Vektorisierung der internen Routine verhindert, die die rechte und linke
Seite (f2,BA bzw. f2 BA) des semi diskreten Systems aufstellt. Daher
steht im Gesamtpaket PDEX1M z.B. auch eine vektorisierende Variante
zur Verfiigung, die dann allerdings Benutzerroutinen aufruft, in denen die
bendtigten Grofen an allen Gitterpunkten gleichzeitig besetzt werden miissen.

SUBROUTINE PDEX1M (NPDE,NX,NPDEMX,NXMAX,T,TEND,XL,XR,X,XDOT,
1 U,UDOT,BCFUN,DIFFUN,PROFUN,USCALE, TTOL, XTOL,
ROPT, IOPT,RWK,LRWK, IWK,LIWK,PRONAM, ICALL, IERR)

c
DOUBLE PRECISION T,TEND,XL,XR,X,XDOT,U,UDOT,USCALE,TTOL,XTOL
DOUBLE PRECISION ROPT,RWK
INTEGER NPDE,NX,NPDEMX,NXMAX,IOPT,LRWK, IWK,LIWK,ICALL,IERR
DIMENSION X (NPDEMX,NXMAX) ,XDOT(NPDEMX, NXMAX)
DIMENSION U(NPDEMX,NXMAX) ,UDOT(NPDEMX, NXMAX)
DIMENSION USCALE(NPDE),ROPT(50) ,RWK(LRWK)
DIMENSION IOPT(50),IWK(LIWK)
CHARACTER*12 PRONAM
EXTERNAL BCFUN,DIFFUN,PROFUN
c
c
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Cx Parameters list description (* marks IN/OUT arguments)
C
C
Cx External subroutines (to be supplied by the user)

C
C
C BCFUN,DIFFUN, PROFUN
C
C

C* Input arguments

NPDE Int Number of partial differential equations
* NX Int Initial number of space discretization points
(fine grid)
NPDEMX Int Leading dimension of arrays u,udot
NXMAX Int Maximum dimension for a grid

declared dimension of array x
second dimension of arrays u,udot

* T Dble Starting point of integration
TEND Dble Final point of integration
XL Dble Left boundary
XR Dble Right boundary
* X (NXMAX) Dble Array for space discretization points
X(1),...,X(NX) must hold the initial grid

* U(NPDEMX,NXMAX)Dble Array for initial values at t on the
initial grid
* UDOT (NPDEMX , NXMAX)
Dble Associated derivatives (may be zero in case
of regular and constant left-hand side B)
USCALE(NPDEMX) Dble User scaling (lower threshold) for the
error norm used in PDEX1M

TTOL Dble Required relative precision for the time
discretization
XTOL Dble Required relative precision for the space
discretization
* ROPT(50) Dble Array of run-time options. Set to zero
to get default values (details see below)
* IOPT(50) Int Array of run-time options. Set to zero
to get default values (details see below)
PRONAM C*12  Problem name
ICALL Int Indicator for type of call

(=0: first call, details see below)

oNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNONONONO NGO NGO N

C* Output arguments

C

C

C * NX Int Current number of space discretization points
C (fine grid)

C *T Dble Current time integration point

C * X(NXMAX) Dble Array for space discretization points
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C X(1),...,X(NX) hold the current (fine) grid
C  * U(NPDEMX,NXMAX)Dble Array of solution values at t on the
C currentfine grid
C  * UDOT(NPDEMX,NXMAX)
C Dble Associated derivatives
C  *x ROPT(50) Dble Array of run-time options. Non zero default
C values ( induced by initial zero setting)
C are set.
C x IOPT(50) Int Array of run-time options. Non zero default
C values ( induced by initial zero setting)
C are set.
C IERR Int Error Code
C = 0 successfull completion of job,
C solution has been computed
C else: see list of error messages below
C
C* Workspace arguments
C
C
C * RWK(LRWK) Dble Real Workspace
C LRWK Int Declared dimension of real workspace.
C * IWK(LIWK) Int Integer Workspace
C LIWK Int Declared dimension of integer workspace.
C
C A test on sufficient workspace is made. If this
C test fails an error message
C is issued from which the minimum required
C workspace size can be obtained.
C
C The first elements of IWK and RWK can be used to
C pass integer and real parameter to the problem
C routines bcfun,dfun,pfun.
C The number of elements used for that purpose
C must be given in IOPT(49) and IOPT(50).
C
SUBROUTINE DFUN (NDCL,NPDE,NX,IX,X,T,U,DVAL,
1 RPAR,LRPAR, IPAR,LIPAR,KFLAG)
C
DOUBLE PRECISION X,T,U,DVAL,RPAR
INTEGER NDCL,NPDE,NX,IX,LRPAR,IPAR,LIPAR,KFLAG
DIMENSION U(NPDE),DVAL(NDCL,NDCL) ,RPAR(LRPAR),IPAR(LIPAR)
C
C
C
C User routine for the local definition of the
C diffusion coefficient matrix DVAL
C
C
C
C Input arguments ( * marks IN/OUT arguments)
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QO

[eNoNONONONONONOINS]

Q QQ

NDCL
NPDE
NX

IX

X

T
U(NDCL)

RPAR (LRPAR)
LRPAR
IPAR(LIPAR)
LIPAR

* KFLAG

declared dimension of local arrays and matrices
dimension of partial differential equation
current dimension of grid (number of nodes)
position in current grid

current position in space (=X(IX+1/2)

current time

U(1:NPDE) holds the solution for the

current (X,T)-values

(linear interp. of U(X(IX),T) and U(X(IX+1),T)
may contain real user parameter

dimension of array rpar

may contain integer user parameter

dimension of array ipar

error indicator

= 0 on input

Output arguments

DVAL (NDCL,NDCL)

* KFLAG

DVAL(1:NPDE,1:NPDE) must hold the matrix of
coefficients

error code

= 0 routine ended successfully

< 0 error occured/detected in this routine

SUBROUTINE PDEFUN (NDCL,NPDE,NX,IX,X,T,U,UX,DUXX,FFUN,BMAT,

1

RPAR,LRPAR,IPAR,LIPAR,KFLAG)

DOUBLE PRECISION X,T,U,UX,DUXX,FFUN,BMAT,RPAR
INTEGER NDCL,NPDE,NX,IX,LRPAR,IPAR,LIPAR,KFLAG
DIMENSION U(NDCL),UX (NDCL) ,DUXX (NDCL,NDCL) , FFUN (NDCL)
DIMENSION BMAT (NDCL,NDCL) ,RPAR(LRPAR) , IPAR(LIPAR)

User routine for the local definition of the right
and left hand side of the PDE.

Input arguments ( * marks IN/OUT arguments)
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Qoo

NPDE dimension of partial differential equation

NX current dimension of grid (number of nodes)

IX position in current grid

X current position in space

T current time

U(NDCL) U(1:NPDE) holds the solution for the
current (X,T)-values

UX (NDCL) U(1:NPDE) holds the first space derivative

of the solution

DUXX (NDCL,NDCL)
UDXX(1:NPDE,1:NPDE) holds the values of the
discretized diffusion operator

RPAR(LRPAR) may contain real user parameter

LRPAR dimension of array rpar
IPAR(LIPAR) may contain integer user parameter
LIPAR dimension of array ipar

* KFLAG error indicator

= 0 on input

Output arguments

FFUN(NDCL)  FFUN(1:NPDE) must hold the right hand side vector
of the PDE

BMAT (NDCL,NDCL)
BMAT(1:NPDE,1:NPDE) must hold the left hand side
matrix of the PDE

KFLAG error code
= 0: routine ended successfully
< 0: error occured/detected in this routine

SUBROUTINE ABGFUN (NDCL,NPDE,NX,IX,X,T,U,ALPHA,BETA,GAMMA,
1 DELTA,RPAR,LRPAR, IPAR,LIPAR,KFLAG)

DOUBLE PRECISION X,T,U,ALPHA,BETA,GAMMA,DELTA

INTEGER NDCL,NPDE,NX,IX,LRPAR,IPAR,LIPAR,KFLAG

DIMENSION U(NDCL),ALPHA(NDCL) ,BETA(NDCL,NDCL) ,GAMMA (NDCL)
DIMENSION DELTA (NDCL)

User routine for the local definition of the diagonal matrices
ALPHA,BETA,GAMMA (or the vector DELTA) describing the
boundary conditions.
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Input arguments ( * marks IN/OUT arguments)

NDCL
NPDE
NX
IX

X
T
U(NDCL)

RPAR (LRPAR)
LRPAR
IPAR(LIPAR)
LIPAR

* KFLAG

declared dimension of local arrays and matrices
dimension of partial differential equation
current dimension of grid (number of nodes)
position in current grid

IX=1 indicates left boundary

IX=NX indicates right boundary

current position in space

current time

U(1:NPDE) holds the solution for the
current (X,T)-values

may contain real user parameter

dimension of array rpar

may contain integer user parameter
dimension of array ipar

error indicator

= 0 on input

Output arguments

ALPHA (NDCL)

BETA (NDCL)

GAMMA (NDCL)

DELTA (NDCL)

* KFLAG

ALPHA(1:NPDE) must contain the diagonal elements
of the BC matrix alpha

BETA(1:NPDE) must contain the diagonal elements
of the BC matrix beta

GAMMA (1:NPDE) must contain the diagonal elements
of the BC matrix gamma

DELTA(1:NPDE) must contain the vektor function
deltae for ODE-type BC

error code

= 0: routine ended successfully

< 0: error occured/detected in this routine
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6. Numerische Ergebnisse

Bei der Angabe des benétigten Aufwands zur Losung eines Problems wer-
den die iiblichen Aufwandsindikatoren verwendet, d.h. es wird die Gesamt-
rechenzeit und die Anzahl der Auswertungen der wesentlichen funktionalen
Einheiten angegeben. Ihre Bedeutung ist in Tabelle 6.1 zusammengefafit. Mit
Ausnahme von nstep wird bei der Zdhlung nicht zwischen einer Auswertung
(Ausfithrung) bei Grob— bzw. Feingitterintegration unterschieden, sondern
es werden alle Auswertungen unterschiedslos beriicksichtigt. Als weiterer In-
dikator ist die durchschnittliche Knotenzahl des Feingitters angegeben:

nstep—1 R
_F 21—0 Ny

v nstep

wobei

F

n,, = Feingitterknotenzahl des Integrationsschrittes t; — ;11

nstep := Anzahl der (erfolgreichen) Gesamtintegrationsschritte .

Die CPUZeit bezieht sich auf eine Workstation der Fa. SUN vom Typ
SPARCstation IPC (Abschnitt 6.1 und 6.2) bzw. SPARCstation IPX (Ab-
schnitt 6.3). Es wurde der SUN-FORTRAN-Compiler (Version 1.4.1) mit
Standardoptionen und Optimierungsstufe OPT = 1 verwendet. Auf die Wahl
einer hoheren Optimierungsstufe mufite verzichtet werden, da fiir OPT > 1
kein stabiles Verhalten der Optimierungsgiite gegen algorithmisch bedeu-
tungslose Anderungen am Quellcode zu beobachten waren.

Indikator | Bedeutung
nstep | Anzahl der (erfolgreichen) Integrationsschritte
njac | Anzahl der Jacobi-Matrix Auswertungen
nfenj | Anzahl der (f2, B2)-Auswertungen fiir num. Differentiation
nfen | Anzahl der sonstigen (f2, B4)-Auswertungen
ndec | Anzahl der LU-Zerlegungen
nsol | Anzahl der Vorwirts/Riickwérts—Substitutionen
nt | durchschnittliche Knotenzahl des Feingitters
CPU | benotigte Gesamtrechenzeit

Tabelle 6.1: Bedeutung der Aufwandsindikatoren
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6.1 Ein Effizienzvergleich

Ein sehr schwieriges Testproblem stellt das folgende Modell eines diffusiven
Verbrennungsprozesses mit Einschrittreaktion dar. Die Temperaturgleichung
lautet:

TESTPROBLEM hot—spot:

a) x€0,1], t€][0,0.29]
b) Ty=Twu+D1+a—T)e "
(6.1)
c) T(x,ty) =1
d) Tw(.TL,t):O, T(.IR,t):l
mit der Damkohler Zahl s
e
D=R—
ad

Umin=_9.00E-01 Umax=_2.10E+00

Xmin=_0.00E+00 Xmax= 1.00E+00

Abbildung 6.1: hot—spot: Losung an einigen ausgewéhlten Zeitpunkten
In dieser Form ist die Brennstoffmenge durch Y = (1+a—1T")/a gegeben, und

es braucht keine partielle Differentialgleichung fiir Y gelést zu werden. Auf
die Variante des Problems, in der auch eine PDG fiir die Brennstoffmenge
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mitberiicksichtigt ist (vgl. etwa [44], [2]), soll hier nicht eingegangen werden.
Der Charakter des Problems éndert sich dadurch nur unwesentlich. In der hier
angegebenen Form wird das Problem z.B. in [67] als Testbeispiel verwendet.
Die Losung des Problems an einigen geeignet gewahlten Zeitpunkten ¢; ist
in Abbildung 6.1 dargestellt (¢; = 0.0, 0.2400, 0.2401, 0.2402, 0.2403,0.2404,
0.2408, 0.2412, ..., 0.2436, 0.2440). Vergleicht man die gewahlten Zeitpunk-
te und die zugehorigen Positionen, so erkennt man, dal das Problem ex-
trem kritisch ist. Nach einer langsamen Anlaufphase beginnt die Temperatur
am linken Rand explosionsartig anzusteigen. Nachdem das Temperaturma-
ximum erreicht ist, beginnt die Temperaturfront sehr rasch nach rechts zu
wandern. In dieser Anfangsphase der Bewegung zeigt die Frontgeschwindig-
keit ein ausgepriagtes Maximum. Anschliefend wandert die Front mit einer
deutlich niedrigeren und dabei langsam abnehmenden Geschwindigkeit zum
rechten Rand.

Priift man die Genauigkeit einer numerischen Lésung nur fiir die in (6.1.a)
angegebene Endzeit, so sind Fehler, die in der kritischen Anfangsphase auf-
treten (¢ ~ 0.2403), nicht mehr erkennbar. Daher soll hier ein spezielles
numerisches Experiment durchgefiihrt werden.

Statt der Endzeit t.,q = 0.29 wird die Endzeit t.,q = 0.244 vorgegeben. Die
Giite einer numerischen Losung wird dadurch bewertet, daf3 die Genauigkeit
der Frontposition zu diesem Zeitpunkt bestimmt wird. Mit Hilfe einer sehr
genauen Referenzlosung erhélt man:

T(zs,0.244) = 1.8 = x5 = 0.71053... .

Zuerst soll der Aufwand gefunden werden, den eine klassische Linienme-
thode mit Zeitschrittweitensteuerung aber nur dquidistantem, festem Gitter
bendtigt, um die Frontposition mit einer gewissen Genauigkeit zu berechnen.

DASSL EULSIM
tolt/naC 101 | 201 | 401 | 801 | 101 | 201 | 401 | 801
10-3 - - - - — — — —
104 — — — — — o o °
10-° - o o o — o ol °
10-° — o ol ° — o °

Tabelle 6.2: Genauigkeit der Frontposition bei Zeitintegration mit Linienme-
thode

Dazu werden die Integratoren DASSL und EULSIM in Verbindung mit der
auch in PDEX1IM verwendeten Ortsdiskretisierung gewéhlt. Das Problem
wird dann mit verschiedenen vorgegebenen Zeitintegrationsgenauigkeiten und
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immer feiner werdenden Gittern gelost. Die numerische Frontposition :U}V
wird dann durch Interpolation ermittelt. Der Interpolationsfehler ist dabei
kleiner als 1%. Das Resultat des Experiments ist in Tabelle 6.2 zusammen-
gefafit. Die Bedeutung der Symbole ist wie folgt:

o 2§ <1%
o : xf" <10%
— 29T > 10% .

Dabei ist unter %" der relative Fehler der numerischen Frontposition zu
verstehen:

err N
o =y — x|y
Die jeweils am wenigsten aufwendige Integration ist durch e” bzw. ¥ her-
vorgehoben. Fiir die dabei benotigte CPU—Zeit ergibt sich:

ol : 1156 Sek. , o : 862 Sek. .

Lost man das modifizierte Problem mit PDEX1M, wobei zunéchst die im fol-
genden Abschnitt angegebenen Standardoptionen verwendet werden (tol, =
2.5-1073, tol, = 1.0 - 1073, so zeigt sich bereits deutlich der Gewinn an Ef-
fizienz und Sicherheit den eine in Raum und Zeit adaptive und kontrollierte
Integration besitzt. Mit einem Aufwand von nur 71 Sekunden Rechenzeit
wird die Frontposition mit einer Abweichung von nur 7% berechnet (Eintrag
Vs in Tabelle 6.3). Bei der vergleichbaren Linienmethoden-Integration mit
tol = 10=3 ist der Fehler auf allen Gittern mindestens 30%.

PDEX1M
Variante | CPU | z§™
Vs 71 | 6.8%
Va 34 | 7.0%
Vs 133 | 0.9%
Vi 74 1 0.3%
Vs 57 1 0.7%

Tabelle 6.3: Genauigkeit der Frontposition bzw. Aufwand bei Integration mit
PDEX1M—Varianten

Bei der Integration mit PDEX1IM meldet der Integrationsmonitor deutliche
Diskrepanzen in den Fehlerschiatzungen auf Grob— bzw. Feingitter. Das in
Abschnitt 4.3.2 angesprochene Problem der Scheindynamik tritt auf. Schal-
tet man daher auf die abgeschwichte Fehlerkontrolle um, so zeigt sich eine
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beschleunigte Integration bei praktisch gleicher Genauigkeit (Eintrag V5 in
Tabelle 6.3).

Experimentiert man nun noch etwas mit den Genauigkeitsforderungen und
Gittermitbewegungsgleichungen fiir PDEX1M, so lassen sich rasch auch ge-
nauere Frontpositionen bei weiterhin sehr geringen Rechenzeiten erzielen.
Exemplarisch sind die Resultate von drei dieser Integrationen in Tabelle
6.3 angegeben. Bei allen drei Rechnungen wurde eine Toleranzvorgabe von
tol, = 2.5-107%, tol, = 1.0 - 10~* gewahlt.

Bei V? wurde nochmals die Standardgittermitbewegung gewihlt.

Bei V, wird die Gittermitbewegung durch eine Ankopplungsgleichung der
Form (4.41) — mit @ = 1.8 — durchgefiihrt. Die Bestimmung des “Front-
knotens” iy erfolgt automatisch. Alle anderen Knoten werden durch eine
diskretisierte Form der Gleichung (4.22) bewegt.

Bei der letzten Variante (V5) ist gegeniiber V; nur die Behandlung der “Rest-
knoten” geéndert. Es wird dazu eine spezielle Realisierung von (4.44) ver-
wendet.

Insgesamt 148t sich also eine drastische Effizienzsteigerung feststellen. Um
die potentiellen Moglichkeiten, die gerade die Gittermitbewegung bietet, voll
auszuschopfen, bedarf es allerdings eines gewissen Fein—Tunings.

Den deutlichen Unterschied im Integrationsverhalten zwischen einer nur zeit-
adaptiven Linienmethode und einer Methode mit zusétzlich statischem und
dynamischen Regridding illustrieren die Abbildungen 6.2 (EULSIM mit tol =
10~*,n, = 401) und 6.3 (PDEX1M-V5). In beiden Fillen ist die Lésung an
jeweils allen intern gewéhlten Integrationszeitpunkten dargestellt.
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6.2 Verhalten an typischen Testproblemen

In diesem Abschnitt soll nun insbesondere die Robustheit des Verfahrens bzw.
die des Programmpaketes PDEX1M demonstriert werden. Dazu wird, ohne
eine spezielle Adaptierung von Verfahrensparametern oder Wahl algorith-
mischer Varianten, eine mdoglichst breite Palette von Testproblemen gelost.
Es wird zunéchst der bereits klassische Satz von 7 Testproblemen aus SIN-
COVEC/MADSEN [72] verwendet. Bei diesen Beispielen handelt es sich um
typische Modellprobleme aus sehr unterschiedlichen Anwendungsbereichen.
Die Probleme zeigen durchaus unterschiedliche Arten von Schwierigkeiten
bei der numerischen Losung. AnschlieSend werden einige haufig verwendete
Testbeispiele mit wandernden Fronten gel6st.

Die Frage, ob zur Losung ein mitbewegtes Gitter verwendet werden soll, ist
dabei natiirlich nicht generell zu beantworten, sondern ist vom Problem her
vorab zu entscheiden. Wird jedoch ein mitbewegtes Gitter verwendet, so wird
die allgemeine Gittermitbewegungsgleichung (4.26) mit dem Standardpara-
meter A = 0.1, vgl. (4.31), verwendet.

Andere Parameter sind jedoch von der Sache her problemabhéngig und bediir-
fen eigentlich der Setzung durch den Benutzer der Software. Dennoch werden
hier, von wenigen angezeigten Ausnahmen abgesehen, folgende Spezifikatio-
nen durchgéngig verwendet:

Anfangszeitschrittweite: AT := 1075

Anfangsfeingitter: nio =81

Skalierunsschwellwerte: uj := 1,7 = 1,..., npae

Verlangte Ortsgenauigkeit: tol, := 2.5 - 1073

e Verlangte Zeitgenauigkeit: tol; := 1.0 - 1073

Diese Kombination der verlangten Genauigkeiten reflektiert die Tatsache,
dafl die Zeitintegration wegen ihrer variablen Ordnung auf stringentere Ge-
nauigkeitsforderungen mit vergleichsweise geringerem Mehraufwand als die
Ortsdiskretisierung reagiert. Da die Grobgitterdiskretisierung einen viermal
grofleren Fehler als tol, besitzt, ist eine weniger genaue Vorgabe von tol,, bei
einer “black box”-Anwendung von PDEX1M nicht zu empfehlen.
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6.2.1 Die Beispiele von Sincovec/Madsen

TESTPROBLEM SM—A:

a) x€[0,1], te0,1.1]

(=

Ut = EUgyr — Uy

o

)
) u(z,to) = ug(x,to)
d) u(xp,t)=1, u(zg,t)=0.1.

Die exakte Losung dieser Burgers—Gleichung ist durch
up(z,t) = (0.1e=* +0.5e 72 + =) /(e + 7P + 79

mit A = (z— 0.5+ 4.95t)/(20¢)
B = (z—0.5+0.75¢t)/(4e)
C = (x—0.375)/(2)

gegeben. Verwendet man den Parameterwert e = 0.003 aus [72], so ist geniigend
Diffusion im Problem, um es mit zentralen Differenzen sinnvoll diskretisieren
zu koénnen.

Da die Losung eine wandernde Welle von variabler Gestalt darstellt, die
am rechten Rand durch eine Dirichlet-Bedingung zum Stillstand gebracht
wird, ist dies ein interessanter Test fiir die Giite der hier vorgeschlagenen
allgemeinen Moving—Grid—Technik.

Der Vergleich zu einer Integration mit nur statisch angepafitem Gitter fin-
det sich in Tabelle 6.4. Es zeigt sich, daf§ bei Mitbewegung des Gitters die
dadurch reduzierte Anzahl an Integrationsschritten durch die verdoppelte
Problemdimension fast vollig kompensiert wird.

Die numerische Losung an jeweils allen intern gewéhlten Integrationszeit-
punkten ist in Abbildung 6.4 bzw. 6.6 dargestellt. Dabei ist wieder die Fein-
gitterlosung an allen Grobgitterknoten dargestellt (wie in allen folgenden
Losungsdarstellungen). Das statisch angepafte Grobgitter ist in Abbildung
6.5 illustriert. Das mitbewegte (Grob—) Gitter ist in Abbildung 6.7 gezeigt.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | nl | CPU

nein 46 | 112 336 716 | 429 | 1033 | 80 | 27.1
ja 19 38 266 141 | 159 | 420 | 79| 22.1

Tabelle 6.4: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—A
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Umin= -1.00E-01 Umax= 1.10E+00 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 1.10E+00

Abbildung 6.4: Losung von Testproblem SM—A.

\ o | \ | ]
+ o +‘*+
T M i

‘ |

|

Xmin="0.00E+00 Xmax= 100E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 1.10E+00

Abbildung 6.5: Nur statisch angepafites Gitter fiir Testproblem SM—A
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Umin= -1.00E-01 Umax= 1.10E+00 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 1.10E+00

Abbildung 6.6: Losung von Testproblem SM—A (bei mitbewegtem Gitter).

Xmin=0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 1.10E+00

Abbildung 6.7: Mitbewegtes Gitter fiir Testproblem SM—-A
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TESTPROBLEM SM-B:
a)  x€[—400,400] , t € [0,1.83]
b) Vt = Vg — 00, — g(w, + Hy)
Wy = MWy — VW — W,
c) v(z,to) =40, w(z,ty) =20 — H(z)
d) v(zp,t) =v(xg,t) =40, w(xg,t) =w(xg,t) =20

mit H = H(.T) — Inax{o7 10 — 10(.1'/40)2}

g =980 .

Bei diesen Modellgleichungen fiir ein Problem aus der Strémungsmechanik
(“shallow water flow”) handelt es sich nochmals um ein eigentlich hyperbo-
lisches Problem. Um den Gleichungen wenigstens eine gewisse parabolische
Natur zu geben, miissen kleine diffusive Terme hinzugefiigt werden (“kiinst-
liche Viskositit”). In [72] werden allerdings keine Angaben iiber deren Grole
gemacht. Mit der Wahl

v=mn=200 (6.2)

lassen sich die in [72] dargestellten Losungen zwar nicht ganz reproduzieren,
aber man erhélt ein fiir einen parabolischen Loser adédquates Problem.

In Abbildung 6.8 ist nicht nur die Losung v(z,t) (horizontale Stromungs-
geschwindigkeit) an allen Integrationszeitpunkten, sondern auch das jeweils
zugehorige Grobgitter dargestellt. Gleiches gilt fiir die Darstellung der Kom-
ponente w(z,t) (Wassertiefe) in Abbildung 6.9.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | n: | CPU
nein 9 18 126 84 56 | 122 | 163 21.4

Tabelle 6.5: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—-B
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Umin=_0.00E+00 Umax= 2.00E+02

4.00E+02

Xmin=_-4.00E+02 Xmax

T
83E+001

Soo~o0BwT MmN

m

40E+00¢

1
1
8
4
1
4
2
1
1
0

Abbildung 6.8: Losung v von Testproblem SM—B

4.00E+01

Umin= 0.00E+00 Umax

4.00E+02

Xmin=_-4.00E+02 Xmax

T
83E+001

Soo~o0BT MmN

m

40E+00¢
01t
02t
02t
03t
05 t
00t

1
1
8
4
1
4
2
1
1
0

Abbildung 6.9: Losung w von Testproblem SM—-B
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TESTPROBLEM SM-C:
a) x€l0,1], te][0,]1]
b) up = (D(2)ug)r — v(x)uy

c) u(z,

d) u(zr,t) =1, u(xg,t)=0

mit
5 fuir 0 < z < 0.
D(x)_{lﬁir 05 < = < 1

(o) = 1000 fir 0 < 2 < 05
YTy 1 fir 05 < o2 <1

und

Die Besonderheit dieser Diffusion—Konvektions—Gleichung liegt in den unste-
tigen Koeffizienten D(x) bzw. v(z) und der unstetigen Anfangsbedingung.
Fiir den Wert x = 0.5 wird hier der einfache Mittelwert v = 500.5 ver-
wendet. Ob bei der Mittelwertbildung eine Beriicksichtigung der Gréfle der
angenzenden Gitterintervalle sinnvoll ist, hdngt vom physikalischen Hinter-
grund des Problems ab, und kann nicht im Verfahren entschieden werden.
Der Koeffizient D(z) wird an der Unstetigkeitsstelle nicht ausgewertet.

Obwohl diese partielle Differentialgleichung nicht die fiir die Anwendung des
Verfahrens eigentlich notwendigen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt,
ist das Verfahren robust genug, auch dieses Testbeispiel problemlos zu l6sen.
In Abbildung 6.10 sind Losung und Gitter an einigen ausgewéhlten Integra-
tionszeitpunkten dargestellt.

Zwar ist die Losung (zunéchst) eine wandernde Front, aber die Unstetigkeit
der Funktionen D(z) und v(z) verbietet eine Anwendung der allgemeinen
Moving—Grid—Technik.

Bei Integration dieses Problems wurde eine Anfangsschrittweite AT = 10~7
vorgegeben.

mog | nstep | njac | nfeng | nfen | ndec | nsol | il | CPU

nein 28 62 186 326 | 210 | 474 | 71| 128

Tabelle 6.6: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—C
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1.00E-01 Umax=_1.10E+00

Umin= -

Xmin=_0.00E+00 Xmax=_ 1.00E+00

T
1.00E+00t
2.51E-02 ¢
2.44E-03 ¢
1.20E-03 |
6.73E-04 t

N O
NdSoowr~ro0owt N

A

5.87E-04 o
4.80E-04

4.21E-04 |

2.46E-04 1

1.13E-04 HHHH-——HH

3.91E-05 it

0.00E+00¢

Abbildung 6.10: Losung von Testproblem SM—C
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TESTPROBLEM SM-D:
a)  xel0,1, tel0,0.]
b) Ut = Uy — 10sinh(10u)
c) u(z,ty) =0 firz <1
u(z,tg) =1 firz =1

d) u(zr,t) =0, u(zg,t)=1

Wiederum liegt ein Problem mit unstetiger Anfangsbelegung vor. Allerdings
sind die Anfangswerte eigentlich unerheblich, da das Originalproblem (Troschs
Problem) die rein elliptische Randwertaufgabe ist. In [72] wird daraus jedoch
die obige Anfangs—Randwertaufgabe konstruiert. Fiir die angegebene Endzeit
ist der stationdre Zustand bereits erreicht.

Verwendet man zur Integration eine sehr kleine Anfangszeitschrittweite, etwa
AT = 1077, so wird ein durch den unstetigen Anfangszustand hervorgerufe-
nes Problem deutlich. Da die Fehlerkontrolle neue Knoten am rechten Rand
einfiigt, lauft die Losungsfront zunéchst “riickwérts”, d.h. auf den rechten
Rand zu, und erst anschlieBend beginnt die Bewegung nach links.

Die in den Abbildungen 6.11 und 6.12 dargestellten Losungen — wieder an
allen Integrationszeitpunkten — lassen dieses Verhalten erkennen. Sie zei-
gen auch, dafl die verlangte Genauigkeit, insbesondere in Verbindung mit
dem gewihlten Skalierungsschwellwert, recht grobe Gitter in einem eigent-
lich interessierenden Bereich der Losung zuldfit. Ist man an einer genaueren
Losung interessiert, so kann man z.B. die Integration mit einem modifizierten
Schwellwert u§ = 10~2 wiederholen. Die zugehérige Losung, nun an jedem 5.
Integrationspunkt, ist in Abbildung 6.12 gezeigt. Auch hier lauft die Front
zunéchst noch nach rechts. Um dies zu vermeiden, miifite ein sehr viel feineres
Anfangsgitter vorgegeben werden.

Die Aufwandsindikatoren in Tabelle 6.7 zeigen, dafl die restriktivere Genau-
igkeitsforderung zu einem deutlich gestiegenen Integrationsaufwand fiihrt.

scale | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | nl | CPU

S 9 18 o4 60 48 90 | 66 3.1
R 25 52 156 | 290 | 182 | 420 | 111 | 184

Tabelle 6.7: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—D. Standardskalie-
rung (S) und restriktive Skalierung (R)
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Umin= -1.00E-01 Umax=_1.10E+00

Xmin=_0.00E+00 Xmax=_1.00E+00

T

-+ 10

-+ 9
il 8
—HHHHE 7

i 6
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R 4
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1
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3
2

07 t

Abbildung 6.11: Loésung von Testproblem SM—D bei Standardskalierung

Umin= -1.00E-01 Umax= 1.10E+00

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00

T
1.00E-01 ¢
1.02E-02
7.32E-04 |
8.80E-05 |

R 6

- HHHH I 5

0.00E+00t

Abbildung 6.12: Losung von Testproblem SM—D bei restriktiver Skalierung
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TESTPROBLEM SM-E:

a

(=

o

)
)
)
d)

mit

z€10,1], te[o0,5]

w = 72Uy,

u(z, ty) = 600

Ug(xp,t) =0, ug(zr,t) = ¢(zg,t,u)

d(x,t,u) =1.73 - 1072(6.25 - 10" — u(z,)*) .

Hierbei handelt es sich um eine einfache Warmeleitungsgleichung, allerdings
in Zylinderkoordinaten. Eine weitere Besonderheit ist die nichtlineare Rand-
bedingung vom Neumann-Typ. Bei der numerischen Lésung mit PDEX1M

ergeben sich keinerlei interessante Phénomene.

mog | nstep | njac | nfeng | nfen | ndec | nsol | nf | CPU
nein 7 14 42 56 40 82 | 47 1.7

Tabelle 6.8: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—-E

Umin=_4.90E+02 Umax=

6.10E+02

\

- ]

T Xmin=_0.00E+00 Xmax= 1.00E+00

5.00E+00¢

3.14E+00¢

1.04E+00¢

2.23E-01t

2.07E-02 ¢+

6.96E-04

-
1.00E-05 +—A—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+-

0.00E+0O—~+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+——+—+——+—+—+—F—+—F—————+

PNWAOON®

Abbildung 6.13: Losung von Testproblem SM—-E
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TESTPROBLEM SM—F:

a) x€[0,1], t€[0,101]

b) Uy = Dug, + ay — asu + azv + agy — asuv + aguy
vy = Dvgy + by — bov + bguv — byow
wy = Dwy, — cyw + ey + csuy — cqvw + 800 + SST1(x)
Yt = Dypa — di1y + dovw — dsuy + 800

o) ulz,to) = 1.306028 - 10°
v(z, ) = 1.076508 - 1012
w(z, ty) = 6.457715 - 1010
y(z,t) = 3.542285 - 1010

d) Ug(xp,t) = vp(xp, t) = we(xp,t) = yu(xp,t) =0

mit den Parameterwerten
a; = 4-10°, ay = 272.443800016, a3 = 10~%, ay = 0.007, a5 = 3.67 - 1016,
ag = 4.13 - 10712
by = 272.4438, by = 1.00016 - 10~%, b3 = 3.67 - 10716, by = 3.57 - 10~1°
c1=1.6-107% ¢y = 0.007, c3 = 4.1283 - 1072, ¢, = 3.57 - 10~1°
dy = 7.000016 - 1073, dy = 3.57 - 10~15, d3 = 4.1283 - 10~12
D =10""
i < < 0.
SST1(z) = { 2280 fiir 0.475 _soflst_ 0.575

Da das Verfahren PDEX1M intern in skalierten Grofien arbeitet, machen sich
die extremen Groflenordungen dieses gekoppelten Systems von Reaktions—
Diffusions—Gleichungen nicht negativ bemerkbar. Der unstetige Koeffizient
SST1 erfiahrt keine Sonderbehandlung. Der in Abbildung 6.14 angegebene
Losunsverlauf der Komponente w ist typisch fiir das Verhalten aller Kompo-
nenten.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | nk | CPU
nein 14 28 420 106 76 | 154|104 | 55.2

Tabelle 6.9: Aufwand zur Lésung von Testproblem SM—-F
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Umin=_ 6.00E+10 Umax= 1.20E+11

T Xmin=_0.00E+00 Xmax= 1.00E+00

T.00E+I0——————F——F——F——FFHHHHHHHHHH HHHHHHHH— A 15

2.48E+08}
1.25E+08¢ + + ——+—
5.53E+071 t +—t t —t+—t—
2.12E+07¢ t —— A ————+—+ — L e e e e
2.43E+06} + —
1.01E+05¢ + + + + + + + +— + +—+ + + + + + + + |
1.01E+03¢ t t t t t t t +— t +—t t t t t t t t 1
1.01E+01+ ; ; ; ; ; ; ; —t ; —t + t t t t t t |
1.01E-01+ + + + + + + + +— + +—+ + + + + + + + |
1.01E-03 ¢ t t t t t t t t +—t t —t t t t t t t t |
1.00E-05 +—+—+—+—t+—+—t+—t+—+—t+—+—t+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—t———————————t—————+—
0.00E+00 44—+

PNWAOTON®OO©

Abbildung 6.14: Losungskomponente w von Testproblem SM-F
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TESTPROBLEM SM-G:

a) xz€[0,1], te€]0,0.1]

b

w = (utg), — u?

C

d

u(z, ty) = 100
u(zr,t) =50, u(xp,t)=1—sin(u(zg,t))

)
)
)
)
Die Besonderheit dieses Problems ist im Auftreten eines l6sungsabhingigen
Diffusionsterms zu sehen. Nochmals tritt eine nichtlineare Randbedingung
und eine unstetige Anfangsbelegung auf. Daher wird wieder eine Anfangs-
schrittweite von 10~7 verwendet. In Abbildung 6.15 ist die Losung an allen
Integrationspunkten mit ¢ < 3.4 - 10~3 angegeben.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | il | CPU

nein 15 30 90 124 90 | 184 | 48 3.8

Tabelle 6.10: Aufwand zur Losung von Testproblem SM—-G

Umin= 0.00E+00 Umax= 1.01E+02 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 3.40E-03

Abbildung 6.15: Losung von Testproblem SM—-G
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6.2.2 Wandernde Fronten

TESTPROBLEM nerve—pulse:

a)  xel0,120], t € [0,200]

b) Ut = Uz + u(u —0.139)(1 —u) — v
vy = 0.008(u — 2.54v)

c) u(z,ty) = v(x,to) =0

d) ug(xp,t) = —0.225 | uy(xpg,t) =0

Das Problem dient z.B. in [8, 78] als Testproblem. Das Modell besitzt zwei be-
sondere Schwierigkeiten. Zum einen stellt eine der Gleichungen eine gewohn-
liche Differentialgleichung dar. Nach Transformation auf mitbewegte Koordi-
naten liegt also eine formal hyperbolische Gleichung vor. Dies fiithrt hier aller-
dings zu keinen Stabilitdtsproblemen. Zum anderen tauchen am linken Rand
immer neue Impulse auf, und dies fiithrt zu einem nichttrivialen Losungsver-
halten hinter der sich nach rechts weghewegenden Front.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | nl | CPU

ja 99 | 130 1430 712 794 | 1807 | 79 | 161.8

Tabelle 6.11: Aufwand zur Losung von Testproblem nerve—pulse

J
/%///////////;/;/Z//%y /// ; // | /// /’

15777
/// : o i [ ! i

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.20E+02 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.00E+02

Abbildung 6.16: Mitbewegtes Gitter fiir Testproblem nerve—pulse
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Umin= -5.00E-01 Umax= 1.30E+00 u

Xmin=0.00E+00 Xmax= 1.20E+02 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.00E+02

Abbildung 6.17: Losungskomponente u von Testproblem nerve—pulse

Umin= -1.00E-01 Umax= 6.00E-01 u

Xmin=0.00E+00 Xmax= 1.20E+02 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.00E+02

Abbildung 6.18: Losungskomponente v von Testproblem nerve—pulse
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TESTPROBLEM slab—2:
a)  xel0,1], tel0,0.025]
b) Ty =T+ g5 Ape T + {5 Asoe=®/T
Pt = Paz — A1p€_01/T
Ot = Ogp + Alpe_el/T — Asoe
c) T(x,to) =Ty, plz,to) =1, o(z,t9) =0
d) To(xp,t) = pe(xp,t) = 0p(xr,t) =0
T(xp,t) =min{Ty + Ct, T}
pu(TR,t) = 0x(2R,t) =0

—0,)T

Dieses Flammenmodell nach OTEY/DWYER [60] ist eine Erweiterung des
sehr haufig verwendeten Testproblems von DWYER/SANDERS [27]. Es han-
delt sich um ein Modell mit einer Zweischritt-Reaktion. Die Paramter sind
so gewahlt, dafl damit die Autheizung eines aus dem Material p bestehenden
Stabes simuliert wird, wobei der Stoff p dann durch einen exothermen Prozef3
geméfl p — o — Y zerfillt. Die Aufheizung wird durch eine einfache zeit-
abhéngige Randbedingung modelliert. Die hier angegebenen Parameterwerte
und die Integrationszeit entsprechen den von [59] verwendeten:

Ay =22-10°, Ay, =22-10"° B=1,
01 — 4, 02 — 4,
Ty = 0.2, Ty =12, C' = 2000.

Die Losungen p (o ist fast identisch Null, 7" dhnlich wie in Abbildung 6.21),
zu allen Integrationszeitpunkten, findet sich in Abbildung 6.19; das statisch
und dynamisch angepafite Gitter in Abbildung 6.20.

CPU
107.1

mog | nstep | njac | nfeng | nfen | ndec | nsol
ja 39 78 | 1170 | 301 | 289 | 929

3l
S

Tabelle 6.12: Aufwand zur Losung von Testproblem slab—2
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Umin= -1.00E-01 Umax= 1.10E+00 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.50E-02

Abbildung 6.19: Losungskomponente p von Testproblem slab—2

—

N A lninammueeany el
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Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 2.50E-02

Abbildung 6.20: Mitbewegtes Gitter fiir Testproblem slab—2
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TESTPROBLEM slab—1:

a) xz€[0,1], te]0,0.006]

b)  Ti =Ty + Ape= T
Pt = pag — Ape™¥/T
C) T('T7t0) = TO ) p(.T,t()) =1 (63)
d) T.(zr,t) = pe(xp,t) =0
T(xp,t) =min{T, + Ct, T}

pz(TR,t) =0

Mit den Parameterwerten
A=2352-105, 0 =4,

Ty =0.2, Ty =12, C = 5000. (6-4)
Es handelt sich um das eben erwihnte Testproblem aus [27]. Mit dieser Pa-
rameterwahl ist sowohl der Aufheizvorgang, als auch die Frontbewegung,
deutlich schneller als im vorherigen Beispiel. Es handelt sich hierbei um ein
auBerst beliebtes Testproblem. Es wird z.B. in [8, 65, 66, 78, 77, 80] als Test-
beispiel verwendet.

Die im Vergleich zu Problem slab—2 noch schnellere Frontbewegung macht
eine Losung mit mitbewegtem Gitter sehr attraktiv.

CPU
55.3

mog | nstep | njac | nfeng | nfen | ndec | nsol | n
ja 22 46 506 | 329 | 347 | 852

D
— |8

Tabelle 6.13: Aufwand zur Losung von Testproblem slab—1
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Umin= -1.00E-01 Umax= 1.30E+00 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.00E-03

Abbildung 6.21: Losungskomponente T von Testproblem slab—1

O

I A0 T

N\

\ . SN
N R N R N N R B N U SR
Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.00E+00 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.00E-03

Do

Abbildung 6.22: Mitbewegtes Gitter von Testproblem slab—1
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TESTPROBLEM PW—4:

a.) x€[-2510], te[0,15]

b.) Ti=T,+R(T)Y)
Y, = LY, — R(T,Y)

c.) x € [21,0): T(x,t0) = exp(x), Y(x,tg) =1—exp(Lx) (6.5)
x € [0,zg|: T(x,tg) =1, Y(x,t) =

d.) T(xp,t) =0, Y(xp,t)=1
T.(zr,t) =0, Yi(xpg,t)=0

mit der Reaktionsrate

2 B(1-T)
:gszﬁmﬁf (6.6)

R(T)
Fiir die dimensionslosen physikalischen Paramter o (Warmefreigabe), 5 (Ak-
tivierungsenergie) und L (Lewis-Zahl) kénnen, z.B. wie in [74], die Werte

a=08, =20, L=20 (6.7)

verwendet werden. Dieses Beispiel ist dem Buch [63] entnommen. Das hier an-
gegebene Testbeispiel entspricht dem Testproblem 4 aus [63]. Allerdings sind
die eigentlich asymptotischen Randbedingungen auf die Rénder eines endli-
chen Intervalls gesetzt, die “weit genug* von der Position der Brennfront an
t =t entfernt sind. Die besondere Schwierigkeit bei der numerischen Lésung
ist das Auftreten einer Flammenfront von variabler Gestalt und mit nicht-
konstanter Geschwindigkeit. Die Losung ist in den Abbildungen 6.23 und 6.24
gezeigt. Das mithbewegte Gitter in Abbildung 6.25. Um die Robustheit der
rein statischen Gitteranpassung zu illustrierten, ist das nur statisch angepa-
Bte Gitter einer Vergleichsrechnung in Abbildung 6.26 gezeigt. Der Aufwand
dieser Vergleichsrechnungen ist in Tabelle 6.14 zusammengefaflt.

mog | nstep | njac | nfenj | nfen | ndec | nsol | nl | CPU

ja 35 74 814 | 366 | 332 | 1240 | 92 | 110.6
nein 249 | 498 | 3486 | 1961 | 1614 | 3077 | 86 | 276.0

Tabelle 6.14: Aufwand zur Losung von Testproblem PW—4
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Umin= -1.00E-01 Umax= 1.30E+00

Xmin= -2.50E+01 Xmax= 1.00E+01

Abbildung 6.23: Losungskomponente 1" von Testproblem PW—4

Umin= -1.00E-01 Umax= 1.10E+00

Xmin= -2.50E+01 Xmax= 1.00E+01

Abbildung 6.24: Losungskomponente Y von Testproblem PW—4
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Abbildung 6.25: Mitbewegtes Gitter von Testproblem PW—4
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Abbildung 6.26: Nur statisch angepafites Gitter von Testproblem PW—4
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6.3 Ein Problem aus der Praxis

Katalytische Abgasreinigung

Zum Versténdnis der Vorgdnge, die bei der Abgasreinigung in Katalysato-
ren stattfinden, kénnen numerische Simulationen ein wesentliches Hilfsmit-
tel sein. Auch mit rdumlich nur eindimensionalen Modellen kénnen bereits
wichtige Erkenntnisse gewonnen werden. Insbesondere bei der Weiter— und
Neuentwicklung der z. Z. verwendeten Katalysatoren kénnen umfangreiche
Simulationsstudien ein wichtiges Werkzeug sein.

Ein sehr wichtiges Problem stellt dabei fraglos die Abgasreinigung mit Hil-
fe von Autokatalysatoren dar. Jede, auch noch so geringe, Verbesserung des
Wirkungsgrades ist ein wesentlicher Beitrag fiir die Reduzierung der durch
den Individualverkehr hervorgerufenen Umweltverschmutzung. So werden
z.B. am Institut fiir Chemische Verfahrenstechnik der Technischen Univer-
sitat Stuttgart, in Zusammenarbeit mit einem deutschen Automobilkonzern,
Moglichkeiten untersucht, u.a. durch ein neues Design den Wirkungsgrad der
heutigen Auto-Katalysatoren weiter zu steigern. Die dazu notwendige rea-
litdtsnahe Modellierung fithrt dann allerdings auf Modellgleichungen, die den
Rahmen der hier angegebenen Problemklasse sprengen.

- - - - -~ L 1

|
I gereinigtes |

' Abgas |  TITETLTD |
:vom Motor | : Abgas
,,,,,,,, | [ |
— —
r |
, Vorkat :

Abbildung 6.27: Zweistufiger Autokatalysator (nach KIRCHNER [45])

Um das Verfahren dennoch einsetzen zu kénnen, wurde in Zusammenarbeit
mit Mitarbeiten des o.g. Instituts eine Weiterentwicklung vorgenommen, die
auch den ingenieurméfigen Anforderungen geniigt [58]. Ohne dafl dabei Ab-
striche an den numerisch—algorithmischen Konzepten gemacht wurden, ist
das weiterentwickelte Verfahren in der Lage, auch Probleme mit z.B. (meh-
reren) inneren Randbedingungen, nicht iiberall definierten abhéngigen Varia-
blen oder gebietsabhéngigen Quellfunktionen zu lésen. Details finden sich in
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FRAUHAMMER [29]. Durch diese Erweiterungen ist das Verfahren zu einem
robusten Simulationsinstrument in den Hénden des Ingenieurs geworden. Ein
typischer Versuchsaufbau, dessen mathematisches Modell mit diesem erwei-
terten Programmpaket simuliert wurde, ist in Abbildung 6.27 angegeben.

Ein vereinfachtes Modell

Zur Illustration der Komplexitat und Schwierigkeit derartiger Modelle kann
jedoch auch ein Problem dienen, das noch in die hier betrachtete Problem-
klasse féllt. Dazu wird ein im Ort homogenes Modell betrachtet, mit dem
der Grad der Schadstoffreinigung in einem herkémmlichen Katalysator beim
Start eines Autos untersucht werden kann.

Zur Modellierung wird ein 2-phasiges, kontinuierliches Katalysatormodell
verwendet, in dem die radialen Effekte vernachléssigt werden. Damit ergibt
sich ein rdumlich eindimensionales Problem. Ohne hier auf weitere Details der
Modellierung eingehen zu wollen, sieche hierzu etwa EIGENBERGER /NIEKEN
28], ist ein 2-phasiges Modell dadurch gekennzeichnet, dafl zwischen Tem-
peratur und Spezieskonzentration im Gas und am Feststoff (Katalysatormo-
nolith) unterschieden wird. Ohne auch hier auf die gemachten Vereinfachun-
gen (wie etwa konstante Warmekapazitét des Gases, Vernachlissigung der
Strahlung und des Impulsaustausches) néher einzugehen, ergibt sich aus der
Bilanzierung von Energie und Masse, sowohl im Gas als auch am Katalysa-
tor, ein komplexes System von gekoppelten, parabolischen Gleichungen, in
denen auch konvektive Terme auftreten.

In dem hier verwendeten Modell soll der Schadstoffabbau von Kohlenmon-
oxyd, CO, und Propen, C5Hg, untersucht werden. Dabei wird das Verhalten
von Propen als représentativ fiir das Verhalten von sehr vielen Kohlenwasser-
stoffverbindungen angesehen. Die die chemischen Reaktionen beschreibenden
Kinetiken sind dabei keine Elementarkinetiken, sondern stellen vereinfach-
te Bruttoreaktionen dar. Die Kopplung mit der Temperatur ist dabei hoch
nichtlinear und sehr kritisch fiir das Verhalten des Systems.

Insgesamt ergibt sich ein Modellgleichungssystem in 11 Zustandsgréffen mit
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folgender Bedeutung;:

up = TW . Temperatur der Wand (Auspuffrohr)
uy = T¢ . Temperatur des Gasgemisches

ug = TK : Temperatur des Katalysators

us = g5, : Anteil von CO an der Kat.-Oberfliche
us = g%, : Anteil von CO im Gasgemisch

ug = g&,pu, : Anteil von C3H6 an der Kat.-Oberfliche
ur = g&p, : Anteil von C3H6 im Gasgemisch

us = gp, : Anteil von H2 an der Kat.-Oberfléiche
Ug = gSQ : Anteil von H2 im Gasgemisch

up = g5, : Anteil von O2 an der Kat.-Oberfliche
uy = gg, : Anteil von 02 im Gasgemisch

Der Anteil des wesentlichen Abfallproduktes, Kohlendioxyd, braucht nicht
mitintegriert zu werden, sondern lafit sich aus den obigen Groflen riickrech-
nen.

Die Modellgleichungen bilden ein gekoppeltes System von linear-impliziten
parabolischen Differentialgleichungen:

oTwv *Tv
W W W _ _WA\W W
P 5 =€ A 927 + qr
IS 0*T¢ mcl 9T¢
5Gchf _ G)\C ; . p 9 + q%:
ot ox A Oz
oTx PTK
G\ K K _ G\\K K
(1_8 )p Cp ot - (]‘_8 ))\ axg + dr
S = CO,CgHﬁ,HQ,OQZ
agK aQQK
1— P25 = (1 = 9D, g—23 K
(1—=¢")p ot (1 —¢€7)p" Degy,s 9 + g3
agG 3296‘ magG
G cYY9s G G S S G
A, De - A a. )
P o © P Letf STy Aor 0

wobei die Dichte des Gases durch die Gleichung

pe = pM
R(TC + 273.15)

bestimmt wird. Die Bedeutung der Konstanten ist in Tabelle 6.15 zusam-
mengefafit.
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Symbol Bedeutung

eW Geometriefaktor

e¢ Leerraumanteil im Kat

o, ok Dichte Rohrwerkstoff bzw. Kat

CZV, cf, cff spezifische Wiarmekapazitiat Rohr, Gas, Kat

AV ONG K | Wiarmeleitungskoeffizient Rohr, Gas, Kat

Desy s Diffusionskoeffizient Stoff S

m Massenstrom

A Flache Rohrinnenquerschnitt

kY kY zusammengesetzte Konstanten; abhéngig von
weiteren physikalischen/geometrischen Konstanten

P Gesamtdruck

R allgemeine Gaskonstante

TY Umgebungstemperatur

« Wiérmeiibergangskoeffizient Rohr/Umgebung

Bs Stoffiibergangskoeffizient Gas/Kat von Stoff S

(i geometrische Oberfléiche Kat

Ay katalytisch aktive Oberflache Kat

Hg Waérmetonung der Reaktion von Stoff S

Ag StoBifaktor Stoff S

Es Aktivierungsenergie Stoff S

M molare Masse Luft

Mg molare Masse Stoff S

Tabelle 6.15: Bedeutung der physikalischen Konstanten in den Modellglei-

chungen.

Die Quellterme sind durch folgende Modellgleichungen gegeben:

ay

o

ax

R T R )

= aa,(TK —TY)

= —kV(TK -TY) — aa,(TK - T)
+a;(HcoRco + HesneReosne + HuaRio)

S = CO,CgHﬁ,HQ,OQ :

q&

qa§

= p%Bsas(9§ — &) — azMsRs

= —p%Bsas(9§ —gf) -
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Als Reaktionsgeschwindigkeiten sind hier gewéhlt:

_ M M
R ACO€$p (TK—f—E;’%g.IS) Mco ‘ggo Moo ‘ggQ
co TK +273.15
r B Acsneexp (T}?FCQ%TGIS) Mé\;[HegggHﬁM%mggQ
C3H6 — TK 4+ 273.15
_E M M
R _ Acoewp (TK+26%(?3.15) MHzg{{(QMOQ ‘ggQ
H2 TK +273.15
Roo = 0.5Rco + 4.5Rc3me + 0.5Rp2

FaBt man die Gleichungen zusammen, so erhélt man ein zu lésendes System
der Form

B(uw)u' = Dug, — Cuy + q(z,u) ,

mit konstanten Diffusions—und Konvektionsmatrizen D und C sowie zustand-
sabhéngiger Matrix B. Alle Matrizen haben strukturelle Diagonalgestalt:

B = diag(bl, ceey bll)
D = diag(dl, cee 7d11)
C = diag(0,¢2,0,0,¢5,0,¢7,0,¢9,0,c11) -

Als Randbedingungen sind vorgegeben:
Einstromseite (x = 0.0):

oTwv Tk _ Ogf 0
or | ox | O -
= r=x], r=x],
oTe ™m
GG G G G,zu
e = — T T
A o |,_,. A ( z=y, >
4% m
GD IS _ 7 ( G . G,zu>
8 eff,s ax s A gS r=2 gS 9
mit
20+t-3.8 ,t€0,100]
TG,zu —
400 ,t > 100
bzw.

9ot =0.05, gaihs =0.01, ¢g55" = 0.001, g5 =0.1.

Ausstromseite (xg = 0.16):

oTVv
ox

B o7
- Oz

aTE

_ 0§
Oz

Oz

_ 0§
- Oz

=0

T=TR

T=TR T=TR T=TR T=TR
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Am rechten Rand unterliegen also alle Komponenten einer homogenen Neu-
mann-Randbedingung. Am linken Rand, d.h. der Zulaufseite des Katalysa-
tors, gilt dies nur noch fiir die Feststofftemperaturen und die Konzentratio-
nen an der Kat—Oberfliche. Fiir die anderen Komponenten beschreiben die
tiblichen Danckwerts—Randbedingungen [15] den Zulauf des Gases und der
Energie.

Als Anfangsbedingung ist der Ruhezustand des Katalysators vorgegeben,
d.h. Umgebungstemperatur (T = T¢ = TX = 20) und ein Luftgemisch,
das den normalen Sauerstoffanteil besitzt (g5, = ¢S5, = 0.2;95 = ¢§ =
0, S = CO, CgHﬁ, Hg)

Nach Starten des Motors wird, in idealisierter Form, Schadstoff zugefiihrt, in
diesem Modell mit konstanter Geschwindigkeit und gleichbleibender Zusam-
mensetzung. Da der Motor zunéchst kalt ist, steigt die Temperatur des in
den Katalysator einstromenden Gasgemisches erst allméhlich an. Dies wird
hier mit einem linearen Ansteigen modelliert. Es wird angenommen, daf3 erst
nach 100 Sekunden eine, dann konstant bleibende, Temperatur von 400° C'
im einstromenden Gasgemisch erreicht wird. Als Integrationsintervall wird
hier [0, 1000] betrachtet.

Numerische Simulation

Zur Losung des Problems wird PDEX1M ohne mitbewegtes Gitter verwen-
det. Da die Dimension der PDG doch beachtlich grof3 ist, lohnt es sich, bei der
Auswertung der Funktionen f* und B2, die strukturelle Diagonalgestalt der
Matrizen B und D auszunutzen. Dies kann durch Wahl entsprechender Op-
tionen einfach erreicht werden. Eine spezielle Anpassung weiterer Verfahrens-
optionen erfolgt nicht. Als verlangte Genauigkeiten sind tol, = tol; = 103
vorgegeben. Als Schwellwert fiir die interne Skalierung aller Zustandsgréfien
wird 10~% verwendet.

In den Abbildungen 6.28 — 6.38 ist der Losungsverlauf in Raum und Zeit aller
Zustandsgroflen dargestellt. Da die wesentliche Dynamik innerhalb der ersten
65 Sekunden ablauft, ist nur dieser Bereich angegeben. Man beachte auch
den unterschiedlichen Mafstab und den unterschiedlichen Blickwinkel fiir die
Temperatur— bzw. Konzentrationsprofile. Es ist wieder die auf das Grobgitter
restringierte Feingitterlosung dargestellt. Die Feingitterlosung selbst, evtl.
noch mit zusatzlicher Interpolation, enthélt keine optisch sichtbaren Knicke
mehr. Da die Losung an allen Zeitintegrationspunkten dargestellt ist, 1463t
sich das Verhalten der Zeitschrittweitensteuerung gut aus den Abbildungen
ablesen.
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Umin= 2.00E+01 Umax= 4.00E+02

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.28: Autokat: Temperaturverlauf in der Auspuffrohrwand (TW)
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Umin= 2.00E+01 Umax= 1.00E+03

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.29: Autokat: Temperaturverlauf im Gasgemisch (T'%)

Umin= 2.00E+01 Umax= 1.00E+03

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.30: Autokat: Temperaturverlauf im Katalysator (T%)
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Umin= 0.00E+00 Umax= 5.00E-02 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.31: Autokat: Anteil von CO an der Kat-Oberfliiche (g5,)

Umin= 0.00E+00 Umax= 5.00E-02 U

i

I fr =
W\ AN \‘\“:“E‘_‘E!
A N—= —

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.32: Autokat: Anteil von CO im Gasgemisch (g&)
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Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-02 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.33: Autokat: Anteil von C3Hg an der Kat-Oberfliche (g&;56)

Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-02 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.34: Autokat: Anteil von C3Hg im Gasgemisch (g5 6)
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Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-03 U

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.35: Autokat: Anteil von Hy an der Kat-Oberfliche (g%.,)

Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-03 U

AN
iy
\‘ If/|11

1

i

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.36: Autokat: Anteil von Hy im Gasgemisch (g%,)
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Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-01

[

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.37: Autokat: Anteil von O, an der Kat-Oberfliiche (g5,)

Umin= 0.00E+00 Umax= 1.00E-01

[y

Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01 Tmin= 0.00E+00 Tmax= 6.50E+01

Abbildung 6.38: Autokat: Anteil von O, im Gasgemisch (g$,)
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Die Abbildungen illustrieren zwar die hohe Dynamik des Problems, Details
sind aber nur schwer zu erkennen. Auf einige, auch physikalisch wichtige,
Vorgénge soll daher etwas nidher eingegangen werden.

Umin= -1.00E-03 Umax= 5.10E-02

T Xmin=_ 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01
8.59E-01 MH-H++—+— t t
1.57E-01 WHH-+——

1.37E-01 —
1.13E-01 |
5.91E-02 M+ F—+—
1.27E-02 WittHHHH-HHHHHH—— t t t t t t |
0.00E+0OH—H+—+—+—++—++++++++++++++++++++++++++++++++++

P NWhOUUON

Abbildung 6.39: Autokat: Anteil von CO im Gasgemisch (g&)

In Abbildung 6.39 ist das Konzentrationsprofil von us = ¢S, zu einigen
Zeitpunkten gleich nach Beginn der Simulation angegeben. Innerhalb von
Bruchteilen von Sekunden durchlauft die Konzentrationsfront den Kat. Dies
bedeutet, dafl zunéchst keine Reinigung stattfindet, sondern das Gas, so wie
es in den Kat einstromt, auch wieder austritt. Die adaptiv gewéhlten Gitter
zu allen dargestellten Zeitpunkten sind ebenfalls angegeben. Sie zeigen, wie
sich das Gitter automatisch den sich zunéchst sehr rasch d&ndernden Verhalt-
nissen anpasst. Nachdem der C'O—Anteil iiberall maximal geworden ist, be-
findet sich das Gesamtsystem fast in Ruhe. Die Zeitschrittweiten werden
dadurch deutlich grofler.

Nach ca. 25 Sek. ist die Temperatur weit genug angestiegen, daf3 die kataly-
tisch bedingte “Reinigungs”—Reaktion anlaufen kann. Geméf der gewahlten
Modellierung, wird nun C'O fast im gesamten Bereich des Kats abgebaut,
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und es bildet sich eine Reaktionsfront am linken Rand aus. Dieser Vorgang
ist in Abbildung 6.40 dargestellt. Dort beginnt das Gesamtsystem immer
starker exotherm zu reagieren und die Temperatur in der Reaktionsfront
steigt rasch an, wird aber noch eine Zeitlang vom kalten, hereinstrémenden
Gas gekiihlt. Dennoch wandert die Reaktionsfront immer weiter an den lin-
ken Rand heran, was zu immer steiler werdenden Gradienten in den meisten
Losungskomponenten fiihrt.

Umin= -1.00E-03 Umax=_5.10E-02

T
6.48E+01
3.54E+01
2.83E+01
2.82E+01 i+ HHHA——++—+— t
2.81E+O L MH—HHHHHHHHHH—————
2.80E+01 W+ —+

2.79E+01
2.75E+01 b

min=_0.00E+00 Xmax= 1.60E-01

PNWArOOO N OO

Abbildung 6.40: Autokat: Anteil von CO im Gasgemisch (g&)

Wiéhrend nach ca. 35 Sek. keine austretende C'O-Konzentration mehr vorhan-
den ist, zeigt sich bei der Propen-Konzentration ein sehr kritisches Verhal-
ten. Der Schadstoff dringt deutlich langsamer als C'O ein. Bevor signifikante
Mengen austreten konnen, beginnt bereits die Reaktion. Der Konzentrati-
onsverlauf von C5Hg im Gasgemisch ist fiir einige Zeitpunkte in Abbildung
6.41 dargestellt. Wahrend das Propen in der immer heiler werdenden Reak-
tionsfront rasch abgebaut wird, bleibt ein “Berg” von Propen-Konzentration
rechts von der Reaktionsfront vorhanden (sowohl im Gasgemisch als auch an
der Kat-Oberfliche). Dieser Berg wandert langsam durch den Kat und wird
dabei weiter abgebaut, so daf}, unter den hier gewahlten Simulationsbedin-
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gungen, kaum ein Schadstoffaustritt stattfindet. Dieser Prozefl 148t sich in
Abbildung 6.41 gut nachverfolgen. Allerdings konzentrieren sich die Knoten
des Gitters dabei immer mehr am linken Rand, da die dortige Dynamik den
Diskretisierungsfehler dominiert.

Umin= -1.00E-03 Umax=_1.10E-02

T Xmin= 0.00E+00 Xmax= 1.60E-01
6.48E+0 L HH—H——++—+—+—+—+—+ I }

3.79E+01
3.38E+01¢
2.94E+01 m
2.85E+O01 mstit-H1 it
2.82E+OL WHtHHH-HHfH
2.79E+01 W+
2.75E+014
2.68E+01}
2.57E+01
1.60E+01 it
7.26E+00 it
1.57E-O1 e
1.27E-02 BHHHH-HHHHHHHH—— t t t t t t {
0.00E+00+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—

RPNWhAOON®O

Abbildung 6.41: Autokat: Anteil von C3Hg im Gasgemisch (g&6)

Der wandernde Berg fithrt dagegen kaum zum Einfiigen von Knoten. Dies
ist nicht zuletzt auch ein Skalierungsproblem. Die Werte in diesem Bereich
sind kleiner als die zuvor schon maximal erreichten und die zugehorigen Feh-
ler werden daher nicht mehr so stark gewichtet. Gerade dieser wandernde
Berg ist aber der numerisch kritische Bereich. Der hyperbolische Anteil in
der Gleichung fithrt hier zu ersten Instabilitéten. Dies zeigen einige “Uber-
schwinger” in der Losung — vgl. Abbildung 6.33 bzw. 6.34. Da der Effekt lokal
ist, wird diese Losung dennoch akzeptiert (globale Norm fiir Konvergenzkon-
trolle!). Durch die lokale Gitteranpaflung, in die die lokalen Fehlerschétzer
eingehen, werden allerdings sofort einige Knoten eingefiigt, so dafl die Losung
im néchsten Schritt wieder glatt ist. Ohne eine adaptive Kontrolle verstéarken
sich die Fehler und dieser Effekt kann bis zum Zusammenbruch der Integra-
tion fiihren.
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Dieses instabile Verhalten der Losung bedingt u.a. die klein bleibenden Zeit-
schrittweiten. Erst wenn die kritische ZustandsgréBe gSs ¢ im kritischen Be-
reich praktisch zu Null geworden ist, ist das Gesamtsystem wieder dissipativ.

Der in allen Speziesgleichungen der Gasphase vorhandene konvektive Term
fithrt auch zu Instabilitéten am rechten Rand. Insbesondere, wenn die Losung
in Randndhe einen nicht verschwindenden Gradienten hat, und die dann
nicht als Symmetriebedingung anzusehenden homogenen Neumann-Rand-
bedingungen einen nicht mehr quadratischen Konsistenzfehler erzeugen. Ob-
wohl hier keine quadratische Fehlerentwicklung mehr vorliegt, ist der Feh-
lerschétzer robust genug, zumindest die Gréfenordung des Fehlers zu erken-
nen, was dann letztlich zum Einfiigen von Knoten fiihrt.

Nach ca. 40 Sekunden befindet sich das System in einem fast stationdren und
stabilen Zustand. Es konnen wieder deutlich groflere Schrittweiten gewéhlt
werden. Das weitere Ansteigen der Temperaturen, insbesondere nun auch
die der Aulenwand des Kats, stellt keine kritische Dynamik mehr dar. Mit
nur wenigen Integrationsschritten wird dann bis zur Endzeit ¢ = 1000 Se-
kunden integriert. Der dann herrschende Zustand entspricht schon fast dem
endgiiltigen stationédren Zustand des Systems.

Der Aufwand zur numerischen Losung dieses Problems ist betréchtlich. Der
benotigte Aufwand fiir einige Rechnungen mit unterschiedlichen Genauig-
keitsanforderungen ist in Tabelle 6.16 angegeben.

Bei der etwas weniger stringenten Anforderung tol = 2.5 - 1073, tol, = tol, =
tol sind die beobachtbaren Instabilitdten noch etwas deutlicher zu sehen. Die
adaptive Schrittweitenkontrolle bringt durch Einfiigen neuer Knoten auch
hier die Oszillationen nach jeweils einem Schritt zum Verschwinden.

tol | 2.5-1073 [ 1.0- 1073 | 2.5-10~* | 1073 /voll
CPU 1335 2356 5753 5668
nstep 150 176 208 174
njac 316 386 450 374
nfeng 8878 7268 10350 15652
nfen 1275 1804 2760 1600
ndec 1316 1001 1687 1186
nsol 4511 3086 7122 3961
nk 83 115 205 117

Tabelle 6.16: Aufwandsvergleich bei Simulation des Autokat—Problems

Wie wichtig bei grofleren Problemen das Ausnutzen struktureller Eigenschaf-
ten ist, zeigen die Ergebnisse, die in der letzten Spalte der Tabelle angegeben
sind. Sie sind das Resultat einer Simulation, ohne dafl dabei die strukturelle
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Diagonalgestalt von B, D und das Vorliegen einer Gesamtbandbreite von nur
my = 2npge + 1 in der Jacobimatrix des semi-diskreten Systems ausgenutzt
wird. Die Gesamtrechenzeit wird mehr als verdoppelt, wobei sich die Tatsa-
che, daf sich der durchschnittliche Aufwand zur Berechnung einer Jacobima-
trix um einen Faktor 3.5 erhoht, und damit dann 63% der Gesamtrechenzeit
ausmacht, stark bemerkbar macht. Dieser Faktor setzt sich aus einer knappen
Verdopplung der Rechenzeit fiir eine B2, f*-Auswertung und der Verdopp-
lung der Bandbreite (und damit notwendigen Verdopplung der Anzahl der
B2, f2 Auswertungen zur numerischen Differentiation) zusammen. Interes-
santerweise steigt der Aufwand einer LU-Zerlegung im Bandmodus nicht,
wie theoretisch zu erwarten, quadratisch, sondern nur linear an. Diese iiber-
raschende Beobachtung stimmt mit der fiir volle Matrizen in [51] gemachten
Beobachtung iiberein. Der Aufwand einer Vorwérts/Riickwértssubstitution
steigt dagegen wie erwartet linear an.

Die geringen Abweichungen in den anderen Indikatoren (natiirlich mit Aus-
nahme von nfenj) rithren daher, daf die etwas unterschiedliche numerische
Differentiation zu einer etwas anders gestorten Jacobimatrix fithrt, und sich
somit der Gesamtablauf der Integration geringfiigig &ndert.

Der Vergleich des Aufwands der Simulation mit ¢tol = 10=% und tol = 11073
zeigt, dafl sich die durchschnittlich verwendete Knotenzahl des Feingitters
fast verdoppelt (zu erwarten fiir ein Verfahren mit quadratischem Fehlerver-
halten). Die Erhohung des Aufwands zur Zeitintegration ist dagegen etwas
geringer (ca. 50% mehr B2, f2-Auswertungen, ca. 20% mehr Schritte). Bei
einer Abschwichung der Genauigkeitsforderung um den Faktor 2.5 ist die (be-
obachtbare) Gittervergroberung um den Faktor 1.4 gar nicht so weit entfernt
von dem zu erwartenden Wert /2.5 = 1.6. Wenn man bedenkt, dafl Zeit—und
Ortsschrittweitenwahl gekoppelt sind, und in der gesamten Steuerung einige
heuristische Kriterien und Nebenbedingungen (z.B. nf > 41) verwendet wer-
den, so zeigt dieses Verhalten doch iiberraschend gut den mathematischen
Hintergrund der verwendeten algorithmischen Konzepte auf.
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Zusammenfassung

Ausgehend von einem klassischen Linienmethodenansatz wurde ein neues
numerisches Verfahren zur Loésung von hochnichtlinearen, gekoppelten Sy-
stemen von parabolisch dominanten Differentialgleichungen in einer Raumdi-
mension entwickelt. In der Zeit wird eine semi-implizite Fuler-Diskretisierung
verwendet, und im Ort wird mittels finiter Differenzen auf nicht—uniformen
Gittern diskretisiert. Beide Basis—Diskretisierungen sind mit Extrapolati-
on verbunden. Wahrend die Zeit—-Extrapolation von lokaler, variabler Ord-
nung ist, wird im Raum nur einmal extrapoliert. Basierend auf lokalen Feh-
lerschétzungen fiir beide Diskretisierungen, wird der Diskretisierungsfehler
kontrolliert und die Diskretisierungsschrittweiten simultan und automatisch
angepaft. Neben der lokalen Anpassung der verwendeten Ortsgitter nach
jedem Zeitschritt (statisches Regriddung) ist zusétzlich auch eine Mitbewe-
gung des Gitters wihrend des Zeitintegrationschritts moglich (dynamisches
Regridding). Damit besitzt das Gesamtverfahren ein hohes Mafl an Adapti-
vitédt, und ist somit in der Lage, schwierige Probleme aus den praktischen
Anwendungen robust und effizient zu 16sen.
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