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Vorwort

Das vorliegende Skript basiert auf der Vorlesung , Graphentheoretische
Konzepte und Algorithmen”, welche ich im Sommersemester 1997 an
der Bayerischen Ludwigs-Maximilians-Universitat Wiirzburg gehalten
habe. Eingeflossen sind in das Skript auch Mitschriften vorausgegan-
gener regelmédfiiger Vorlesungen von Prof. Dr. H. Noltemeier an der
Universitat Wiirzburg.

Das Skript wurde im Sommersemester 1999 ergianzt durch Inhalte
aus der Vorlesung ,, Graphentheoretische Methoden und Algorithmen”,
gehalten von Prof. Dr. H. Noltemeier, durch Ubungen zur Vorlesung
von H.-C. Wirth und durch Java-Applets von T. Wolf. Die Stellen, an
denen ein Java-Applet zur Verfiigung steht, sind am Rand wie neben-
stehend markiert. In der PDF-Version werden die Applets durch Klick
auf das Symbol gestartet.

Das vorliegende Material wurde fiir einen Selbststudienkurs ,Gra-
phentheoretische Konzepte und Algorithmen” im Rahmen des MEILE-
Programmes fiir die Virtuelle Hochschule Bayern aufgearbeitet.

Berlin/Wfiirzburg, 13. Juni 2000 Sven Oliver Krumke






Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Konigsberger Briickenproblem

Die Geschichte der Graphentheorie beginnt mit einer Arbeit von Euler
aus dem Jahr 1736, in der er das Konigsberger Briickenproblem loste.

Norden
I I Neuer Pregel
Insel
Pregel Osten
I Alter Pregel
Siiden
N
w @)
Abbildung 1.1:
Skizzierter Stadtplan von
Konigsberg und zugehori-
S ger Graph.

Dieses Problem bestand darin zu entscheiden, ob es einen Rundweg
durch Konigsberg gibt, der jede der sieben Briicken genau einmal tiber-
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quert. Abbildung 1.1 zeigt einen Stadtplan von Konigberg mit der Lage
der Briicken.

Euler erkannte, daff man die Situation von der genauen Form der
Ufer und Briicken abstrahieren kann. Man stellt die einzelnen Ufer
durch Punkte (Ecken) dar, die durch Linien (Kanten) verbunden sind,
die die einzelnen Briicken reprédsentieren. Dabei erhilt man den eben-
falls in Abbildung 1.1 gezeichneten Graphen. Das Konigsberger Briicken-
problem reduziert sich nun darauf zu entscheiden, ob es in dem ent-
standenen Graphen einen Rundweg gibt, der jede Linie (Kante) genau
einmal durchlauft. Eulers Antwort auf das Briickenproblem war dann,
daf$ es keinen Rundweg durch den Graphen (oder durch Konigsberg)
mit den gewiinschten Eigenschaften gibt.

Bevor wir das Ergebnis Eulers einfach hinnehmen, sollten wir kurz
dariiber nachdenken, warum der obige Graph keinen Eulerschen Kreis
enthélt. Dazu starten wir eine gedachte Rundtour im Punkt O des Gra-
phen, der den Osten der Stadt représentiert. Wir verlassen O tiber ei-
ne der drei einmiindenden Kanten. Wenn wir das erste mal wieder
nach O zurtickkehren (und dies miissen wir, da wir alle Briicken genau
einmal durchlaufen wollen), haben wir zu diesem Zeitpunkt zwei der
drei in O einmiindenden Briicken iiberquert. Wenn wir nun O wieder
verlassen, besteht keine Moglichkeit mehr, zu O zuriickzukehren, ohne
eine Briicke mindestens zweimal durchlaufen zu haben.

Das Problem bei der Erstellung eines Rundweges, der alle Briicken
genau einmal durchlduft, besteht offenbar darin, daf§ im Punkt O (und
in allen anderen Ecken des Graphen) eine ungerade Anzahl von Kanten
miindet. Man zeigt nun leicht, daf8 in einem Graphen hochstens dann
ein Eulerscher Kreis, d.h. ein Kreis, der jede Kante eines Graphen genau
einmal durchléduft, existiert, wenn in jeder Ecke eine gerade Anzahl von
(ungerichteten) Kanten miindet.

Euler war dariiberhinaus in der Lage zu zeigen, dafs die obige Be-
dingung nicht nur notwendig sondern auch hinreichend fiir die Exi-
stenz eines Eulerschen Kreises ist. Den beriihmten Satz von Euler wer-
den wir in Kapitel 3 vorstellen und beweisen.

1.2 Das Haus von Nikolaus

Eine dhnliche Fragestellung wie beim Konigsberger Briickenproblem
erhalt man beim ,Haus des Nikolaus”, welches in Abbildung 1.2 dar-
gestellt ist. Das Problem besteht darin, zu entscheiden, ob man das Bild
aus Abbildung 1.2 zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen.

Abbildung 1.2:
Das Haus vom Nikolaus.

Aus graphentheoretischer Sicht fragt man hier nach einem Weg, der
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jede Kante genau einmal durchlduft. Im Gegensatz zum Konigsber-
ger Briickenproblem muf} dieser Weg aber kein Kreis sein, da wir mit
dem Zeichnen an einer beliebigen Ecke anfangen und moglicherweise
an einer anderen Ecke enden kénnen. Wege in Graphen, die jede Kante
genau einmal durchlaufen, nennt man wegen Ihrer engen Beziehung
zu den Eulerschen Kreisen Eulersche Wege.

1.3 Labyrinth

Als abschlieflendes Beispiel betrachten wir das Problem, einen Weg
durch ein Labyrinth von einem gegebenen Startpunkt zu einem End-
punkt zu finden.

Start (O

O Ziel

Das Labyrinth aus Abbildung 1.3 wird in einen Graphen umgesetzt,
indem man fiir Start, Ziel und jede Kreuzung Ecken im Graphen ein-
fihrt und diese dann geméafS der Labyrinthstruktur verbindet. Man
sucht dann im entstandenen Graphen einen Weg vom Start zum Ziel.

Fragen nach der Existenz von Wegen werden in den Kapiteln 4 und
6 behandelt. In Kapitel 7 wird die Problemstellung dahingehend er-
weitert, dafs man nicht nach einem beliebigen Weg sondern nach einem
kiirzesten Weg fragt.

1.4 Informationen iiber WWW

Informationen sind unter folgender URL erhéltlich:
http:/ /www-infol.informatik.uni-wuerzburg.de/

Abbildung 1.3:
Labyrinth und zugehoriger
Graph.






Kapitel 2

Grundbegriffe

2.1 Gerichtete Graphen

Definition 2.1 (Gerichteter Graph)
Ein gerichteter Graph (oder einfach Graph) ist ein Quadrupel G =
(V,R, &, w) mit folgenden Eigenschaften:

1. V ist eine nicht leere Menge, die Eckenmenge des Graphen.
2. Rist eine Menge, die Pfeilmenge des Graphen.
3. Esgilt VNR=@.

4. «: R —= Vund w: R — V sind Abbildungen (x(r): Anfangsecke,
w(r): Endecke des Pfeils r).

Der Graph G heifst endlich, wenn [V U R| < +oco0.

In Zusammenhang mit der Untersuchung der Komplexitdt von Al-
gorithmen (vgl. Seite 9) benutzen wir als abkiirzende Schreibweise n :=
|V| fiir die Zahl der Ecken und m := |R| fiir die Zahl der Pfeile eines Gra-
phen, soweit keine Verwechslungen moglich sind.

Beispiel 2.2 Gegebenseider Graph G = (V,R, &, w) mit V = {vq,... ,vs}
und R = {rq,... ,7¢}, sowie o« und w gemdf der folgenden Tabelle:
V1 T1 A T3

OVS

| [ [y " "

Ty | V1 | V2
T2 | V1 | V2

T3 V2 V3 V4
T4 | V3 | V2 V5

Ts | V5 | V5
Te | V1 | V5

Ts
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Definition 2.3

Sei G = (V,R,«, w) ein Graph. Ein Pfeil v € R heifst Schlinge, wenn
a(r) = w(r). Der Graph G heifSt schlingenfrei, wenn er keine Schlingen
enthilt.

Zwei Pfeile r und v’ heiflen parallel, wenn v # v’ und «(r) = «(r’)
sowie w(r) = w(r’).

Die Pfeile r und v’ heifSen invers, wenn «(r) = w(r’) sowie w(r) =
a(r’).

Der Graph G heifst einfach, wenn er keine Schlingen und Parallelen
enthédlt. In diesem Fall ist jeder Pfeil v € R eindeutig durch das Paar
(a(r), w(r)) charakterisiert. Man schreibt dann auch G = (V,R) fiir den
gerichteten Graphen G, wobei R C V x V.

Definition 2.4

Sei G = (V|R, , w) ein Graph. Zwei Ecken u und v heifSen adjazent
oder benachbart, wenn es einen Pfeil v+ € R gibt mit x(r) = u und
w(r) =voder a(r) =vund w(r) =u.

Eine Ecke u und ein Pfeil v heifsen inzident, wenn u € {«(r), w(r)}.
Zwei Pfeile r und v’ heifSen inzident, wenn es eine Ecke v gibt, die mit
r und 1’ inzidiert.

Fiir eine Eckev € V heifst

Bt(v):={reR:ar)=v} das vonv
ausgehende
Pfeilbiischel,

B-(v):={reR:w(r) =v} dasinv
miindende
Pfeilbiischel,

NWv):={ueV:3re Rmitx(r) =v,w(r) =u} die Nachfolger-
menge von
v,

Vv) ={ueV:Ire Rmitx(r) =u,w(r)=v} die
Vorgidngermenge
vonv,

gt(v) =[BT (v)] der AufSengrad
vonv,

g~ (v) =B~ (v)| der Innengrad
vonv,

gv) =gt(v) + g (v) der Grad von v.

Sei nun [R| < +oc0. Dann gilt
1' ZVGV 9+(V) = ZVGV 9_(\)) = ‘R‘

2. ) sev9lv) =2

Lemma 2.5 Sei G ein endlicher Graph. Die Anzahl der Ecken in G mit
ungeradem Grad ist gerade.

Beweis: Sei U C V die Menge der Ecken in G mit ungeradem Grad.
Dann gilt

ARI=D gv)= )Y glv)+ ) glv),

vev veviu velu
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also
ungerade gerade
~ = =
> glv) =2RI— ) glv) =2M.
velu veviUu
gerade

Fiir eine Ecke v € U ist ihr Grad g(v) = 2k, + 1 ungerade (k, € N
geeignet). Daher ergibt sich aus der letzten Gleichung:

ZM:Z(ZkV—I—H:ZZkVHUL

velu velu

Somitist (U] =2M -2} ., k, gerade. ]

2.2 Teilgraphen und Obergraphen

Definition 2.6 (Teilgraph, Obergraph)
Ein Graph G’ = (V/,R’,a’, w’) heifst Teilgraph von G = (V,R, &, w)
(i.Z.G' C G), wenn

1. V' C Vund R’ C R sowie
2. ofgr = o’ sowie wlr: = w’.
G heiflt dann Obergraph von G’,
Die Relation ,,C“ ist
1. reflexiv (G C G),
2. antisymmetrisch (GC G'ANG'C G= G =G’)
3. und transitiv (GE G'ANG'EG" = GLC G”).

Definition 2.7 (Partialgraph, Subgraph)
Sei R’ C R. Der durch R’ induzierte Partialgraph Gy ist definiert
durch GR/ = (\/, R/, O(‘R/, w\R/).

Fiir eine Menge V' C V definiert man den durch V' induzierten
Subgraphen G[V'] durch G[V'] := (V',Ry/, &lr,,,, Wlr,,, ) mit Ry, =
{reR:a(r) e V' Aw(r)eV'}

Ein Graph H heifst Partialgraph (Subgraph) von G, wenn es eine
Teilmenge R’ C R (Teilmenge V' C V) gibt, so da H = G- (H = G[V'])
gilt. Ein Partial- oder Subgraph heifst echt, wenn die entsprechenden
Teilmengen echte Teilmengen sind.

2.3 Ungerichtete Graphen

Definition 2.8 (Ungerichteter Graph)
Ein ungerichteter Graph ist ein Tripel G = (V, E,vy) aus einer nichtlee-
ren Menge V, einer Menge E und einer Abbildungy : E — {X : X C
Vmitl <[X] <2}

Die Elemente von V heifSen wieder Ecken von G, die Elemente von
E heifsen Kanten. Fiir eine Kante e heifsen die Elemente von y(e) die
Endpunkte von e.
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Begriffe wie Inzidenz, Adjazenz, Grad etc. sind analog zu den gerich-
teten Graphen erkldrt. Begriffe wie Matching, Clique, Komplementgraph
etc. werden definiert, indem man durch Ersetzen jeder Kante durch ein
Paar von inversen Pfeilen den ungerichteten Graphen zu einem (sym-
metrischen) gerichteten Graphen macht.

Der ungerichtete Graph G heif$t einfach, wenn er keine Schlingen
und Parallelen enthilt. In diesem Fall kann man jede Kante e € E als
eine zweielementige Menge e = {u,v} auffassen. Man schreibt dann
auch G = (V, E) fiir den ungerichteten Graphen G.

Bemerkung 2.9 Oftmals werden wir bei einfachen ungerichteten Gra-
phen in leichtem Mifsbrauch der Notation auch (u,v) anstelle von {u, v}
schreiben.

2.4 Graphen mit einer speziellen Struktur

In diesem Abschnitt werden Begriffe fiir Graphen eingefiihrt, die ei-
ne spezielle Struktur aufweisen. Die Definitionen erfolgen zunichst
fiir gerichtete Graphen, lassen sich jedoch in naheliegender Weise tiber
symmetrische Graphen auch auf ungerichtete Graphen tibertragen.

Definition 2.10 (Matching)
Sei G = (V,R) ein einfacher Graph. Ein Matching ist eine Teilmen-
ge M C R der Pfeile, so dafs keine zwei Kanten aus M inzidieren.

Definition 2.11 (Maximales Matching)

Sei G = (V,R) ein einfacher Graph. Ein Matching M C R heifst maximal,
falls fiir jede echte Obermenge M C M’ C R gilt: M’ ist kein Matching
in G.

Ein gerichteter Graph heifit symmetrisch, wenn er zu jedem Pfeil
auch den inversen Pfeil enthilt.

Im folgenden werden ungerichtete Graphen betrachet.

Sei V eine beliebige Eckenmenge. Wir bezeichnen mit £y, die Menge
aller Kanten {{v,w} | v # w} zwischen den Ecken in V.

Zu einer Eckenmenge V mit n := [V| Elementen heifst der Graph G =
(V,Ev) vollstandiger Graph der Ordnung n. Er wird tiblicherweise
mit K,, bezeichnet. Es ist zu bemerken, daf8 K, alle moglichen Kanten
zwischen seinen n Ecken aufweist, aber schlingenfrei ist.

Definition 2.12 (Clique)
Sei G = (V,E) ein einfacher Graph. Eine Teilmenge C C V der Ecken
heifst Clique in G, falls der induzierte Subgraph G[C] vollstidndig ist.

Definition 2.13 (Komplementgraph)
Sei G = (V,E) ein einfacher Graph. Der Komplementgraph zu G, be-

zeichnet mit G = (V, E), ist gegeben durch E := £y \ E.
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2.5 Graphentheoretische Algorithmen

Grofienordnung von Funktionen

Sei M die Menge aller reellwertigen Funktionen f: N — R auf den na-
turlichen Zahlen. Jede Funktion g € M legt dann drei Klassen von
Funktionen wie folgt fest:

e Og)={feM|IdceR,nygeN:VYn>ngy:f(n) <c-g(n)}
e O(g):={feM|IceRnyeN:V¥n>np: f(n) >c-gn)}
e O(g) :=0(g) N Q(g)

Man nennt eine Funktion f von polynomieller Griflenordnung oder
einfach polynomiell, wenn es ein Polynom g gibt, so dafs f € O(g) gilt.

Berechnungsmodell

Das bei der Laufzeit-Analyse verwendete Maschinenmodell ist das der
Unit-Cost RAM (Random Access Machine). Diese Maschine besitzt ab-
zihlbar viele Register, die jeweils eine ganze Zahl beliebiger Grofe auf-
nehmen koénnen. Folgende Operationen sind jeweils in einem Takt der
Maschine durchfiihrbar: Ein- oder Ausgabe eines Registers, Ubertragen
eines Wertes zwischen Register und Hauptspeicher (evtl. mit indirekter
Adressierung), Vergleich zweier Register und bedingte Verzweigung,
sowie die arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division [Pap94].

Dieses Modell erscheint fiir die Analyse der Laufzeit von Algo-
rithmen besser geeignet als das Modell der Turing-Maschine, denn es
kommt der Arbeitsweise realer Rechner nédher. Allerdings ist zu be-
achten, dafs die Unit-Cost RAM in einem Takt Zahlen beliebiger Grofie
verarbeiten kann. Durch geeignete Codierungen konnen damit ausge-
dehnte Berechnungen in einem einzigen Takt versteckt werden, ferner
sind beliebig lange Daten in einem Takt zu bewegen. Damit ist das
Modell echt méichtiger als das der Turing-Maschine. Es gibt keine Si-
mulation einer Unit-Cost RAM auf einer (deterministischen) Turing-
Maschine, die mit einem polynomiell beschrankten Mehraufwand aus-
kommt.

Um diesem Problem der zu grofien Zahlen vorzubeugen, kann man
auf das Modell der Log-Cost RAM [Pap94] zuriickgreifen. Bei einer
solchen Maschine wird fiir jede Operation ein Zeitbedarf angesetzt,
der proportional zum Logarithmus der Operanden, also proportional
zur Codierungsldnge ist. Eine andere Moglichkeit, das Problem auszu-
schliefSen, besteht darin, sicherzustellen, daf§ die auftretenden Zahlen
nicht zu grofs werden, also daf} ihre Codierungsldnge polynomiell be-
schrankt bleibt. Diese Voraussetzung ist bei den hier vorgestellten Al-
gorithmen stets erfiillt. Der einfacheren Analyse wegen wird daher das
Modell der Unit-Cost RAM zugrundegelegt.

Komplexitiatsklassen

Die Komplexitdt eines Algorithmus ist ein Mafs dafiir, welchen Auf-
wand an Ressourcen ein Algorithmus bei seiner Ausfithrung braucht.
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Man unterscheidet die Zeitkomplexitit, die die benétigte Laufzeit be-
schreibt, und die Raumkomplexitit, die Aussagen iiber die Grofe des
benutzten Speichers macht. Raumkomplexititen werden in diesem
Skript nicht untersucht.

Die Komplexitdt wird in der Regel als Funktion tiber der Lange der
Eingabe angegeben. Man nennt einen Algorithmus von der (worst-case)
Komplexitit T, wenn die Laufzeit fiir alle Eingaben der Lange n durch
die Funktion T(n) nach oben beschrénkt ist.

Die Komplexitdt von Algorithmen wird in dieser Arbeit als Funk-
tion der Eckenzahl n und Kantenzahl m des eingegebenen Graphen
angegeben. Diese Angabe ist detaillierter als die Abhdngigkeit der
Komplexitit von der Eingabeldnge: bei ecken- und kantenbewerteten
Graphen ist deren Codierungsldnge mindestens von der Grofienord-
nung Q(n + m).

Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Klassen P
und NP. Die Klasse P ist die Menge aller Entscheidungsprobleme, die
auf einer deterministischen Turing-Maschine in polynomieller Zeit ge-
lost werden konnen. Entsprechend ist die Klasse NP definiert als die
Menge aller Probleme, deren Losung auf einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine in Polynomialzeit moglich ist. Man vergleiche dazu
etwa [G]79].

Eine Transformation zwischen NP-Problemen heift polynomielle Re-
duktion, wenn sie in polynomieller Zeit Instanzen zweier Probleme
aus NP so ineinander tiiberfiihrt, dafi die Antwort des Ausgangspro-
blems auf die Ausgangsinstanz dieselbe ist wie die Antwort des zwei-
ten Problems auf die transformierte Instanz. Ein Problem heifit NP-
vollstindig, wenn jedes andere Problem aus NP polynomiell darauf re-
duziert werden kann. Der Reduktionsbegriff wird durch Einfiihren
der Turing-Reduktion so erweitert, dafs Reduktionen zwischen Optimie-
rungsproblemen und Entscheidungsproblemen in NP erfafit werden.
Ein NP-Optimierungsproblem heifft dann NP-hart, wenn es von ei-
nem NP-vollstindigen Entscheidungsproblem turing-reduziert werden
kann.

Ein wesentliches Resultat der Komplexitétstheorie besagt, dafs NP-
harte Optimierungsprobleme nicht in polynomieller Zeit gelost werden
konnen, es sei denn, es gelte P = NP. Dies ist der Grund, warum bei
der Untersuchung von NP-harten Optimierungsproblemen auf exakte
Losungen verzichtet wird und stattdessen Naherungen in Betracht ge-
zogen werden.

Speicherung von Graphen

SeiG = (V,R,et, w) mitV={vq,... ,vpjund R={ry,... , T}

Adjazenzmatrixspeicherung

Definition 2.14 (Adjazenzmatrix)
Die Adjazenzmatrix A(G) ist eine n x n Matrix mit

ajj ={reR:a(r) =viNw(r) =v; .
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V1 - A% T3

V3

T2 T4
Ts

Abbildung 2.1:

Vg4 Ein Graph.

Beispiel 2.15 Fiir den Graphen G aus Bild 2.1 gilt

A(G) =

o —=OoN
S O O =

0
1
0
0

S O OO

Speicheraufwand fiir die Adjazenzmatrix: ©(|V/|?).
Adjazenzmatrixspeicherung: n, m, A(G)

Inzidenzmatrixspeicherung

Definition 2.16 (Inzidenzmatrix)

Die Inzidenzmatrix 1(G) eines schlingenfreien Graphen G ist einen xm
Matrix mit

1 falls x(11) = v
i =< =1 falls w(ry) = v
0 sonst

Beispiel 2.17 Fiir den Graphen G aus Bild 2.1 gilt

11 0 0 1
91 1 -1 o
G=1 v o -1 1 o0
0 0 0 0 -

Speicheraufwand fiir die Inzidenzmatrix: O(|V| - [R|).
Inzidenzmatrixspeicherung: n, m, I(G)

Adjazenzlistenspeicherung

Die Adjazenzlistenreprisentation von G besteht dann aus den Zahlen n
und m, sowie einem Array Adj von n Listen, fiir jede Ecke eine.

Die Liste Adjlu] enthalt (Pointer auf) alle Ecken v mit v € Ng(u).
Falls es mehrere Pfeile r mit x(r) = u und w(r) = v gibt, so wird v
mehrmals aufgefiihrt.

Beispiel 2.18 Fiir den Graphen G aus Bild 2.1 sieht das Array Adj wie
folgt aus:
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vi| 2| — 2| va| @]
va| v | @]
vs | 2| @]

Vg o

Speicheraufwand fiir die Adjazenzlisten: ©(|V| + |R]).

Dies ist ein Vorteil bei diinnen Graphen, d.h. falls [R| < |V/|2.

Eventuell speichert man bei der Adjazenzlistenreprisentation neben
der Liste Adj[u] auch noch den Auflen- und Innengrad der Ecke u.

Weitere Speicherungstechniken

Weitere Speicherungstechniken sind (siehe z.B. [Nol75]):

e Standardliste

e Eckenorientierte Liste (Variante der Adjazenzlistenspeicherung)

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 - Speicherung von Graphen
In dieser Aufgabe sei G = (V, R, &, w) ein endlicher gerichteter Graph.

(a) Der inverse Graph G~ zu G ist definiert durch G~' = (V,R™', o/, w)
mit R! :={r " :r € R} wobei &’(r" ") = w(r) und w'(+~ ") =
o(r). Der Graph G —1 entsteht aus G also dadurch, daR die Rich-
tung aller Pfeile ,umgedreht” wird.

Geben Sie sowohl fiir die Adjazenzmatrixspeicherung als auch
fiir die Adjazenzlistenspeicherung von G effiziente Algorithmen
an, um G~ aus G zu berechnen. Bestimmen Sie die Laufzeit Threr
Algorithmen.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der in O(|V]) Zeit feststellt, ob
ein einfacher Graph G in Adjazenzmatrixspeicherung eine Ecke
vmit gT(v) = 0und g~ (v) = |[V| — 1 enthilt. (Hinweis: G kann
hochstens eine solche Ecke v enthalten.)



Kapitel 3

Wege, Kreise und
Zusammenhang

Im folgenden sei wieder G = (V, R, «, w) ein gerichteter Graph.

3.1 Wege

Definition 3.1 (Weg, Kreis)
Ein Weg w im Graphen G ist eine endliche Folgew = (r1,... ,7k) (k >
1) mit

1. ryeRfiirj=1,... ,kund
2. wry) =alryyr) firj=1,... , k—1.

Wir definieren die Startecke des Weges durch a(w) = «(r7) und die
Endecke des Weges durch w(w) := w(ry). Die Linge |w| des Weges w
ist die Anzahl k der durchlaufenen Pfeile.

Ein Weg heifst ein Kreis, wenn o(w) = w(w).

Mit s(w) == (a(r1),...,a(ry), w(rk)) bezeichnen wir die Spur des
Weges w und sagen kurz, daf$ eine Ecke v von w beriihrt wird, wenn
sie Element der Spur ist.

Ein Weg heifit einfach, wenn v; # 1 fiir j # 1, d.h. wenn er keinen
Pfeil mehr als einmal durchlauft.

Ein Weg heifst elementar, wenn «(r;) # «(r1) und w(rj) # w(ry)
fiirj # 1, d.-h. wenn er — bis auf den Fall, dafs Anfangs- und Endecke
tibereinstimmen — keine Ecke mehr als einmal bertihrt.

Definition 3.2 (Weg in einem ungerichteten Graphen)
Sei G = (V,E,v) ein ungerichteter Graph. Man nennt eine Folge w =
(e1,...,ex) von Kanten e; € E einen Weg von vy nach vy, wenn es
Vo,...,Vk € V gibt, sodaBy(e;) ={vi_1,vi} fiiri=1,... kgilt

Wir definieren analog zum gerichteten Fall o(w) := v und w(w) =
Vk.

Die Begriffe elementar und einfach sind analog zum gerichteten
Fall definiert.

Bemerkung 3.3 Ist ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph G paral-
lelenfrei, so ist jeder Weg w = (r1,...,7«) in G eindeutig durch die
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Spur s(w) = (v1,...,Vk41) gekennzeichnet. In diesem Fall schreiben
wir auch kurzw = [v1,... , Vi1l

Lemma 3.4 Jeder elementare Weg ist einfach.

Beweis: Sei w elementarer Weg. Ware 15 = 1 flir j # 1, so wére auch
a(r;) = ofry) im Widerspruch zur Voraussetzung, daff w elementar
ist. |

Definition 3.5 (Zusammensetzen von Wegen)

Seienw = (r1,...,7) und w’ = (v1,...,1,) Wege in G mit w(w) =
a(w’). Dann definieren wir die Zusammensetzung von w und w’
durch
I .__ / /
wow’ = (T1,..., Tk, T1y v, Tho).

Lemma 3.6 Sei G ein endlicher Graph mit g*(v) > 0 fiir allev € V.
Dann besitzt G einen elementaren Kreis.

Beweis: Wenn G eine Schlinge r besitzt, ist w = (r) bereits ein elemen-
tarer Kreis in G. Sei daher im folgenden G schlingenfrei.

Seiw = (r1,...,7y) ein lingster elementarer Weg in G (so ein Weg
existiert, da G elementare Wege enthélt und jeder elementare Weg hoch-
stens Lange |V| besitzt).

™ Ti Tk %

Abbildung 3.1:
G besitzt einen einfachen
Kreis.

Seiv:=w(w). Da g™ (v) > 0, gibt es einen Pfeil r mit (r) = v. Dann
mufl w(r) € s(w) gelten (sonst wire w o r ein lingerer elementarer Weg
in G), etwa w(r) = «(r;) (siehe Bild 3.1).

Dann ist aber (ri,Ti41,...,Tk, T) ein elementarer Kreis in G. O

Analog zeigt man folgendes Lemma:

Lemma 3.7 Sei G ein endlicher Graph mit g~ (v) > O fiir allev € V.
Dann besitzt G einen elementaren Kreis.

Ein weiteres hilfreiches Lemma ist das folgende:

Lemma 3.8 Seiw = (r1,...,7k) ein Kreis in G mit Spurs(w) = (v1,... ,Vk41 =
vi) und sei 1 <1 < k beliebig. Dann existiert in G ein Kreis w' mit Spur

S(W') = (Vi, Vit -+, Vi, V1, e e, Vie 1, Vi).

Beweis: Setze W’ := (T{,Tif1,-.. , Tk, T1,--. ,Ti_1). |
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Definition 3.9 (Erreichbarkeit)

Die Ecke v’ heifst (in G) von v erreichbar, wenn entweder v = v’ gilt
oder es einen Weg w mit a(w) = v und w(w) = v’ gibt. Mit Eg(v)
bezeichnen wir die von v aus (in G) erreichbaren Ecken.

Oftmals schreibt man einfacher E(v) statt Eg(v), wenn Kklar ist, um
welchen Graphen es sich handelt.

3.2 Zusammenhang

Definition 3.10 (Zusammenhang, Zusammenhangskomponente)
Zwei Ecken v und v’ heiflen (stark) zusammenhingend (i.Z. v ~ V'),
wennv’ € Eg(v) und v € Eg(v’) gilt. Die Menge aller Ecken, die mit
v zusammenhdngen, nennt man die (starke) Zusammenhangskompo-
nente vonv, i.Z. ZK(v).

Definition 3.11 (Aquivalenzrelation, Aquivalenzklasse)
Sei U eine Menge. Eine Menge R C U x U heiit Aquivalenzrelation
auf U, wenn gilt:

1. (u,u) € R fiir alle u € U (Reflexivitit)
2. (u,v) € R= (v,u) € R (Symmetrie)
3. (u,v) € RA (v,w) € R= (u,w) € R (Transitivitit).

Man schreibt auch uRv statt (u,v) € R.
Ist R eine Aquivalenzrelation auf U und u € U, so bezeichnet man
mit [u] :={v € U:uRv} die Aquivalenzklasse von u.

Satz 3.12 Sei R eine Aquivalenzrelation auf U. Die Aquivalenzklassen
von R bilden eine Partition von U.

Beweis: Zu zeigen:
1. Jedes u € U ist in (mindestens) einer Aquivalenzklasse enthalten.
2. Zwei Aquivalenzklassen sind entweder disjunkt oder identisch.

Zu 1: Nach Definition gilt u € [u].

Zu 2: Seien [u] und [u] Aquivalenzklassen. Es gelte [ul N [u'] # o,
etwa z € [u] N [u']. Zu zeigen: [u] = [u'].

Seiv € [u]. Dann: uRv. Wegen z € [u] gilt uRz. Aus Symmetrie und
Transitivitdt von R folgt: vRz.

Wegen z € [u’] und der Symmetrie von R gilt auch zRu'.

Aus vRz und zRu’ folgt nunv € [u'].

Da v € [u] beliebig, gilt [u] C [u’]. Analog zeigt man [u’] C [ul.
Insgesamt: [u] = [u']. O

Lemma 3.13 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis: Ubung. m

Nach Lemma 3.13 kénnen wir die Zusammenhangskomponenten
eines Graphen (siehe Definition 3.10) dquivalent auch wie folgt einfiih-
ren:
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Definition 3.14 (Zusammenhangskomponenten eines Graphen)

Die Aquivalenzklassen beziiglich ~ nennt man die (starken) Zusam-
menhangskomponenten von G. Falls G nur eine Zusammenhangs-
komponente besitzt, so ist G (stark) zusammenhingend.

Korollar 3.15 Die Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Gra-
phen G = (V| R, &, w) bilden eine Partition der Eckenmenge.

Beweis: Folgt aus Lemma 3.13 und Satz 3.12. O

Bemerkung 3.16 Ist G ein (endlicher) Graph mit Zusammenhangskom-
ponenten ZKj, ... ,ZK,, so bezeichnen wir oft auch den durch ZK;
induzierten Subgraphen G[ZK;] als Zusammenhangskomponente.

Definition 3.17 (Symmetrische Hiille)
Sei G = (V,R, «, w) ein gerichteter Graph. Die symmetrische Hiille von
G ist dann der Graph G¥™ = (V,RUR™ " o/, w/) mitR™" :={r" T :1 €
R} wobei &’ (r7') = w(r), w/(r71) = a(r), &'l = x und w'|g = w.

G heifst schwach zusammenhingend, wenn G%™ stark zusammen-
hidngend ist.

Bemerkung 3.18 Die Begriffe ,zusammenhingend” und ,Zusammen-
hangskomponenten” sind analog fiir ungerichtete Graphen definiert.
Beispielsweise sind u und v zusammenhéngend, i.Z. uw ~ v, wenn es
einen Weg zwischen u und v gibt. Die Unterscheidung zwischen star-
kem und schwachen Zusammenhang gibt es im ungerichteten Fall na-
tiirlich nicht.

3.3 Der Satz von Euler

Definition 3.19 (Eulerscher Weg, Eulerscher Kreis)
Ein Weg w heifst Eulerscher Weg, wenn w jeden Pfeil aus R genau ein-
mal durchliuft. Ist w zusétzlich ein Kreis, so nennt man w auch Euler-
schen Kreis.

Einen Graphen G nennt man Eulersch, wenn er einen Eulerschen
Kreis enthilt.

Satz 3.20 (Satz von Euler) Ein gerichteter endlicher schwach zusam-
menhédngender Graph G = (V,R, &, w) mit R # & ist genau dann Eu-
lersch, wenn g*(v) = g~ (v) fiir allev € V gilt.

Beweis:

="

Sei G Eulersch und schwach zusammenhédngend. Sei w = (r1,... ,7x)
ein Eulerscher Kreis. Da G (schwach) zusammenhéangend ist, bertihrt
w alle Ecken.

Bewegt man sich entlang von w, so liefert jeder Durchgang durch ei-
ne Ecke v den Beitrag 1 zum Innengrad und den Beitrag 1 zum Aufien-
grad von v. Da w alle Pfeile enthilt (und alle Ecken beriihrt werden),
folgt g*(v) =g~ (v) furallev € V.

&

Induktion nach |R].
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Induktionsanfang: [R| = 1.

In diesem Fall muf8 V = {v} und R = {r} mit «(r) = w(r) = v gelten.
Dann ist w = (1) ein Eulerscher Kreis in G.

Induktionsschritt: Es sei G schwach zusammenhingend mit g™ (v) =
g (v)furalleve Vund Rl =k > 1.

Induktionsvoraussetzung: Jeder schwach zusammenhingende Graph
H = (Vu,Ru, an, wy) mit gt (v) = g (v) fiirallev € Viy und 0 <
IRy| < k besitzt einen Eulerschen Kreis.

Da G schwach zusammenhéngend ist, gilt g™ (v) > 0 fir allev € V
(sonst wire g™ (v) = g~ (v) = 0 fiir ein v und v wiére isolierte Ecke).
Nach Lemma 3.6 besitzt G einen einfachen Kreis w = (r1,... , 7).

1. Fall: R ={ry,... ,1%)

Dann ist w ein Eulerscher Kreis.

2. Fall: R £ {rq,...,1%)

Betrachte G’ := Ggry\{r, ... ). In G’ gilt fiir jede Ecke g* (v) = g~ (v).
Seien ZKj, ... ,ZK, die schwachen Zusammenhangskomponenten von G’.

Falls p = 1, d.h. falls G’ schwach zusammenhéngend ist, konnen
wir die Induktionsvoraussetzung auf G’ anwenden. Diese liefert nun
einen Eulerschen Kreis w’ in G’. Da G schwach zusammenhéngend ist,
miissen die Kreise w und w’ eine gemeinsame Ecke v in ihrer Spur be-
sitzen. Nach Lemma 3.8 konnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dafs «(w) =
w(w) = a(w’) = w(w’) = vist. Dann ist w o w’ ein Eulerscher Kreis
in G.

Im folgenden sei daher p > 1, d.h. G’ nicht schwach zusammenhén-
gend. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jede ZK; = (Vi,R;) von
G’ mit R; # & einen Eulerschen Kreis w;, i =1,... ,p (falls R; = &, so
ist V; einelementig).

Da G schwach zusammenhéngend ist, beriihrt der Kreis w jede ZK.
Wir konstruieren nun einen Eulerschen Kreis in G wie folgt:

Sei s(w) = (v1,...,vk41 = V1) die Spur von w = (r1,...,Tk).
O.B.d.A. gelte v € ZKy mit ZK; = (V7,Ry).

Seii; :=min{i:v; € ZK;} > 1.

Falls Ry # &, so sei w; der der nach IV existierende Eulersche
Kreis in ZK;. Nach Lemma 3.8 konnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, daf3
a(wi) = w(wy) = vy ist. Wir setzen dann w’ := wy o (rq,...,Ti,—-1).
Falls Ry = @, soseiw’ := (11,...,Ti,-1).

Dann ist w’ ein einfacher Weg in G, mit folgenden Eigenschaften:

1. a(w') = x(w) =v;.
2. ww') =w, €ZK;.
3. Jeder Pfeil aus Ry wird von w’ genau einmal durchlaufen.

Seinun 0.B.d.A.v;, € ZK;. Sei iz := min{i > i, : vi & ZK;UZK; } >
1is.

Falls R, # @, so setzen wir w’ := w' owy o (T4,,...,Ti,—1), wobei
w; der Eulersche Kreis in ZK5 ist, der nach IV existiert und von dem
wir wieder 0.B.d.A. annehmen, dafs a(w;) = w(w,) = vy, gilt.

Falls R; = @, so setzen wir w’ :=w' o (ti,,... ,Ti;—1)-

Dann ist w’ ein einfacher Weg mit :

1. a(w’) = a(w) =v;.

2. w(w') =vi,.
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3. Jeder Pfeil aus Ry U R, wird von w’ genau einmal durchlaufen.
Fortsetzung des obigen Verfahrens liefert einen Eulerschen Kreis in
G. In Abbildung 3.2 ist der Beweis veranschaulicht. ]
Kreis w
Eulerscher Kreis wq in ZK;
Vi,
Abbildung 3.2:

Beweis des Satzes von Euler.

Abbildung 3.3:
Graph K des Konigsberger
Briickenproblems.

Korollar 3.21 Jeder endliche schwach zusammenhidngende Graph G
mit gt (v) =g~ (v) fiirallev € V ist stark zusammenhéngend. O

Zur Erinnerung: Koénigsberger Briickenproblem

Frage: Gibt es einen Eulerschen Kreis im (ungerichteten) Graphen
K? (siehe Bild 3.3)
Analog zu Satz 3.20 beweist man den folgenden Satz:

Satz 3.22 (Satz von Euler fiir ungerichtete Graphen) Ein ungerichteter
endlicher und zusammenhingender Graph G = (V,E,vy) mit E # & ist
genau dann Eulersch, wenn der Grad jeder Ecke von G gerade ist.
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Damit: Der Graph K aus Bild 3.3 ist nicht Eulersch.

Bemerkung 3.23 1. Offenbar ldfst sich (mit Hilfe von Satz 3.20) in
Polynomialzeit entscheiden, ob ein vorgegebener zusammenhan-
gender Graph Eulersch ist.

2. Der Beweis von Satz 3.20 liefert auch schon einen einfachen Al-
gorithmus zur Bestimmung eines Eulerschen Kreises, wenn ein
solcher existiert.

3.4 Hamiltonsche Kreise

Definition 3.24 (Hamiltonscher Weg, Hamiltonscher Kreis)
Ein Weg w heifstt Hamiltonscher Weg, wenn w jede Ecke aus V genau
einmal durchlauft. Ist w zusétzlich ein Kreis, so nennt man w Hamil-
tonschen Kreis.

Einen Graphen G nennt man Hamiltonsch, wenn er einen Hamil-
tonschen Kreis enthilt.

Satz 3.25 Die Frage, ob ein zusammenhéngender (gerichteter oder un-
gerichteter) Graph G Hamiltonsch ist, ist NP-vollstidndig.

Beweis: Siehe beispielsweise [G]79]. m]
Das Problem zu entscheiden, ob ein Graph Hamiltonsch ist, nennen
wir HAMILTONSCHER KREIS.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 — Starker Zusammenhang

(a) Beweisen Sie, daf die in Definition 3.10 definierte Relation ,stark
zusammenhdngend (~)” eine Aquivalenzrelation ist.

el G = (V| R, &, w) ein gerichteter endlicher stark zusammenhan-
(b) Sei G = (V,R ) ein gerich dlich k h
gender Graph mit |V| > 2. Zeigen Sie, dafy dann |R| > |V] gilt.

Aufgabe 3.2 — Wege

Sei G = (V,R,«, w) ein gerichteter Graph und w ein Weg in G mit
a(w) = uund w(w) = v. Zeigen Sie, daf8 es dann einen elementaren
Weg w’ in G mit a(w’) = uund w(w’) =v gibt.

Aufgabe 3.3 - Zusammenhang ungerichteter Graphen

Sei G = (V,E,v) ein ungerichteter endlicher Graph. Mit k(G) bezeich-
nen wir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G. Sei e € E
eine Kante von G und G — e := (V,E \ {e},y) der Graph, den man er-
hilt, wenn man aus G die Kante e entfernt. Beweisen Sie, dafs dann die
Ungleichung

k(G) < k(G —e) <k(G)+1

gilt.
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Aufgabe 3.4 — Bipartite Graphen

In dieser Aufgabe sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter
und zusammenhéngender Graph. Man nennt G bipartit, wenn es eine
Partition V = AU B, AN B = & der Eckenmenge gibt, so daf$ (u,v) € E
impliziert, daff entweder u € Aundv € Boderu € Bund v € A gilt.

Beweisen Sie, daff G genau dann bipartit ist, wenn es in G keinen
elementaren Kreis ungerader Lange gibt.

Aufgabe 3.5 — Artikulationspunkte

In dieser Aufgabe sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter
und zusammenhéngender Graph. Eine Ecke v € V heifst Artikulations-
punkt von G, wenn G[V \ {v}] nicht mehr zusammenhingend ist. Bewei-
sen Sie, daf8 die folgenden zwei Aussagen dquivalent sind:

1. Die Ecke v ist ein Artikulationspunkt von G.

2. Es existieren zwei von v verschiedene Ecken x und y, so dafs v
Element der Spur jedes Weges von x nach y ist.

Aufgabe 3.6 — Topologische Sortierung

In dieser Aufgabe sei G = (V, R, &, w) ein endlicher gerichteter Graph.
Eine topologische Sortierung von G ist eine bijektive Abbildung o: V —
{1,2,...,[V]}, mit folgender Eigenschaft:

o(a(r)) < o(w(r)) fuir alle r € R.

(a) Zeigen Sie, daf3 fiir G genau dann eine topologische Sortierung
existiert, wenn G kreisfrei ist.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir einen gerichteten Gra-
phen G in Adjazenzlistendarstellung in O(|V|+ [R|) Zeit priift, ob
G kreisfrei ist.

Aufgabe 3.7 — Graphfarbungen

Eine k-Firbung eines (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G mit
Eckenmenge V ist eine surjektive Abbildung f: V — {1,... k], so daf3
fur alle adjazenten Ecken u,v € V gilt: f(u) # f(v). Zwei Ecken diirfen
also hochstens dann die gleiche Farbe erhalten, wenn sie nicht durch
eine Kante verbunden sind.

(@) Sei G = (V,R) ein gerichteter endlicher Graph mit maximalem
Grad A := max,cv ¢g(v). Zeigen Sie, dafs man G mit A + 1 Farben
farben kann.

(b) Sei G = (V,R) wieder ein gerichteter endlicher Graph, der keinen
Kreis besitzt. Sei { die maximale Lange eines elementaren Weges
in G. Beweisen Sie, dafs man G mit £ + 1 Farben farben kann.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.8 — Graphfirbungen und chromatische Zahl

Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph. Eine Funktion f: V —
{1,..., %} heifst k-Firbung des Graphen, wenn fiir jede Kante e = (v,w) €
E gilt: f(v) # f(w). Die Eckenteilmenge {v € V | f(v) = i}, heifst
Farbklasse zur Farbe i,1=1,... k.

Die chromatische Zahl x(G) eines Graphen ist definiert durch

X(G) :==min{k € N | es gibt eine k-Farbung von G }.

Fiir zwei Graphen G; = (V,E;) und G, = (V,E,) mit gleicher
Eckenmenge wird durch G; U G, = (V,Ey U E;) die Vereinigung der
beiden Graphen definiert.

a. Zeigen Sie: Hat jede Ecke v € V des Graphen G = (V,E) einen
Grad g(v) <k, dann gilt:

x(G) <k+1.

Geben Sie dazu einen iterativen Algorithmus an, der eine giiltige
Farbung mit hochstens k + 1 Farben ermittelt.

b. Zeigen Sie:
X(G1UG2) <x(G1)-x(G2).

Aufgabe 3.9 — Kritische Graphfarbungen

Ein Graph G = (V,E) mit chromatischer Zahl x = x(G) heifst kritisch
X-chromatisch, wenn gilt:

Vee E:x((V;E\e)) <x,

das heifit, durch Entfernen einer beliebigen Kante aus dem Graphen
nimmt die chromatische Zahl ab.

a. GebenSiefiirk = 2,3,4,... eine Familie von kritisch k-chromatischen
Graphen an.

b. GebenSie fiirn = 3,5,7,... eine Familie von kritisch 3-chromatischen
Graphen mit n Ecken an.

Aufgabe 3.10 — Eulersche Graphen

Man gebe einen Algorithmus an, der fiir einen schwach zusammenhén-
genden Graphen G in O(|V|+[R|) Schritten bestimmt, ob dieser Eulersch
ist und, falls G Eulersch ist, einen Eulerschen Kreis bestimmt.

Aufgabe 3.11 —- Hamiltonsche Kreise

Im folgenden sei G = (V, E) ein endlicher einfacher ungerichteter Graph.
Seien u und v nicht-adjazente Ecken von G mit g(u) + g(v) > [V| und
G’ = (V,E U{(u,v)} der Graph, den man aus G erhilt, wenn man die
Kante (u,v) einfiigt. Zeigen Sie, daff G genau dann Hamiltonsch ist,
wenn G’ Hamiltonsch ist.

Hinweis: Benutzen fiir die Riickrichtung (G’ Hamiltonsch = G Ha-
miltonsch) einen elementaren Weg w in G’, der jede Ecke genau einmal
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beriihrt, etwa w = [u = vq,... , vy = v]. Betrachten Sie dann die Men-
gen

A={vi:3<i<n—1Tund (u,vi) € E}
B={vi:3<i<n-—1und (v,vi_1) €E}

Aufgabe 3.12 - Hamiltonsche Wege

Sei G = (V,E) ein einfacher ungerichteter Graph mit n Ecken. Ein
Weg w in G heif$t hamiltonsch, falls w jede Ecke v € V genau einmal
beriihrt. Ein Graph G heifst hamiltonsch zusammenhingend, falls es fiir
jedes Eckenpaar v,w € V, v # w, einen hamiltonschen Weg in G von v
nach w gibt.

a. Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gibt es einen Graphen G, mit n Ecken
und hochstens 2n — 2 Kanten, der hamiltonsch zusammenhéan-
gend ist.

b. Zeigen Sie: Jeder hamiltonsch zusammenhéngende Graph mit
mehr als zwei Ecken enthilt einen hamiltonschen Kreis.

Aufgabe 3.13 - Starker Zusammenhang
a. Ist G = (V| R, a, w) stark zusammenhangend und [V| > 2, so gilt:

IRI > [VI].

b. Ist G = (V,R, &, w) schwach zusammenhingend, und sind seine
starken Zusammenhangskomponenten 71, Z5, ... , Z,, ..., Zq
so numeriert, daf§ [Z;| > 2 & i <p,sogilt:

RIZ[VI+p—T.

Aufgabe 3.14 — Distanzen in Graphen

Sei G = (V, R, «, w) ein gerichteter Graph, fernersei l: R — Q eine Pfeil-
bewertung. Fiir einen Weg w = (11, ...,7x) ist dann {(w) = 25:1 L(ry)
die Linge des Weges. Falls 1 = 1 (,,Einheitsbewertung”), ist die Lange des
Weges identisch mit der Anzahl seiner Pfeile.

Die Distanz dg(v1,v2) zweier Ecken im Graphen wird dann defi-

niert durch

0, falls vi = v,,
dg (V1 yVZ) = ll’lf{ l(W) ‘ w e W\n Va2 }> falls Wvl V2 7é g,
+o0, falls Wy, v, =9,

wobei mit W, ,,, die Menge aller Wege von v; nach v, bezeichnet ist.
Es ist anzumerken, dafy sowohl Wegldngen als auch Distanzen negativ
sein konnen. Der Fall dg(v1,v;) = —oo tritt auf, wenn auf einem Weg
von vi nach v; ein Kreis negativer Lange liegt.

Weisen Sie nach, dafl dg die Dreiecksungleichung

dg(vi,v3) < dg(vi,v2) +dg(vz2,v3) fur alle vy, vz,v3 € V,vi #v3

erfiillt. Die Ungleichung ,,+oo < a+b” sei bereits dann erfiillt, wenn a =
+oo oder b = 400 gilt.
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Aufgabe 3.15 - Zusammenhang

Ein ungerichteter Graph heif3t 2-fach zusammenhingend, wenn der durch
Entfernen je einer beliebigen Kante entstehende Graph noch zusam-
menhédngend ist.

Zeigen Sie: Ein zusammenhdngender Graph G = (V,E) ist genau
dann 2-fach zusammenhingend, wenn jede Kante e € E auf einem
Kreis in G liegt.

Aufgabe 3.16 — Graphfarbungen und Partitionen

Sei G = (V,E) ein beliebiger Graph. Unter einer Partition V = V; UV,
der Eckenmenge versteht man eine Zerlegung V =V, UV, mit Vi NV, =
Zund V; # 2.

Zeigen Sie fiir den Fall E # @:

a. Es gibt eine Partition V = V; UV, der Eckenmenge, so daf3

x(GIVi]) +x(G[V2]) = x(G).

b. Wenn G nicht vollstindig ist, dann gibt es eine Partition V = V; U
V, der Eckenmenge, so dafs

x(GIV1]) +x(G[V2]) > x(G).

Hinweis: Wihlen Sie V; als eine maximale Clique im Graphen.






Kapitel 4

Bestimmung von Zusam-
menhangskomponenten

4.1 Transitive Hiille

Definition 4.1 (Transitivitit)

Ein Graph G = (V,R, &, w) heift transitiv, wenn gilt: Sind r,v’ € R
mit w(r) = «(r’), so existiert ein Pfeil v/ € R mit a(r”) = «(r) und
w(r”) = w(r’).

Definition 4.2 (Transitive Hiille)
Sei G = (V,R) ein endlicher Graph ohne Parallelen. Ein Graph G* =
(V,R*) heifst transitive Hiille von G, wenn

1. GC G*
2. G* transitiv und
3. G'transitivANGC G’ = G*C G’.

Anschaulich: G* ist ein kleinster transitiver Obergraph von G.

Lemma 4.3 Sei G ein endlicher Graph ohne Parallelen. Dann ist die
transitive Hiille G* von G eindeutig definiert.

Beweis: Eindeutigkeit: Sind G* und H* transitive Hiillen von G, so
folgt nach Eigenschaft 3 G* C H* und H* C G*, also G* = H*.

Existenz: Sei G die Menge der parallelenfreien transitiven Obergra-
phen von G mit gleicher Eckenmenge wie G. Die Menge G ist nichtleer,
denn Gg := (V,V x V) € G. Setze G* := (V,R*) mit

R* = ﬂ R’ (4.1)

G’'=(V,R")eg

Wir priifen die Eigenschaften 1 bis 3 nach. Eigenschaft 1 folgt aus
G C G’ fur alle G’ € G. Eigenschaft 3 wird durch die Schnittbildung
gesichert.

Transitivitit: Seien r,r’ € R mit w(r) = «(r’), etwa r = (u,v) und
" = (v,w). Dajedes G’ € G transitiv ist, gilt (u,w) € R’ fiiralle G’ € G.
Also ist (u,w) € R*. O
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Lemma 4.4 Sei G = (V,R) ein gerichteter endlicher Graph und G* die
transitive Hiille von G. Dann gilt fiir u # v die Beziehung v € Eg(u)
genau dann, wenn (u,v) € R*.

Beweis:
//éll

Seiv € Eg(u) mit u # v. Dann existiert ein Weg w = (r1,... ,7x)
von u nach v in G. Durch Induktion nach k folgt nun aus der Transiti-
vitdt von G*: (u,v) € R*.

o

Sei (u,v) € R* mit u # v. Annahme: v ¢ Eg(u). Betrachte G’ :=
(V,R’) mit

R':={(x,y):x € VAy € Eg(x)}.

Nach dem obigen Beweis der Hinrichtung gilt R’ C R*. Nach der Wi-
derspruchsannahme gilt: R’ C R*, also G C G’ C G* und G’ # G*.
G’ ist aber transitiv:

(x,y) €ER"Aly,z) eR" &y € Eg(x) Az € Egly)
Transitivitat d%Erreichbarkeit zc F—G (X)

& (x,z) € R’
Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von G* (Eigenschaft 3). O

Definition 4.5 (Transitive reflexive Hiille)
Sei G = (V,R) ein endlicher Graph ohne Parallelen und G* = (V,R*) die
transitive Hiille von G. Der Graph

o = (V,R*U{(v,v):veVY}

heifst dann transitive reflexive Hiille von G.

Korollar 4.6 Sei G = (V,R) ein gerichteter endlicher Graph mit V =
{vi,...,vn} und A(G}) = (ay) die Adjazenzmatrix der transitiven
reflexiven Hiille von G. Dann gilt vi ~ v; genau dann, wenn aix =
ajk fiirk = 1,...,n, d.h. wenn die ite und die jte Zeile von A(G},;)
libereinstimmen.

Beweis: Aus Lemma 4.4 und der Definition der Adjazenzmatrix. O

4.2 Der Tripelalgorithmus

Im folgenden sei G = (V,R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Par-
allelen.

Ziel: Bestimmung von A(G}q) = (ay;)

Definiere:

G°Y :={G: G = (V,R) ist endlicher Graph ohne Parallelen mit Eckenmenge V' }
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Definition 4.7 (Tripeloperator)
Der Tripeloperator T, zur Umwegecke v ist eine Abbildung T, : G°F —
G°P mitT, o0 G :=T,(G) := (V,R’) mit

R :=RU{(v,v)}U{(vi,v;) : (vi,v) € RA(v,v;) € R}

Die Anwendung des Tripeloperators kann wie in Abb. 4.1 veran-
schaulicht werden.

Abbildung 4.1:

Ein Beispiel fiir die Anwen-
dung eines Tripeloperators.
Die neu hinzugekommenen
Pfeile sind gestrichelt ge-
u w u w zeichnet.

Fiir die sukzessive Anwendung von k Tripeloperatoren T,
schreiben wir auch

1y K

k
Ty, 00Ty, 0G=]]T, oG,

i=1

Bemerkung 4.8 Die Tripeloperatoren besitzen folgende ,,Monotonieei-
genschaft”. Sind G = (V,R) und G’ = (V,R’) Graphen mit G C G’ und
veV,sogiltT,oGC T, 0 G".

Satz49 Sei G = (V,R) mitV = {vq,... ,vptund m : {1,... ,n} —
{1,... ,n} eine beliebige Permutation. Dann gilt

n
refl :HTvn(i) oG (= T"n(n) O...OTV’T((1) o G).
i=1

Der Beweis von Satz 4.9 benétigt einige Hilfssdtze.

Lemma 4.10 Sindvy,...,vx € V, so gilt

k
[[™.ecEG;

refl
i=1

Aus Lemma 4.10 folgt dann sofort:

n

HTVmi) oGL G:eﬂ
i=1

fur jede Permutation 7t: {1,... ,n} — {1,... ,n}
Beweis von Lemma 4.10: Induktionsanfang: k = 1
Zu betrachten: G’ := (V,R’) =T, o G.
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Es gilt

R’ =RU{(v,v)JU{(u,w): (u,v) € RA (v,w) € R}
=RU{(v,v)}UR,.
Da G, g transitiv, folgt R, C R 4. Somit gilt G’ C G}, 5, nach Defini-

reflx
tion von GJ4.
Induktionsschritt: k — k + 1

Kt 1
G = HT‘“ oG=T,,,,0G"
i=1

K
G":= ]__[Tvi o G.
=1

*

Nach Induktionsvoraussetzung gilt G” C G}.

Es gilt
R'=R"U{v,v)JU{(u,w): (u,v) € R"A(v,w) € R"}
=R"U{(v,v)}UR/.

Aus R” C R¥; und der Transitivitat von G}, folgt wieder R, C R* ;. O

refl*

Lemma 4.11 Istw = [vi,, ..., Vi, ] ein elementarer Weg der Lingek > 2
in einem parallelenfreien Graphen G, undm: {1,... ;k—=1} = {1,...  k—
1} eine beliebige Permutation. Dann gilt

k—1
(vio,vik) S H Tviﬁ(” o G.
i=1
Beweis: Induktion nach k.
Induktionsanfang: k = 2. Es sei w = [vi,vi,,vi,]. Die einzig mog-
liche Permutation 7t : {1} — {1}ist (1) = 1. Es gilt aber (vi,,vi,) €

Tvinm oG.
Induktionsschritt: k — k + 1
Seiw = [viy,...,vi, . Es gilt
K K
HT"‘ﬂm °G = HT"‘n(i) ° (T"‘ﬂm °G).
j=1 j=2
Der Weg W' = [Viy, ... ,Vi 1, 1»Vie)s1r- -+ » Vie ] ist ein elementarer

Weg der Linge kim Graphen G":=T,, = o G (siehe Bild 4.2).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann:

k k

(vio,vik“) S HT"iﬂm oG’ = HT"iwm o (Tvi"m 0 G).
j=2 j=2
O
Beweis von Satz 4.9: Wie bereits bemerkt, folgt aus Lemma 4.10:

n
G :=(VR):=]]T., oGL Gy (4.2)

i=1
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Viﬂ

(1)

Vig() i1

fur jede Permutation 7t: {1,... ,n} = {1,... ,n}

Wir zeigen nun G},; C G’, was dann zusammen mit (4.2) die Gleich-
heit G’ = G},; und damit die Behauptung des Satzes zeigt.

Sei (vi,Vvj) € RYq. Wir miissen zeigen, dafl (vi,vj) € R’ gilt.

Falls v; = vj folgt (vi,vi) € R" aus v; € Ty, o G und der Monotonie-
eigenschaft der Tripeloperatoren (siehe Bemerkung 4.8).

Sei daher v; # v;. Nach Lemma 4.4 gilt fiir vi # v; die Aquivalenz:
(vi,vj) € R* & v; € Eg(vi). Sei daher w ein Weg in G mit a(w) = v;
und w(w) = vj. Nach Aufgabe 3.2 konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf3
w elementar ist.

Aus Lemma 4.11 folgt dann mit der Monotonieeigenschaft (Bemer-
kung 4.8) (vi,v;) € R". =]

Algorithmus 4.1 Tripelalgorithmus

Input: Ein Graph G = (V,R) ohne Parallelen, der durch seine
Adjazenzmatrix A(G) = (aij) gegeben ist

1 fori«1,... ,ndo {Betrachte Umwegecke v;}
2 a1

3 forj«1,... ndo

4 fork«1,... ,ndo

5 Qjx — max{a]-k, ajq - Clik}

6 end for

7  end for

8 end for

9 return A

Satz 4.12 Der Tripelalgorithmus bestimmt in ©(|V|®) Zeit die Adja-
zenzmatrix der transitiven reflexiven Hiille G}, . O

Korollar 4.13 Mit dem Tripelalgorithmus kann man in ©( [V|3) Zeit die
starken Zusammenhangskomponenten eines Graphen G bestimmen.

Beweis: Nach Korollar 4.6 gilt vi ~ v; genau dann, wenn die ite und
die jte Zeile von A(G}, ;) tibereinstimmen. Nach Satz 4.12 ist A(G},q)
in O(|V|?) Zeit bestimmbar. Das ,Ordnen” der Ecken gemaf gleicher
Zeilen ist ebenfalls in O(|V|?) Zeit durchfiihrbar. O

Wir werden in Kapitel 6 ein effizienteres Verfahren kennenlernen,
mit dem man die Komponenten bestimmen kann.

Abbildung 4.2:
Beweis von Lemma 4.11.
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Abbildung 4.3:
Beweis von Satz 4.15.

4.3 Der Reduzierte Graph

Definition 4.14 (Reduzierter Graph)
Sei G = (V,R, &, w) ein gerichteter Graph mit den Zusammenhangs-

komponenten ZK;,... ,ZK,. Der reduzierte Graph G = (V,ﬁ) ist
dann definiert durch

1. V:={ZKy,... ,ZK,)

2. R:={(ZKi,ZK;) : 1 # j und es gibt ein r € R mit x(r) € ZK; und w(r) € ZK; ).

Satz 4.15 Der reduzierte Graph ist ein einfacher kreisfreier Graph.

Beweis: Per Definition ist G parallelen- und schlingenfrei, also einfach.

Widerspruchsannahme: w ist ein Kreis in G. Da G einfach ist, ist
w durch seine Spur eindeutig charakterisiert. O.B.d.A. seien die Kom-
ponenten so numeriert, daf8 s(w) = (ZK;,ZK;,... ,ZKy,ZK;) Da G
schlingenfrei ist, besitzt w mindestens Lange 2.

Da (ZK;,ZK; 1) € R, gibtes v/ € ZKj, vj 1 € ZK;, und rj € Rmit
a(rj) = vj und w(rj) = vj41 (j = 1,... ,k— 1) (siehe Bild 4.3). Analog
gibt es wegen (ZKy,ZK1) € R Ecken vy, € ZKyx und vy € ZK; und einen
Pfeil i mit &) = vy und w(ry) = vi.

7K,
7K,

T

7ZK3

T3

ZKy

Da vj,vj € ZK; gilt entweder v; = v oder es existiert ein Weg w;

mit oe(wj) = vj und w(w;) =vj firj =1,... k.

Dann ist aber 11 ow; 013 0 - - Wy o T 0wy (wobel wir w; weglassen,
wenn v; = v]-’ gilt) ein Kreis in G, der die Komponenten ZKj, ... ,ZKy
beriihrt.

Insbesondere: v, € Eg(vy) wegen (v{,v2) € R. AuBlerdem: v| €
Eg(v2),daws ot ows -+ wi ok owy ein Weg in G von v, nach v] ist.
Somit vi ~ vy im Widerspruch zu vy € ZK; # ZK; 3 v,. O

Aus Korollar 4.13 folgt, dafs man G in O(|V|3) Zeit bestimmen kann.
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Satz 4.16 Sei G = (V,R) ein parallelenfreier Graph. Dann kann der
reduzierte Graph G mit dem Tripelalgorithmus bestimmt werden, die

Laufzeit liegt in ©(|V|3). ]

4.4 Irreduzible Kerne

Fiir die transitive Hiille eines Graphen G = (V, R) mufiten alle , Transi-
tivitatsbeziehungen”, die aus den Pfeilen von G folgen, eingefiigt wer-

den.
Im folgenden betrachten wir eine gewisse ,Umkehrung” dieses Pro-

blems.

Gegeben:
1. Menge P ={p1,... ,pn} von Prozessen
2. Prozefllaufzeiten t(pi),i=1,...,n

3. Prézedenzbeziehungen B der Form: p; kann erst dann begonnen
werden, wenn p; beendet wurde.

Gesucht: Ein kiirzester ,Schedule” d.h. eine Bijektion s : P —
{1,...,n}, wobei s(p;) der Anfangszeitpunkt von p; ist.
Darstellung der Prizedenzstruktur im Prizedenzgraphen G = (P,Rg)

mit

Rg ={(pj, pi) : pi kann erst dann begonnen werden, wenn p; beendet wurde }.

Beispiel 4.17 Bild 4.4 zeigt ein Beispiel fiir einen Prazedenzgraphen
mit Prozessen P = {p1,... ,ps}

P2
Pa

P1

A

1
1
1
1
1
I
I
I

P3

Ps G:(P»RB)

redundanter Pfeil

Ein Schedule ist eine topologische Sortierung von G (siehe Ubung 3.6).

Satz 4.18 Ein endlicher Graph G = (V,R, «, w) besitzt genau dann eine
topologische Sortierung, wenn G kreisfrei ist.

Abbildung 4.4:

Ein Prazedenzgraph.
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V5 ®

V4
Ein Graph mit zwei ver-
schiedenen irreduziblen
Kernen.

Beweis: Ubung 3.6. m
Folge: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Schedules
ist, daf$ der Prazedenzgraph G kreisfrei ist.
Aufgabe: Eliminieren von ,redundanten Priazedenzbedingungen”

Definition 4.19 (Irreduzibler Kern)
Sei G = (V,R) ein Graph. Ein Graph G, = (V,R,) heifst transitiv irre-
duzibler Kern von G, falls gilt:

1. G, CG,
2. (G4)* = G*, d.h. G, besitzt die gleiche transitive Hiille wie G, und
3. ist G’ C G, mit G’ # G,, so folgt (G')* # G*.

In der letzten Definition haben wir den Begriff des irreduziblen
Kerns nur fiir parallelenfreie Graphen eingefiihrt. Wir werden uns aus-
schliefSlich mit diesem Fall beschiftigen, da Erreichbarkeitsbeziehun-
gen im Graphen nicht durch die Existenz von Parallelen (oder Schlin-
gen) beeinflufit wird. Der Vollstindigkeit halber sei hier noch eine all-
gemeinere Definition eines irreduziblen Kerns gegeben, die auch fiir
Graphen mit Parallelen giiltig ist. Sie fallt fiir parallelenfreie Graphen
mit Definition 4.19 zusammen.

Definition 4.20 (Irreduzibler Kern (alternative Definition))
Sei G = (V,R, &, w) ein Graph. Ein Graph G, = (V,R,, alr, , w|r, ) heifst
transitiv irreduzibler Kern von G, falls gilt:

1. GL.C G,

2. In G und G, gelten die gleichen Erreichbarkeitsbeziehungen, d.h.
fiir Eckenv,w € Vgilt: v € Eg(w) & v € Eg, (W), und

3. ist G’ C G, mit G’ # G,, so gelten in G’ und G nicht die gleichen
Erreichbarkeitsbeziehungen, d.h. es gibt v,w € G mitv € Eg(w),
aberv ¢ Eg/(w).

Frage: Ist G, eindeutig? Existiert G.? (vergleiche: transitive Hiille)

Beispiel 4.21 Wie nebenstehende Abbildung zeigt, ist ein irreduzibler
Kern und sogar die Anzahl seiner Pfeile i. a. nicht eindeutig bestimmt.

Frage: Wie viele Pfeile besitzt ein ,, dtinnster” irreduzibler Kern?

Definition 4.22 (IRREDUZIBLER KERN)

Eine Instanz von IRREDUZIBLER KERN ist durch einen gerichteten Gra-
phen G = (V,R) und eine natiirliche Zahl K gegeben. Das Problem ist
zu entscheiden, ob G einen irreduziblen Kern G, = (V,R,) mit |R,| < K
besitzt.

Satz 4.23 IRREDUZIBLER KERN ist NP-vollstindig.

Beweis: IRREDUZIBLER KERN liegt offenbar in NP: eine nichtdetermini-
stische Maschine muf$ nur die Pfeilmenge |R.| ,raten” und dann in Po-
lynomialzeit verifizieren, dafs (V, R,) ein irreduzibler Kern mit |R,| < K
ist.

Wir benutzen nun eine Reduktion von HAMILTONSCHER KREIS.
Wir wissen, dafs HAMILTONSCHER KREIS NP-vollstindig ist (Satz 3.25).
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Gegeben sei eine beliebige Instanz G = (V, R) von HAMILTONSCHER
KREIS. O.B.d.A. sei G stark zusammenhingend (testbar in Polynomi-
alzeit, etwa mit Tripelalgorithmus) und [V| > 2. Falls G nicht stark
zusammenhéngend ist, kann G nicht Hamiltonsch sein.

Wir konstruieren (in Polynomialzeit) eine Instanz G’ = (V/,R’), K’
von IRREDUZIBLER KERN mit folgender Eigenschaft: G ist genau dann
Hamiltonsch, wenn G’ einen irreduziblen Kern mit Kardinalitdt hoch-
stens K’ besitzt.

Die Konstruktion ist wie folgt: G’ := G und K’ := |V|. Offenbar ist
sie in Polynomialzeit durchfiihrbar.

Ist G Hamiltonsch, so besitzt G einen Hamiltonschen Kreis w =
(*1,...,7v)). Offenbar ist dann G, = (V,R,) mit R, = {r1,... 1)y}
ein irreduzibler Kern mit |[R.| < K/ = |V/|.

Umgekehrt besitze G’ einen irreduziblen Kern G. = (V,R,) mit
R, < K’ = |V|. Da G und damit auch G, stark zusammenhingend
ist, gilt nach Ubung 3.1 |R.] > |V|, also insgesamt |R.| = [V/].

Da G, stark zusammenhédngend ist, gilt in G,: g~ (v) > 0 und

g(v) >0ftiralleve V. Aus ) .\, g7 (v) =3 cv9 (V) =R =1V
folgt: g*(v) =g~ (v) =1 furallev e V.

Nach Satz 3.20 besitzt G, einen Eulerschen Kreis w = (v1,... ,7v|)
(der wegen des starken Zusammenhangs von G, alle Ecken v € V be-
rithrt). Wegen g*(v) = g~ (v) = 1 fiir alle v € V muf8 w elementarer
Kreis sein. Also ist w ein Hamiltonscher Kreis. |

Satz 4.24 Sei G = (V,R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Paralle-
len, der keinen Kreis besitzt. Dann gelten folgende Aussagen:

1. G besitzt einen eindeutigen irreduziblen Kern G, = (V,R,).
2. Fiir G, gilt die Abschdtzung: |R.| < |[V|?/4].

Beweis: Ubung. O

Definition 4.25 (Wesentliche und unwesentliche Pfeile)

Sei G = (V,R) und v € R. Der Pfeil r heifst wesentlich, wenn (V,R \
{r* # G*. Ansonsten heifst v unwesentlich oder redundant. Der
Graph G heifst irreduzibel, falls R nur wesentliche Pfeile enthilt.

Das folgende Lemma zeigt, daff die letzte Definition mit der Defini-
tion von irreduziblen Kernen kompatibel ist.

Lemma 4.26 Sei G ein endlicher gerichteter Graph und G, ein irredu-
zibler Kern von G. Dann ist G, irreduzibel nach Definition 4.25.

Beweis: Besifie G, einen reduziblen Pfeil 1, so erhielten wir durch Ent-
fernen des Pfeils r aus G. einen echten Teilgraphen G’ von G, mit
gleicher transitiver Hiille wie G, (also auch gleicher transitiver Hiil-
le wie G). Dies widerspricht der Minimalitatseigenschaft eines irredu-
ziblen Kernes (Eigenschaft 3 in Definition 4.19). ]

Nun: Einfacher ,Wegwerf-Algorithmus” zur Konstruktion eines ir-
reduziblen Kerns (Algorithmus 4.2).

Satz 4.27 Algorithmus 4.2 konstruiert einen irreduziblen Kern von G.
Er kann so implementiert werden, dafi er in O(|V|? - |R|?) Zeit l4utft.
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Algorithmus 4.2 Wegwerf-Algorithmus zur Konstruktion eines irredu-
ziblen Kerns.

Input: Ein Graph G = (V, R) ohne Parallelen

1 R, <R
2 while (V, R, ) enthilt einen redundanten Pfeil r € R, do
3 Re— RN\ {r}
4 end while
return (V,R,)

Beweis: Die Korrektheit folgt unmittelbar aus der Konstruktion. Jeder
Test in Schritt 2 kann durch |R| Anwendungen des Tripelalgorithmus
(fur (V,R\ {r}), v € R) erfolgen. Die while-Schleife wird hochstens |R|
mal durchlaufen. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1 - Tripeloperatoren

Sei G = (V,R) ein endlicher Graph ohne Parallelen. Beweisen oder
widerlegen Sie, dafs fiir zwei Tripeloperatoren T, und T, (u,v € V) gilt:

TyoT,oG=T,0T,0G.

Aufgabe 4.2 — Irreduzible Kerne

Sei G = (V,R) ein endlicher gerichteter Graph ohne Parallelen, der kei-
nen Kreis besitzt. Beweisen Sie, daf3 G einen eindeutigen irreduziblen
Kern G, = (V,R,) besitzt.

Aufgabe 4.3 — Transitive Hiille und reduzierter Graph

Bestimmen Sie mit Hilfe des Tripelalgorithmus die transitive reflexive
Hiille G},4 und den reduzierten Graphen G fiir den in Abbildung 4.5
gezeichneten Graphen G.

Aufgabe 4.4 — Irreduzible Kerne

Sei G = (V,R) ein stark zusammenhingender Graph, und sei G, =
(V,R,) ein irreduzibler Kern. Zeigen Sie:

VISR <2-([V[=1).

Hinweis: Wéahlen Sie eine Ecke v € V und Teilgraphen Gyyt, Gin Vvon G
mit Eg,,(v) = Vund v € Eg, (V') fir alle v/ € V. Kann v beliebig
gewahlt werden?
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Vi
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V4

Abbildung 4.5:
Graph zu Ubung 4.3






Kapitel 5

Biaume, Wilder und
Matroide

5.1 Baume und Wilder

Definition 5.1 (Wald, Baum (ungerichteter Fall))

Ein ungerichteter Graph G = (V,E,v) heifst Wald, wenn G keinen ein-
fachen Kreis besitzt. Falls G zusétzlich zusammenhédngend ist, so heifst
G Baum.

Im gerichteten Fall muf§ man zur Definition von Baumen und Wal-
dern den ,Umweg” tiber Ketten und Zykel machen.

Definition 5.2 (Kette, Zykel)
Ist G = (V| R, o, w) ein gerichteter Graph, so heifst

kK=(d111,...,0kTK)
eine Kette, falls gilt:
1. myeRfirj=1,... k
245 e{-1,+1}furj=1,... k
3. Mit

x(sry) = 4 D) BAISS =T i)
) w(ry) falls &5 = —1 »

w(ry) fallsd; =1
a(ry) falls & = —1

gilt w(d515) = (&5 4171541) flirj =1,...  k—1.

Wir nennen (k) := «(d1711) die Anfangsecke und w(k) := w(dx 1y ) die
Endecke von k. Falls x(k) = w(«), so heifst k Zykel.
Die Spur der Kette k ist s(k) := (x(d171), ..., x(dkTx), w(dkTK)). Die

Kette k nennen wir einfach, wenn vy # r; fiir i # j. Ferner nennen wir
elementar, wenn «(d;7;) # «(d1m1) und w(d;1;) # w(diry) fiirj # 1 gilt.

Definition 5.3 (Wald, Baum (gerichteter Fall))

Ein gerichteter Graph G = (V,R, «, w) heifst Wald, wenn V # @ und
G keinen einfachen Zykel besitzt. Falls G zusétzlich noch schwach zu-
sammenhdingend ist, so heifst G Baum.
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Bemerkung: Wir sagen oft, ein Graph G = (V, R, &, w) sei zyklenfrei,
und meinen damit, daf8 G keinen einfachen Zykel besitzt.

Definition 5.4 (Spannender Baum, spannender Wald)

Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph. Ein Partialgraph H
von G ist ein spannender Baum, wenn H ein Baum ist. Ein Partial-
graph H von G ist ein spannender Wald, wenn jede schwache Zusam-
menhangskomponente von H ein spannender Baum einer schwachen
Zusammenhangskomponente von G ist.

Lemma 5.5 Ein gerichteter Graph G = (V,R, «, w) ist genau dann schwach

zusammenhdngend, wenn es fiir jedes Paar von Ecken u # v eine ein-
fache Kette « in G gibt mit «(k) =u und w(k) = v.

Beweisskizze: Nach Definition ist G genau dann schwach zusammen-
hingend, wenn G™ stark zusammenhéngend ist.

Man benutze nun die Aquivalenz: G™ enthélt einen Pfeil 1 <
G enthilt einen Pfeil v/ mit {x(v/), w(r’)} = {x(r), w(r)}. O

Ausfiihrlicher Beweis von Lemma 5.5:

="

Ist G schwach zusammenhidngend, so ist G*Y™ stark zusammenhan-
gend. Folglich existiert zu u # v ein 0.B.d.A. elementarer Weg w =
(r1,...,71) in G¥™ mit x(w) = uwund w(w) = v. Falls r; € R, so wih-
le v{ := ry und &; := 1. Ansonsten existiert r{ € R mit «(r{) = w(ry)
und w(r{) = a(ri). In diesem Fall setzen wir ; := —1. Die Kette
K:=(8177,...,0kTy) besitzt die gewiinschten Eigenschaften.

Y

Sei k = (6771,...,0kTk) eine Kette mit «(k) = u und w(k) = v.
Wabhle v{ € GY™ mit

, {ri falls 8; = 1

=1
] falls 6; = —1.

Dann istw = (r{,..., 1) ein Weg von u nach v in G¥™. Analog findet
man einen Weg von v nach u. Somit ist u ~ v. Da u, v beliebig, ist G*¥™
stark zusammenhéangend. O

Lemma 5.6 Sei G = (V,R, «, w) ein endlicher schwach zusammenhén-
gender Graph. Dann gilt|R| > [V| —1.

Beweis: Induktion nach n := |V/|.

Die Aussage ist richtig fiir n = 1. Sei sie bereits fiir alle k < n
bewiesen und G = (V,R, &, w) schwach zusammenhangend mit [V| =
.

Da G schwach zusammenhéngend ist, folgt g(v) > 1 fiirallev € V.
Wenn g(v) > 2 fiir allev € V, so gilt

1 1
= — >— . et .
Ri=32 oMz7:2:M=M

Also gilt insbesondere |[R| > [V|. Ansonsten sei g(v) = 1 mit 0.B.d.A.
g" (v) = 0. Der Graph G’ := G[V \ {v}] ist dann schwach zusammenhé&n-
gend und besitzt nach Induktionsvoraussetzung mindestens (|V|—1)—1
Pfeile. Zahlen wir den einen mit v inzidenten Pfeil hinzu, so erhalten
wir, daf8 G mindestens [V| — 1 Pfeile enthilt. O
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Satz 5.7 (Aquivalente Definitionen fiir Biume) Sei G = (V,R, &, w)
ein endlicher Graph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. G ist ein Baum.

2. G enthilt keinen einfachen Zykel, aber jeder echte Obergraph von
G mit gleicher Eckenmenge besitzt einen einfachen Zykel.

3. Fiir jedes Paar von Eckenu # v existiert genau eine einfache Kette
k in G mit a(k) = uw und w(k) = v.

4. G ist schwach zusammenhingend und fiir jeden Pfeil v € R ist
der durch R\ {r} induzierte Partialgraph nicht schwach zusam-
menhédngend.

5. G ist schwach zusammenhédngend und |R| = [V| — 1.
6. G besitzt keinen einfachen Zykel und [R| = |[V| — 1.
Beweis:

1=2 Sei G’ = (V,R’, &', w’) echter Obergraph von G und r € R’ \ R.

Da G schwach zusammenhédngend ist, existiert nach Lemma 5.5
eine einfache Kette k = (871717,...,0xTk) mit &(k) = w(r) und
w(k) = «(r). Dannist (6771,...,0kTk,T) ein einfacher Zykel in
G'.

2 = 3 Seien u # v Ecken. Sei r ein neuer Pfeil mit x(r) := uund w(r) :=
w.

Nach Voraussetzung besitzt G’ := (V, RU{r}, &, w) einen einfachen
Zykel k. Da G zyklenfrei, istr € k, 0.B.d.A. k = (8171,... , 8Tk, —T).

Dann ist (8171,... ,0xTk) eine einfache Kette von u nach v.

Annahme: Die Ketten k = (8177,... , 8] und k' = (8777,...,8,71))

erfiillen beide «(k) = x(k’) = uund w(k) = w(k’) = v.
Abbildung 5.1:
Wihle s minimal, so daB 4sv # 8.r. (siehe Bild 5.1). Es mufl  Konstruktion eines einfa-

Ts # 1} gelten, denn sonst beséBe G eine Schlinge. chen Zykels aus den zwei
Ketten k und «’.

Wihle nun t > s und q > s minimal, so dafs w(dtT¢) = w(d4Tq ).
Dannist (857s,...,0¢T¢, —0,7,,... ,—d.r.) ein einfacher Zykel in

q'q
G. Widerspruch!
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3 = 4 Nach Lemma 5.5 ist G schwach zusammenhéangend.

Waire Gy (y) noch schwach zusammenhéngend, so gébe es eine
einfache Kette k in Gg\ () von (1) nach w(r). Dann sind aber «
und k' := (+71) zwei verschiedene einfache Ketten in G von «(r)
nach w(r). Widerspruch!

4 = 5 Nach Lemma 5.6 gilt [R| > [V| — 1. Wir zeigen nun [R|] < [V| —1
durch Induktion nach n := |V].
Die Aussage ist offenbar richtig fiir n = 1.
Sei sie bereits fiir alle 1 < k < n bewiesen.

Wabhle r € R beliebig und betrachte G’ := Gg\(y}. Nach Voraus-
setzung besitzt G’ die schwachen Zusammenhangskomponenten
G1,...,Gpmitp > 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt mit G; = (V;, Ry): [Ri| < [Vi|—
Tfiri=1,...,p. WegenR ={rfulUl_; Ryund V = J!_, V; folgt
durch Summation: [R| < [V|—p+1 < [V] -1 (wegenp > 1).

5= 6 Annahme: k = (8;71,...,dxTK) sei ein einfacher Zykel.

Dann ist G = (V,R\ {r1}, &, w) immer noch schwach zusammen-
hingend und besitzt [V| — 2 Pfeile im Widerspruch zu Lemma 5.6.

6 = 1 Esbesitze G die schwachen Zusammenhangskomponenten Gy, ...

mit Gi = (Vi, Ri).

Jede Komponente ist dann schwach zusammenhingend und zy-
klenfrei, also ein Baum (Eigenschaft 1). Nach dem bisher Bewie-
senen (1 =2=3=4=5gilt|Ri = V| -1furi=1,...,p.

Somit folgt
P
VI—=1=[R=) [Ri|=[V|—p,
i=1
also p = 1. Folglich ist G schwach zusammenhé&ngend. O

Fiir ungerichtete Graphen zeigt man analog den folgenden Satz, den
man aus Satz 5.7 erhilt, wenn man die Begriffe fiir gerichtete Graphen
(Zykel, Kette, schwach zusammenhingend) durch die entsprechenden
Begriffe fiir ungerichtete Graphen (Kreis, Weg, zusammenhéangend) er-
setzt:

Satz 5.8 (Aquivalente Definitionen fiir Biume) Sei G = (V,E,y) ein
endlicher ungerichteter Graph. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

1. G ist ein Baum.

2. G enthdlt keinen einfachen Kreis, aber jeder echte Obergraph von
G mit gleicher Eckenmenge besitzt einen einfachen Kreis.

3. Fiir jedes Paar von Ecken u # v existiert genau ein einfacher Weg
w in G mit «(w) = u und w(w) = v.

4. G ist zusammenhidngend und fiir jede Kante e € E ist der durch
E\ {e} induzierte Partialgraph nicht zusammenhéingend.

5. G ist zusammenhédngend und [E| = [V| — 1.

6. G besitzt keinen einfachen Kreis und |E| = [V| — 1.
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5.2 Minimale spannende Baiume

Ein Netzwerkdesignproblem
Gegeben sei die Situation von Abbildung 5.2:

1. Orte v1,...,vn, die durch ein Leitungsnetz verbunden werden
sollen.

2. Mogliche Verbindungen der Form (vi,v;) mit Baukosten cy;.

Gesucht: Ein kostengtinstigstes Leitungsnetz, welches alle Orte
miteinander verbindet.

Graphentheoretische Formulierung des Problems

Gegeben: Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) und eine Kantenbewer-
tungsfunktion c: E — R.

Gesucht: Fin spannender Baum T = (V,Ey) von G mit minimalen
Kosten (minimalem Gewicht) ¢(T) := ZQGET c(e).

Im folgenden sei G = (V,R, &, w) ein endlicher gerichteter Graph
und c: R — R eine Pfeilbewertungsfunktion. Da ein Wald nie inver-
se Pfeile oder Schlingen enthalten kann, werden wir uns auf den Fall
beschrénken, dafd G einfach ist, also G = (V,R).

Ziel: Bestimmung eines minimalen spannenden Baumes (Waldes)
von G

Wir werden in diesem Kapitel mehrere Algorithmen zur Bestim-
mung eines minimalen spannenden Baumes kennenlernen.

Notationen:

e MST = ,minimal spannender Baum” (Minimum Spanning Tree)

e MSF =, minimal spannender Wald” (Minimum Spanning Forest)

Abbildung 5.2:
Ein kostengtinstigstes Netz-
werk soll gebaut werden.
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Algorithmus von

Kruskal

Der Algorithmus von Kruskal

Der Kruskal-Algorithmus (Algorithmus 5.1) benutzt folgende einfache
Strategie: Starte mit einer leeren Pfeilmenge Rt. Fiige dann iterativ den
leichtesten Pfeil zu Ry hinzu, der keinen Zykel induziert.

Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Algorithmus 5.1 Algorithmus von Kruskal zur Konstruktion eines

MSEF.

Input: Ein Graph G = (V,R) mit n := |V| Ecken und m := [R|

Pfeilen, eine Pfeilbewertungsfunktion c: R — R

Sortiere die Pfeile nach ihrem Gewicht: ¢(r7) < -+ < ¢(T1)
Rt o
fori—1,...,mdo

if (V, Rt U {r3}) ist zyklenfrei then

Rt Ry U{ry}

end if
end for
return Ry

Falls G schwach zusammenhéngend ist, so liefert der Kruskal-Algorithmus

einen spannenden Baum, sonst einen spannenden Wald. Zur Korrekt-
heit des Kruskal-Algorithmus werden wir ein allgemeineres Resultat
zeigen.

Matroide und Unabhingigkeitssysteme

Definition 5.9 (Unabhingigkeitssystem, Matroid)
Ein Unabhingigkeitssystem ist ein Paar (S, F), wobei S eine endliche
Menge und F C 25 unter Inklusion abgeschlossen ist, d.h.

AcFABCA=BEcF. (5.1)

Die Mengen in F nennen wir unabhingige Mengen.

Eine Menge M € F heifst maximal beziiglich A C S, wenn M C A

und aus M’ € F und M C M’ C A folgt, dal M = M’ gilt. Eine
maximale unabhingige Menge ist eine beziiglich S maximale Menge
Me F.

Ein Unabhéngigkeitssystem heifst Matroid, wenn gilt:

A,Bc FABl<|Al=3acA\B:BU{a} € F. (5.2)

Kurzschreibweisen:

A+x:=AU{x}
A—x:=A\{x}

Lemma 5.10 Sei U = (S, F) ein Unabhéngigkeitssystem. Dann ist U
genau dann ein Matroid, wenn gilt:

Fiir jedes A C S gilt: M, M' maximal bzgl. A = [M| = |M'[.  (5.3)
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Beweis:

="

Waire IM| < M|, so folgt aus (5.2), da8 M +e € F fireine € M'\M
im Widerspruch zur Maximalitdt von M.

="

Seien M, M’ € F mit [M| < [M’|. Dann ist M nicht maximal beziig-
lich A := M UM/’ (es gibt eine beziiglich A maximale Menge M”, die
M’ enthilt. Diese erfillt [M”] > [M/| > [MJ. Da nach Voraussetzung
alle beztiglich A maximalen Mengen die gleiche Kardinalitdt besitzen
und M| < |[M”] ist, kann M nicht maximal sein). Also existiert ein
e € A\M =M\ MmitM + e € F (Die Menge M ist wieder in einer
maximalen Menge M’ beziiglich A enthalten. Jedes Element aus M "
kann zu M hinzugefiigt werden, ohne die Unabhédngigkeit von M zu
verletzen. Da M’ nur Elemente aus M U M’ enthilt, folgt die letzte
Aussage). O

Beispiele fiir Matroide und Unabhingigkeitssysteme

Beispiel 5.11 Sei E = {1,3,5,9,11}und F :={A CE:} . ,e <20}
Wir zeigen, dafl (E, F) zwar ein Unabhéngigkeitssystem ist, aber kein
Matroid.

Sei dazu A € F und B C A. Wir miissen zeigen, dafs auch B € F
gilt.

Esgilt ) ..pe < ) .cae < 20, wobei die letzte Ungleichung aus
der Definition von F und A € F folgt. Also ist auch B € F. Somit
haben wir gezeigt, daf8 (E, F) ein Unabhingigkeitssystem ist.

(E, F) ist jedoch kein Matroid, denn B := {9,11} und A :={1,3,5,9}
sind unabhéngige Mengen mit |B| < |A|. Jedoch kann man zu B kein
Element a aus A \ B hinzuftigen, so daff noch B + a € F gilt.

Satz 5.12 Sei G = (V,R, «, w) ein endlicher Graph und
F :={R’ C R: Gy besitzt keinen einfachen Zykel }.

Dann ist (R, F) ein Matroid. Die maximalen unabhéingigen Mengen
sind die spannenden Walder von G.

Beweis: Besitzt G+ keinen einfachen Zykel, so ist auch Gr~ fiir alle
R” C R’ zyklenfrei. Somit ist (R, F) ein Unabhdngigkeitssystem.

Wir zeigen nun, daf$ die Bedingung (5.3) aus Lemma 5.10 gilt.

Sei A C Rund R’ € F maximal beziiglich A. Der Graph G besitze
die p schwachen Zusammenhangskomponenten ZKj, ... , ZK,,.

Die Restriktion G'[ZK;] von G’ := G- auf ZK| ist zyklenfrei. Da R’
maximal ist, muf8 G’[ZK;] zusammenhingend sein (sonst konnte man
R’ vergroBern, ohne Zyklen zu induzieren). Nach Definition 5.4 ist da-
mit G’[ZK;] ein spannender Baum von ZK;, also ist G’ ein spannender
Wald von G. Es folgt nun mit Satz 5.7, da8 [R'| = [V| — p.

Somit besitzen alle beziiglich A maximalen Mengen die Kardinalitét
VI—p. o

Der Greedy-Algorithmus fiir Matroide

Wir kommen nun zum Greedy-Algorithmus fiir Matroide, der in Algo-
rithmus 5.2 notiert ist.
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Algorithmus 5.2 Greedy-Algorithmus.

Input: Ein Matroid (S, F) mit m := [S], eine Gewichtsfunktion

c:S—R
1 Sortiere die Elemente aus S nach ihrem Gewicht: c(e;) < --- <
clem)
2 Mo
3 fori+—1,... , mdo
4 if M+ e; € F then
5 M— M+ ey
6 end if
7 end for
8 return M

Man sieht, dafs der Kruskal-Algorithmus ein Spezialfall von Algo-
rithmus 5.2 ist, wobei der zugrundeliegende Matroid in Satz 5.12 defi-
niert ist.

Satz 5.13 (Edmonds) Der Greedy-Algorithmus findet eine maximale
unabhéingige Menge mit minimalem Gewicht.

Beweis: Sei My die Menge M nach dem Hinzufiigen des kten Ele-
ments, d.h. [Myx| = k. Da S endlich, bricht der Greedy-Algorithmus
nach endlich vielen Schritten mit einer Menge M. € F ab.

Diese Menge ist maximal. Wére ndmlich My, C A mit My, # A,
so existiert ein e € A \ My, mit My, + e € F. In einem Testschritt in
Zeile 4 ist dann e abgelehnt worden, weil fiir die zu diesem Zeitpunkt
aktuelle Menge M galt: My + e ¢ F. Da My + e C My + e folgt aber
My + e € F. Widerspruch.

Wir zeigen nun durch Induktion nach k, daf$ gilt:

c(My) =min{c(I): 1€ FAI|l| =k} (5.4)

Dies zeigt dann, daf8 der Greedy-Algorithmus eine maximale Menge
mit minimalem Gewicht liefert.

Fiir k = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Sei sie bereits fiir k be-
wiesen und wir betrachten My 1 = My + e*.

Annahme: I € Ferfiillt: |I| =k + 1 und ¢(I) < ¢(My41).

Wihle e’ € I mit c(e’) = max{c(e) : e € I}. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt c(My) < c(I—e’). Wegen

c(Mys1) =c(My) +c(e*) > c(l) =c(I—e’') +c(e)
folgt:
c(e*) > c(e’) =max{c(e):ec Il (5.5)

Da [My| = kund |I] = k + 1 existiert ein e € I mit My + e € F. Wegen
(55) gllt c(Mx+e)< C(Mk+] ).

Dac(e) < c(e*) und Mg+e € F, mufs e in einem fritheren Testschritt
in Zeile 4 wegen M+e ¢ F (1 < k) abgelehnt worden sein. Da M+e C
My + e, folgt My + e € F. Widerspruch! O

Korollar 5.14 Der Kruskal-Algorithmus findet einen spannenden Wald
mit minimalem Gewicht.
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Beweis: Unmittelbar aus Satz 5.12 und Satz 5.13. O
Das Ergebnis aus Satz 5.13 besitzt eine interessante Umkehrung:

Satz 5.15 Seild = (S, F) ein Unabhéngigkeitssystem. Falls der Greedy-
Algorithmus fiir jede Gewichtsfunktion c: S — R eine maximale unab-
hingige Menge M* € F mit minimalem Gewicht c(M*) findet, dann
istU ein Matroid.

Beweis: Siehe Ubung 5.3. m

Laufzeit des Kruskal-Algorithmus

Die Laufzeit des Kruskal-Algorithmus hingt stark von der Effizienz des
Zyklentests in Schritt 4 ab. Im folgenden skizzieren wir, wie man den
Algorithmus effizient implementieren kann.

Wann erzeugt die Hinzunahme von (u,v) zu T einen einfachen Zy-
kel? Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn u und v bereits in der
gleichen Zusammenhangskomponente von T liegen. Diese Beobach-
tung benutzt die Implementierung, welche in Algorithmus 5.3 gezeigt
ist.

Algorithmus 5.3 Implementierung des Algorithmus von Kruskal.

Input: Ein Graph G = (V,R) mit n := |V| Ecken und m := [R|
Pfeilen, eine Pfeilbewertungsfunktion c: R — R

Sortiere die Pfeile nach ihrem Gewicht: ¢(r7) < -+ < ¢(T)
Rt o
forallu € Vdo
V., < MAKE-SET(u)
end for
fori—1,... ,mdo
Finde die Endpunkte u und v von r;
Finde die Komponenten V,, = FIND-SET(u) und V, =
FIND-SET(v), die u bzw. v enthalten.
9 ifVy #V, then

X N O U

10 UNION(Vy,V,) und Rt « Ry U{ri}
11  end if
12 end for

13 return Ry

Man benutzt nun schnelle UNION-FIND Datenstrukturen (siehe z.B.
[CLR90, Tar83, Kapitel 22]). Eine Sequenz von m 4+ n MAKE-SET, UNI-
ON und FIND-SET Operationen, von denen n MAKE-SET Operationen
sind, kann man damit in O(ma(m,n)) Zeit ausfithren, wobei « die in-
verse Ackermann-Funktion ist.

Folge: Der Kruskal-Algorithmus lauft in Zeit O(mlogm).

Dabei ist die grofie Ackermann-Funktion A fiir nattirliche Zahlen
i,j > 1 wie folgt definiert:

A(T,5)
AL, 1)
A(L5)

2 fallsj > 1,
Al1—1,2) fallsi > 2,
AA—-T1,A1,j—1)) fallsi,j > 2,
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Die inverse Ackerman-Funktion ist durch
x(m,n) =min{i>1:A(i, [m/n]) >log,n }

gegeben. Sie ist keine inverse Funktion im eigentlichen mathema-
tischen Sinne, stellt aber gewissermafien das inverse Wachstum der
Ackermann-Funktion A dar: Die Funktion « wéchst so langsam, wie
A schnell wachst.

Man sieht leicht, dafs die Ackermann-Funktion A in jedem Argu-
ment monoton wachsend ist. Da

_.-z } 16 mal
A(4,1)=A(3,2) =22

weitaus grofSer als die geschétzte Anzahl der Atome im Universum (et-
wa 1080) ist, gilt a(m,n) < 4 fiir alle ,in der Praxis vorkommenden
Werte”, d.h. fir n < 1089,

Der Algorithmus von Prim

Wir formulieren den Algorithmus von Prim fiir ungerichtete zusammen-
hingende Graphen. Im folgenden sei daher G = (V, E) ein ungerichte-
ter Graph in Adjazenzlistendarstellung (dabei , erscheint” jede unge-
richtete Kante (u,v) zweimal, einmal via v € Adjlu] und einmal via
u € Adj[v]).

Wie der Algorithmus von Kruskal startet der Algorithmus von Prim
mit einer leeren Kantenmenge Et. Der Algorithmus besitzt die Eigen-
schaft, dafs die Kantenmenge Et zu jedem Zeitpunkt zusammenhén-
gend ist. In jedem Schritt fligt er die jeweils billigste Kante hinzu, die
Et1 mit dem Restgraphen verbindet.

Definition 5.16 (Sichere Kante)
Sei B’ C E eine Teilmenge der Kanten von G mit folgender Eigenschaft:

Es gibt einen MST T* = (V,E1+) von G mitE’ C Ev-. (5.6)

Eine Kante e € E heifst sicher fiir B/, wenn B’ U {e} ebenfalls die Eigen-
schaft (5.6) besitzt.

Definition 5.17 (Schnitt)
Sei G = (V,E,v) ein ungerichteter Graph und A UB =V eine Partition
von V. Dann nennen wir

0(A,B):={ecE:vy(e)={a,blmitac Aundb € B}

den von A und B erzeugten Schnitt.
Falls G = (V,R, «, w) ein gerichteter Graph und A UB = V eine
Partition von 'V ist, so ist

o(A,B):={reR:(x(r) e AAw(r) € B)V (a(r) e BAw(r) e A)}

der von A und B erzeugte Schnitt.

Oftmals nennen wir auch (A, B) einen Schnitt und meinen damit
eigentlich o(A, B).
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Satz 5.18 Sei G = (V, E) ein zusammenhidngender ungerichteter Graph
und c¢: E — R eine Gewichtsfunktion. Sei £/ C E mit der Eigen-
schaft (5.6). Sei (A, B) ein Schnitt von V mit der Eigenschaft: o(A,B) N
E’ = @. Sei nun e eine leichteste Kante aus o(A,B). Dann ist e sicher
fiirt’.

Beweis: Sei T* ein MST mit E/ C T*. Ist e € T*, so ist nichts zu zeigen.

Ansonsten erzeugt die Hinzunahme von e zu T* einen einfachen
Kreisw = (eq,...,ex) mito.B.d.A. e; = e. Der Kreis w muf$ eine Kante
e; € 0(A, B) mit e; # e enthalten. Nach Voraussetzung gilt c(e;) > c(e).
Dann erfullt T := T* \ {e;} U {e}:

c(T) < c(TH).

Ferner ist T zusammenhé&ngend und besitzt [V|— 1 Kanten, ist also nach
Satz 5.8 ein Baum. Somit ist T ein MST, der alle Kanten aus E’ U {e}
enthalt. ]

Algorithmus 5.4 Algorithmus von Prim.

Input: Ein zusammenhingender ungerichteter Graph
G = (V,E) mit n:=|V|und m := |E|, eine
Kantenbewertungsfunktion c: E — R und eine
Startecke s € V

1 Er o

2 forallv e Vdo

3 dp] — 40

4 end for

5 Q « @ {erzeuge eine leere Prioritdtsschlange Q}
6 d[s] « 0

N

INSERT(Q,s) {ftige s mit Schliisselwert d[s] = 0 in die Schlange
ein}

while Q # @ do

9 u+« EXTRACT-MIN(Q)

10  du] « —0

11 if u # s then

o]

12 Et « Ev U{e[u]}

13 end if

14 forallv € Adj[u] do

15 if c(u,v) < d[v] then
16 if d[v] = + oo then
17 dv] « c(u,v)
18 INSERT(Q, V)

19 else

20 DECREASE-KEY(Q, v, c(u,v))
21 end if

22 elv] « (u,v)

23 end if

24  end for
25 end while
26 return Et

Die Korrektheit des Algorithmus von Prim folgt aus Satz 5.18.
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Laufzeit

Falls man die Prioritdtsschlange Q als bindren Heap verwaltet, so be-
notigen INSERT, EXTRACT-MIN und DECREASE-KEY jeweils O(log|Q|)
Zeit. Somit ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus von Prim O(mlogn).

Eine Verbesserung der Laufzeit ist durch Fibonacci-Heaps (siehe z.B. [CLR90,

Kapitel 21]) moglich:

Satz 5.19 Beginnt man mit einem leeren Fibonacci-Heap Q und fiihrt
dann eine beliebige Folge von INSERT, EXTRACT-MIN und DECREASE-
KEY Operationen aus, so ist die dafiir benétigte gesamte Zeit hochstens
die Summe der amortisierten Kosten der einzelnen Operationen. Da-
bei sind die amortisierten Kosten fiir jede EXTRACT-MIN Operation
O(log |Ql) und O(1) fiir alle anderen Operationen.

Aus Satz 5.19 folgt, dafi man den Algorithmus von Prim mit Hilfe
von Fibonacci-Heaps so implementieren kann, daf$ er in O(nlogn+m)
Zeit lauft.

Der Algorithmus von Fredman und Tarjan

Der Algorithmus von Fredman und Tarjan baut auf dem Algorithmus
von Prim auf. Er lduft in Zeit O(n + mfp(m,n)), wobei

B(m,n):=min{i: log“) n<m/nt (5.7)
Die Funktion  wichst extrem langsam! Es gilt 3(m, n) < log™ n, wobei
log"n == min{i:log"'n < 1). (5.8)

Man beachte, daf log" 16 = 3, log™ 65536 = 4, log* 26533¢ = 5. Zur Er-
innerung: Die geschitzte Zahl der Atome im Universum ist etwa 108°!

Die Idee des Algorithmus von Fredman und Tarjan ist es, die Priori-
tatsschlange Q in ihrer Grofle geschickt zu beschréanken (denn EXTRACT-
MIN benétigt O(log|Q|) amortisierte Zeit).

Grundidee des Algorithmus

1. Lasse einen einzelnen Baum T wie im Algorithmus von Prim
wachsen, bis die Schlange Q, welche die ,Nachbarecken” zu T
enthilt, eine gewisse Grofse tiberschreitet.

2. Starte dann von einer neuen Ecke und stoppe wieder, falls Q zu
grofd wird.

3. Die ersten Schritte werden ausgefiihrt, bis jede Ecke in einem
Baum enthalten ist. Dann wird jeder Baum zu einer ,Superecke”
kontrahiert und der Algorithmus fahrt mit dem geschrumpften
Graphen fort.

4. Nach einer geniigenden Anzahl von Durchldufen bleibt nur noch
eine Superecke iibrig. Expandieren liefert dann den MST.
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Der Algorithmus

Die Implementierung fiihrt das Kontrahieren implizit aus. In jedem
Durchlauf beginnt man mit einem Wald von bisher gewachsenen alten
Baumen. Im Durchlauf verbindet man dann die Biume zu neuen Béu-
men, die dann die alten Baume fiir den nichsten Durchlauf werden.

Start eines Durchgangs

1. Numeriere die alten Baume und gib jeder Ecke die Nummer sei-
nes Baumes. Damit kann man fiir jede Ecke v den Baum, dem sie
zugehort, direkt aus tree[v] ablesen. Aufwand fiir diesen Schritt:
On+m).

2. Aufraumen: Losche aus dem Graphen alle Kanten, die zwei Ecken
im gleichen Baum verbinden. Behalte auch nur die jeweils billig-
sten Kanten zwischen verschiedenen Baumen.

Das Aufraumen kann in O(n+m) Zeit erfolgen: Sortiere die Kan-
ten lexikographisch nach den Nummern ihrer Endpunkte mittels
zweier Durchgiange von Counting-Sort (siehe z.B. [CLR90, Kapi-
tel 9]). Danach laufe die sortierte Liste einmal von vorne nach
hinten durch.

3. Nach dem Aufrdumen erstellt man fiir jeden alten Baum T eine
Liste mit den Kanten, die einen Endpunkt in T haben.

4. Jeder alte Baum T erhilt den Schliissel d[T] := +o0. Seine Markie-
rung wird geldscht.

Wachsen eines neuen Baumes

1. Wahle irgendeinen unmarkierten alten Baum Ty und fiige ihn in
Q mit Schliissel d[Tp] = —o0 ein.

2. Wiederhole den folgenden Schritt, bis Q leer ist oder |Q| > 22™/t,
wobei t die Anzahl der alten Baiume zu Beginn des Durchgangs
ist.

(a) Losche einen alten Baum T mit minimalem Schliissel aus Q
und setze d[T] := —o0

(b) Wenn T # To, dann fiige e[T] zum Wald hinzu (e[T] verbindet
den alten Baum T mit dem aktuellen Baum, der Ty enthilt).

(c) Wenn T markiert ist, dann stoppe und beende den Wachs-
tumsschritt wie unten geschildert.

(d) Sonst, markiere T. Fiir jede Kante (u,v) mit u € T und
c(u,v) < dltree[v]] setze eltree[v]] := (u,v). Wenn d[tree[v]] =
+00, dann fiige tree[v] in Q mit Schliissel c(u,v) ein. Anson-
sten erniedrige den Schliisselwert von T in Q auf c(u, v).

3. Zum Beenden des Wachstumsschrittes leere Q und setze d[T] :=
+oo fiir jeden alte Baum T mit endlichem Schliisselwert (diese
sind die Baume, die wihrend des Durchgangs in Q eingefiigt
wurden).
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Laufzeit

Die Zeit fiir Aufriumen und Initialisieren ist O(m). Sei t die Anzahl
der alten Baume, dann ist die Zeit fiir den Wachstumsschritt

O(tlog2°™t + m) = O(m), (5.9)

denn wir bendtigen hochstens t EXTRACT-MIN Operationen auf einem
Heap der Grofe hochstens 22™/t und O(m) andere Heap-Operationen,
von denen jede nur O(1) amortisierte Zeit benétigt.

Insgesamt: Ein Durchgang benotigt O(m) Zeit.

Es bleibt die Frage, wie viele Durchgédnge notwendig sind. Seien zu
Beginn eines Durchganges t alte Biume und m’ < m Kanten vorhan-
den (einige Kanten sind moglicherweise geloscht worden). Nach dem
Durchgang besitzt jeder Baum T, der am Ende des Durchgangs {ibrig-
bleibt, mehr als 22™/t Kanten, die mindestens einen Endpunktin T haben
(Wenn Ty der erste Baum war, aus dem T entstanden ist, dann wuchs
To, bis daf der Heap die Grofle 22m/t iberschritt. Zu diesem Zeitpunkt
besaf3 der aktuelle Baum T’ mehr als 2™/t inzidente Kanten. Nachher
sind moglicherweise noch weitere Biume mit T’ verbunden worden,
was zur Folge hatte, dafi jetzt von diesen inzidenten Kanten einige bei-
de Endpunkte im Endbaum T besitzen).

Da jede der m’ Kanten nur zwei Endpunkte besitzt, erfiillt die An-
zahl t’ der Baume nach Ende des Durchlaufs

2m/’

/
t = 22m/t :

(5.10)
Die Schranke fiir die Heap-Grofse im niachsten Durchlauf ist dann
22m/t 5 g2t (5.11)

Da die Startschranke fiir die Heap-Grofie 2m/n ist und eine Heap-
Grofle von n nur im letzten Durchgang moglich ist, haben wir hoch-
stens

min{1i: logm n<m/n}+1=pmn)+ O(1)

Durchliufe.

Abschliefiende Bemerkungen zu den MST-Algorithmen

Wir haben in diesem Kapitel die folgenden MST-Algorithmen kennen-
gelernt:
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| Algorithmus | Laufzeit

Bemerkungen

Kruskal O(mlogm) im , Normalfall”
O(ma(m,n)) falls die Kanten bereits nach
Gewicht sortiert sind oder
sich in O(m) Zeit sortieren
lassen (z.B. mit
Counting-Sort oder
Radix-Sort, siehe z.B.
[CLR90, Kapitel 9])

Prim O(mlogm) mit bindren Heaps
O(nlogn + m) | mit Fibonacci-Heaps.
Schnellster Algorithmus,
falls G, dicht” ist, d.h.
m e Q(nlogn)

Fredman & Tarjan | O(mp(m,n)) Extrem schnell fiir ,,dtinne”
Graphen

Da die Algorithmen fiir beliebige Gewichtsfunktionen c: R — R
bzw. c: E — R einen MST finden, kénnen wir mit ihnen auch span-
nende Baume mit maximalem Gewicht bestimmen.

5.3 Steinerbiume und andere Dilemmas

Eine Erweiterung des Problems, einen MST zu finden, ist das Steinerbaum-
Problem. Im Gegensatz zu einem spannenden Baum muf3 ein Steiner-
baum nur eine Teilmenge der Ecken aufspannen.

Definition 5.20 (Steinerbaum)
Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V und
K C V eine beliebige Teilmenge der Eckenmenge. Ein Steinerbaum in
G fiir die Menge K ist ein Teilgraph T = (V1,E7) von G, der ein Baum
ist und dessen Eckenmenge K umfafst: K C V.

Die Elemente von K nennt man Terminals, die Ecken aus V1 \ K
Steinerpunkte.

Folge: Jeder spannende Baum von G ist Steinerbaum fiir K := V.

Definition 5.21 (STEINERBAUM, MINSTEINERBAUM)
Eine Instanz von STEINERBAUM ist durch einen (gerichteten oder unge-
richteten) Graphen G = (V,R) mit einer Bewertungsfunktionc: R — R,
eine Teilmenge K C V und eine natiirliche Zahl k gegeben. Das Pro-
blem ist zu entscheiden, ob G einen Steinerbaum T mit Kosten c¢(T) < k
besitzt.

Das Problem MINSTEINERBAUM besteht darin, einen Steinerbaum
mit minimalem Gewicht zu bestimmen.

Satz 5.22 (Karp 1972) STEINERBAUM ist NP-vollstindig. Dies gilt so-
gar, wenn c(r) =1 fiir aller € R ist.

Beweis: Siehe auch [G]79, Problem ND12] a
Eine weitere Variante des MST-Problems ist es, einen spannenden
Baum zu finden, in dem der maximale Grad beschrankt ist.
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Definition 5.23 (GRADBESCHRANKTER BAUM)

Eine Instanz von GRADBESCHRANKTER BAUM ist durch einen Graphen
G = (V,R) und eine nattirliche Zahl D gegeben. Das Problem ist zu
entscheiden, ob G einen spannenden Baum besitzt, in dem jede Ecke
Grad hochstens D besitzt.

Satz 5.24 GRADBESCHRANKTER BAUM ist NP-vollstindig.

Beweis: Reduktion von HAMILTONSCHER KREIS. Siehe z.B. [G]79, Pro-
blem ND1] O

5.4 Spannende Wurzelbiume in gerichteten Gra-
phen

Definition 5.25 (Wurzel, Wurzelbaum)

Sei G = (V,R, &, w) ein gerichteter Graph. Die Ecke s € V heifst Wur-
zel von G, wenn Eg(s) = V, d.h. wenn alle Eckenv € V von s aus
erreichbar sind.

Ein Wurzelbaum mit Wurzel s (kiirzer auch s-Wurzelbaum) ist ein
Baum G, der eine Wurzel s € V besitzt. Die Eckenv € V mitg*(v) =0
nennt man die Blitter des Wurzelbaumes.

Istv € V, so heifst jedes uw € V auf dem eindeutigen Weg von der
Wurzel s zu v ein Vorfahre von v. Wenn u Vorfahre von v ist, so ist v
ein Nachkomme von u.

Wir betrachten nun das Problem, bei gegebenem gerichteten Gra-
phen G = (V,R, &, w) mit Pfeilbewertung c: R — R und ausgezeich-
neter Ecke s € V einen s-Wurzelbaum minimalen Gewichts zu finden.
Dieses Problem ldfsit sich durch den Algorithmus von Edmonds (Algo-
rithmus 5.5) in Polynomialzeit 16sen.

Lemma 5.26 Sei G = (V,R, @, w) ein endlicher Graph, v € V eine aus-
gezeichnete Ecke. Dann sind dquivalent:

(i) G ist ein s-Wurzelbaum.
(ii)) Eg(s) = V und G ist ein Baum.
(iii) G istein Baum und g (s) =0 und g~ (v) =1 fiir allev # s
(iv) g~ (s)=0und g~ (v) =1 fiirallev # s und Eg(s) =V
Beweis:
,(1) < (ii)” Gilt nach Definition.

»(ii) = (iii)” Sei G ein Baum, Eg(s) = V. Wegen Eg(s) = V gilt
g (v) > 1firallev € V\ {s} und damit

VI-T=Rl=g (s)+ > g (W>g (s)+IVI-1. (5.12)
veV\{s}

Daraus folgt g~ (s) = 0 und schliefllich g~ (v) = 1 flir alle v €
V\ {s}
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Algorithmus 5.5 Algorithmus von Edmonds.

Input: Graph G = (V,R, &, w),
Ptfeilbewertung c: R — R,
Wurzel s € V
1 wahle aus jedem Parallelenbiischel einen leichtesten Pfeil, entferne
die tibrigen

2 entferne alle Schlingen und die Pfeile aus B~ (s)
3 forveV,v#£sdo

4 Abbruch mit Fehler, falls B~ (v) = &

5  co(v) & min,eg- (v c(T)

6 end for

7 for alle verbliebenen Pfeile r € R do

8 c/(r)i=c(r) —colw(r))

9 end for

10 R+ &

11 forveV,v#sdo

12 wihle einen Pfeil r € B~ (v) mitc/(r) =0
13 R’ « R'U{r}

14 end for

—_
Q1

if G’ = (V,R’) ist kein Baum then
ermittle Kreis k in G/,
sei V die Menge der Ecken von k
17 kontrahiere Ecken in V zu einer Superecke ¥
18 rufe Algorithmus rekursiv fiir den kontrahierten Graphen auf
sei (V,R) die Losung auf dem kontrahierten Graphen
19 setzeR’ « R
20  ersetzein R’ den eingehenden Pfeil (vy,¥) durch einen leichtesten
Pfeil 11 € R mit () =v; und w(r;) € V
21  ersetze in R’ jeden ausgehenden Pfeil (V,v,,) durch einen leichte-
sten Pfeil 1, € Rmit a(r},) € Vund w(r,) = vy,
22 fiige zu R’ alle Pfeile aus k mit Ausnahme des Pfeils mit End-
ecke w(r7) hinzu
23 end if

=
o)}

,(iii) = (iv)” Sei G ein Baum mit g~ (s) = 0 und g (v) = 1 fiir alle
v # s. Seiv € V\ {s} beliebig. Da G ein Baum ist, gibt es eine
Kette in G zwischen s und v. Wegen der Gradbedingungen ist
diese Kette ein Weg von s nach v, also ist v € Eg(s).

,(iv) = (ii)” Sei Eg(s) =V, g (s) = 0und g (v) = 1 fir alle v # s.
Esist [Rl = ) .y g7 (v) =[V|— 1. Wére G kein Baum, so enthiel-
te G einen Zykel. Sei K die Menge der Ecken des Zykels. Wegen
g~ (v) < 1ist dieser Zykel ein Kreis, und es gibt keinen Pfeil r mit
a(r) ¢ Kund w(r) € K. Wegen g~ (s) = 0 kann der Kreis nicht die
Ecke s enthalten. Somit gilt K Z E¢ (s). Widerspruch. O

Satz 5.27 (Korrektheit des Algorithmus von Edmonds) Algorithmus 5.5
ermittelt bei Eingabe eines Graphen G = (V,R, «, w) mit Pfeilbewer-
tung c: R — R} und Wurzel s € V einen s-Wurzelbaum mit gering-
stem Gewicht unter allen s-Wurzelbdumen oder gibt die Information,
dafs in G kein s-Wurzelbaum existiert.
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Y
)

Wur-
im Ausgangs-

Konstruktion eines
zelbaumes
graphen (unten) aus dem
optimalen Wurzelbaum
im kontrahierten Graphen
(oben). Durchgezogene
Pfeile jeweils  Teil
des Baumes, die {ibrigen
Pfeile des Graphen sind
gestrichelt. Vergleiche
Algorithmus 5.5, Zeilen 20ff.

sind

Beweis: Da ein Wurzelbaum keine Parallelen oder Schlingen enthalt,
beeinflufst das Entfernen von teureren Parallelen und von Schlingen si-
cher nicht das Gewicht eines Wurzelbaumes. In jedem s-Wurzelbaum
gilt nach Lemma 5.26 g~ (s) = 0, also kann auch das Pfeilbiischel B~ (s)
0.B.d.A. entfernt werden.

Da g~ (v) > O fiirallev € V, v # s, nach Lemma 5.26 notwendig fiir
die Existenz eines s-Wurzelbaumes ist, erfolgt in Zeile 4 der Abbruch,
falls diese Bedingung nicht erftillt ist.

Jeder s-Wurzelbaum T enthilt fiir jede Ecke v # s genau einen Pfeil
aus dem eingehenden Pfeilbiischel B~ (v). Bezeichnen wir diesen Pfeil
mit 1, so gilt

M= cir) =3 (clr) —co) + Y colv) =

V#s v#s V#s

=Y )+ colv) =
V#£s V#£s
=c/(T)+ Zco(v).
V#£s

Die Summe ) 4s co(Vv) ist eine Konstante fiir den Graphen, daher ist
ein s-Wurzelbaum, der minimal bezfiglich c ist, auch minimal beziig-
lich ¢/ und umgekehrt.

Offenbar gilt ¢/ > 0. Ferner gibt es fiir jede Ecke v # s einen Pfeil
Ty € B7(v) mit ¢/(r,) = 0. Damit hat jeder ¢’-minimale Wurzelbaum
Gesamtgewicht 0.

In den Zeilen 11 wird eine Menge R’ von |V| — 1 vielen Pfeilen vom
Gesamtgewicht 0 ausgewdhlt. Bildet (V,R’) einen Baum, dann wegen
der Gradbedingungen und Lemma 5.26 auch einen s-Wurzelbaum, und
sein Gewicht ist minimal.

Andernfalls besteht ein Zykel, der wegen der Gradeigenschaften ein
Kreis sein muf3; sei mit Z die Menge der Ecken des Kreises bezeichnet.
Nach dem rekursiven Aufruf gilt: Der gefundene Graph mit Pfeilmen-
ge R ist ein minimaler s-Wurzelbaum auf dem reduzierten Graphen.
Durch die Pfeilersetzungen wird die Baumeigenschaft beibehalten und
Er/(s) = V sichergestellt, also ist der entstehende Baum ein s-Wurzel-
baum.

Es bleibt zu zeigen, dafl der Wurzelbaum T = (V,R’) gewichtsmini-
mal ist. Betrachte dazu einen beliebigen gewichtsminimalen s-Wurzel-
baum T*. Durch Kontraktion entsteht der Graph T*/Z. Kreise oder
Schlingen in T*/Z beginnen und enden in Knoten aus Z. Da T* optimal
war und alle Ecken aus Z auf einem Kreis aus Pfeilen vom Gewicht 0 lie-
gen, haben alle Kreise/Schlingen Gewicht 0 und bestehen wegen ¢’ > 0
nur aus Pfeilen vom Gewicht 0. Wenn aus jedem Kreis/Schlinge je-
weils der Pfeil entfernt wird, dessen Endecke in Z liegt, dann ergibt
sich ein s-Wurzelbaum auf G/Z. Wire dieser nicht gewichtsminimal,
so konnte durch die Konstruktion in den Zeilen 20ff. ein Wurzelbaum
in G konstruiert werden, der leichter als T* ist, im Widerspruch zur
Wahl von T*. — Da bei der Konstruktion von T in den Zeilen 20ff. nur
Pfeile vom Gewicht 0 zu einem auf G/Z optimalen Wurzelbaum hinzu-
geftigt werden, folgt ¢(T) = ¢(T*) und damit ist der gefundene Baum
gewichtsminimal. O
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Das vorgestellte Verfahren hat sicher polynomielle Laufzeit: In je-
der Iteration ist der Aufwand fiir das Entfernen von Parallelen, fiir die
Berechnung von ¢’ und fiir das Ermitteln von R’ jeweils in O(|R]). Der
Test, ob ein Baum vorliegt, ist mittels DFS ebenfalls in O(|R|) Aufwand
durchzufiihren. Mit gleichem Aufwand ist die Eckenkontraktion und
die abschlieffende dazu inverse Operation zu implementieren. Da bei
jedem rekursiven Aufruf die Anzahl der Ecken strikt abnimmt, bleibt
die Tiefe der Rekursion in O(|V]). Damit ist der gesamte Zeitaufwand
in O(|V] - [R]).

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1 —- Biume und unizyklische Graphen

Im folgenden sei G = (V,E,v) ein ungerichteter Graph. Eine Kante
e € E heif3t Briicke, wenn k(G —e) > k(G) gilt (vgl. Ubung 3.3). Wir nen-
nen einen zusammenhangenden Graphen G unizyklisch, wenn G genau
einen elementaren Kreis enthilt. Beweisen Sie, daf$ fiir endliche Gra-
phen die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Gist unizyklisch.
2. Fiir eine geeignete Kante e € E ist G — e ein Baum.
3. G ist zusammenhangend mit [V| = |E|.

4. G ist zusammenhéingend und die Menge aller Kanten von G, die
keine Briicken sind, bildet einen elementaren Kreis.

Aufgabe 5.2 — Minimale Spannende Baume

Im folgenden sei G = (V,R, &, w) ein endlicher schwach zusammen-
héngender Graph und c: R — R eine Gewichtsfunktion.

(a) Sei AU B = V eine Partition von V und o(A,B) der zugehori-
ge Schnitt. Sei v* € o(A, B) ein Pfeil mit c¢(r*) = min{c(r) : v €
o(A,B) }. Beweisen oder widerlegen Sie, daf8 es dann einen mini-
malen spannenden Baum T* von G mit v* € T* gibt.

(b) Sei wiederum o(A, B) ein Schnitt und Ta bzw. Tg minimale span-
nende Baume von G[A] bzw. G[B]. Beweisen oder widerlegen Sie,
daf es einen minimalen spannenden Baum T* von G mit Ty C T*
und Tg C T* gibt.

Aufgabe 5.3 — Matroide und der Greedy-Algorithmus

Sei U = (S,F) ein Unabhéngigkeitssystem und c: S — R eine Ge-
wichtsfunktion.

In Satz 5.13 wurde gezeigt, daf3 der Greedy-Algorithmus immer ei-
ne maximale unabhéngige Menge M* mit minimalem Gewicht c(M*)
findet, falls ¢ nicht nur ein Unabhingigkeitssystem sondern sogar ein
Matroid ist. Beweisen Sie nun Umkehrung dieses Ergebnisses aus
Satz 5.15.
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Aufgabe 5.4 — Schnelle MST- und Komponenten-Berechnungen

Sei im folgenden wieder G = (V, R, «, w) ein endlicher schwach zusam-
menhédngender Graph mit n := [V| Ecken und m := [R| Pfeilen.

(a) Zeigen Sie, dal man die schwachen Zusammenhangskomponen-
ten von G in O(n + ma(m,n)) Zeit berechnen kann.

(b) Seic: R — {1,...,n} eine Pfeilgewichtungsfunktion. Geben Sie
einen Algorithmus an, der einen MST von G beziiglich ¢ in Zeit
O(n 4+ ma(m,n)) berechnet.

Aufgabe 5.5 - Radius und Diameter

Sei G = (V,R, &, w) ein gerichteter Graph, und d¢g die Distanzfunktion
auf G. Wir bezeichnen mit

e(v) :=sup dg(u,v)
uev

die Exzentrizitit der Ecke v im Graphen. Damit sind durch

1(G) := inf e(v) und d(G) :=supe(v)
vev vev

der Radius und der Diameter des Graphen definiert. Wie tiblich werden
die Definitionen {iber die symmetrische Hiille auch auf ungerichtete
Graphen ausgedehnt.

a. Zeigen Sie: Ist G ein ungerichteter zusammenhéngender Graph,
so gilt
T(G) <d(G) <2-7(G).

b. Zeigen Sie: Fiir beliebige Zahlen r,d € Nmit 1 < r < d < 2r
gibt es einen ungerichteten Graphen G mit Einheitsbewertung,
der Radius r(G) = r und Diameter d(G) = d aufweist.

Aufgabe 5.6 — Zentrum in Baumen

Sei G = (V,R, &, w) ein Graph mit einer beliebigen Distanzfunktion.
Die Menge

C(G)={veV]elv)=1(G)}

wird Zentrum des Graphen G genannt.!
Eine Ecke v € V eines Baumes heif$t Blatt, falls g(v) = 1, und innere
Ecke, falls g(v) > 1.

a. Sei G ein gerichteter Baum mit endlichem Radius r(G) < co. Wei-
sen Sie nach, daf8 das Zentrum C(G) aus genau einer Ecke besteht.

b. Sei T = (V,E) ein ungerichteter Baum mit Einheitsbewertung,
[V| > 3. Essei T’ der Baum, der aus T durch Entfernen aller Blitter
(und der inzidenten Kanten) entsteht. Zeigen Sie:

C(T") =C(T).
c. Zeigen Sie: Das Zentrum eines Baumes mit Einheitsbewertung

besteht entweder aus einer Ecke oder aus zwei adjazenten Ecken.
Gilt dies auch fiir allgemeine Bewertungen?

1Es bezeichnen e(v) die Exzentrizitit einer Ecke und r(G) den Radius des Graphen.
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Aufgabe 5.7 - Minimale spannende Baume (MST)

a. Fur einen spannenden Baum T = (V,Ey) eines Graphen G =
(V,E) mit Kantengewichtsfunktion c: E — R sei L(T) die sor-
tierte Liste der Kantengewichte, d. h. L(T) = (es,...,en—71) mit
cler) < - <clen1)und Er ={ey,...,en_1}h
Zeigen Sie: Sind Ty und T, MSTs desselben Graphen, so gilt
L(Th) = L(T2).

Hinweis: Verwenden Sie das Ergbnis aus Aufgabe 5.8.

b. Folgern Sie: Ist die Kantengewichtsfunktion injektiv, so ist der
MST eindeutig bestimmt.

c. Der »Wegwerf-Algorithmus« zur Bestimmung eines MST startet
mit dem zusammenhdngenden Ausgangsgraphen. Er identifi-
ziert einen beliebigen Kreis, dort eine schwerste Kante, und ent-
fernt die Kante aus dem Graphen. Die Iteration wird wiederholt,
bis der entstehende Graph keinen Kreis mehr enthalt.

Zeigen Sie die Korrektheit des Verfahrens.

Aufgabe 5.8 — Minimale Flaschenhals-Bdume (MBT)

Sei G = (V,E, &, w) ein endlicher Graph, c: E — R eine Gewichtsfunk-
tion. Das Flaschenhals-Gewicht (engl. bottleneck weight) cmax(G’) eines
Partialgraphen G’ = (V,E’) ist definiert durch cmax(G’) := max{c(e) |
e € E’}. Ein minimaler Flaschenhalsbaum (MBT) ist ein spannender
Baum von minimalem Flaschenhalsgewicht.

Zeigen Sie: Jeder MST ist ein MBT.






Kapitel 6

Suchstrategien

6.1 Untersuchung von Graphen mit Tiefensu-
che

In diesem Kapitel werden wir uns mit der sogenannten Tiefensuche
oder Depth-First-Search (DFS) beschiftigen. DFS ist ein effizientes Ver-
fahren, um Informationen tiber einen Graphen, etwa tiber seine Zusam-
menhangskomponenten, zu gewinnen.

Grundideen von DFS

Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Der Graph wird durch DFS nach der Strategie ,, zundchst in die Tiefe
gehen” erforscht. Pfeile werden ausgehend von der zuletzt entdeckten
Ecke v aus erforscht, von der noch unerforschte Pfeile starten. Wenn
alle von v ausgehenden Pfeile erforscht sind, dann erfolgt ein ,Back-
tracking” zu der Ecke, von der aus v entdeckt wurde.

Jede Ecke ist am Anfang weif3, d.h. noch nicht entdeckt. Wenn eine
Ecke entdeckt wird, wird sie grau gefarbt. Wenn die Ecke komplett
abgearbeitet ist, d.h. wenn alle von ihr ausgehenden Pfeile erforscht
sind, wird sie schwarz gefarbt.

Wenn eine Ecke v neu entdeckt wird, wahrend wir die Adjazenzliste
von u durchlaufen, so merken wir uns u als den ,, Vorgénger” mt[v] von v.

Algorithmus 6.1 zeigt die DFs-Hauptprozedur, welche die Prozedur
DFs-VISIT aus Algorithmus 6.2 benutzt.

Der Vorgiangergraph G, = (V,Rn, alr,,wlr,) bildet einen DFs-
Wald, der aus mehreren DFs-Wurzelbiumen besteht.! Die Pfeile in
R nennen wir Tree Edges. Falls G keine Parallelen besitzt, so gilt

Ry :={(nlv],v) :v € VAn] #NIL} (6.1)

DrFs versieht die Ecken auch mit Zeitmarken. Jede Ecke v € V hat
zwei Zeitmarken:

1. d[v]: Zeitpunkt, zu dem v entdeckt wurde

2. f[v]: Zeitpunkt, zu dem die Adjazenzliste von v komplett er-
forscht wurde, d.h. zu dem alle von v ausgehenden Pfeile er-
forscht wurden.

Diese Aussage werden wir in Satz 6.1 beweisen.

E Algorithmus DFs
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Nach Konstruktion von DFs gilt fiir jede Ecke v € V:

dv] < fv]. (6.2)

Der DFs-Algorithmus

Algorithmus 6.1 Depth First Search Hauptprozedur.

DFs(G)
Input: Ein Graph G = (V,R, &, w) in

O O N O U B W N

[y
o

Adjazenzlistendarstellung mit n := [V| und m := [R]

forallve Vdo
farbe[v] « weifd
m[v] « NIL
end for
zeit «+ 0
forall u € Vdo
if farbe[u] = weif$ then
DFS-VISIT(u)
end if
end for

Algorithmus 6.2 Depth First Search.

DFS-VISIT(u)

1

N O U N

O o

10
11

12
13

farbe[u] «— grau {Die weile Ecke u wurde gerade entdeckt}
du] « zeit
zeit « zeit + 1
for all v € Adjlu] do {Erforsche Pfeil von u nach v}
if farbe[v] = weif3 then
7ihv] —u
R, ¢ Ry U{ry}, wobei 1y, der Pfeil von u nach v ist, der dem
Eintrag von v € Adj[u] entspricht.
DFS-VISIT(v)
end if
end for
farbe[u] < schwarz {von u gehen keine unerforschten Pfeile
mehr aus}
flu] « zeit
zeit « zeit + 1

Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus 6.1 ohne die Zeit fiir die Aufrufe von
DFs-VISIT ist offenbar in O(n).

Die Prozedur DFS-VISIT wird insgesamt fiir jede Ecke v € V genau

einmal aufgerufen, da sie nur fiir weile Ecken aufgerufen wird und
als erstes die tibergebene Ecke grau farbt. Wahrend eines Aufrufs von
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DFs-VISIT wird die Schleife in den Zeilen 4 bis 10 |Adj[ul| mal durch-
laufen. Es folgt nun, daf8 die Gesamtzeit fiir alle DFS-VISIT Aufrufe
in

@ (Z IAdj[V]I> =0 (Z gw)) = O(m)

vev vev

ist. Daher ist die Gesamtzeit fiir DFS in O(n + m).

Eigenschaften von DFs

Satz 6.1 Der Algorithmus DFS werde auf den gerichteten Graphen G =
(VR, &, w) angewandt. Dann ist G, ein Wald. Jede schwache Zusam-
menhangskomponente von G ist ein Wurzelbaum.

Beweis: Wenn zu Ry ein Pfeil 1y, hinzugenommen wird, so war v zu
diesem Zeitpunkt weifs, also unentdeckt. Danach wird v durch den
Aufruf von DFS-VISIT(v) grau (und danach schwarz) gefarbt. Es kann
also kein Pfeil mit Endecke v zu R, hinzugeftigt werden. Somit gilt in
G

g (v)<1 fiiralleveV. (6.3)
Ferner gilt nach Konstruktion von DFs
dlx(r)] < d[w(r)] fiirjeden Pfeil r € R. (6.4)

Aus (6.3) folgt, dafs jeder Zykel in G, ein Kreis sein miifite. Wegen
(6.4) kann jedoch G, keinen einfachen Kreis enthalten. Somit ist G,
zyklenfrei, also ein Wald.

Sei G’ eine beliebige schwache Zusammenhangskomponente von
Gr. Dann gibt es wegen der Kreisfreiheit von G’ eine Ecke s € G’ mit
g (s) =0. Seiv € G’ mitv # s beliebig. Da G’ schwach zusammen-
hingend ist, gibt es eine Kette « in G’ mit a(k) = s und w(x) = v. Die
Kette K muf$ ein Weg von s nach v sein, da sonst entweder g—(s) > 0
oder g~ (u) > 1 fiir ein u € G’ wére. Somit ist jede Ecke v € G’ von s
aus erreichbar.

Insbesondere mufd g~ (v) > 1 fiir jedes v # s gelten. Wegen (6.3)
folgt g~ (v) = 1 fur alle v # s. Nach Lemma 5.26 ist damit G’ ein
Wurzelbaum mit Wurzel s. m]

Satz 6.2 (Intervallsatz fiir DFS) Der Algorithmus DFS werde auf den
gerichteten Graphen G = (V,R, &, w) angewandt. Fiir jedes Paar u,v
von Ecken aus V gilt dann bei Abbruch genau eine der folgenden Aus-
sagen:

1. Die Intervalle [d[u], flul] und [d[V], f[v]] sind disjunkt.

2. Das Intervall [dlul, f[u]] ist vollstindig in [d[v],f[v]] enthalten.
Die Ecke u ist ein Nachkomme von v in einem DFS-Baum.

3. Das Intervall [d[v],flv]] ist vollstindig in [d[ul, f[u]] enthalten.
Die Ecke v ist ein Nachkomme von u in einem DFS-Baum.

Beweis:

1. Fall: d[u] < d[v]
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Abbildung 6.1:
Beweis von Lemma 6.4

Unterfall (a): d[v] < f[u]
Dann wurde v entdeckt, als u grau war. Die Ecke v ist dann
Nachkomme von u. Da v spiter als u entdeckt wurde, wer-
den alle von v ausgehenden Pfeile erforscht, bevor die Suche
zu u zuriickkehrt. Also gilt f[v] < flu]. Wegen d[v] < f}]
haben wir d[u] < d[v] < f[v] < f[ul.

Unterfall (b): d[v] > f[u]
Dann gilt: d[u] < flu] < d[v] < f[v] und die Intervalle sind
disjunkt.

2. Fall: d[u] > d[v]
Analog zum 1. Fall. O

Korollar 6.3 Die Ecke v ist genau dann ein echter Nachkomme von u
im DFs-Wald G,;, wenn d[u] < d[v] < flv] < f[u].

Beweis: Direkt aus Satz 6.2. O

Lemma 6.4 Seienu,v € ZK; in der gleichen starken Zusammenhangs-
komponente ZK; von G = (V,R, &, w). Jeder Weg von u nach v in G
beriihrt nur Ecken aus ZK;.

Beweis: Ist x auf einem Weg w von u nach v, so gilt v € Eg(x). Sei w’
der Teilweg von w, der von u nach x fithrt. Da u ~ v, existiert w” mit
a(w”) = vund w(w”) = u. Dann ist w” o w’ ein Weg von v nach x.
Also gilt x € Eg(v) und damit x ~ v (Abbildung 2 veranschaulicht den
Beweis). O

§
;

Satz 6.5 (Satz vom weiflen Weg) Die Ecke v ist genau dann ein Nach-
komme von u im DFs-Wald G, wenn zu dem Zeitpunkt d[u], zu dem
u entdeckt wird, die Ecke v von u durch einen Weg erreicht werden
kann, der nur weifse Ecken bertihrt.

Beweis:

="
Sei v Nachkomme von u und x auf dem Weg von unach v in G.. Nach
Korollar 6.3 gilt d[u] < d[x]. Also ist zum Zeitpunkt d[u] die Ecke x
noch weif.

&
Annahme: v ist von u zum Zeitpunkt d[u] durch einen weifsen Weg w
erreichbar, wird aber kein Nachkomme von u im DFs-Wald.

O.B.d.A. enthilt w aufler v sonst nur Nachkommen von u (wé&hle
sonst die zu u nédheste Ecke auf w, die kein Nachkomme wird). Sei
s(w) =[u=vo,v1,..., v, V.
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Dann ist v ein Nachkomme von u (falls k = 0, so gilt vi = u). Nach
Korollar 6.3 folgt daher: flvi] < f[u].

Wir wissen d[u] < d[v], da v zum Zeitpunkt d[u] durch den weifien
Weg erreichbar ist (und insbesondere selbst zum Zeitpunkt d[u] weifs
ist). Ferner gilt d[v] < f[vy], denn spétestens beim Durchlauf der Adja-
zenzliste von vy wird v entdeckt.

Also ist d[u] < d[v] < flvi] < f[u]. Nach Satz 6.2 ist [d[v], f[v]] dann
vollstindig in [d[u], f[u]] enthalten. Nach Korollar 6.3 ist dann aber v
echter Nachkomme von u. Widerspruch! O

Satz 6.6 Drs werde auf den Graphen G = (V, R, &, w) angewandt. Al-
le Ecken aus einer Zusammenhangskomponente von G sind dann im
gleichen DFs-Wurzelbaum von G.

Beweis: Sei u die erste von DFs entdeckte Ecke der Komponente ZK.
Dann sind zu diesem Zeitpunkt alle anderen Ecken von ZK noch weif3
(weil u die erste entdeckte Ecke ist). Sei v eine beliebige andere Ecke der
ZK. Dann gibt es einen Weg von u nach v, welcher nur Ecken aus ZK
beriihrt. Dieser ist zum Zeitpunkt d[u] ein weifler Weg. Nach dem Satz
von weiflen Weg (Satz 6.5) wird v ein Nachkomme von u in G. ]

Klassifizierung der Pfeile durch DFs

Tree Edges Dies sind die Pfeile aus R;. Ein Pfeil r ist eine Tree Edge,
wenn w(r) zuerst beim Erforschen von r entdeckt wurde.

Back Edges Pfeile r € R, bei denen «(r) ein Nachkomme von w(r) in
Gy ist. Schlingen werden als Back Edges angesehen.

Forward Edges Pfeile r € R\ Ry, bei denen w(r) ein Nachfahre von
(1) in G ist.

Cross Edges Alle anderen Pfeile.

Man kann DFs so modifizieren, dafs der Algorithmus die Pfeile beim
Entdecken klassifiziert. Die Idee ist die folgende: Jeder Pfeil r kann
durch die Farbe von w(r) klassifiziert werden, wenn r (zum ersten Mal)
erforscht wird:

w(r) ist weifl: Dann ist r eine Tree Edge.

Dieser Fall ist klar nach Konstruktion des Algorithmus.

w(r) ist grau: Der Pfeil r ist eine Back Edge.

Dies sieht man daraus, daf8 die grauen Ecken zu jedem Zeitpunkt
einen Weg von Nachkommen bilden.

w(r) ist schwarz: r ist eine Forward oder Cross Edge.

Lemma 6.7 Sei v ein Pfeil im Graphen G = (V,R, @, w) und «(r) = u
und w(r) = v. Als r das erste Mal erforscht wird, sei v schwarz. Dann
ist v eine Forward Edge, wenn d[u] < d[v] und eine Cross Edge, wenn
dfu] > dv].
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Beweis: Wenn d[u] < d[v], so gilt d[u] < dpv] < f[v] < f[u], da u noch
grau ist, wenn v bereits schwarz geworden ist. Nach dem Intervallsatz
ist dann v Nachkomme von .. Somit ist T eine Forward Edge.

Sei nun d[u] > d[v]. Wire r eine Forward Edge, so ware v Nach-
komme von u im DFs-Wald. Dann folgt aber nach dem Intervallsatz,
daB d[u] < dfv] < f[v] < f[u] gilt. Dies ist ein Widerspruch zu du] >
dpl. O

6.2 Anwendungen von DFS

Test auf Kreise

Satz 6.8 Ein Graph G ist genau dann kreisfrei, wenn DFS keine Back
Edges produziert.

Beweis:

o

Sei r eine Back Edge. Dann ist w(r) ein Vorfahre von «(r) in G.
Also existiert ein Weg w in G von w(r) zu «(r). Dann ist w o (1) ein
Kreis in G.

S =

Sei w ein Kreis in G mit Spur s(w) = [vo,Vv1,... ,Vk = Vo] und sei
v; die Ecke des Kreises, welche von DFS zuerst entdeckt wird. Zum
Zeitpunkt d[v;] existiert dann ein weiler Weg zu v;_;. Nach dem Satz
von weifien Weg (Satz 6.5) wird dann vi_; ein Nachkomme von v; in
Gr. Daher ist der Pfeil von vi_; zu v; eine Back Edge. O

Korollar 6.9 Mit Hilfe von DFs kann man in Zeit O(|V|+|R|) testen, ob
ein gegebener Graph G = (V, R, , w) kreisfrei ist. O

Topologische Sortierung

Algorithmus 6.3 Topologische Sortierung.

Input: Ein Graph G = (V,R, &, w) in
Adjazenzlistendarstellung mit n := [V| und m := [R]

1 L+« @ {Listeine leere lineare Liste}

2 Rufe DFS(G) auf, um die Zeiten f[v] fiir v € V zu berechnen.

3 Sobald eine Ecke v € V abgearbeitet ist (d.h. schwarz gefarbt wird),
fiige v an den Anfang von L an.

4 return L

Satz 6.10 Algorithmus 6.3 erzeugt in O(n + m) Zeit eine topologische
Sortierung eines kreisfreien gerichteten Graphen.

Beweis: Sei G kreisfrei. Es gentigt zu zeigen, daf fiir jeden Pfeil r € R
gilt: floe(r)] > flw(r)].

Betrachte den Zeitpunkt, zu dem r durch DFs erforscht wird. Zu
diesem Zeitpunkt kann w(r) nicht grau sein, da r sonst eine Back-Edge
wire (Widerspruch zu Satz 6.8).
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Wenn w(r) weif ist, so wird nach dem Satz vom weiflen Weg w(r)
ein Nachfahre von «(r). Nach dem Intervallsatz gilt dann flw(r)] <
fla(r)]. Wenn w(r) bereits schwarz ist, so ist w(r) bereits abgearbeitet,
wéhrend o(r) noch grau ist. Somit gilt dann ebenfalls f[x(r)] > flw(r)].

Die Laufzeit folgt aus der linearen Laufzeit von DFs und der Tat-
sache, dafs die Listenoperationen in konstanter Zeit durchfiihrbar sind.

O

Bestimmung von starken Zusammenhangskomponenten

Algorithmus 6.4 Berechnung der starken Zusammenhangskomponen-
ten.
Input: Ein Graph G = (V,R, &, w) in
Adjazenzlistendarstellung mit n := [V| und m := |R]

1 Rufe DFS(G) auf, um die Zeiten f[v] fiir v € V zu berechnen.

2 Berechne den inversen Graphen G~'.

3 Rufe DFS(G~ ') auf. Dabei betrachte in der Hauptschleife von DFs
die Ecken gemidfl absteigendem Wert f[u] (wobei f[u] im ersten
Schritt berechnet wurde).

4 Seien Ty, ..., T, die im letzten Schritt erzeugten DFS-Baume.

5 Gib jeden DFs-Baum T; aus dem letzten Schritt als einzelne starke
Zusammenhangskomponente aus.

Im Rest dieses Abschnittes bezeichnen d[u] und f[u] die Entdeckungs-

und Beendigungszeiten fiir eine Ecke u, die durch DFS(G) im Schritt 1
von Algorithmus 6.4 berechnet wurden.

Definition 6.11 (Ahnherr)
Fiir eine Ecke u € V definieren wir den Ahnherren ¢(u) von u durch

¢(u):=x wobeix € Eg(u) mit maximalem f[x]. (6.5)
Da u von sich selbst aus erreichbar ist, gilt
flu] < flp(w)]. (6.6)

Ferner folgt aus v € Eg(u), daB flp(v)] < f[d(u)]. Insbesondere
folgt mit v = ¢(u): fldp(p(u))] < flp(u)l. Nach (6.6) gilt andererseits
flo(u)] < fld(dp(u))]. Also ist f[ ( (u))] = f[d(u)] und daher

d(d(u)) =od(u) faralleuwe V. (6.7)

Satz 6.12 Die Ecke ¢(u) ist ein Vorfahre von u in G .

Beweis: Falls ¢(u) = u, so ist die Aussage trivial. Sei daher ¢(u) # u.

Betrachte die Farben der Ecken zum Zeitpunkt d[u]. Wenn ¢(u)
grau ist, so ist ¢p(u) ein Vorfahre von u und der Beweis ist vollstandig.
Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dafl ¢(u) weder schwarz noch weif3
ist.

b (u) ist schwarz: Dann ist fl$p(u)] < f[u] im Widerspruch zu (6.6).
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¢ (u) ist weil: Sei w der Weg von u zu ¢ (u).

1. Fall: Alle Ecken auf w sind weif$: Dann wird ¢(u) nach dem

Satz vom weifien Weg ein Nachkomme von u in G,. Dann

ist aber nach Satz 6.2 f[¢p(u)] < f[u] im Widerspruch zu (6.6).

2. Fall: w enthilt graue oder schwarze Ecken: Sei die Spur von

w gegeben durch s(w) = [u = vo,v1,... ,vik_1,vk = d(u)]

und t maximal, so dafl v¢ nicht weif ist (siehe Abbildung 6.2).
) u Vi (u)
Abbildung 6.2: O— 2 —>0—»O0—»O—>0——m)—>()

Beweis von Satz 6.12

Die Ecke v muf$ grau sein, da sonst der Pfeil von v¢ nach
V41 bei der Abarbeitung der Adjazenzliste von v nicht un-
tersucht worden wire.

Nach dem Satz von weifien Weg wird dann aber ¢(u) Nach-
komme von v; in G und es gilt: f[p(u)] < f[v¢] im Wider-
spruch zur Wahl von ¢(u) (Gleichung (6.5)). O

Korollar 6.13 Die Eckenu und ¢(u) liegen in der gleichen starken Zu-
sammenhangskomponente.

Beweis: Nach Definition ist ¢(u) € Eg(u). Nach Satz 6.12 ist ¢p(u) ein
Vorfahre von uin G,. Alsoistauch u € Eg(dp(u)). O

Satz 6.14 Es giltu ~ v genau dann, wenn ¢(u) = ¢ (v).

Beweis:

o

Sei x = ¢(u). Dann ist x auch von v erreichbar und somit f[$p(v)]
fld(u)]. Die gleiche Argumentation fiir y = ¢(v) zeigt, dafs f[dp(u)]
fld(v)], somit insgesamt also ¢(u) = P(v) gilt.

>
>

II@II
Wenn x = ¢(u) = ¢(v), so gilt nach Korollar 6.13 x ~ uwund x ~ v.
Wegen der Transitivitdt von ~ folgt v ~ w. O

Der Beweis des folgenden Lemmas ist einfach und wird hier des-
halb nicht ausgefiihrt.

Lemma 6.15 Die Graphen G und G~ besitzen die gleichen starken Zu-
sammenhangskomponenten. O

Satz 6.16 Algorithmus 6.4 findet korrekt in O(n + m) Zeit die star-
ken Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Graphen G =
(VR &, w).

Beweis: Nach Lemma 6.15 besitzen G und G~ die gleichen starken Zu-
sammenhangskomponenten. Nach Satz 6.6, angewandt auf DFs(G™')
in Schritt 3, sind zwei Ecken aus der gleichen Komponente auch im
gleichen DFs-Baum enthalten, der in Schritt 5 ausgegeben wird.

Wir miissen jetzt noch zeigen, daf die Biume Ty, ... , T,, aus Schritt 4
nicht zu grof sind, d.h. das u,v € T; impliziert, daff u ~¢g v.
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Seien Ty,..., T, mit T; = (V4, Ry) die Baume, die in Schritt 4 durch
Drs(G™') ausgegeben werden, und seien sy, ... , s, ihre Wurzeln. De-
finiere flir 1 <i<p

C(si):={veV:pv)=si
Wir zeigen durch Induktion nach p, dai fiir 1 < i < p gilt:
(i) dlsi) =si
(i) Vi = C(si)

Nach Satz 6.14 sind alle Ecken aus C(v,,) in der gleichen starken Zu-

sammenhangskomponente. Dies zeigt dann, dafd jeder Baum eine star-

ke Zusammenhangskomponente bildet und beendet den Beweis.
Induktionsanfang: p = 1.

(i) Klar, da s; die Ecke v mit maximalem f[v] ist.

(i) Sei w € C(s7). Insbesondere ist dann s; € Eg(u), also u €
Eg-1(s1). Da sq die erste Ecke ist, die in der Hauptschleife von
DFS(G~') untersucht wird, ist zum Zeitpunkt des Entdeckens
von s; die Ecke u durch einen weiflen Weg (in G ') erreichbar.
Also wird nach dem Satz vom weiflen Weg u Nachkomme von
s1, also insbesondere u € T;. Somit ist C(s1) C V; gezeigt.

Seinunu € T;. Dann ist u von s; in G~! erreichbar. Also ist s; €
Eg(u) fiir jedes u € Ty. Insbesondere ist daher f[p(u)] > flsq] fur
jedes u € Tq. Da sy aber als erste Ecke in der Hauptschleife von
DFs(G ') untersucht wurde, besitzt s; die grofste Abarbeitungs-
zeit f[sq]. Also gilt flp(u)] = f[s1], also s1 = ¢(u) fur alleu € Ty.
Somit ist Vi C C(v1) und insgesamt C(vq) = V7.

Induktionsschritt: p — 1 — p.

(i) Ware fld(sp)] > flsp], sowurde ¢ (s, ) beim Algorithmus DFS(G ')

vor sy, betrachtet. Sei T; der Baum, der ¢ (s, ) enthélt. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist V; = {v : $(v) = s;}. Wegen ¢(sp) € V;
und ¢(P(sp)) = d(sp) wére dann s; = d(sp) und s, € Tj.

(ii) Nach Satz 6.6 landen alle Ecken aus C(s,,) im gleichen DFS-Baum,
da sie stark zusammenhéangen. Da s, € C(s,,) und s, Wurzel von
Ty, ist, folgt, daf3 jede Ecke aus C(sp ) in T, landet.

Wir zeigen, daf3 jede Ecke u mit f[p(u)] < f[s,] oder flp(u)] >
flsp] nicht in T,, plaziert wird.

Sei flp(u)] > flsp]. Zum Zeitpunkt, zu dem s, in der Haupt-
schleife selektiert wird, wurde ¢ (u) bereits betrachtet und bereits
in einen Baum Tj eingeordnet. Die Eckenmenge dieses Baumes
ist dann nach Induktionsvoraussetzung C(d(d(u))) = C(d(u)).
Nach Induktionsvoraussetzung ist dann u € Tj.

Sei nun f[p(u)] < f[sp]. Dann kann u nicht in T, eingeordnet
werden, denn u € T, impliziert s, € Eg(u) und somit f[$(u)] >
flsp].

Dies beendet den Beweis. O
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6.3 Tiefensuche fiir ungerichtete Graphen

Der Algorithmus DFs (Algorithmus 6.1) kann auch fiir ungerichtete
Graphen eingesetzt werden. Im Schritt 7 wird dann nicht der Pfeil r,,,
zu R, hinzugefiigt, der von u nach v verlduft, sondern die entsprechen-
de Kante zwischen u und v. Ansonsten bleibt der Algorithmus unver-
dndert.

Ungerichtete Wurzelbaume

Definition 6.17 (Wurzel, Wurzelbaum (ungerichtete Graphen))
Sei G = (V,E,v) ein ungerichteter Graph. Die Ecke s € V heifst Wur-
zel von G, wenn Eg(s) = V, d.h. wenn alle Ecken v € V von s aus
erreichbar sind.

Ein Wurzelbaum mit Wurzel s ist ein Baum G, in dem eine Ecke s
als Wurzel ausgezeichnet ist. Die Begriffe Vorfahre und Nachkomme
sind dann analog zum gerichteten Fall definiert.

Analog zu Satz 6.1 beweist man den folgenden Satz:

Satz 6.18 Der Algorithmus DFS werde auf den ungerichteten Graphen
G = (V| E,v) angewandt. Dann ist G ein Wald. Jede Zusammenhangs-
komponente G’ von G ist ein ungerichteter Wurzelbaum, wobei die
Wurzel von G’ diejenige Ecke v mit m[v] = NIL ist.

Mit den Definitionen aus Definition 6.17 bleiben die folgenden Er-
gebnisse auch fiir den ungerichteten Fall richtig:

1. Satz 6.2 (Intervallsatz)
2. Korollar 6.3
3. Satz 6.5 (Satz vom weifien Weg)

Die Beweise der oben genannten Ergebnisse sind bereits so formuliert,
daf3 sie ohne Anderung auch die Argumentation im ungerichteten Fall
ergeben.

Klassifizierung der Kanten

Die Klassifizierung der Kanten nach dem Schema fiir den gerichteten
Fall (man ersetze ,Pfeil” durch ,Kante”) ist nicht ganz eindeutig: Eine
Kante zwischen dem Vorfahren u und dem Nachkomme v, die nicht
zu G, gehort, konnte man sowohl als Back Edge als auch als Forward
Edge ansehen. Wir 19sen diese Zweideutigkeiten dadurch auf, das wir
eine Kante als ersten passenden Typ in unserer Liste klassifizieren.

Lemma 6.19 DFs werde auf den ungerichteten Graphen G = (V,E,v)
angewandt. Dann ist jede Kante entweder eine Tree Edge oder eine
Back Edge.

Beweis: Sei e € E eine Kante mit y(e) = {u,v}. Falls u = v, so ist e per
Definition eine Back Edge. Sei daher u # v mit 0.B.d.A. d[u] < d[v]. Es
folgt d[v] < flul, dav € Adj[u]. Also ist d[u] < d[v] < flu] und somit
muf$ nach dem Intervallsatz d[u] < d[v] < f[v] < f[u] gelten. Dann ist v
Nachkomme von u in G.
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Wenn e zuerst von u ausgehend erforscht wird, dann wird e eine
Tree Edge. Ansonsten ist e eine Back Edge, da u zu dem Zeitpunkt, zu
dem e zum ersten Mal erforscht wird, dann immer noch grauist. O

Bestimmung der Zusammenhangskomponenten

Satz 6.20 DFs werde auf den ungerichteten Graphen G = (V,E,v) an-
gewandt. Die Eckenmenge jedes DFS-Wurzelbaums ist dann eine Zu-
sammenhangskomponente von G. Folglich kann man mit DFs die Zu-
sammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen in O(n 4+ m)
Zeit bestimmen.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 6.6 zeigt man durch Anwendung des
Satzes vom weiflen Weg, daff zwei Ecken u und v die zusammenhén-
gen, im gleichen DFs-Baum landen. Sind umgekehrt u und v im glei-
chen Wurzelbaum, so sind u und v offenbar zusammenhéngend, da G,
nur Kanten aus G enthalt. O

6.4 Breitensuche

Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Unter Breitensuche versteht man eine Strategie zum Durchsuchen
eines Graphen, die — im Gegensatz zur Tiefensuche — die Suchrichtung
zuerst nach der Breite ausdehnt. Der prototypische Algorithmus soll
hier nicht behandelt werden. Im néchsten Kapitel wird die wichtigste
Form der Breitensuche, der Algorithmus von Dijkstra, vorgestellt.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1 — Wurzelbdume in stark zusammenhingenden Graphen

Sei G = (V,R, &, w) ein endlicher stark zusammenhdngender Graph.

(a) Seis € V eine beliebige Ecke. Beweisen Sie, dafs G einen spannen-
den Wurzelbaum mit Wurzel s besitzt, d.h. einen Wurzelbaum
T=(V,R, o/, w') mit Wurzel sund T C G.

(b) Sei G = (V,R) ein endlicher stark zusammenhéngender Graph.
Beweisen Sie, dafs es einen irreduziblen Kern G, von G gibt, des-
sen Pfeilmenge R, die Ungleichung |R.| < 2(|V| — 1) erfullt. (Hin-
weis: Verwenden Sie Teil (a) und die Tatsache, dafs mit G auch
G~ stark zusammenhéingend ist)

Aufgabe 6.2 — Satz vom grauen Weg

Beweisen Sie, daf$ bei Ausfithrung des Algorithmus DFs folgendes gilt:
Zum Zeitpunkt d[v] sind die grauen Ecken genau die Vorfahren von v
in G;. Diese bilden einen Weg von der Wurzel s des entsprechenden
Drs-Wurzelbaums zur Ecke v.

@ Algorithmus BFs
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Aufgabe 6.3 — Eigenschaften der Tiefensuche

Sei G = (V,R, «, w) ein endlicher Graph, auf den der Algorithmus DFS
aus diesem Kapitel angewandt werde. Beweisen oder widerlegen Sie
folgende Aussage: Seiv € Eg(u) und d[u] < d[v]. Dann ist v ein Nach-
fahre von u im DFs-Wald G..

Aufgabe 6.4 — Berechnung des reduzierten Graphen

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu einem endlichen gerichteten
Graphen G = (V,R, &, w) den reduzierten Graphen G in Zeit O(|V|+[R])
berechnet.



Kapitel 7

Bestimmung kiirzester
Wege

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns damit, kiirzeste Wege in einem
gerichten Graphen zu finden.

7.1 Motivation

Ein Autofahrer mochte den kiirzesten Weg von Wiirzburg nach Ham-
burg finden. Er hat eine Strafienkarte, auf der die moglichen Strecken
und Entfernungen eingezeichnet sind (siehe Abbildung 7.1).

Abbildung 7.1:
Motivation fiir das Kiirzeste-
Wege-Problem.

In diesem Kapitel werden wir uns damit beschéftigen, wie , kiirzeste-
Wege-Probleme” dhnlich dem des Autofahrers effizient mit graphen-
theoretischen Methoden gelost werden konnen.
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7.2 Kiirzeste Wege

Als Grundvoraussetzung fiir den Rest dieses Kapitels sei G = (V,R)
ein endlicher gerichteter Graph ohne Parallelen! und c: R — R eine
Gewichtsfunktion. Wir bezeichnen wie iiblich mit n := |V| die Anzahl
der Ecken und mit m := [R| die Anzahl der Pfeile von G.

Definition 7.1 (Linge eines Weges in einem gewichteten Graphen, Abstand)
Sei G = (V,R) ein Graph und c: R — R eine Gewichtsfunktion. Die Lin-
ge c(w) eines Wegesw = (71,... ,7«) in G ist dann c(w) := ZL] c(ry).

Fiir zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Eckenu,v € V de-
finieren wir mit W¢g (u,v) die Menge aller Wege in G von u nachv. Der
Abstand 6(u,Vv) ist dann wie folgt definiert:

inf{c(w) :w € Wg(u,v)} fallsu #vundv € Eg(u)
5(w,v) = min (0,inf{c(w) : w € Wg(u,u)}) fallsu=vund Wg(u,u) # &
0 fallsu =v und Wg(u,u) = @
+o00 fallsv ¢ Eg(u).
y (7.1)
Man beachte, daf8 wir in obiger Definition das Infimum anstelle ei-
Fiir die Ecken u und v gilt:  nes Minimums benutzen. In der Tat kann 6(u,v) = —oo auftreten, wie
8(u,v) = —oo. das nebenstehende Beispiel zeigt.

Lemma 7.2 Die folgenden zwei Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gilt 5(u,v) = —oo.

(ii) Es gibt einen Weg w von u nach v und eine Ecke x € s(w), so dafs
x auf einem Kreis negativer Linge liegt.

Beweis: ,,(i) = (ii)”

Annahme: Es gibt keinen Kreis w mit den Eigenschaften aus (ii).

Jeder Weg von u nach v wird dann nicht langer, wenn man Teilwege
aus ihm entfernt, die Kreise sind (da jeder solche Kreis eine nicht nega-
tive Lange besitzt). Da es nur endlich viele Wege in G gibt, die keinen
Kreis enthalten, folgt, daf$ das Infimum in (7.1) endlich sein mufs. Dies
widerspricht der Voraussetzung, dafs 6(u,v) = —oo.

(i) = (1) Trivial. O

7.3 Kiirzeste-Wege-Probleme

Man unterscheidet folgende Typen von Kiirzeste-Wege-Problemen

Ein-Paar-kiirzeste-Wege-Problem Finde einen kiirzesten Weg (die Lan-
ge eines kiirzesten Weges) vons € Vzut € V.

Eine-Quelle-kiirzeste-Wege-Problem Finde kiirzeste Wege (die Lan-
gen der kiirzesten Wege) von s € V zu allenv € V'\ {s}.

Alle-Paare-kiirzeste-Wege-Problem Bestimme fiir jedes Paar u,v von
Ecken einen kiirzesten Weg.

Wir werden uns im folgenden auf das Eine-Quelle-kiirzeste-Wege-
Problem konzentrieren.

Parallelen spielen bei der Berechnung kiirzester Wege keine Rolle. Wir konnen je-
weils die billigste der Parallelen im Graphen behalten und alle anderen vorab eliminie-
ren.
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7.4 Kiirzeste-Wege-Baume

Die Représentation von kiirzesten Wegen beim Eine-Quelle-kiirzeste-
Wege-Problem erfolgt durch Baume kiirzester Wege, die wir in der fol-
genden Definition einfiihren.

Definition 7.3 (Baum kiirzester Wege)

Sei G = (V,R) ein gerichteter Graph, c: R — R und s € V. Ein Baum
kiirzester Wege beziiglich s ist dann ein Wurzelbaum T = (V/,R’) C G
mit Wurzel s und folgenden Eigenschaften:

(i) V' =Egls)

(ii) Fiir allev € V' \ {s} ist der eindeutige Weg von s zuv in T ein
kiirzester Weg in G von s zu v.

Ein Baum kiirzester Wege muf nicht eindeutig sein, wie das folgen-
de Beispiel zeigt.

Beispiel 7.4 Betrachte den Graphen G = (V,R) mit V = {s, a;, az,v}
und R = {(s,a1), (s, az2), (a1,v),(az,v)}. Die Liangen auf den Pfeilen
seien identisch 1 gewéhlt. Der Graph G ist in Abbildung 7.2 dargestellt.
Im Baum kiirzester Wege beziiglich s hat man die Wahl, genau einen
der Pfeile (a7,v) oder (ay,v) aufzunehmen.

@ o
h -
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Das folgende Lemma nennt eine einfache, aber wichtige Eigenschaft
der Abstdande von s.

Lemma 7.5 Sei s eine ausgezeichnete Ecke in G. Dann gilt
d(s,v) < b&(s,u) +c(u,v) fiiralle (u,v) € R.

Beweisskizze: Ein kiirzester Weg von s nach v ist hochstens so lang wie
ein beliebiger Weg w von s nach v. Insbesondere gilt dies auch fiir alle
kiirzesten Wege von s nach u, die um den Pfeil (u,v) zu einem Weg von
s nach v verldngert werden. |

Bei den Algorithmen, die im folgenden vorgestellt werden, tritt dhn-
lich wie bei DFs jeweils ein Vorgingergraph G, auf, den wir wie folgt
definieren: G = (Vy, R;) mit

Vi={veV:na #NIL}U{s}
Ry :={(ntv],v) eR:ve VAV #£s}

Wir werden dann zeigen, dafl G ein Baum kiirzester Wege bezitiglich s
ist.

Abbildung 7.2:
Baume kiirzester Wege sind
nicht immer eindeutig.
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Algorithmus 7.1 Initialisierung fiir kiirzeste Wege Algorithmen
INIT(G, s)
1 forallv € Vdo
2 dv] « 400
3 mv] « NIL
4 end for
5 d[s] « 0
Unsere Algorithmen benutzen alle die gleiche Initialisierung INIT
s aus Algorithmus 7.1. Die Werte d[v] (v € V) sind dabei obere Schranken
] fiir 5(s,v), die im Lauf des Algorithmus angepafit werden.
Ferner benutzen wir sogenannte , Testschritte” TESTE(u, v) fiir Pfei-
le (u,v), die in Algorithmus 7.2 dargestellt sind. Ein solcher Testschritt
priift, ob wir tiber u und den Pfeil (u,v) einen kiirzeren Weg von s
nach v als die aktuelle obere Schranke d[v] finden konnen.
b Algorithmus 7.2
TESTE(u,Vv)
v 1 if d[v] > d[u] + c¢(u,v) then
2 dp] « dlu] + c(u,v)
TESTE(u, v) 3 vl —u

4 end if

Lemma 7.6 In G sei von s aus kein Kreis negativer Lange erreichbar.
Ein Algorithmus initialisiere mit Hilfe von Algorithmus 7.1 und fiih-
re dann eine beliebige Anzahl von Testschritten (Algorithmus 7.2) aus.
Dann gelten wihrend des Algorithmus folgende Bedingungen:

(i) dv] > b(s,v) fiir jedesv € V.
(ii) G = (Vg, Ry) ist ein Wurzelbaum mit Wurzel s.

(iii) G enthélt fiirv € V. \{s} einen Weg von s nachv der Lange hoéch-
stens d[v], dessen Spur durch [s = ¥V, ...  nt[v],v] gegeben ist.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der An-
zahl p der Testschritte.

Falls p = 0, soist V; = {s}, Ry = &, d[s] = 0 und d[v] = +oo fiir
v # s. Die Aussagen sind somit alle offenbar richtig.

Die Aussagen gelten nach p — 1 Testschritten und es werde ein wei-
terer Schritt TESTE(u,v) ausgefiihrt. Wenn d[v] < d[u] + c(u,v) war,
so wird nichts an G, oder den Werten 7t und d gedndert. Somit ist in
diesem Fall nichts zu zeigen.

Wenn d[v] > d[u] + c(u,v) war, so wird nun d[v] auf d[u] + c(u,v)
vermindert, 7t[v] = u gesetzt, die Kante (u,v) zu G, hinzugenommen
und eventuell die alte Kante (x, v) vom alten Vorgénger x von v entfernt.

Zu (i) Es gilt nach Induktionsvoraussetzung

Lemma 7.5

di + c(u,v) > 8(s,) +clwy) > 8(s,v)
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Zu (ii) Gp besitzt immer |V,| — 1 Pfeile, jede Ecke in G, ungleich s
besitzt Innengrad 1, wéahrend s Innengrad O besitzt. Zeigen wir, dafs
alle Ecken in V von s aus erreichbar sind, so folgt, daf8 Eg, (s) = Vx
(und damit G, insbesondere schwach zusammenhédngend) und somit
nach Lemma 5.26 die Behauptung.

War vorher nt[v] = NIL, so wird G, um die Ecke v und den Pfeil
(u,v) erweitert. Nach Induktionsvoraussetzung ist u von s in G, aus
erreichbar, also damit dann auch v.

Sei nun 7t[v] = x # NIL. Dann wird der Pfeil (x,v) in G, durch
(u,v) ersetzt. Nach Induktionsvoraussetzung war G, vor dem Tausch
ein Wurzelbaum. Es gentigt daher zu zeigen, dafi nach dem Tausch die
Ecke v von s in G,; erreichbar ist.

Ist ndmlich y ein Nachkomme von v in G, so ist in diesem Fall y
auch weiterhin von s aus erreichbar. Ansonsten benutzte der Weg von s
nach y vor dem Tausch den Pfeil (x,v) nicht und ist damit immer noch
vorhanden.

Wir betrachten die Folge vo,vy,... mit v; = ]2 Wenn diese
Folge irgendwann mit v, = s abbricht, so liefert sie uns in umgekehrter
Reihenfolge einen Weg von s nach v.

Ansonsten gilt irgendwann v; = vj4¢ und (falls j und t minimal
gewdhlt wurden) [vj;¢,Vj4i—1,...,V;] ist die Spur eines elementaren
Kreises in G. Da G, nach Induktionsvoraussetung vor dem Austausch
von (x,v) durch (u,v) kreisfrei war, muf$ er den Pfeil (u,v) enthalten,
also mufs j = 0 gelten. Dann ist vi = n[v] = u und unser Kreis besitzt
die Form [vi =v,... ,vi =u,vg = V]

Nach Konstruktion des Algorithmus gilt

dvi] > dvig1] +clvigr,vi), furi=0,...,t—1 (7.2)

denn nach Setzen von m[vi] := vi41 gilt Gleichheit und eventuell wurde
d[vi+1] nachher noch verringert. Ferner gilt

dvo] = dpv] > d[u] + c(u,v) = d[vi] + c(v1,vo). (7.3)

Summation von (7.2) und (7.3) ergibt

—1

.

c(vit1,vi) < dlvgl — d[v] = 0.

I
=3

i

Somit haben wir einen Kreis negativer Liange gefunden, der von s aus
erreichbar ist (da beispielsweise 1 nach Induktionsvoraussetzung von
s aus erreichbar war). Widerspruch!

Zu (iii) Nach (ii) ist G, ein Wurzelbaum mit Wurzel s. Wir haben in
(ii) auch gezeigt, daf3 fiir v € V \ {s} die Spur des eindeutigen Weges
von s nach vdurch [s = ¥, ... «wt[v], V] gegeben ist. Nach Konstruk-
tion gilt nun wieder

AV > d[nH ] + (7D, 7Y, firi=0,...  k—1
(7.4)

2Dabei ist 70 [v] := v und 7V v] := w[x(t= VD[] fiir i > 0, sofern 7t(i—1) [y] £ NIL.
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Algorithmus von

Dijkstra

Summation von (7.4) liefert dann:

k—1
Y e, AV < din® - din ] = dvl - ds] = div].
i=0

Somit besitzt der oben angegebene Weg in G Lange hochstens d[v]. O

Korollar 7.7 Erzeugt ein Algorithmus nach Initialisierung durch eine
Anzahl von Testschritten d[v] = 6(s,V) fiir jedes v € V, so ist G ein
Baum kiirzester Wege beztiglich s.

Beweis: Nach Lemma 7.6 enthilt der Wurzelbaum G, fiir jedes v € V

einen Weg der Lange hochstens d[v] = 5(s,v). Da G, nur Pfeile aus
G enthdlt, kann dieser Weg auch nicht kiirzer als ein kiirzester Weg
sein. O

7.5 Der Algorithmus von Dijkstra

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daf$ c(r) > O fiir alle v € R ist.

Wir 16sen das Eine-Quelle-Kiirzeste-Wege-Problem in diesem Fall mit

dem Algorithmus von Dijkstra, der in Algorithmus 7.3 dargestellt ist.
Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Algorithmus 7.3 Algorithmus von Dijkstra

Input: Ein gerichteter Graph G = (V,R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine nichtnegative
Gewichtsfunktion c: R — R und ein Knoten s € V

1 INIT(G,s)

2 Qo

3 forallv € Vdo

4 INSERT(Q,v) {Fiige v mit Schliissel d[v] in die Prioritdtsschlan-

ge Q ein}

5 end for

6 DECREASE-KEY(Q,s,0) {Vermindere den Schliisselwert von s in
Q auf 0}

7 S« @ {S enthilt die Knoten u mit d[u] = 5(s,u)}

8 while Q # @ do

9 u ¢+ EXTRACT-MIN(Q)

10 S« Su{u}

11 forallv € Adj[u] do

12 if d[v] > d[u] + c(u,v) then

13 DECREASE-KEY(Q,v,d[u] + c(u,v)) {Vermindere den
Schliissel d[v] von v in Q auf d[u] + c(u,v)}

14 V] «—u

15 end if

16 end for
17 end while
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Lemma 7.8 Bei Abbruch vom Algorithmus 7.3 gilt d[v] = b(s, V) fiir alle
v € V. Der Graph G ist ein Baum kiirzester Wege beziiglich s.

Beweis: Der erste Teil wird in Ubung 7.2 gezeigt. Der zweite Teil folgt
unmittelbar aus Korollar 7.7. O

Satz 7.9 Algorithmus 7.3 kann so implementiert werden, dafs seine
Laufzeit in O(nlogn 4+ m) liegt.

Beweis: Siehe Ubung 7.2. O

7.6 Der Algorithmus von Bellman und Ford

Wihrend der Algorithmus von Dijkstra (Algorithmus 7.3) nur dann an-
wendbar ist, wenn die Gewichte c(r) nicht negativ sind, so kann der Al-
gorithmus von Bellman und Ford, den wir in diesem Abschnitt vorstel-
len werden, auch fiir negative Gewichte eingesetzt werden. Nattirlich
tritt bei negativen Gewichten moglicherweise der Fall ein, daf8 ein ne-
gativer Kreis von s aus erreichbar ist, d.h. dafd §(s,v) = —oo fiir Ecken
v € V gilt. Wir werden sehen, daf8 der Algorithmus von Bellman und
Ford benutzt werden kann, um diesen Fall zu entdecken.

Algorithmus 7.4 Algorithmus Bellman und Ford

Input: Ein gerichteter Graph G = (V,R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine Gewichtsfunktion
¢: R — Rund ein Knotens € V

1 INIT(G, s)

2 fori—1,...,|V/—1do

3 forall (u,v) € Rdo

4 TESTE(u,Vv)

5 end for

6 end for

7 forall (u,v) € Rdo

8 if d[v] > d[u] + c(u,v) then
9 return ,Fin negativer Kreis ist von s erreichbar.”
10 end if

11 end for

Lemma 7.10 Wenn G keinen negativen Kreis enthilt, der von s aus er-
reichbar ist, dann gilt bei Abbruch des Algorithmus 7.4: d[v] = 5(s,Vv)
fiir allev € V. Ferner ist G ein Baum kiirzester Wege beziiglich s.

Beweis: Falls v nicht von s aus erreichbar ist, so folgt bereits aus Lem-
ma 7.6 (i), daf8 bei Abbruch dv] = 400 = §(s,v) gilt.

Sei also v € Eg(s) und w ein kiirzester Weg von s nach v. Da in G
kein Kreis negativer Lange von s aus erreichbar ist, konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dafl w elementar ist, w = [s = vg,Vv1,...,vx = v]. Daw
elementar ist, gilt k < [V| —1.

Wir zeigen nun, daff nach dem iten Durchlauf der for-Schleife in
Zeile 2 gilt:

dlv;] =6(s,v;) firj=0,...,1i. (7.5)
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Da k < |V|— 1 und wir |V| — 1 Durchldufe haben, folgt damit dann die
Korrektheit des Algorithmus.

Fiir i = 0 sind die Aussagen trivial. Seien sie bereits fiir i > 0 be-
wiesen und wir betrachten den (i + 1)-ten Durchlauf der Schleife. Im
(14 1)ten Durchlauf wird in Schritt 3 der Pfeil (vi,vi 1) betrachtet. Da-
nach gilt

dvi 1] < dfvil + c(vi, vis1) 2 8(s,vi) + c(vi,vig1) = 8(s,vit1).

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Tatsache, dafs [vo, ... ,vi;+1] ein
kiirzester Weg von s = v nach v; 1 ist.

Mit Lemma 7.6 (i) folgt nun, dafs nach dem (i + 1)ten Durchlauf der
Schleife gilt: d[viy1] = 8(s,viy1). Fiir die Ecken vo, ... ,v; galt bereits
vor dem (i + 1)ten Durchlauf die Gleichheit d[v;] = 6(s,v;). Da sich die
Werte d[v] nach Konstruktion beim Durchlauf nicht erhohen kénnen,
folgt, daf bei Abbruch gilt: d[v] = §(s,v) furallev € V.

Daff G ein Baum kiirzester Wege beziiglich s ist, folgt wiederum
aus Korollar 7.7. O

Lemma 7.11 Es giltv € Eg(s) genau dann, wenn bei Abbruch des Al-
gorithmus 7.4 gilt: d[v] < +o0.

Beweis:

e

Seiv € Eg(s)undw = [vo =s,... , vk =V] ein elementarer Weg von
snach vin G. Man zeigt nun dhnlich wie im Lemma 7.10 durch Induk-
tion nach i, dafd nach dem iten Durchlauf der for-Schleife in Zeile 2 gilt:
dfvi] < Z;;é ¢(vj,vj41). Damit folgt dann, d[v] < +oo bei Abbruch.

&

Annahme: d[v] < +oo aber v ¢ Eg(s). Nach Lemma 7.6 (i) impli-
ziertv ¢ Eg(s), daB d[v] = 400, Widerspruch! O

Lemma 7.12 Der Algorithmus 7.4 entscheidet korrekt, ob es einen Kreis
negativer Ldnge in G gibt, der von s aus erreichbar ist.

Beweis: G besitze keinen solchen Kreis. Fiir jeden Pfeil (u,v) € R gilt
nach Lemma 7.5 die Ungleichung: 6(s,v) < &(s,u) + c(u,v). Nach
Lemma 7.10 gilt bei Abbruch von Algorithmus 7.4: 5(s,v) = d[v]. So-
mit folgt d[v] < d[u] + c(u,v) fiir alle (u,v) € R und der Algorithmus
informiert nicht tiber einen Kreis negativer Lange.

Sei nun w ein 0.B.d.A. elementarer Kreis negativer Lange in G, der
von s aus erreichbar ist, etwa w = [vg,... , Vi1 = Vo]l mit vy € Eg(s).
Dann gilt:

k
c(vi,vipt1) <O. (7.6)
=0

1

Annahme: Der Algorithmus informiert nicht tiber den negativen Kreis.
Dann gilt bei Abbruch d[viyi] < d[vi] + c(vi,viqq) furi = 0,... k.
Nach Lemma 7.11 ist d[v;] firi =0, ... , k endlich. Also haben wir

dvip] —dvil < clvi,viqr) fliri=0,... k (7.7)
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Summation von (7.7) fiiri =0, ... , k ergibt
k
c(vi,vit1) > dviyi1] — dlvol =0,
i=0
da vo = vk41, im Widerspruch zu (7.6). O

Satz 7.13 Algorithmus 7.4 entscheidet korrekt, ob es einen Kreis negati-
ver Liange in G gibt, der von s aus erreichbar ist. Falls es keinen solchen
Kreis gibt, werden die Distanzen (s, v) (v € V) korrekt berechnet. Der
Algorithmus kann so implementiert werden, dafs er in O(|V| - |R|) Zeit
lauft.

Beweis: Die Korrektheit wurde bereits in den Lemmata 7.10 und 7.12
gezeigt. Es verbleibt die Laufzeitanalyse. Die Initialisierung benotigt
O(n) Zeit. Die Hauptschleife wird O(n) mal durchlaufen, wobei die
innere Schleife jeweils O(m) Zeit benotigt. Der abschliefSende Test be-
notigt O(m) Zeit. ]

7.7 Die Bellmanschen Gleichungen und kreis-
freie Graphen

Wir betrachten wieder das Ein-Quellen-Kiirzeste-Wege-Problem. Wir
nehmen an, daf8 G keinen Kreis negativer Linge besitzt, der von s aus
erreichbar ist.

Seiw = (r1,...,7k) ein kiirzester Weg von s zu einer Ecke v. Man
beachte, daf unter unseren Vorausetzungen an G ein solcher Weg exi-
stiert. Dann mufl w' = (ry,...,7x_1) ein kiirzester Weg von s zu
w(rx_1) sein (wobei wir w(r,_1) := s setzen, falls w = (r7) nur aus
einem Pfeil besteht). Somit erfiillen die Abstinde 6(s,v) in G die fol-
genden sogenannten Bellmanschen Gleichungen®

o(s,s) =0 (7.8)
O(s,v) = min ({+o0} U{d(s,u) +c(u,v): (un,v) € R}), flirv#£s
(7.9)

Ist G kreisfrei, so sind insbesondere keine Kreise negativer Lange von
der Ecke s aus erreichbar. In diesem Fall kann man die Bellmanschen
Gleichungen (7.8) und (7.9) benutzen, um die Abstdnde 5(s,v) (v € V)
in Zeit O(n + m) zu berechnen.

Ist ndmlich o eine topologische Sortierung von G, so folgt aus (u,v) €
R, da8 o(u) < o(v). Somit gentigt es, die Eckenv € V in (7.9) gemdf3 der
topologischen Sortierung zu betrachten. In diesem Fall ist dann &(s, u)
fur alle Vorgianger u von v bereits berechnet, bevor wir das Minimum

3Manche Autoren definieren auch

c(vivi) = c(r) fallsT=(vi,vj) €R
P 4o fallst = (vi,vy) € R,

und formulieren die Bellmanschen Gleichungen dann wie folgt:

5(s,8) =0
5(s,v) =min{d(s,u) +c(u,v):u#v} flirv#s
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in (7.9) bestimmen. Algorithmus 7.5 setzt diese Idee um. Es ergibt sich
damit der folgende Satz:

Satz 7.14 Algorithmus 7.5 berechnet korrekt in O(n + m) Zeit die Ab-
stdnde in einem kreisfreien Graphen von einem ausgezeichneten Kno-
ten. Bei Abbruch ist G ein Baum kiirzester Wege beziiglich s. O

Algorithmus 7.5 Kiirzeste Wege Berechnungen in einem kreisfreien
Graphen.

Input: Ein gerichteter kreisfreier Graph G = (V,R) in
Adjazenzlistendarstellung; eine Gewichtsfunktion
c: R — R und ein Knoten s € V

1 INIT(G, s)
2 Erstelle aus den Adjazenzlisten Adjneue Listen, die nach Endpunk-
ten sortiert sind, d.h. u € Adj’[v] gdw. (u,v) € R
3 Berechne eine topologische Sortierung von G. Sei L die Liste der
topologisch sortierten Ecken.
for all v € L in sortierter Reihenfolge do
for all u € Adj’[v] do
TESTE(u,Vv)
end for
end for

N O O B

7.8 Langste Wege

Bisher haben wir uns damit beschiftigt kiirzeste Wege von einer Ecke s
zu allen anderen Ecken v € V '\ {s} zu finden. Falls ein negativer Kreis
von s aus erreichbar war, so haben wir dies (etwa mit dem Algorithmus
von Ford und Bellman) erkannt und den Algorithmus abgebrochen.

Im Fall von negativen Kreisen kénnten wir auch nach dem kiir-
zesten elementaren Weg von s zu den Ecken v € V '\ {s} fragen. Dies ist
dquivalent dazu, beziiglich der Gewichtsfunktion —c nach einem lang-
sten elementaren Weg zu fragen.

Es zeigt sich nun, dafd das Problem, langste elementare Wege zu be-
stimmen, deutlich ,schwerer” ist, als nach kiirzesten Wegen zu fragen.

Satz 7.15 Das Problem, zu entscheiden, ob in einem (gerichteten oder
ungericheten) Graphen G mit nichtnegativer Pfeil- bzw. Kantengewich-
tungsfunktion c ein elementarer Weg der Liange mindestens L vons € V
nacht € V (s # t) existiert, ist NP-vollstandig.

Beweis: Das Problem behinhaltet als Teilproblem die Frage nach einem
Hamiltonschen Weg von snach tin G (c = Tund L :=[V[—-1).

Man kann das Problem HAMILTONSCHER KREIS auf das Hamil-
tonschen Weg Problem in Polynomialzeit transformieren (siehe z.B.
[G]79)). O
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1 — Baum kiirzester Wege

Sei G = (V,R, &, w) ein Graph, c: R — Rg eine nichtnegative Pfeilbe-
wertung.

a. Ein Weg w heif3t kiirzester Weg (in G), falls c(w) = distg (x(w), w(w)).

Zeigen Sie: Jeder Teilweg eines kiirzesten Weges ist seinerseits ein
kiirzester Weg.

b. Sei s € V ein Knoten in G. Zeigen Sie: Es gibt einen Wurzelbaum
Ts = (V,Ry) mit Wurzel s, so daf3

disty(s,v) = distg(s,v) fiiralleve V.

Er wird Baum kiirzester Wege (engl. shortest path tree) genannt.

Aufgabe 7.2 — Algorithmus von Dijkstra

(a) Beweisen Sie Lemma 7.8. Hinweis: Zeigen Sie, daf3 fiir alleu € S
stets gilt: d[u] = 5(s, u).

(b) Beweisen Sie Lemma 7.9.

Aufgabe 7.3 — Biume kiirzester Wege

In dieser Aufgabe sei G = (V,R) ein endlicher Graph und ¢: R — R
eine Gewichtsfunktion. Es sei kein Kreis negativer Lange von der Ecke
s € V erreichbar. Zeigen Sie, daf$ ein Baum kiirzester Wege beziiglich s
in G existiert.

Aufgabe 7.4 — Zuverlissigste Wege

Sei G = (V,R) ein endlicher gerichteter Graph, der ein Kommunikati-
onsnetz modelliert: die Ecken sind Verbindungsknoten, die Pfeile sind
unidirektionale Kommunikationslinks.

Fiir jeden Pfeil (u,v) € R ist eine Wahrscheinlichkeit 0 < f(u,v) <1
bekannt, mit der die Verbindung (u,v) ausféllt. Dabei nehmen wir an,
daf$ diese Wahrscheinlichkeiten voneinander unabhéngig sind. Daher
ist dann fiir einen Weg w = (r1,... ,7x) seine Zuverlissigkeit, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, dafs er nicht ausfillt, durch

k

zlw) = [ [(1 ()

i=1

gegeben.

Geben Sie einen effizienten Algorithmus an, der zu zwei gegebenen
Ecken s,t € V einen zuverlissigsten Weg w von s nach t bestimmt, d.h.
einen Weg w, fiir den z(w) maximal ist.
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Algorithmus 7.6 Breitensuche (Breadth-First-Search)

BFS(G)
Input: Ein gerichteter Graph G = (V,R) in
Adjazenzlistendarstellung; ein Knoten s € V

INIT(G,s) {Initialisierung durch Algorithmus 7.1}
L « {s} {Eine Liste, die nur s enthalt}
while L # @ do
Entferne das erste Element u aus L
for all (u,v) € Rdo
if d[v] > d[u] + 1 then
dv] « dfu] +1
V] «—u
Fiige v an das Ende von L an.
end if
end for
end while

O 0 N O U = W N

_ =
N — O

Aufgabe 7.5 — Kiirzeste Wege bei Einheitskosten (Breitensuche)

In dieser Aufgabe sei G = (V,R) ein endlicher Graph und s € V eine
Ecke. Wir betrachten das Problem, kiirzeste Wege von s zu allen Ecken
v € V zu bestimmen, wenn alle Pfeile r € R die Lange 1 besitzen. Dazu
sei der Algorithmus 7.6 gegeben. Dieser Algorithmus ist als Breitensu-
che oder Breadth-First-Search bekannt.

(a) Beweisen Sie, daf3 bei Abbruch des Algorithmus d[v] = 6(s,v) fiir
allev € V gilt und G, ein Baum kiirzester Wege beziiglich s ist.

(b) Zeigen Sie, dafi man den obigen Algorithmus so implementieren
kann, daf$ er in Zeit O(|V| + |R]|) lauft.
Aufgabe 7.6 — Eigenschaften von Abstinden in Graphen

In dieser Aufgabe sei G = (V, R) ein endlicher Graph und c: R — R eine
Gewichtsfunktion. Lemma 7.5 der Vorlesung besagt, daf3

5(s,v) < 6(s,u) +c(u,v) fiiralle (u,v) € R.

Der skizzierte Beweis behandelte nur den Fall, dafs 5(s,v) und 6(s, u)
endlich sind. Vervollstindigen Sie den Beweis fiir den Fall, daf$ auch
+00 und —oo als Abstinde auftreten kénnen.



Kapitel 8

Stromungen und Fliisse

8.1 Stromungen und Schnitte

Definition 8.1 (Stromung)
Sei G = (V|R, &, w) ein gerichteter Graph. Eine Funktion 3: R — R
heifst Stromung in G, wenn mit

Br(v):= ) B(r) und B (v)i= )Y B(r) @B
ra(r)=v rw(r)=v
gilt:
Bt(v) =B (v) fiiralleveV. (8.2)
Dabei bedeutet fiir unendliche Graphen die Bedingung (8.2), daf8 die

Reihen aus (8.1) konvergent sind und ihre Grenzwerte gleich sind.

Wir werden uns im folgenden auf endliche Graphen beschranken.
Es ergibt sich nun nahezu unmittelbar das folgende Lemma, dessen
Beweis wir nicht explizit fithren.

Lemma 8.2 Es seien 3 und 3’ Stromungen in G. Dann sind auch 3 + 3’
und t - B fiir jedes t € R Stromungen. Folglich bildet die Menge &(G)
der Stromungen in G einen linearen Raum. O

Definition 8.3 (Vorwirts- und Riickwirtsteil eines Schnittes)
Sei (S, T) ein Schnitt in G. Dann definieren wir den Vorwirtsteil 6" (S, T)
des Schnittes durch

ot(S,T):={r€R:ar) eSAw(r) T} (8.3)
und den Riickwirtsteil 6~ (S, T) des Schnittes (S, T) durch
o (ST)={reR:w(r)eSAx(r)eT} (8.4)

Bemerkung 8.4 Manche Autoren (z.B. [Nol75]) definieren fiir eine Par-
tition SUT den Vorwiirts- und den Riickwirtsteil des durch S induzier-
ten Schnittes durch

ot (S)={+r:x(r) e SAw(r) €T}
o (S)i={-T:ax(r)eTAw(r)eS}

0" (S,T)

o (§,T)
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B(S,T)=B(T,S)

und bezeichnen mit o(S) := o7 (S) U 0 (S) den durch S induzierten
Schnitt.

Bis auf die Markierungen ,,+“ und ,,—“ der Pfeile im Vorwérts- und
Riickwirtsteil entsprechen dann o(S), o (S) und o~ (S) unseren Defi-
nitionen o(S,T), o (S, T) und o= (S, T).

Definition 8.5
Sei (S, T) ein Schnitt im Graphen G und w: R — R eine beliebige Funk-
tion. Dann definieren wir

w(s, T):= > w(r).

reoct (S,T)

Satz 8.6 Ist 3 eine Stromung in G und (S, T) ein Schnitt, so gilt:
B(S,T) =BR(T,S).

Bevor wir den Satz beweisen, soll kurz die anschauliche Bedeutung sei-
nes Ergebnisses erldutert werden. Satz 8.6 besagt, dafs aus der Menge S
durch eine Stromung so viel ,herauslduft”, wie in S hineinlduft. Dies
entspricht unserer physikalischen Vorstellung einer Stromung.

Beweis von Satz 8.6: Es gilt:

BIST)= Y BM=) M- > B
(r)es (r)es

veS
w(r)eT w(r)es
8.2 _
DY pw- Y B
ves ro(r)ES
w(r)es
= > B
Tw(r)eS
x(T)eT
=B(T,S)
Dies zeigt die behauptete Gleichheit. O

8.2 Zuldssige und maximale Stromungen

Voraussetzung 8.7 Im folgenden sei G = (V,R, «, w) ein endlicher ge-
richteter Graph und 1, c: R — R Funktionen, die den Pfeilen in G Kapa-
zitdten zuweisen, wobei 0 < 1(r) < c(r) fiir alle r € R gelte.

Unter der Voraussetzung 8.7 nennen wir fiir einen Schnitt (S, T) den
Wert ¢(S,T) — UT,S) die Kapazitit des Schnittes (S, T). Anschaulich be-
zeichnet die Kapazitdt von (S, T) den maximalen Nettoflufs aus S her-
aus: Maximal c(S, T) Einheiten konnen aus S herausflieffen, wihrend
mindestens (T, S) Einheiten hineinflieSen miissen.

Definition 8.8 (Zuldssige Stromung)
Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Eine Stromung 3 € &(G) heifst zulidssig
beziiglich der Kapazititsfunktionen | und c, wenn

Ur) <B(r) <c(r) fliraller eR

gilt.



8.2 Zulidssige und maximale Stromungen

85

Es stellt sich die Frage, ob in einem gegebenen Graphen tiberhaupt
eine beziiglich der Kapazititsschranken 1 und c zuldssige Stromung
existiert. Falls 1 = 0 gilt, so ist die Nullstromung 3 = 0 offenbar eine
zuldssige Stromung. Falls 1 # 0, so ist die Existenz einer zuldssigen
Stromung nicht trivial.

Abbildung 8.1 zeigt einen Graphen, in dem keine zuldssige Stro-
mung existiert.

Lemma 8.9 Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer zuléssi-
gen Stromung in G ist, dafs

c(S,T) > UT,S) (8.5)
fiir alle Schnitte (S, T) in G gilt.

Vor dem Beweis wiederum kurz die anschauliche Bedeutung der
Aussage des Lemmas: Das Lemma besagt, daf fiir jeden Schnitt (S, T)
mindestens so viel aus S herauslaufen konnen darf, wie mindestens
nach S hineinlaufen mufs.

Beweis von Lemma 8.9: Sei {3 eine zuldssige Stromung in G. Dann gilt:

0S B(s, T) - B(TS) <

Somit ist die Behauptung bewiesen. 0

Wir werden nachher (Satz von Hoffman) zeigen, daff die nahezu
trivialerweise notwendige Bedinung (8.5) auch hinreichend fiir die Exi-
stenz einer zuldssigen Stromung in G ist.

Definition 8.10 (Maximalstromungsproblem)

Gegeben ist ein Graph G wie in Voraussetzung 8.7. Ferner sei 1o € R
ein ausgezeichneter Pfeil des Graphen mit «(ro) # w(ro)und 1(r9) = 0.
Bestimmt werden soll eine beztiglich 1 und c zuldssige Stromung (3* mit
maximalem Fluswert 3* (o). Falls keine zuldssige Stromung existiert,
soll dartiber informiert werden.

In der obigen Definition haben wir vorausgesetzt, dafs der ausge-
zeichnete Pfeil 1 keine Schlinge ist. In der Tat ist im Fall, daff «(ro) =
w(ro) gilt, das Maximalstromungsproblem kaum interessant. Sofern

Abbildung 8.1:

Fiir zuldssiges B € &(G)
und den Schnitt (S, T) muf-
te B(S,T) > 3 und B(T,S) <
2 gelten. Dies widerspricht
Satz 8.6.
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nur eine zuldssige Stromung 3 € &(G) existiert, konnen wir den Stro-
mungswert (o) auf dem Pfeil vy dann auf die obere Kapazitdtsschran-
ke c(ro) erhohen und erhalten damit eine maximale Stromung in G.

Weiterhin haben wir in der letzten Definition vorausgesetzt, dafs fiir
den ausgezeichneten Pfeil rg gilt: 1(ro) = 0. Dies stellt keine Einschrén-
kung dar, da wir den FluSwert auf ro maximieren wollen.

Anfangs- und Endecke des ausgezeichneten Pfeiles werden im fol-
genden auch mit s und t bezeichnet, d.h. wir schreiben auch vy = (t, s).

Satz 8.11 Es gelten die Voraussetzungen wie in Definition 8.10. Ist {3
eine beztiglich | und c zuldssige Strémung in G, so gilt

B(ro) <c(5,T)—UTS) (8.6)

fiir jeden Schnitt (S, T) in G mitry € o~ (S,T). Fiir den Fall, das1 = 0
gilt, haben wir

B(ro) < c(S,T) 87)
fiir jeden Schnitt (S, T) in G mitro € o~ (S, T).

Beweis: Es gilt

B(TS)=B(ro)+ Y  B(r).
TEG;(T,S)

Nach Satz 8.6 ist (T, S) = (S, T). Also haben wir

Blro) =B(TS) — > BT, T— Y B

rect (T,S) rea” (T,8)
T#To T#To
l<p<c =0
< s - Y YT es, - uTs).
rect (T,S)
T#To
Dies zeigt die Behauptung. m]

Korollar 8.12 Es gelten die Voraussetzungen wie in Definition 8.10. Es
gebe in G eine beziiglich 1 und ¢ zuldssige Stromung. Dann gilt:

max{ 3(ro) : B ist zuldssige Stromung in G }
< min(¢c(ro), min{c(S,T) —UT,S):ro € 0 (S,T)})

Wir werden nachher zeigen, dafs in der obigen Ungleichung tatsich-
lich sogar Gleichheit gilt.

Bemerkung 8.13 Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, dafs
eine maximale Stromung existiert. Dies ist aber nicht vollkommen tri-
vial, da fiir jede zulédssige Stromung 3 der Wert 3(ro) nach Satz 8.11
beschrdnkt ist, eventuell aber nur ein Supremum und kein Maximum
existieren konnte.

Wir zeigen daher kurz, dafs tatsdchlich eine maximale Strémung exi-
stiert. Wir kénnen jede Strémung 3 in G als Vektor des R™ (m := |R|)
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auffassen: = (B(r1),...,B(rm)). Die Menge F der zuldssigen Stro-
mungen ldf3t sich dann wie folgt schreiben:
Fo _ 1(r1)<(5(r1) c( i), firi=1,...,m
BLE 2 ()= - rw (r) =0, firalleveV
Wegen der ersten Bedingung (1(vi) < p(ri) < c(ry) firi =1,... ,m)
ist F beschrinkt. Die Abgeschlossenheit von F folgt unmittelbar aus der
obigen Definition. Folglich ist F kompakt. Nach bekannten Sitzen der
Analysis nimmt daher die stetige Funktion f: F — R mit f(3) := (o)
ihr Maximum auf F an, d.h. es existiert ein 3* € F mit
f(B*) = max{B(ro) : p € F}.
Somit existiert eine maximale Strémung 3*. 0
8.3 Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem
Wir gehen zunéchst davon aus, daff in G eine zuldssige Stromung {3 be-
kannt ist. Im Fall, daf8 die unteren Kapazitdtsschranken 1(r) alle gleich 0
sind, kann dies etwa die Nullstromung 3o = 0 sein.
Ansonsten seien die Voraussetzungen wie beim Maximalstromungs-
problem (Definition 8.10) gegeben.
Definition 8.14 (Stromungsvergrofiernde Kette)
Eine elementare Kette k = (8171,... , Ty ) in Gry\(r,) heifst stromungs-
vergrofiernde Kette, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt: > 1 <c
. <c <c
(i) a(k) =s = w(ro) und w(k) =t = «(rp), ‘
(ii) B(ri) < c(ry) fiir allei mit &; = 1 und
(iii) B(ry) > Ury) fiir allei mit 6; = —1. To

Sei (3 eine zuldssige Stromung in G und k = (8177,...,0xTk) eine
stromungsvergrofiernde Kette. Wir setzen

g1 :=min{c(ry) —B(ry) : 01 =1}>0 (8.8)
g :=min{ B(ry) — U(ry) : 6 = —1} > 0. (8.9)

Dabei folgt die Tatsache, daf$ €1, ¢, strikt positiv sind, direkt aus der
Definition einer stromungsvergroiernden Kette. Wir definieren nun
noch

€3 :=c(r9) — B(ro) > 0. (8.10)

Gilt sogar €3 > 0, so ist fiir 0 < ¢ < minfey, €2, €3} die Stromung B’ :=
B+ B mit

di-¢ fallsr=riflireini
Be(r):i=< e fallsr =7y (8.11)
0 sonst
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B+e
K
S
88
To
S
B(S,T) =c(S, T

eine zulidssige Stromung! in G mit B’(o) = B(1o) + & > B(To).
Durch die obige Argumentation haben wir somit folgendes Lemma
bewiesen:

Lemma 8.15 Sei 3 € &(G) eine zuldssige Stromung mit 3(ro) < c(ro)
und k eine stromungsvergrofiernde Kette. Dann kann man eine zulds-
sige Strémung ' € &(G) finden, die B'(ro) > P(ro) erfiillt. O

Bemerkung 8.16 Sind die Ausgangsstromung 3 sowie die Kapazitéts-
schranken | und ¢ ganzzahlig, so kann auch die Stromung 3’ aus dem
letzten Lemma ganzzahlig bestimmt werden, wenn wir 3’ := 3 4+ f3,
(siehe (8.11)) mit

¢ :=min{eq, €2, €3}

wiéhlen, da die Werte ¢; aus (8.8)—(8.10) dann ganzzahlig sind.

Lemma 8.17 Es gelten die Voraussetzungen von Definition 8.10. Sei
B € &(G) eine zuldssige Stromung. Es existiere keine stromungsver-
groBiernde Kette von s nach t. Dann ist 3 eine maximale Stromung und
es existiert ein Schnitt (S, T) mit

B(ro) =c(S,T) = UT,S).

Beweis: Wir nennen eine elementare Kette k = (87717,...,0xTk) mit
a(k) = s und w(k) = v eine vergrdfSernde Kette, wenn sie die Eigenschaf-
ten (ii) und (iii) aus Definition 8.14 besitzt. Dann ist jede vergrofiernde
Kette k mit w(k) = t eine stromungsvergroiernde Kette.

Setze nun

S:={sjU{v € V:es gibt eine vergrofiernde Kette nach v}  (8.12)

und T := V\ S. Nach Voraussetzung ist t ¢ S, also t € T. Daher ist
(S,T) ein Schnitt mit ro € o~ (S, T).

Seir € of(S,T) mit u := o(r) und v := w(r). Nach Definition
gilt v € T, und es existiert nach Definition von S und T daher keine
vergrofiernde Kette nach v. Wir behaupten, daf8 (1) = c(r) gelten muf.

Annahme: 3(r) < c(r). Istu = s, so ist (+71) eine vergrofSernde Kette
im Widerspruch zuv € T. Istu # s, so sei k = (81711,...,0xTk) eine
vergrofiernde Kette nach u. Diese Kette kann nicht v bertihren, da nach
Voraussetzung v € T gilt (und sonst die Teilkette von s nach v bereits ei-
ne vergrofsernde Kette nach v wire). Dann ist aber (81711, ... , 8Tk, +7)
eine einfache Kette, die vergroflernde Kette nach v ist, im Widerspruch
zuv eT.

Somit haben wir gezeigt, dafl fiir den Schnitt (S, T) die Gleichung

B(S,T) =c(S,T) (8.13)

gilt. Wir betrachten nun die Pfeile in o~ (S

, T)\ {ro}. Wir behaupten,
daf$ fiir r € 0~ (S, T) die Beziehung 3(r) = 1(r)

gelten mufs.

!Die Zuléssigkeit von 3/ folgt sofort aus der Definition. Da8 3 tatsichlich eine Stro-
mung ist, verifiziert man leicht.
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Wire namlich 3(r) > 1(r), so zeigt man durch Fallunterscheidung
nach w(r) = s bzw. w(r) # s dhnlich wie oben, daf$ in beiden Fal-
len eine vergroflernde Kette nach «(r) existiert, was der Voraussetzung
a(r) € T widerspricht.
Dabher gilt fiir jeden Pfeil r € 0~ (S, T)\{ro} die Beziehung f(r) = 1(r)
und wir haben fiir (S, T)
BTS)=B(ro)+ > B7) S T

reo (S,T)\{ro}
ro)=0

=B(ro)+ Y Ur) =T Bro)+UTS).  (814)

reo— (S, T)\{ro}

Wegen 3(T,S) = (S, T) (Satz 8.6) ergibt sich aus (8.14):

8.13
Blro) = B(S,T) ~UTS) =" (5, T) ~ (T,5).
Nach Satz 8.11 ist dann aber {3 eine maximale Stromung. 0

Satz 8.18 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) Es gelten die Voraussetzun-
gen wie in Definition 8.10. Es gebe in G eine beziiglich 1 und c zulédssige
Strémung. Dann gilt:

max{ (o) : B ist zuldssige Stromung in G }
=min(c(ro), min{c(S,T) = UT,S):ro € 0 (S, T)})

Beweis: Sei 3* eine maximale Stromung. Korollar 8.12 liefert bereits,
da3 *(ry) < M, wobei

M :=min( c(ro), min{c(S, T) = UT,S) : 7o € 0~ (S, T)}).

Es gentigt also, 3*(ro) > M zu zeigen.

Wenn *(ro) = c(r0) ist, so gilt $*(ro) = c(ro) > M und der Beweis
ist vollstandig.

Ist B*(ro) < c(r0), so kann es nach Lemma 8.15 keine stromungs-
vergrofiernde Kette von s nach t geben. Nach Lemma 8.17 existiert ein
Schnitt (S, T) mit

B*(ro) =c(5,T) —UT,S) = M.

Somit folgt wieder 3*(r9) = M und der Beweis ist vollstindig. O

8.4 Der Algorithmus von Ford und Fulkerson

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson startet mit einer beliebigen
zuldssigen Stromung f in G (gilt | = 0, so kénnen wir mit der Null-
stromung 3 = 0 starten). Sofern noch (o) < c(ro) gilt, erhoht er die
Strémung entlang einer stromungsvergrofiernden Kette. Wenn es kei-
ne solche stromungsvergroflernde Kette mehr gibt, mufs die aktuelle
Stromung nach Lemma 8.17 maximal sein.

Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson ist in Algorithmus 8.1
dargestellt. Er besitzt eine wichtige Eigenschaft. Sofern die Ausgangs-
stromung {3 und die Funktionen 1 und ¢ ganzzahlig sind, sind alle zwi-
schenzeitlich vom Algorithmus berechneten Stromungen 3’ ganzzah-

lig.

@ Algorithmus von

Ford und Fulkerson
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Algorithmus 8.1 Maximalstromungs-Alg. von Ford und Fulkerson

Input: Ein gerichteter schwach zsh. Graph G = (V,R, &, w);
Kapazitdtschranken 0 < 1(r) < c(r) (r € R), ein
ausgezeichneter Pfeil vy € R;
eine zuldssige Ausgangsstromung f3 in G

1B P

2 while es gibt eine stromungsvergr. Kette k und (o) < c(ro) do
3 SeiK:(61T1,...,5ka)

4  Berechne ¢1, ¢ und €3 wie in (8.8)—(8.10)

5 ¢+ min{eq, €2, €3}

6 Setze B’ :=p’'+ B mit . wiein (8.11)

7 end while

Fiir diesen Fall ergibt sich auch die Korrektheit mit Hilfe der Lem-
mata 8.15 und 8.17: In jedem Schritt wird der Stromungswert (1)
um mindestens eine Einheit erhoht. Somit bricht der Algorithmus nach
maximal p*(ro) — B(ro) Iterationen mit einer Stromung ' ab, fiir die
entweder B'(ro) = c(ro) gilt oder fiir die keine stromungsvergrofiern-
de Kette existiert. Nach Lemma 8.17 ist diese Stromung 3’ dann eine
maximale Stromung.

Damit ergibt sich als Nebenprodukt der folgende wichtige Satz:

Satz 8.19 (Ganzzahligkeitssatz) Sei G wie in Definition 8.10 und seien
die Funktionen | und c ganzzahlig mit | = 0. Dann existiert in G eine
maximale Strémung 3*, die ganzzahlig ist. O

Fiir rationale Werte (3, 1 und c ergibt sich die Korrektheit des Al-
gorithmus von Ford und Fulkerson wie folgt. Sei N ein gemeinsamer
Hauptnenner aller auftretenden rationalen Werte 3(r), 1(r), c(r) (r € R).
Dann folgt fiir jedes ¢, welches in Schritt 5 bestimmt wird, dafd ¢ > 1/N.
Somit terminiert der Algorithmus nach maximal N-(*(ro)—f(ro)) Ite-
rationen. Wie oben folgt dann, daf8 die Stromung 3 bei Abbruch eine
maximale Stromung ist.

Somit haben wir folgenden Satz gezeigt:

Satz 8.20 Ist G wie in Definition 8.10 mit ganzzahligen (rationalen) Ka-
pazitdten 1 und c¢ und (3 eine zuldssige ganzzahlige (rationale) Stro-
mung in G, so bestimmt der Algorithmus von Ford und Fulkerson eine
maximale Strémung. o

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson kann im Fall von reel-
len Kapazititen (bei ungeschickter Wahl der stromungsvergrofiernden
Ketten) versagen. Ford und Fulkerson haben ein Beispiel angegeben,
bei dem das Verfahren nicht nur nicht abbricht, sondern auch gegen ei-
ne Stromung (3’ konvergiert, deren Stromungswert /(o) nur ein Vier-
tel des maximalen Stromungswertes betrdgt. In der Praxis spielen reel-
le Kapazititen natiirlich keine Rolle, da man im Computer sowieso nur
rationale Zahlen darstellen kann.
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Effizienz des Algorithmus von Ford und Fulkerson

Wir haben bereits argumentiert, dafl der Algorithmus von Ford und
Fulkerson maximal 3*(ro) — (o) < B*(ro) —(ro) Iterationen bendtigt,
in denen jeweils eine stromungsvergroflernde Kette bestimmt wird.
Abbildung 8.2 zeigt einen Graphen G = (V,R) mit Kapazititen c(r)
(r € R)und 1 = 0, bei dem der Algorithmus tatsachlich M = 3*(ro) Ite-
rationen benotigt, wenn er mit der Nullstromung 3 = 0 startet und als
stromungsvergroffernde Ketten jeweils abwechselnd (+17,+12,+75)
und (4714, —72,+713) gewdhlt werden.

c(ri)=M c(r3) =M

S t

c(rs) M

To

Wir werden weiter unten zeigen, daff man eine stromungsvergro-
Bernde Kette in O(m) Zeit bestimmen kann. Damit ergibt sich eine
Laufzeit des Algorithmus von Ford und Fulkerson von O(m - 3*(vo)).
Diese Laufzeit ist nicht polynomial®> und auch nur fiir kleine Werte
B*(ro) tragbar.

Wir werden aber zeigen , daff man den Algorithmus von Ford und
Fulkerson derart modifizieren kann (Algorithmus von Edmonds und
Karp), da88 er nur O(nm) Iterationen benétigt, so daf8 wir mit O(nm?)
eine polynomiale Gesamtkomplexitit erhalten.

Bestimmung stromungsvergrofiernder Ketten

Definition 8.21 (Inkrementgraph)

Sei G wie in Definition 8.10 und 3 eine zuldssige Strémung in G. Dann
definieren wir den Inkrementgraphen Gg = (V,Rp, o, w) beztiglich 3
wie folgt:

Rg :={+r:7 € R\ {roJ AB(r) <c(r)}
U{—T:1 € R\ {ro}] AB(r) > 1(r)},

wobei wir wie bei den Ketten «(+71) := o(r) und w(+7) := w(r) sowie
o(—7) = w(r) und w(—r) := «(r) setzen.

Abbildung 8.3 zeigt ein Beispiel fiir einen Inkrementgraphen Gg.

Offenbar entspricht jeder elementare Weg in Gg von s nach t einer
stromungsvergrofiernden Kette in G. Zur Bestimmung stromungsver-
grolernder Ketten konnen wir daher die kiirzeste Wege Algorithmen
aus Kapitel 7 benutzen.

Der Graph Gg ist aus G und  in O(n + m) Zeit berechenbar. Mit
Hilfe der Breitensuche (siehe Aufgabe 7.5) konnen wir daher eine kiir-
zeste? stromungsvergrofSernde Kette von s nach t in O(n + m) Zeit be-

2Wir nehmen an, daf die Daten wie tiblich binir codiert werden.
3d.h. mit minimaler Pfeilanzahl

Abbildung 8.2:

Der Algorithmus von Ford
und Fulkerson benotigt
O(B*(ro)) Iterationen.
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12/16 12/12
S t S t
Abbildung 8.3:
Ein Graph G mit FluBwer-
ten B(r) und Kapazita-
ten c(r) (I = 0), sowie der 13/20
zugehorige Inkrementgraph To

Gg.

rechnen oder feststellen, dafs keine solche Kette existiert.

Bestimmung einer zuldssigen Ausgangsstromung

Im Algorithmus 8.1 haben wir die Kenntnis einer zuldssigen Ausgangs-
stromung (3 vorausgesetzt. Im Fall | = 0 konnen wir einfach mit der
Nullstromung 3 = 0 starten.

Der Algorithmus bricht dann nach maximal 3*(r¢) Iterationen mit
einer maximalen Stromung ab. Wir werden im folgenden zeigen, daf3
wir das Problem, eine zuldssige Stromung im allgemeinen Fall 1 # 0 zu
finden, mit Hilfe eines , Bootstrapping-Verfahrens” auf den Fall 1 = 0
zurlickfiihren kénnen.

Sei G wie in Definition 8.10. Wir konstruieren einen Obergraphen G’ =
(V/,R’, o/, w’) von G in folgender Weise:

V'=VU{ts'}
R :=RU{(t/, sV U{(s",v):veVIUu{(v,t):veV])

Wir setzen U/(r’) := 0 fir alle v’ € R’ und definieren obere Kapazitits-
schranken ¢’ wie folgt:

c/(1) =c(r) —1(r) firaller € R
c(s',v) = Z 1(r) fiirallev € V  (,Mindestzufluf$ zu v*)
rw(r)=v
c/(v,t") = Z 1(r) fiirallev € V  (,Mindestabflufl von v*)
ra(r)=v
ths)=M:=) > 1U)=) 1)
veVrw(r)=v TreR

Lemma 8.22 Sei 3 eine beziiglich | und c zuldssige Strémung in G.
Dann ist B’ mit

Blr=Pp—1 (8.15)
B/|R’\R = C]lz/\R» (8.16)
eine beziiglich 1’ = 0 und ¢’ zuldssige Strémung in G’.

Ist umgekehrt 3’ eine zuldssige Stromung in G’ mit den Eigenschaf-
ten (8.15) und (8.16), so ist B := B'|r + | eine zuldssige Strémung in G.
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Beweis: Seiv € V. Dann gilt fiir jede Funktion 3/, welche (8.15) und (8.16)
erftillt:

B V) =B vt + Y  B(r)
TER
x(r)=v

vt + Y (B -

reR
x(r)=v

S o+ Y (B -Un)

TER TeR
o(r)=v o(r)=v

=B"(v)

Ferner gilt:

i
> B(r)
TER
w(r)=v
S o+ Y (B -
TER TeER
w(r)=v w(r)=v
=B (v)

Ist B eine zuldssige Stromung in G, so folgt aus B*(v) = B~ (v), daB
(B")(v) = (B’)~ (v) fiir alle v € V. Ferner ergibt sich

Hs) =Y U= Y U =Bt s) = (B)(s)

vev veV reR
w(r)=v

und

B ) =p'(t\s)=) > U)=) Y U

veV reR veV reR
w(r)=v o(r)=v
=) B'vt)=(p) (t)

Somit ist B’ als Stromung nachgewiesen. Wir betrachten nun die Zu-
lassigkeit von ' beziiglich der Kapazitdtsschranken 1’ = 0 und c’.
Ausl < B < cfolgt0 < p—1=p'lgr <c'[r. DaB'lgnr = c]’z,\R,
muf3 B’ eine zuldssige Stromung in G’ sein.
Sei nun umgekehrt 3’ eine zulédssige Stromung in G’ mit den Eigen-
schaften (8.15) und (8.16). Dann folgt nach den obigen Rechnungen fiir
vev:

B’ Stromung

BT(v)=(B)" (V) (B)"(v) =B~ (v).

Ergo ist p eine Stromung in G. Aus 0 < B/(r) < ¢/(r) = c(r) — (r) fur
alle r € R, folgt dann auch 1(r) < B(r ) < c¢(r) fur alle r € R, also die
Zulassigkeit von 3 beziiglich 1 und c. a
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Korollar 8.23 Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Dann gibt es in G genau
dann eine beztiglich | und c zuldssige Stromung (3, wenn im Obergra-
phen G’ eine Stromung 3’ mit maximalem Stromungswert '(t’,s’) die
Gleichung B'(t',s") = 3_ g Ur) erfiillt.

Beweis: Ist 3 eine zuldssige Stromung, so ist B wie in Lemma 8.22 eine
Stromung in G’ mit den gewiinschten Eigenschaften.

Ist umgekehrt B’ eine Stromung in G’ mit B'(t’,s’) = _ g L(r), so
folgt B'lr/\r = ¢’[r/\r- Nach Lemma 8.22 ist dann 3 := 3’|z + 1 eine
beziiglich 1 und c zuldssige Stromung in G. o

Die Ergebnisse von Korollar 8.23 ermoglichen uns den in Algorith-
mus 8.2 gezeigten ,Bootstrapping-Ansatz” zur Bestimmung einer ma-
ximalen Stromung im Fall, daf3 1 # 0.

Algorithmus 8.2 Algorithmus zur Gewinnung einer zuldssigen Aus-
gangsstromung und einer maximalen Stréomung fiir den Fall 1 # 0.

Input: Ein gerichteter schwach zsh. Graph G = (V,R, &, w);
Kapazitdatschranken 0 < 1(r) < c(r) (r € R), ein
ausgezeichneter Pfeil 1o € R

I Me ) glUn)
2 Konstruiere aus G den Obergraphen G’ mit ausgezeichnetem Pfeil
Ty = (t/,s’) und Kapazitatsschranken 1’ =0, ¢’.
3 Bestimme ausgehend von der Nullstromung B’ (etwa mit Hilfe
von Algorithmus 8.1) eine Stromung 3’ in G’ mit maximalem Stro-
mungswert ’(t’,s’).
if B/(t’,s’) < M then
return , Es gibt keine zuldssige Stromung in G.”
else
B:=p'r+1
Bestimme ausgehend von der zuldssigen Stromung 3 eine maxi-
male Stromung in G.
9 end if

@ N O O B

Die Korrektheit der Vorgehensweise ergibt sich unmittelbar aus Ko-
rollar 8.23 und der Korrektheit des Algorithmus von Ford und Fulker-
son (fiir ganzzahlige bzw. rationale Daten). Als Nebenprodukt erhalten
wir auch eine Verallgemeinerung des Ganzzahligkeitssatzes (Satz 8.19),
bei dem wir nicht mehr 1 = 0 fordern miissen.

Satz 8.24 (Ganzzahligkeitssatz, zweite Version) Sei G wie in Definiti-
on 8.10 und seien die Funktionen | und c ganzzahlig. Falls in G eine
zuldssige Stromung existiert, dann auch eine maximale Stréomung 3%,
die ganzzahlig ist. O

Weiterhin sind wir nun in der Lage, zu zeigen, daf$ die notwendige
Bedingung aus Lemma 8.9 fiir die Existenz einer zuldssigen Stromung
tatsdchlich auch hinreichend ist.

Satz 8.25 (Hoffman) Sei G wie in Voraussetzung 8.7. Eine notwendi-
ge und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer zuldssigen Stro-
mung in G ist, dafs

c(S,T) = UTS)
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fiir alle Schnitte (S, T) in G gilt.

Beweis: Sei die Bedingung erfiillt. Wir konstruieren aus G den Ober-
graphen G’ wie im Bootstrapping-Ansatz. Wir werden zeigen, daf§ un-
ter der Voraussetzung des Satzes eine maximale Stromung " in G’ mit

B )= Y =M

veV reR
w(r)=v
existiert, d.h. welche die Eigenschaften (8.15) und (8.16) besitzt. Nach
Lemma 8.22 folgt damit dann die Existenz einer zuldssigen Stromung
in G.
Dazu gentigt es nach dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem zu zeigen,
dafs

(S, ThY>M
fiir jeden Schnitt (S, T') in G’ mit (t',s’) € o (S/,T') gilt. Sei (S’,T’) s’
ein solcher Schnitt. Wir setzen S := S\ {s’}, T := T’ \{t’}. Dannist (S, T)

ein Schnitt in G.
Die Kapazitat des Schnittes (S, T’) berechnet sich wie folgt:

CI(S/’T/) = (C - 1)(S)T) + Z C/(V»t/) + Z CI(Slvv)

veSs veT
=c(S,T-US, T+ > Un+) > U
veS reR veT 7reR
x(r)=v w(r)=v
=c(S,T) = > U+ > U+ D U+ D U+ DU
TER TER TER TER TER
x(r)eS x(r)esS x(r)es x(r)es x(r)eT
w(r)eT w(r)eT w(r)es w(r)eT w(r)eT
=c(S,T)+ D U+ D U+ D U+ Y U= YU
reR TER TER TrER TER
x(r)eS x(r)es x(r)eT x(r)eT x(r)eT
w(r)eSs w(Tr)eT w(r)eT w(T)eSs w(r)eS
=c(S,T)+ ) Ur)—UT,S)
TreER

=M+¢(S5,T)-UT,S)
| S —

>0

> M.

Dies beendet den Beweis. O

Der Algorithmus von Edmonds und Karp

Wir betrachten nun die folgende Variante des Algorithmus von Ford
und Fulkerson: Wir erhchen in jedem Schritt die Stromung entlang
einer kiirzesten stromungsvergrofiernden Kette. Wie bereits bemerkt,
konnen wir in jeder Iteration eine solche Kette in O(n + m) Zeit fin-
den. Den entstehenden Algorithmus nennen wir den Algorithmus von
Edmonds und Karp.

Lemma 8.26 Fiir eine Strémung 3 bezeichne dg(s,v) den Abstand von s
nachv in Gg. Fiir jedesv € V \ {s, t} ist dann 6g(s,v) wdhrend des Al-
gorithmus von Edmonds und Karp monoton wachsend.
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Abbildung 8.4:

Der Weg wy in Gg benutzt
den Pfeil —5r € Gg. Durch
Erhohen der Stromung langs
k wird —&r durch &r ersetzt.

Beweis: Wir nehmen an, daf8 fiir eine Ecke v € V \ {s, t} der Abstand
dp(s,v) bei einer FlufSerhhung abnimmt, und fithren diese Annahme
zum Widerspruch.

Sei 3 der Flu8 vor der Erhohung und (3’ der Flus unmittelbar nach-
her. Unsere Widerspruchsannahme besagt dann, daf3

dp/(s,v) < dp(s,v). (8.17)

O.B.d.A. sei v bereits so gewahlt, daf8 65-(s,v) minimal ist unter allen
Ecken v, welche (8.17) erfiillen, d.h

dpr(s,u) < dp/(s,v) = dg(s,u) < dp/(s,u). (8.18)
Seiw = (8111,...,0xTk, d7) ein kiirzester Weg von s nach v in Gg+ mit
Spur s(w) = [s,... ,u,v], wobei 8;,6 € {+,—}. Da wir als Gewichts-

funktion auf den Pfeilen die Funktion betrachten, die allen Pfeilen den
Wert 1 zuweist, ist w elementar. Es gilt «(6r) =uund w(ér) =v.
Wir haben 63 (s, u) = 6g-(s,v) — 1 und folglich nach (8.18)

dp(s,u) < dp/(s,u). (8.19)

1. Fall: ér € Gg.
Dann ist 6t € Gg mit «(dr) = u und w(dr) = v. Nach Lemma 7.5
gilt dann:

Sp(s,v) <dp(s,u)+1<dp/(s,u)+1=20p/(s,v)

im Widerspruch zu (8.17).

2. Fall: or ¢ Gg.

Wir wissen, daf$ or € Gg-. Also mufs wegen or ¢ Gg dann —dr € Gg
gewesen sein und die letzte stromungsvergrofsernde Kette k mufd —or
benutzt haben. Der entsprechende Weg w, in Gg besitzt also die Form
Wi = (81717,...,—0r,8,1]). Erist nach unserer Wahl ein kiirzester Weg
von s nach tin Gg. Abbildung 8.4 veranschaulicht die Situation.

GB Gﬁ/ ./61”\\

Erhohung
langs k

Da o(—061) = v und w(—0r) = uist, folgt nach Lemma 7.5, dafs
dp(s,v) =dp(s,u) =1 < op/(s,u) =1 =205p/(s,v) =2 < dp(s,V).

Dies ist ein Widerspruch. ]

Satz 8.27 Sei G wie in Definition 8.10 mit ganzzahligen, rationalen oder
reellen* Kapazititen. Der Algorithmus von Edmonds und Karp termi-
niert ausgehend von einer zuldssigen Strémung nach O(nm) Iteratio-
nen mit einer maximalen Strémung. Die Gesamtkomplexitit des Algo-
rithmus ist O(nm?).

4Im Fall von reellen Kapazititen nehmen wir an, daf8 wir arithmetische Operationen
auf reellen Zahlen ebenfalls in konstanter Zeit ausfithren konnen
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Beweis: Bei jeder Anderung der Stromung wird die Stromung auf ei-
nem Pfeil r entweder auf c(r) erhcht oder auf 1(r) erniedrigt. Wir nen-
nen einen Pfeil dr in einem Inkrementgraphen Gg kritisch, wenn r auf
der stromungsvergrofiernden Kette « liegt und seine Residualkapazitit
gleich der von k ist. Nach der Erhéhung lings k verschwindet 61 aus
dem Inkrementgraphen und wird durch —or ersetzt. In jeder Iteration
ist mindestens ein Pfeil des Inkrementgraphen kritisch.

Sei 6r € R mit «(6r) = uund w(6r) = v. Wir schitzen nun ab, wie
oft dr in einer Iteration kritisch sein kann.

Da wir die Stromung immer entlang kiirzester Wege in G erhchen,
gilt, wenn 81 das erste Mal kritisch ist, nach Lemma 7.5

dp(s,v) =dp(s,u)+ 1.

Danach verschwindet 4t aus dem Inkrementgraphen, wahrend —br
erscheint. Wir betrachten nun den Fluf8 3/, nach dessen Erhchung lings
einer stromungsvergrofiernden Kette k’ wieder or im Inkrementgra-
phen erscheint. Die Kette k' muf8 —6r benutzen und, da wir immer
entlang kiirzester Ketten erhohen, folgt mit Lemma 7.5 daher

65/(s,u) :5[5/(8,\))-1—1.
Nach Lemma 8.26 gilt 55(s,v) < dp/(s,v) und somit
dpr(s,u) =0dp/(s,v) +12>0p(s,v) +1=20p(s,u)+ 2.

Zwischen zwei Zeitpunkten, zu denen &r kritisch wird, erhoht sich so-
mit der Abstand von s zu u im Inkrementgraphen um mindestens 2.
Am Anfang ist dieser Abstand mindestens 1. Er kann jedoch niemals
mehr als n — 1 betragen. Also ist or hochstens O(n) mal kritisch. Da
wir O(m) Pfeile im Inkrementgraphen haben, von denen jede hoch-
stens O(n) mal kritisch werden kann, erfolgen also hochstens O(nm)
Iterationen.

Der Abbruch des Algorithmus kann nur dann erfolgen, wenn fiir
die aktuelle Stromung 3 entweder keine stromungsvergrofiernde Kette
existiert oder 3(ro) = c(ro) gilt. Nach Lemma 8.17 ist dann 3 eine ma-
ximale Stromung. Folglich terminiert der Algorithmus von Edmonds
und Karp nach O(nm) Iterationen mit einer maximalen Stromung.

Wir haben bereits festgestellt, dafs wir in jeder Iteration eine kiir-
zeste stromungsvergroffernde Kette in O(n + m) Zeit durch Breitensu-
che finden konnen. Somit ist die Gesamtkomplexitidt des Algorithmus
O(nm?). O

8.5 Kombinatorische Anwendungen

Der Heiratssatz

Definition 8.28 (Bipartiter Graph)

Ein gerichteter Graph G = (V,R, «, w) heifst bipartit, wenn es eine Par-
tition V= AUB, AN B = @ der Eckenmenge V gibt, so daf fiir jeden
Pfeil v € R gilt:

(x(r) e AAw(r) €B)V (w(r) e AN «(r) € B)

i

S u v t

Der Pfeil 6r liegt auf einem
kiirzestem Weg von s nach t
in G B-
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hy

d;

Analog bezeichet man einen ungerichteten Graphen G = (V,E,vy) als
bipartit, wenn es eine Partition V = A UB, AN B = @& gibt, so daf fiir
e € E gilt: y(e) ={a, b}, wobeia € A undb € B.

Gegeben sei eine Menge von Herren H = {hy,... ,h,} und eine
Menge D = {ds,...,dn} von Damen (HN D = @). Ferner sei ein bi-
partiter ,Sympathiegraph” G = (H U D, R) gegeben, wobei (h;, d;) € R
bedeutet, dafy die Dame d; dem Herren h; gefillt. Die Frage ist nun, ob
es eine Paarung der Damen und Herren gibt, so daf$ jeder Herr genau
eine Dame heiraten kann, die ihm auch gefallt.

Definition 8.29
Ein Matching in einem Graphen G = (V,R, &, w) ist eine Teilmenge
M C R der Pfeilmenge, so dafs keine zwei Pfeile r,v’" € M mitr # v’
inzident sind.

Ein Matching M heifst perfekt, wenn jede Ecke v € V mit einem
Pfeil r € M inzidiert.

Wir konnen das Heiratsproblem somit als das Problem formulieren
zu bestimmen, ob ein bipartiter Graph ein perfektes Matching besitzt.
Dies ist in unserem Fall ein Matching M mit [M| =n.

Satz 8.30 (Heiratssatz, Hall 1935) Das Heiratsproblem ist genau dann
I6sbar, wenn

\V(D')| > D'| fiiralleD’ C D, (8.20)
wobei
V(D'):={h€H:(hd) cRfireindc D'}.

Beweis: Offenbar ist die Bedingung in (8.20) notwendig. Wir zeigen
nun die Umkehrung.

Wir erweitern den Sympathiegraphen in folgender Weise. Sei G’ =
(V/,R’) mit

V' i=VuUlis,t}
R":=RU{ro = (t,s)}U{(s,h):heH}U{(d,t):de D

Wir definieren Kapazitdten 1’ = 0 sowie ¢’(r) = 1 fiir alle v # 1o sowie
¢’(ro) = n. Abbildung 8.5 veranschaulicht die Konstruktion.

Jede ganzzahlige zuldssige Stromung 3 in G’ induziert ein Mat-
ching Mg in G durch

Mg :={reR:B(r)=1%L

mit [Mg| = B(ro). Umgekehrt induziert jedes Matching M in G eine
zuldssige ganzzahlige Stromung B in G’ mit fm (1o) = IM| durch

1 fallst’ e M

1 fallst’ = (s,h) oder v’ = (d,t) und (h,d) e M
M| fallst’ =1y

0 sonst.
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Abbildung 8.5:
Konstruktion eines Fluf3-
netzwerkes fiir das Heirats-
c(rp)=n problem.

Wir betrachten nun das Maximalstromungsproblem, eine in G’ zulds-
sige Stromung * mit maximalem Stromungswert *(ro) zu finden.
Nach Satz 8.19 existiert eine maximale ganzzahlige Stromung. Daher
ist das Heiratsproblem genau dann losbar, wenn in G’ eine maximale
Strémung B* mit $*(r9) = n = c(rp) existiert. Nach dem Max-Flow-
Min-Cut Theorem ist dies wiederum genau dann der Fall, wenn fiir
jeden Schnitt (S, T) in G’ mit o € o= (S, T) gilt: ¢(S,T) > n.

Abbildung 8.6:
Ein Schnitt (S,T) im Gra-
phen G’ mitry € 07 (S, T).

Sei nun (S, T) ein solcher Schnitt, d.h. s € S und t € T. Wir definie-
ren

Hs:=HNS Hr=HNT
Ds:=DnNS Dr=DnNT
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Damit ldfst sich ¢(S, T) wie folgt nach unten abschétzen:

c(§,T) = Z c(r)
rect(S,T)
> [Hy[ + [Ds| + [V(D1) N Hg|
> V(D) NHy|+ [V(D1) N Hs| + [Ds|
=|V(D7)| + [Ds|

(8.20)
> |D¢|+IDs| = D] = .

Dies beendet den Beweis. |

Weitere Anwendungen

Wir nennen im folgenden noch ohne Beweis weitere wichtige Sitze der
Graphentheorie, die sich mit Hilfe des Max-Flow-Min-Cut-Theorems
beweisen lassen.

Satz 8.31 (Menger, 1927) Sei G = (V,R, &, w) ein endlicher gerichteter
Graph und s, t € V nichtadjazente Ecken von G. Dann ist die Maximal-
zahl eckendisjunkter Wege von s nach t gleich der minimalen Méchtig-
keit einer s und t trennenden Eckenmenge. O

Definition 8.32 (Eckeniiberdeckung)

Sei G ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V.
Eine Teilmenge C C V heifst Eckeniiberdeckung (vertex cover) in G,
wenn jeder Pfeil (jede Kante) in G mit mindestens einer Ecke aus C
inzidiert.

Satz 8.33 (Konig, Egervary 1931) Sei G ein endlicher bipartiter Graph.
Dann ist die maximale Méchtigkeit eines Matchings in G gleich der mi-
nimalen Méchtigkeit einer Eckentiberdeckung in G. m

8.6 Kostenminimale Stromungen

In diesem Abschnitt wenden wir uns Stromungen zu, bei denen Kosten
ins Spiel kommen. Besonders wichtig ist dabei die Suche nach einer
kostenminimalen Stromung. Am Ende stehen einige Anwendungen,
die mit Hilfe von kostenminimalen Stromungen geldst werden kénnen.

Definition 8.34 (Stromungskosten) Sei G = (V,R, o, w) ein endlicher

Graph, B: R — R{ eine (nicht notwendig zuldssige) Stromung auf G,

undk: R — Rg eine Pfeilbewertung, die sogenannte Kostenfunktion.
Dann sind durch

K(B):= Y Kkir)-B(r)

TeER

die Kosten der Strémung (3 gegeben.
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Haben wir einen Graphen mit einem ausgezeichneten Pfeil ro, und
geben auf 1y einen Stromungswert F vor, so gibt es im allgemeinen meh-
rere Stromungen 3 mit 3(ro) = F, die also den Stromungswert F auf o
realisieren. Wir untersuchen nun das Problem, unter allen zulédssigen
Stromungen 3 mit 3(ro) = F eine Stromung * mit geringsten Stro-
mungskosten k(f3*) zu finden.

Der Einfachheit halber setzen wir im folgenden voraus, dafd die un-
teren Kapazitatsschranken 1 = 0 erfiillen. Fiir den allgemeinen Fall
| # 0 wird die Darstellung komplizierter, der gezeigte Rechengang ist
jedoch prinzipiell derselbe. Weiter wollen wir annehmen, daf§ zum aus-
gezeichneten Pfeil ro = (t, s) kein paralleler oder inverser Pfeil existiert.
Dies wird erreicht, indem ein solcher paralleler oder inverser Pfeil er-
setzt wird durch zwei hintereinanderhédngende Pfeile, die iiber eine neu
eingefiihrte Ecke laufen. Die Kapazitiaten der neuen Pfeile entsprechen
denen des ersetzten, und die Kosten werden so gewdhlt, dafs die Ko-
stensumme der neuen Pfeile gleich den Kosten des ersetzten Pfeiles ist.

Definition 8.35 (Inkrementgraph, assoziierte Stromung) Sei G = (V,R)
ein einfacher Graph, ro = (t,s) € R ein ausgezeichneter Pfeil, weiter
c: R — RJ obere Kapazititsfunktion, k: R — R eine Kostenfunktion,
fp:R— Rg eine zuldssige Stromung in G.

Fiir jedes r € R sei v ein Pfeil mit «(r") = «(r) und w(r") = w(r);
T~ sei ein zu v inverser Pfeil. Setze die Kapazititen cp(r™) := c(r) —
B(r) und cg(r™) := B(r). Der Inkrementgraph Gg = (V,Rg, o, w) ist
dann durch

Rp :={r"[reR\{ro} A cpg(r’) >0}

T
U{r  [reR\{ro} A cg(r™) >0} [ ] >0
definiert, wobei die Kosten kg (1) = k(r) und kg (r~) := —k(r) gewdhlt c(r)=4
werden. k(r) =7
Sei v eine zweite zulédssige Stromung in G. Die zu vy assoziierte B(r) =3
Stromung v im Inkrementgraphen Gg ist dann definiert durch
yp(r) =v(r) = B(r) .
und yp(r ) :=0, fallsy(r) — B(r) > 0 /T—\
Yp(r') =0 .~ "o
und vg(r7) = B(r) —v(r), fallsy(r) —p(r) <0 cp(rt) =1
kg (r7) =47
Zwischen einem Graphen mit zuldssiger Stromung und dem ent- cp(r) =3
sprechenden Inkrementgraphen besteht ein wichtiger Zusammenhang. kp(r™) =—7

Wo der Ausgangsgraph Anderungen an der Stromung nach oben oder

nach unten zulédfit, finden sich im Inkrementgraphen Pfeile entspre-  Ausgangsgraph mit Stro-
chender Kapazitit. In diesem Sinn wird die Dynamik des Ausgangs- mung (oben) und dazu-
graphen mit vorhandener Strémung abgebildet auf den statischen Fall ~ gehoriges  Pfeilpaar  des
des Inkrementgraphen. Inkrementgraphen (unten)

Lemma 8.36 Sei G = (V,R) einfacher Graph mit oberen Kapazititen c.
Sei (3 eine zuldssige Strémung in G. Dann gilt: vy ist genau dann eine
zuldssige Strémung in G, wenn yg zuldssig in Gg ist.

Beweis: Ubung 8.2a. i
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Lemma 8.37 Sei G = (V,R) einfacher Graph mit oberen Kapazitéten c
und Stromungskosten k, 3 eine zuldssige Stromung in G, Gg der In-
krementgraph mit Stromungskosten kg. Dann gilt kgyg = ky — k@3,
d.h.

ke (1) - vp(r) +kp(r7) - yvp () = k(r) - y(r) —k(r) - B(r).

Beweis: Ubung 8.2b. m

Diesem Lemma kann man entnehmen, daf$ die Kosten einer Stro-
mung yp im Inkrementgraphen identisch sind mit der Anderung der
Kosten, die im Ausgangsgraphen beim Ubergang von der Strémung 8
zu vy auftritt.

Satz 8.38 (Kriterium fiir kostenminimale Stromungen) Sei G = (V,R)
einfacher Graph mit oberen Kapazitdten c und Strémungskosten k, 7o
ein ausgezeichneter Pfeil, F > 0 ein vorgegebener Stromungswert, 3
eine zuldssige Stromung mit 3(ro) = F.

Dann gilt: 3 ist genau dann kostenminimal, wenn der Inkrement-
graph Gg keinen Kreis negativer Linge beziiglich der Kostenfunktion
kg aufweist.

Beweis: Der Beweis des Satzes erfolgt in Ubung 8.2c. O

Mit Satz 8.38 ergibt sich eine einfache Moglichkeit, eine kostenmi-
nimale Stromung zu ermitteln. Der Algorithmus von Klein (vgl. Al-
gorithmus 8.3) startet mit einer zuldssigen Stromung, die den Wert F
auf ro realisiert. Dann werden (durch Addition von Kreisstromungen
mit negativen Kosten) die Stromungskosten solange erniedrigt, bis im
Inkrementgraphen kein Kreis negativer Linge mehr exisiert. Die dann
aktuelle Stromung ist kostenminimal, also ist der Algorithmus korrekt.

Das Verfahren terminiert: In jeder Iteration wird im Inkrementgra-
phen mindestens ein Pfeil negativer Kosten gesittigt. Dieser Pfeil wird
somit aus dem Inkrementgraphen entfernt. Da keine Pfeile negativer
Kosten neu entstehen, kann es héchstens O(|R]) viele Iterationen geben.

In Algorithmus 8.3 ist nicht niher spezifiziert, auf welche Weise
Ausgangsstromung und negative Kreise gefunden werden sollen. Da-
zu werden in [AMO93] verschiedene Verfahren vorgestellt und hin-

sichtlich ihrer Laufzeit verglichen.
Algorithmus von Zu diesem Algorithmus ist ein Demo-Applet vorhanden.

Klein Anwendungen

Im folgenden wird erldutert, wie sich ein Transportproblem mit Hilfe
einer kostenminimalen Stromung in einem kapazitierten Graphen 16-

sen lafit.
Wir betrachten ein Gut, das an m Produktionsstitten Qq,...,Qm
hergestellt und an n Orten/Regionen Sy, ... , Sy nachgefragt wird. Die

Produktionskapazitét der Statte Q; ist gegeben durch a; (Einheit Men-
ge/Zeit), der Preis fiir die Herstellung betragt p; (Einheit Kosten/Menge),
die geforderte Nachfrage in einer Region S; betrdgt b; (Einheit Men-
ge/Zeit). Weiter ist ein Transportnetz, etwa ein Straflennetz, in Form
eines gerichteten Graphen gegeben, auf dessen Pfeilen die Werte c die
maximale Transportkapazitit (Einheit Menge/Zeit), und die Werte k
die Transportkosten auf dem betreffenden StrafSenstiick angeben. Pro-
duktions- und Nachfrageorte finden sich als Ecken in dem Graphen
wieder.
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Algorithmus 8.3 Algorithmus von Klein zur Bestimmung einer kosten-
minimalen Stromung.

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V,R);
Kapazitdtsschranken c(r) > 0 und
Stromungskosten k(r) (r € R),
ein ausgezeichneter Pfeil vy € R;
ein Stromungswert F mit 0 < F < ¢(rp)

1 wihle zuldssige Stromung 3 in G mit (ro) =F
Abbruch, falls keine solche Stromung existiert
2 loop
3 bestimme Inkrementgraph G mit Kostenfunktion kg
4  ermittle einen Kreis z negativer kg-Lange in Gg
verlasse die Schleife, falls kein solcher Kreis existiert
5 setze € := min,¢, cg(T)
sei B(¢) die Kreisstromung entlang z
6 setze p— p+pe
7 end loop
Output:  { ist kostenminimale Stromung mit (o) = F

Wir fithren nun als neue Ecken eine Superquelle Q und eine Su-
persenke S in den Transportgraphen ein. Fiir jede Produktionsstat-
te Qi wird ein Pfeil (Q, Qi) der Kapazitdt a; und der Kosten p; hin-
zugefiigt. Jede Nachfrageregion S; wird mit einem Pfeil (S;, S) der un-
teren Kapazitdt 1 = b; mit der Supersenke verbunden. Ein weiterer
Pfeil 7o = (S, Q) verbindet Senke mit Quelle, seine obere Kapazitit sei
gentigend grofd gewahlt, etwa c(ro) = )_; a;.

Eine zuldssige Stromung korrespondiert dann mit einem Transport-
plan, der die Nachfrage befriedigt, ohne Produktionsstidtten und Trans-
portwege zu tiiberlasten. Die Kosten der Stromung geben dabei die
Produktions- und Transportkosten des Planes an. Offenbar besteht
die optimale Losung des Transportproblemes in einer kostenminimalen
Stromung.

Das Modell ist noch erweiterbar. So lafit sich etwa ein Lager mo-
dellieren durch zwei Ecken l., und l,,s (Einfahrt und Ausfahrt), die
durch einen Pfeil (lein, laus) verbunden sind. Kapazitdt und Kosten auf

Abbildung 8.7:
Beispiel fiir ein Transport-
problem
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dem Pfeil spiegeln dabei Lagerkapazitit und Lagerkosten (Einheit Ko-
sten/Menge) wieder.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1 - Zerlegung von Stromungen

Sei G = (V,R, &, w) ein Graph, c: R — R} obere Kapazititsfunktion. Es
sei f: R — R eine beliebige zuldssige Stromung.
Zeigen Sie: Es gibt eine Zerlegung = 31 + - - - + fx mit k < [R], so
daf$ jedes [3; eine zuldssige Stromung entlang eines Kreises in G ist.
Hinweis: Eine solche Zerlegung kann konstruktiv gefunden wer-
den.

Aufgabe 8.2 — Kostenminimale Stromung

Sei G = (V,R) ein einfacher Graph, o = (t,s) € R ein ausgezeichneter
Pfeil, c: R — ]Rar obere Kapazitdtsfunktion, k: R — R eine Kostenfunk-
tion. Es sei B: R — R} eine zuldssige Stromung in G. Mit G sei der
Inkrementgraph bezeichnet.

Sei v eine zweite Stromung in G, und sei yg die assoziierte Stro-
mung im Inkrementgraphen.

a. Zeigen Sie: v ist genau dann zulédssige Stromung in G, wenn yg
zuldssige Stromung in Gp ist. Geben Sie an, wie eine Stromung y
im Ausgangsgraphen G aus 3 und der Stromung ypg im Inkre-
mentgraphen Gg berechnet wird.

b. Zeigen Sie die Beziehung kgyps = ky — kf3, d. h. genauer

kg () - vp(r) +kp(r7) - vp(r) =k(r) - y(r) —k(r) - B(r).

Sei F > 0 ein vorgegebener FluSwert. Eine Stromung ( heifst Stro-
mung zum Fluffwert F, wenn 3(ro) = F gilt.

c. Sei B eine Stromung zum Flufiwert F. Zeigen Sie: (3 ist genau
dann kostenminimal, wenn in Gy kein negativer Kreis beztiglich
der Kosten besteht.

Aufgabe 8.3 — Potentialdifferenz, Topologische Sortierung

Sei G = (V,R, «, w) ein Graph. Eine Eckenbewertung 7: V — R wird
auch Potential genannt. Eine Pfeilbewertung A: R — R heifst Potential-
differenz, wenn es ein geeignetes Potential 7 gibt, so daf3

Ar) = m(w(r)) — m(x(r)) fiir alle r € R.

a. Sei 3 eine beliebige Stromung, A eine beliebige Potentialdifferenz
in G. Zeigen Sie:

B-A:=) B(r)-Ar)=0.

reR

Hinweis: Nutzen Sie ZTGR = ZVGV ZTER: a(r)=v — Zvev ZTGR: w(r)=v"
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b. Zeigen Sie, dafs die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(i) G ist kreisfrei.

(ii) Es gibt eine Potentialdifferenz Ain G mit A(r) > Ofiiraller €
R. (Das entsprechende Potential wird dann auch topologische
Sortierung der Eckenmenge genannt.)

(iii) Ist @ Stromung in G mit 3(r) > O fiir alle r € R, so ist 3 die
Nullstrémung.






Kapitel 9

Planare Graphen

Gegenstand dieses Kapitels sind planare Graphen. Wir werden sehen,
daf fiir die Eigenschaft der Planaritit die Unterscheidung in gerichtete
und ungerichtete Graphen nicht wesentlich ist. Um die Darstellung
nicht zu komplizieren, werden die Ergebnisse dieses Kapitels daher nur
fiir ungerichtete Graphen formuliert. Die Ubertragung fiir gerichtete
Graphen ist ohne weiteres moglich; wo dies nicht der Fall ist, wird im
Text eigens darauf hingewiesen.

9.1 Einbettungen

Definition 9.1 (Planarer Graph) Sei G ein Graph. Dann heifst G pla-
nar, wenn seine Ecken als Punkte und seine Kanten als Linienstiicke in
die (euklidische) Ebene so eingebettet werden kénnen, dafs sich zwei
Linienstiicke nur in Punkten schneiden, die adjazente Ecken représen-
tieren.

Unter einem Linienstiick wird dabei eine Abbildung ¢: [0, 1] — R?
verstanden, die stetig und in jedem inneren Punkt differenzierbar ist.
Oft wird hier auch zugelassen, daf} die Abbildung in einer endlichen
Menge von Punkten nicht differenzierbar ist, also das Liniensttick end-
lich viele , Knicke” enthalten darf. Fary hat 1948 gezeigt, daf$ allgemei-
ne Linienstiicke tiberhaupt nicht erforderlich sind. Vielmehr gibt es zu
jedem planaren Graphen auch eine Einbettung, so dafs alle Linienstiicke
gerade Stecken darstellen.

Fiir einen planaren Graph gibt es in der Regel auch Einbettungen,
die nicht tiberschneidungsfrei sind. In der Definition wird daher nur
gefordert, daf3 eine tiberschneidungsfreie Einbettung existiert.

Beispiele fiir Linienstiicke
@1(t) = (t,t%),

©2(t) = (mtt, sinmtt),
@3(t) = (7tt, t + sin 27tt).

Abbildung 9.1:

Der K4 ist planar. Zum Be-
weis zwei iiberschneidungs-
freie Einbettungen. Rechts
eine nicht tiberschneidungs-
freie Einbettung.
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Einbettungen von K; bis
Ks. Beim K5 kann die letzte
(gestrichelte) Kante nicht
mehr iberschneidungsfrei
gezeichnet werden.

Man erkennt durch Ausprobieren, daff die vollstindigen Graphen
K; bis K4 planar sind. Da durch Weglassen von Linienstiicken keine
neuen Uberschneidungen erzeugt werden, ist jeder Partialgraph eines
planaren Graphen selbst wieder planar. Mit Sitzen der Mathematik
lafst sich ferner zeigen, dafd bei gegebener planarer Einbettung zu je-
dem Linienstiick auch endlich viele Parallele tiberschneidungsfrei ge-
zeichnet werden konnen, ebenso endlich viele Schlingen an einer Ecke.
Damit folgt:

Lemma 9.2 Alle Graphen mit |V| < 4 Ecken sind planar.

Beim Versuch, eine tiberschneidungsfreie Einbettung des Ks zu fin-
den, stellen wir fest, daf die letzte Kante nicht mehr ohne Uberschnei-
dung gezeichnet werden kann. Ein wesentliches Ergebnis der folgen-
den Uberlegungen wird sein, daf dies nicht durch eine speziell gewhl-
te Einbettung behoben werden kann, sondern daf$ der Ks tatsédchlich
nicht planar ist.

Die Linienstiicke einer gegebenen planaren Einbettung bilden ge-
schlossene Kurven (die einfachen Zykeln des Graphen entsprechen)
und teilen die Zeichenebene in Regionen auf. Man nennt eine be-
schrankte Region auch ein Gebiet. Man kann zeigen, daf fiir einen zu-
sammenhédngenden Graphen jedes Gebiet einfach zusammenhangend
ist, also kein ,Loch” enthélt. Ferner ist fiir endliche Graphen genau
eine der Regionen unbeschrankt.

Bei gegebenem planaren Graphen ist eine Einbettung nicht eindeu-
tig festgelegt. In der Wahl, welcher der Zykel im Graphen die unbe-
schriankte Region in einer Einbettung berandet, ist man sogar frei. Um
dies einzusehen, betrachten wir eine beliebige Einbettung E; und einen
Zykel z, der zu einer beschrdnkten Region in E; gehort. Dann kann
daraus eine Einbettung E; gewonnen werden, bei der z zu der unbe-
schrankten Region gehort.

Dazu bedienen wir uns der stereographischen Projektion: Anschaulich
wird auf die Zeichenebene (mit der planaren Einbettung) eine Kugel ge-
legt. Der Beriihrpunkt mit der Zeichenebene heifst Stidpol, der gegen-
iiberliegende Punkt Nordpol. Ein Strahl vom Nordpol zu einem Punkt
der Zeichenebene trifft die Kugeloberflidche in genau einem Punkt. Da-
durch wird eine Bijektion zwischen der gesamten Zeichenebene und
der Kugeloberfldche (mit Ausnahme des Nordpols) festgelegt.

Die beschriebene Bijektion hat ,,schone Eigenschaften”. Sie verzerrt
zwar das Urbild, aber topologische Eigenschaften (Inzidenzen usw.)
bleiben erhalten. Also ist das Bild einer planaren Einbettung auf der
Kugel auch wieder eine tiberschneidungsfreie Einbettung. Das Bild der
unbeschrankten Region ist auf der Kugeloberfldche die beschrénkte Re-
gion, die um den Nordpol liegt.

Nun werde die Kugel so gerollt, daf§ die zu z gehtrende Region den
Nordpol enthilt. Bei der Projektion von der Kugeloberfliche auf die
Zeichenebene entsteht dann die gesuchte planare Einbettung, bei der z
die unbeschriankte Region berandet. Zu beachten ist, daf} die Projekti-
on fiir den Nordpol nicht definiert ist, d. h. die Kugel ist immer so zu
drehen, dafl am Nordpol kein Punkt oder Linienstiick der Einbettung
zu liegen kommt.
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9.2 Die Eulersche Polyederformel

Euler hat folgende Beziehung zwischen der Anzahl der Ecken, Kanten
und Regionen einer Einbettung eines planaren Graphen gezeigt:

Satz 9.3 (Eulersche Polyederformel) Jeder endliche zusammenhéingen-
de planare Graph mit n Ecken, m Kanten und f Regionen erfiillt bei
jeder planaren Einbettung

n—m+f=2.

Bemerkung: Der Name , Polyederformel” rithrt daher, dafd die Ecken

und das Kantennetz jedes Polyeders im R einen planaren Graphen bil-
den.
Beweis: Man tiberlegt zunichst, daf jeder endliche Baum planar ist. Ei-
ne beschrankte Region in der Einbettung wiirde einen einfachen Zykel
im Baum implizieren. Also gibt es in der Einbettung nur die unbe-
schriankte Region, und es gilt f = 1. Wegen m = n — 1 folgt dann die
Giltigkeit der Eulerschen Formel fiir den Baum.

Sei nun G planar und eine tiberschneidungsfreie Einbettung gege-
ben. Bestimme zunéchst einen spannenden Baum T von G. Fiige nun
iterativ die restlichen Kanten zum Baum hinzu. Jedes neue Linienstiick
verbindet zwei bereits vorhandene Ecken des Graphen, die auf dem
Rand einer momentanen Region liegen. Diese Region wird durch das
Liniensttick in zwei neue Regionen zerteilt. Damit bleibt die Differenz
m—f bei jedem Schritt konstant. Da die Polyederformel fiir den Baum T
erfiillt war, folgt ihre Giiltigkeit auch fiir den gesamten Graphen G. O

Wenn der Graph nicht zusammenhédngend ist, geht die Anzahl k
seiner Zusammenhangskomponenten ebenfalls in die Polyederformel
ein. Es gilt dann:

Satz 9.4 (Eulersche Polyederformel II) Jeder endliche planare Graph
mitn Ecken, m Kanten, f Regionen und k Zusammenhangskomponen-
ten erfiillt bei jeder planaren Einbettung

n-m+f=1+k.
O

Man beachte, dafs in diesem Fall die Regionen auch nicht mehr not-
wendigerweise einfach zusammenhingend sind; vielmehr konnen Re-
gionen nun auch , Locher” aufweisen.

9.3 Triangulationen

Bei gegebenem planaren Graphen kénnen nach den Uberlegungen in
der Einleitung zu diesem Kapitel beliebig (endlich) viele parallele Kan-
ten und Schlingen hinzugefiigt werden, ohne die Planaritit zu verlet-
zen. Fiir diesen Abschnitt werden wir uns daher auf einfache Graphen
beschrédnken, d. h. Parallelen und Schlingen ausschliefSen (bei gerichte-
ten Graphen auch Inversen).

Definition 9.5 (Maximal planare Graphen) Ein einfacher planarer Graph
heiflt maximal planar, wenn keine Kante hinzugefiigt werden kann,
ohne die Planaritit oder Einfachheit zu verletzen.
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V2

V3

Bemerkung: Bei gerichteten Graphen ist zu den Bedingungen noch ,,in-
versenfrei” aufzunehmen.

Lemma 9.6 Sei G = (V, E) maximal planar mit|V| > 3. Dann ist in jeder
Einbettung jede Kante mit genau zwei Regionen inzident.

Beweis: Sei eine Einbettung eines maximal planaren Graphen gegeben.
Offenbar kann eine Kante nicht mit mehr als zwei Regionen inzidieren.
Sei e = (v1,v2) € E eine Kante, die nur mit einer Region g inzidiert.
Dann gibt es auf dem Rand von g noch eine dritte Ecke v3 # vi,v,.
Wire v3 gleichzeitig zu vy und zu v, adjazent, so bildeten die drei Ecken
ein Dreieck, und e wére mit mehr als einer Region inzident. Also kann
eine der Kanten (vq,v3) oder (v2,v3) ohne Verletzung der Einfachheit
zu G hinzugefiigt werden, im Widerspruch zur Maximalitat. O

Unter einem Dreieck verstehen wir einen (Sub-)Graphen mit drei
Ecken, von denen je zwei durch eine Kante verbunden sind. Damit gilt
der folgende Satz:

Satz 9.7 Ist G = (V,E) mit |V| > 3 maximal planar, so ist in jeder Ein-
bettung von G jede Region durch ein Dreieck berandet.

Bemerkung: Die Aussage bezieht sich insbesondere auch auf die unbe-
schrankte Region.

Beweis: Ohne Einschrankung kann zunidchst angenommen werden,
dafl G zusammenhéngend ist. Andernfalls ist G sicher nicht maxi-
mal planar, da die Komponenten in der Einbettung disjunkt liegen und
noch mindestens einen verbindenden Linienzug zulassen.

Betrachte zunichst ein Gebiet g. Hatte g mehr als drei berandende
Kanten, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

Im ersten Fall bilden keine drei der berandenden Kanten zusammen
ein Dreieck. Dann gibt es eine Kette von vier paarweise verschiedenen
Knoten vq,...,v4 auf dem Rand von g. Betrachte die beiden Kanten
a = (vi,v3) und b = (v2,v4). Falls diese Kanten im Graphen enthal-
ten sind, konnen die zugehorigen Linienstiicke nicht im Inneren von g
verlaufen, da sonst das Gebiet in zwei Teile getrennt wiirde; damit ver-
laufen beide Linienstiicke im Auferen von g. Es ist nun zu sehen, da
nicht beide Linienstiicke ohne Schnitt im Auferen gefiihrt werden kon-
nen. Also kann G nicht gleichzeitig a und b enthalten. Damit kann
eine der beiden Kanten zu G hinzugenommen werden, ohne die Ein-
fachheit zu verletzen. Da das zugehorige Linienstiick im Inneren von g
gefiihrt werden kann, ist auch die Planaritdt garantiert. Damit war G
nicht maximal planar.

Im zweiten Fall bilden drei Kanten ein Dreieck. Alle weiteren beran-
denden Kanten liegen dann im Inneren der durch das Dreieck begrenz-
ten Flache. Seien (vq,v2), (v2,v3) und (vs3,vy) die Kanten des Dreiecks,
(v1,v4) eine weitere Kante des Randes von g. Dann kann (v;,v4) nicht
Kante in G sein, da das zugehorige Linienstiick das Gebiet zerschnei-
den wiirde. Somit war G nicht maximal planar.

Es bleibt die unbeschrinkte Region g zu betrachten. Analog zum
oben beschriebenen Fall existiert dann auf dem Rand von g eine Ket-
te von vier paarweise verschiedenen Ecken vy, ...,v4. Die Kanten a =
(vi,v3) und b = (v2,v4) konnen nicht gleichzeitig in G sein, da die
gleichzeitige Fithrung beider Linienstiicke aufSerhalb von g kreuzungs-
frei nicht moglich ist. Diese Argumentation gilt auch dann, wenn eine



9.4 Grade in planaren Graphen

111

oder mehrere der berandenden Kanten (vi,v2), (v2,v3) oder (v3,v4)

neben g mit keiner anderen Region inzidieren, und insbesondere, falls

g einzige Region ist. Somit kann eine der beiden Kanten a oder b zu G

hinzugefiigt werden, ohne die Einfachheit zu verletzen, wobei das zu-

gehorige Linienstiick im Inneren von g gefiihrt werden kann. Somit

war der Graph nicht maximal planar. O
Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig:

Satz 9.8 Sei G = (V,E) mit |V| > 3. Ist in einer Einbettung von G jede
Region durch ein Dreieck berandet, so ist G maximal planar.

Beweis: Angenommen, G wére nicht maximal planar. Dann géibe es ei-
ne Kante e, die zu G hinzugefiigt werden konnte, ohne die Planaritét
zu verletzen. In der gegebenen Einbettung verlduft die Kante im Inne-
ren einer Region. Da diese ein Dreieck ist, mufi e parallel zu einer der
Kanten des Dreiecks laufen. Dieser Widerspruch zur Einfachheit zeigt
die Behauptung. O

Korollar 9.9 (Kriterium fiir maximal planare Graphen) Sei G = (V, E)
mit|V| > 3. G ist genau dann maximal planar, wenn in jeder Einbettung
von G jede Region durch ein Dreieck berandet ist. 0

9.4 Grade in planaren Graphen

Auch in diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dafs die Graphen einfach
sind. Wir bezeichnen mit n die Anzahl der Ecken, mit m die Anzahl der
Kanten und mit f die Anzahl der Regionen eines solchen Graphen.

Ein Hilfsmittel zum Beweis der folgenden Aussagen ist der , Face-
Edge-Inzidenzgraph” H = (F U E, M) zur Einbettung eines planaren
Graphen G = (V,E). Die Eckenmenge von H = F U E setzt sich zu-
sammen aus der Menge F der Regionen von G und der Menge E der
Kanten von G. Der Graph H ist bipartit und enthilt eine Kante (f, e)
genau dann, wenn in der planaren Einbettung von G die Kante e und
die Region f inzidieren.

Lemma 9.10 Sei G maximal planar mit mindestens drei Ecken. Dann
gilt

m=3n—6
f=2n—-4

Beweis: Im Face-Edge-Inzidenzgraphen hatjede Ecke f; € Fden Grad 3
(nach Korollar 9.9) und jede Ecke e; € E den Grad 2 (nach Lemma 9.6).
Durch Abzdhlen der Kanten des Face-Edge-Inzidenzgraphen ergibt
sich 3f = 2m. Aus der eulerschen Polyederformel (9.3) folgt 3f + 3n —
6 = 3m. Damit gilt

m=3m-2m=(3f+3n—6)—3f=3n—6.
Ebenso folgt aus (9.3) die Beziehung 2f = 4 + 2m — 2n und damit
f=3f-2f=2m—(4+2m —2n) =2n—4,

wie behauptet. O
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Satz 9.11 Ineinem einfachen planaren Graphen mit mindestens 3 Ecken
gilt

m<3n—6
f<2n—-4.

Beweis: Ein einfacher planarer Graph hat hochstens soviele Kanten
und hochstens soviele Regionen wie ein maximal planarer Graph, der
gleiche Eckenzahl besitzt. Mit Lemma 9.10 folgt die Behauptung. O

Es ist bemerkenswert, daf fiir einfache planare Graphen die Anzahl
der Kanten und Regionen /inear von der Anzahl der Ecken des Graphen
abhéngt. Daher lassen sich fiir Algorithmen auf planaren Graphen hiu-
fig schérfere Abschidtzungen fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf an-
geben als auf allgemeinen Graphen.

Im folgenden wird gezeigt, daf8 in einfachen planaren Graphen
nicht nur die Anzahl der Kanten ,,iiberschaubar” bleibt, sondern auch
die Grade der Ecken in einem gewissen Sinn nicht zu groff werden.

Lemma 9.12 Jeder einfache planare Graph G = (V, E) hat eine Ecke v €
V vom Grad g(v) < 5.

Bemerkung: Fiir gerichtete Graphen mufs die Voraussetzung ,einfacher
Graph” durch ,,Graph ohne Schlingen, Parallelen und Inversen” ersetzt
werden.

Beweis: Sei 0. E. G zusammenhingend, andernfalls beschréinke die Be-
trachtung auf eine Zusammenhangskomponente. Betrachte nun eine
beliebige planare Einbettung des Graphen.

Jede beschrinkte Region wird von mindestens drei Kanten beran-
det: bestiinde der Rand nur aus einer oder aus zwei Kanten, implizier-
te das die Existenz einer Schlinge oder eines Parallelenpaars. Weiter ist
offenbar jede Kante Teil des Randes von hochstens zwei Regionen.

Durch Abzihlen der Kanten im Face-Edge-Inzidenzgraphen folgt
mit obigen Uberlegungen

2
3(f—1)<2m, also f§§m+1. 9.1)
Waire nun g(v) > 6 fiir jede Ecke v € V, so folgte

2m = Z g(v) >6n, also n<
vev

m
3 9.2)

Mit der Eulerschen Polyederformel und den Gleichungen (9.1) und (9.2)
ergibt sich

2:n—m+f§%—m+§m+1:1.

Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Lemma 9.13 In einem einfachen planaren Graphen ist der durchschnitt-
liche Grad der Ecken kleiner als 6.
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Beweis: Fiir n > 3 folgt mit Satz 9.11:

2vev9v) 2m < on—12
[V] T n T n

<6.

Firn =1 und n = 2 ist die Behauptung sofort klar. 0
Das folgende Lemma zeigt eine schdrfere Aussage als Lemma 9.12.

Lemma 9.14 Jeder endliche einfache zusammenhéngende planare Graph
hat mindestens 3 Ecken vom Grad kleiner als sechs.

Beweis: Wir fithren die Annahme, es gebe n—2 Ecken mit Grad minde-
stens sechs, zum Widerspruch. Da der Graph zusammenhéngend ist,
gibt es keine isolierte Ecke, und es gilt

2m=) g(v)>6(n—2)+2=6n—10.
vev
Andererseits folgt mit Satz 9.11:
2m <é6n—12.

Dies ist ein Widerspruch. 0

9.5 Kiriterien fiir Planaritit

Wir wenden uns nun der Charakterisierung von planaren bzw. nicht
planaren Graphen zu. Zunéchst weisen wir fiir zwei besonders einfa-
che Graphen nach, daf sie nicht planar sind (und zeigen damit auch
die Vermutung vom Beginn dieses Kapitels).

Satz 9.15 Der Graph Ks ist nicht planar.

Beweis: Die Anzahl der Kanten des Ks ist m = 10. Ware K5 planar, so
folgte mit Satz 9.11:

10=m<3n-6=9,

also war die Annahme, der Ks sei planar, falsch. O

Satz 9.16 Der Graph K3 3 ist nicht planar.

Beweis: Der Graph K33 hat n = 6 Ecken und m = 9 Kanten. Wir
nehmen an, K3 3 sei planar. In jeder Einbettung des Graphen ist jede
Region von einem einfachen Zykel begrenzt. Da der Graph bipartit ist,
ist die Lange jedes Zykels gerade, und da der Graph parallelenfrei ist,
ist die Lange nicht gleich zwei. Damit ist jede Region mit mindestens
vier Kanten inzident. Durch Abzdhlen der Kanten des Face-Edge-Inzi-
denzgraphen ergibt sich

4f <2m.

Mit der eulerschen Formel (9.3) folgt
2:n—m+f§n—m+%
9=m<2n—4=238.

Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O
Offenbar muf in einem planaren Graphen auch jeder Teilgraph
selbst planar sein. Damit halten wir fest:
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Korollar 9.17 Ein Graph ist nicht planar, wenn er einen Ks oder einen
K3 3 als Teilgraphen enthdlt. O

Leider 1463t sich aus diesem Korollar nicht ohne weiteres eine hin-
reichende Bedingung fiir Planaritét eines Graphen ableiten. So ist etwa
der am Rand abgebildete Graph nicht planar, obwohl er keinen der ge-
nannten Graphen als Teilgraphen enthilt. Man erkennt aber sofort, daf3
in diesem Beispielgraphen die Struktur eines Ks enthalten ist. Im fol-
genden werden wir Beobachtungen dieser Art praziser fassen.

Definition 9.18 (Pfeilkontraktion) Sei G = (V,R) ein einfacher Graph,
r = (u,v) € R. Der Graph G/r entsteht aus G durch Kontraktion des
Pfeiles r wie folgt: Die Ecken u und v werden durch eine neue Ecke uv
ersetzt. Die Pfeile der Form (u,x) und (v,x) werden durch (uv,x) er-
setzt, ebenso die Pfeile der Form (x,u) und (x,v) durch (x,uv); dies
geschieht nur, soweit dadurch nicht Parallelen oder Schlingen erzeugt
werden.

Bemerkung: Fiir eine Pfeilmenge R’ = {r1,..., ¢} C Rschreiben wir
G/R"=(...((G/r1)/r2)...)/rr, wobei die Reihenfolge der Kontraktio-
nen unerheblich ist. Die Operation ist in naheliegender Weise auch fiir
ungerichtete Graphen erklart.

Definition 9.19 (Graph-Minor) Ein Graph H ist (Graph-)Minor eines
einfachen Graphen G, in Zeichen H < G, wenn H aus einem Teilgra-
phen von G durch Pfeilkontraktionen gewonnen werden kann.

Bemerkung: Offensichtlich gilt G < G, ferner auch H < G fiir jeden
Teilgraphen H von G.

In der Literatur findet sich auch eine andere Definition. Neben der
Pfeilkontraktion hat man noch die Operationen »L&schen eines Pfeils«
und »Ldschen einer Ecke«, und man nennt H einen Minor von G, falls H
durch Anwendung der drei Operationen (in beliebiger Reihenfolge)
aus G hervorgeht. Man sieht, daf die Definitionen dquivalent sind.

Eine Graphklasse C heifst minorenabgeschlossen, wenn

GeCAHLG=HeC
gilt. Ein Minor H in einer Graphklasse C heifit minorenminimal, wenn
GeCAG<H=G=H

gilt.

Fiir den Rest dieses Abschnittes beschranken wir uns ausdriicklich
nur auf endliche Graphen und auf Klassen, die nur endliche Graphen
enthalten.

Man kann zeigen, daff die Menge der einfachen planaren Graphen
minorenabgeschlossen ist.

Das Entscheidungproblem ,Gegeben Graphen G und H; gilt nun
H < G?” ist NP-vollstindig. Bei fest vorgegebenem Minor H ist das
Problem jedoch mit einer Laufzeit polynomiell in [Vg]| 16sbar, wenn
auch mit hohen Konstanten.

Nach Robertson und Seymour (1983-1988) gilt:

Satz 9.20 Jede Klasse von einfachen (endlichen) Graphen enthélt nur
endlich viele minorenminimale Elemente. O
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Fiir eine Klasse C von einfachen Graphen bezeichnen wir mit C die
Klasse aller tibrigen einfachen Graphen; keine der Klassen enthalte un-
endliche Graphen.

Waiéhlen wir C als die Menge der einfachen planaren Graphen, so
besteht C aus der Menge der nicht-planaren einfachen Graphen. Dann
enthidlt C nur endlich viele minorenminimale Elemente. Diese spielen
eine wichtige Rolle:

Definition 9.21 (Obstruktionsmenge) Sei C eine Klasse von einfachen
Graphen. Dann heifst

Obstr(C) :={H € C | H ist minorenminimal in C }

die Obstruktionsmenge von C.

Beispiel 9.22 Die Klasse der Walder ist minorenabgeschlossen. Ihre
Obstruktionsmenge ist {K3}.

Lemma 9.23 Sei C Klasse von einfachen Graphen, minorenabgeschlos-
sen. Dann gilt:

GeC & ZH € Obstr(C),H< G

Beweis: ,=": Sei H € Obstr(C). Dannist H € C. Wire H < G, so folgte
wegen der Abgeschlossenheit H € C. Widerspruch.

,<=":Sei G ¢ C,also G € C. Nun ist entweder G selbst minorenmi-
nimal in C, oder es gibt einen Graphen H € C, der minorenminimal ist
und H < G erfiillt. Dieser Graph ist dann per Definition in Obstr(C).
Widerspruch. O

Ohne Beweis fithren wir nun einen der beriihmtesten Satze der Gra-
phentheorie an:

Satz 9.24 (Kuratowski, 1930) Sei C die Klasse der endlichen planaren
einfachen Graphen. Dann gilt:

Obstr(C) ={Ks,K33}.

Mit anderen Worten: Ein einfacher Graph G ist genau dann pla-
nar, wenn sich G und jeder Subgraph nicht auf einen der Graphen Ks
oder K3 3 kontrahieren laf3t.

Dieses notwendige und hinreichende Kriterium ist auch Basis ver-
schiedener Algorithmen zum Test auf Planaritdt und zur Konstruktion
einer Einbettung. Hopcroft und Tarjan [HT74] geben einen Algorith-
mus an, der in Laufzeit O(|V]) tiberpriift, ob ein einfacher Graph planar
ist. Hierbei wird unterstellt, dafl der eingegebene Graph G = (V,E)
von vornherein [E| < 3|V|— 6 erfiille; andernfalls wiare der Graph ohne-
hin nicht planar, aber der Algorithmus benétigte moglicherweise schon
allein zum Lesen der Eingabe eine Zeit, die nicht mehr in O(|V]) ldge.
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9 Planare Graphen

Abbildung 9.2:

Zwei verschiedene Einbet-
tungen desselben Graphen
(schwarz). Die entstehenden
dualen Graphen (grau) sind
nicht isomorph zueinander.

9.6 Duale Graphen

Wir gehen davon aus, dafs G = (V,E) ein planarer Graph ist, und daf
eine planare Einbettung von G vorliegt. Dann wird durch die folgende
Konstruktion ein planarer Graph G* = (V*,E*) definiert, der ein zu G
dualer Graph genannt wird.

Die Eckenmenge V* wird gleich der Menge F der Regionen der Ein-
bettung von G gewdhlt. Fiir jede Kante e € E, die in der vorliegen-
den Einbettung von G mit den Regionen f1, f; inzidiert, gibt es im Gra-
phen G* die Kante (fq,f,). Diese Kante ist so zu zeichnen, daf sie kei-
ne anderen Kanten schneidet. Damit ist der entstehende Graph wieder
planar.

Korollar 9.25 Sei G ein planarer Graph mit einer tiberschneidungsfrei-
en Einbettung in die Ebene, n, m,f die Anzahl seiner Ecken, Kanten
und Regionen. Sei G* ein zu G dualer Graph, n*, m*,{* die entspre-
chenden Zahlen im dualen Graphen. Dann gilt

m* =m, n* =f, f*=mn.

Beweis: Die ersten beiden Gleichungen folgen unmittelbar aus der Kon-
struktionsweise des dualen Graphen. Die letzte Gleichung folgt aus der
eulerschen Polyederformel, die anwendbar ist, weil der duale Graph
planar ist. O

Es ist zu betonen, dafS ein dualer Graph von der urspriinglich ge-
waihlten Einbettung abhéngig ist. In Abb. 9.2 ist derselbe Graph in zwei
verschiedenen Einbettungen zu sehen. Die entstehenden dualen Gra-
phen sind nicht isomorph! zueinander, wie ein Vergleich der Grade der
Ecken zeigt.

Da ein dualer Graph eines planaren Graphen selbst wieder planar
ist, kann auf diesen erneut die Konstruktion eines dualen Graphen an-
gewandt werden.

Dabei ist es moglich, die Punkte und Linienstiicke in der Einbet-
tung des neuen Graphen so zu wahlen, daf§ sie mit den Punkten und
Linienstticken des Ausgangsgraphen zusammenfallen. Das entstehen-
de Bild des doppelt-dualen Graphen ist dann identisch dem Bild des
Ausgangsgraphen, d. h. die beiden Graphen sind gleich.

1Der Begriff der Isomorphie wird erst im niachsten Kapitel genau eingefiihrt. Informell
kann man zwei Graphen isomorph nennen, wenn sie so eingebettet werden kénnen, daf3
die Bilder der Einbettungen durch ,Wackeln” an den Punkten und Linienstiicken zur
Deckung gebracht werden konnen.
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Mit dem erst im nédchsten Kapitel eingefiihrten Begriff der Isomor-
phie von Graphen gilt allgemeiner der folgende Satz:

Satz 9.26 Sei G ein planarer Graph, G* ein zu G dualer Graph, G** ein
zu G* dualer Graph. Dann sind G und G** isomorph. a

Zykel und Schnitte

Auch planare Graphen lassen sich mit einer Kantenbewertung verse-
hen, die Kosten, Langen oder Kapazititen modelliert. Beim Ubergang
zum Dualen eines Graphen ergibt sich auf natiirliche Weise wieder ein
kantenbewerteter Graph, wobei die Kantenbewertung durch die 1:1-
Korrespondenz zwischen den Kantenmengen der beiden Graphen vom
Ausgangsgraphen auf den dualen tibernommen wird.

In Abb. 9.3 wird ein Paar von dualen Graphen dargestellt. (Die Kan-
ten, die aus dem Bild ragen, sind alle mit derselben Ecke v, inzident,
die die unbeschréankte Region vertritt.) Im linken Teil ist ein Zykel aus-
gezeichnet, im rechten Teil sind die entsprechenden Kanten im dua-
len Graphen markiert. Wie leicht zu erkennen ist, bilden diese Kanten
einen Schnitt. Wo der Zykel die Regionen in seinem Inneren von den
auflenliegenden trennt, trennt der Schnitt die entsprechenden Ecken-
mengen voneinander.

Wenn die Kantenbewertung im dualen Graphen als Kapazitit auf-
gefalit wird, so erkennt man, daf8 die Lange eines Zykels in einem pla-
naren Graphen korrespondiert mit der Kapazitét eines Schnittes in ei-
nem dualen Graphen. Diese Beziehung lafst sich auch algorithmisch
nutzen, wobei zugute kommt, daff ein dualer Graph in Konstrukti-
on und Speicherplatzaufwand von vergleichbarer Groflenordnung des
Ausgangsgraphen ist.

Abbildung 9.3:
Zusammenhang zwischen
Lénge eines Zykels (links,
gepunktet) und Kapazitit
eines Schnittes im dualen
Graphen (rechts, gepunktet).
Die aus dem Bild ragenden
Kanten sind alle mit der
Ecke voo der unbeschriank-
ten Region inzident.






Kapitel 10

Homomorphismen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Frage, wann zwei Graphen
Lahnlich” sind.

10.1 Tripeldarstellung von Graphen

Sei G = (V,R, &, w) ein Graph.! Wir definieren die Grundmenge von G
durch G := V U R und erweitern die Abbildungen «, w auf G in folgen-
der Weise:

x(v) :=vund

w(v):=vfuralleveV.

Somit 1a6t sich ein Graph G = (V,R, &, w) auch in Tripeldarstellung
G = (G, «,w) notieren. Ein Graph ist genau dann endlich, wenn G
endlich ist.

Fiir einen Graphen G = (G, &, w) in Tripeldarstellung gilt dann:

Vi=a(G) = w(G)

und ein Element x € G ist genau dann eine Ecke von G, wenn «(x) = x
(oder w(x) = x) gilt.

Im folgenden sei G = (G, «, w) ein Graph in Tripeldarstellung, d.h.
Vi=«(G) = w(G).

10.2 Homomorphismen

Definition 10.1 (Homomorphismus)
Seien G1 = (G;, 1, w1) und G2 = (G,, a2, w,) zwei Graphen. Eine
Abbildung t: G; — G, heifst (Graph-) Homomorphismus, wenn gilt:

1. 7 ist surjektiv und

2. t(og(e)) = az(t(e)) sowiet(wq(e)) = wa(t(e)) fiirallee € G;.

(Kurz: tooy =xpotundtow) = wy0T)

!Wie in Definition 2.1 setzen wir voraus, da V N R = & gilt.
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Der Homomorphismus T ist ein Isomorphismus, falls T bijektiv ist.
Falls es einen Isomorphismus von G nach G, gibt, so nennen wir G
und G; isomorph und schreiben G = G;.

Ein Isomorphismus ist ein Automorphismus, wenn G; = G, gilt.
Mit A(G) bezeichnen wir die Menge aller Automorphismen des Gra-
phen G.

Beispiel 10.2 Abbildung 10.1 zeigt einen Graphen G; und sein homo-
morphes Bild G, unter dem Homomorphismus T, der geméafl Tabel-

le 10.1 gegeben ist.
V2 uq 1v5)
V1 [ —

Abbildung 10.1: V3
Ein Graph G und ein homo-
morphes Bild G;. G1 G,

X [ () |

Vi Al

V2 uz

V3 w

(vi,v2) | (u1,u2)
(vi,v3) | u
(v3,v2) | (u1,u2)

Tabelle 10.1: Beispiel fiir einen Homomorphismus T.

Lemma 10.3 IstT1: G; — G, ein Homomorphismus, so gilt 1(V1) = V>.
Beweis:
/IT(V1 ) g VZ”

Sei vy € Vj. Dannist «; (v1) = vq und folglich

T(v1) = T(ox1(v1)) = ez (T(v1)) .
——
€V,
Somit ist T(vq) € V5.
»T(V1) 2V
Seiv, € V;. Da T surjektiv ist, gibt es x € G; mit t(x) = v,. Somit

vy =z (v2) = a2(T(x)) = T( x1(x) ).
——
=yeVq

Somit gilt T(y) = v, fiireiny € Vj, also v, € t(V4). O
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Korollar 10.4 Gilt G; = G;, so folgt |V1] = [Va|. m]

Korollar 10.5 Ist T : G; — G, ein Isomorphismus, so ist T(V1) = V,
und T(R] ) = Rz.

Beweis: Nach Lemma 10.3 gilt T(V;) = V,. Waire t(r) € V, fiir ein
T € R, so wire T nicht bijektiv. Da T nach Definition eines Homomor-
phismus surjektiv ist, folgt, dafl fiir jedes v’ € R; auch ein r € Ry mit
T(r) = r’ existiert. ]

Lemma10.6 Ist T : G; — G, ein Isomorphismus, so gilt fiir jedes
veViigs, (v) =gg,(t(v), und gg, (v) = gg, (t(v)), d.h. der AuSen-
grad und Innengrad der Ecke t(v) in G, ist gleich dem AufSen- bzw.
Innengrad vonv in G;.

Beweis: Seiv € Gy. Seir € Bf; (v) beliebig. Dann gilt

xz(t(r)) = tlor (v)) = T(v).

Somit wird jeder Pfeil r € B (v) auf ein 1’/ € G2 mit v’ € B, (t(v))
abgebildet. Da nach Korollar 10.5 Pfeile auf Pfeile abgebildet werden,
folgt, daB g5 (v) = g, (t(v)) gilt. Analog zeigt man die Behauptung
fur den Innengrad. ad

10.3 Das Graphenisomorphieproblem

Definition 10.7 (Graphenisomorphieproblem)

Eine Instanz des Graphenisomorphieproblems ist durch zwei Gra-
phen G1 = (V4,Ry) und G, = (V2,R2) gegeben. Das Problem ist zu
entscheiden, ob G1 = G, gilt.

Das Graphenisomorphieproblem liegt in NP, seine genaue Komple-
xitdt ist bisher noch unbekannt. Es konnte bisher weder gezeigt wer-
den, dafs das Problem NP-vollstindig ist, noch daf8 es in polynomialer
Zeit 16sbar ist.

Ein einfacher Ansatz fiihrt zu einem exponentiellen Algorithmus.

Lemma 10.8 Sind G = (V1,Ry) und G, = (V2,R;) einfache Graphen,
so ist jeder Isomorphismust: G; — G, durch die Bilder t(vy) (vi € V1)
eindeutig festgelegt.

Beweis: Ist r € Ry mit r = (u,v) so gilt dann

(u)

x2(t(r)) = (o1 (1))
= (v),

T
w2 (t(r)) = t(wi(r)) =7

also t(r) = (t(u), T(v)). O

Nach Korollar 10.4 gilt fiir isomorphe Graphen G = G;: [V;| = [V2].
Sei 0.B.d.A. Vi =V, ={1,... ,n}. Dann kénnen wir jeden Isomorphis-
mus T: G; — G, mit einer Permutation 7w von {1,... ,n}identifizieren.

Also gentigt es? fiir den Test, ob Gy = G, gilt, fiir jede der n! Per-
mutationen zu priifen, ob diese Permutation einen Isomorphismus zwi-
schen G; und G; induziert. Dies fiihrt zu einem Aufwand von @(n!n?).

2Falls |V;| # V3|, so kénnen wir die Frage nach der Isomorphie sofort mit ,nein”
beantworten.
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10 Homomorphismen

10.4 Automorphismen

Satz10.9 Sei G = (V,R, &, w) ein Graph. Dann ist (A(G), o) eine (im
allgemeinen nicht kommutative) Gruppe.

Beweis: Jeder Automorphismus ist eine Bijektion von G nach G. Da
die Menge B der Bijektionen von G nach G eine Gruppe beziiglich der
Hintereinanderausfiihrung bilden, gentigt es zu zeigen, dafy A(G) eine
Untergruppe von B ist.

Dafiir miissen wir zeigen, daf fiir alle T, ¢ € A(G) gilt: Top € A(G)
und ! € A(G).

1. top € A(G):

Es gilt fiir beliebiges x € G

x((to@)(x)) = alt( @(x) ) = «(t(y)) = T(ex(y))

Analog folgt
w((te)(x)) = (To @)(w(x)).
Somitist o @ € A(G).

2.t € A(G):
Fiir beliebiges x € G gilt mity =1 (x):

Somit ist auch T~' € A(G).

Definition 10.10 (Zyklische Gruppe)

Eine Gruppe (G,o) heifst zyklisch, wenn ein e € § existiert, so dafs
G ={e% e e?,...}) gilt. Dabei sei e® := 1g, e' := e und e* := e*!
flirt>1.

oe

Beispiel 10.11 Wir betrachten die Automorphismengruppe A(Gy,) des
Graphen G = (Vn, Ry, &n, Wn ) mit

Vi ={vo,vi,...,vn_1}

Rn = {rO)T1 Yy )TT‘L71}
und furallek € {0,1,... ,n— 1} gelte
an(ti) :==vic und  Wn(Tk) =V (k+1)modn-

Der Graph G, ist in Abbildung 10.2 dargestellt. Wir zeigen nun, daf3
A(Gr) zyklisch ist und | A(Gy )| = [Vn| =n gilt.

Dazu beweisen wir zundchst, dafs ein Automorphismus ¢ von G
bereits durch ¢(vo) eindeutig festgelegt ist. Seien ¢ und ¥ Automor-
phismen von G, mit @(vo) = H(vo) = v¢. Wir zeigen durch Induktion
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Vi
To
Vo
Vn—1
Abbildung 10.2:
Ein Graph G mit zyklischer
Automorphismengruppe
Gn der Ordnung n.
nach k, da8 @ (vi) = 8(vi) und @(ry) =d(ry) firi =0,... ,k — 1 gelten
muf.
Fiir k = 0 ist nur noch @(ro) = ¥(ro) zu zeigen. Es gilt
on(@(ro)) = @(ean(r0)) = @(vo) = d(vo) = Han(ro)) = an((ro)).

Somit wird ro sowohl von ¢ als auch von & auf einen Pfeil abgebildet,

der in v¢ = @(vo) = B(vp) startet. Da jede Ecke in G,, nur einen ausge-

henden Pfeil besitzt, folgt, dafs @ (o) =d(rp) = 1t gelten mufs.

Es sei bereits @ (vi) = 9(vi) und @(ri) = &(ry) furi = 0,...,k be-

wiesen. Dann folgt

V1) = @(Wn (1) = Wr(@(11)) = wn (B(1k)) = Bwn (1) = H(Vics1).

Weiterhin folgt damit

o (@(ri1)) = @(on(Ti1)) = @(vir1) = i) = Han (Tr11)) = an (D(ri41)).

Da «, injektiv ist, folgt @ (rx+1) = ¥(rk+1). Dies beendet die Induktion.
Da ¢(vo) nur n verschiedene Werte annehmen kann, gilt [4(G)| <
n.Seinunt € A(G,) fiirk € {0,1,... ,n — 1} definiert durch

T(vy) = V(k+1)modn und  T(ry) = T(k+1)modn-
Dann gilt fiir k € {0,1,... ,n — 1}: t™(vy) = vy. Insbesondere sind so

also n verschiedene Automorphismen angegeben, es gilt |[A(G)| > n
und A(Gy,) ist zyklisch.






Anhang A

Losungen zu den
Ubungsaufgaben

Kapitel 2

Losung zu Aufgabe 2.1

(a) Fiir die Adjazenzmatrix des inversen Graphen G~ ! gilt A(G™ ') =

AT(G), wobei wir mit AT(G) die Transponierte der Matrix A(G)
bezeichnen.

Die Transponierte einer Matrix 1df8t sich durch Vertauschen der
Zeilen- und Spalten-Indizes berechnen. Sei A(G) = (ayj), dann
liefert Algorithmus A.1 die Matrix A(G~') = (a!l.).

i

Algorithmus A.1 Berechnung von G ' bei Adjazenzmatrixdarstellung

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V,R) in

Adjazenzmatrixdarstellung

1 for1 <i<|V|do

2 for1<j<|V|do
3 (1{]- — Qi

4 end for

5 end for

Algorithmus A.1 besitzt eine Laufzeit von ©( [V|?). Diese Laufzeit
ist offenbar Worst-Case optimal, da man zur Erstellung der Adja-
zenzmatrix des inversen Graphen jeden der ©(|V|?) Eintrédge der
Adjazenzmatrix von G betrachten mufs.

Zur Berechnung der Adjazenzliste Adj’ des inversen Graphen
durchlduft man alle Pfeile des Ursprungsgraphen, d.h. alle Li-
stenelemente seiner Adjazenzliste Adj, und fiigt die Pfeile mit
vertauschtem Anfangs- und Endknoten in die Liste des inversen
Graphen ein. Dieses Verfahren ist in Algorithmus A.2 dargestellt.

Da das Einfiigen an den Anfang einer Liste in konstanter Zeit
moglich ist, betragt die Laufzeit ©(|V|+|R|). Auch dieser Algorith-
mus ist von der Laufzeit her Worst-Case optimal, da die Eingabe-
grofle fiir einen Graphen in Adjazenzlistendarstellung ©(/V|+|R|)
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A Losungen zu den Ubungsaufgaben

Algorithmus A.2 Berechnung von G ' bei Adjazenzlistendarstellung

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V,R) in

Adjazenzlistendarstellung

1 forallu e Vdo

2 forall v € Adjlu] do

3 Fuige den Endknoten u an den Anfang der Liste Adj’[v] ein

4 end for

5 end for
ist und man in einem korrekten Algorithmus die Eingabe kom-
plett betrachten muf3.

(b) Sei G = (V,R) ein gerichteter einfacher Graph mit n := [V| Ecken

und A(G) = (ayj) seine Adjazenzmatrix.

Behauptung 1: Es gibt hochstens eine Ecke v € V mit g*(v) =0
und g~ (v)=n-—1.

Beweis: Da G keine Schlingen enthilt, folgt aus g~ (v) = n —1,
dafs fiir alle w # v der Pfeil (w,v) in R enthalten ist. Damit kann
aufSer v keine Ecke Innengrad n—1 und Aufiengrad 0 besitzen. O

Folgerung 2: Sei i # j. Dann gilt:
o falls aj; = 1: die Ecke i kommt nicht in Betracht.
o falls aj; = 0: die Ecke j kommt nicht in Betracht.
In Algorithmus A.3 ist ein Verfahren angegeben, dafs in O(n) Zeit

testet, ob eine Ecke v mit g~ (v) = n— 1 und g*(v) = 0in G
existiert.

Algorithmus A.3 Reduzierung der Suche auf eine Ecke.

Input: Ein gerichteter einfacher Graph G = (V,R) in

Adjazenzmatrixdarstellung mit n := [V| Ecken

1 Setze i ¢ 2 (Zeilen-) und j < 1 (Spalten-Zahler)
2 whilei <ndo

3 if aij; = 0 then
4 je—1i

5 end if

6 1—1i+1

7 end while

Behauptung 3: Nach Durchlauf des Algorithmus kommt nur die
Ecke j als Kandidat in Betracht.

Beweis: Wir zeigen das Ergebnis mit Induktion nach den Schrit-
ten des Algorithmus. Sei

Dann gilt: Steht der Algorithmus an Position (i,j), dann kénnen
alle Ecken in M(i,j) als Kandidaten ausgeschlossen werden.
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Induktionsanfang: (i,j) = (2, 1). Die Behauptung gilt, weil M(2,1) =

J.

Induktionsschluf$: Befinde sich der Algorithmus an Position (1, j),
und sei die Menge M := M(i, j) markiert.

1. Fall: ai; = 0. Wegen Folgerung 2 ist die Ecke j auszuschliefsen,
d. h. es mufl gelten M’ = M U{j}. Der Algorithmus setzti’ :=i+1
und j’ := i. Damit ist

M' = M) =M(i+1,i) =
1,2, i\ =0,...,i—-1}=
({1, i—TNG) Uil =
= MuUij}

2. Fall: aj; = 1. Wegen Folgerung 2 ist die Ecke 1 auszuschliefsen,
d. h. es muf gelten M’ = M U{i}. Der Algorithmus setzti’ :=i+1
und j’ :=j. Damit ist

M' = M) =M({i+1,j) =
{1,2,...,u\{j} =

(1, i=TNGY) Uil =
MuU {i}

Am Ende des Algorithmus gilt i =n 4 1, also sind die Ecken
M(n+1,5) ={1,... ,n\{j}

markiert, und es verbleibt nur die Ecke j als Kandidat. O

Offenbar ist die Laufzeit von Algorithmus A.3 in O(n). Nach En-
de des Algorithmus ist nur noch eine Ecke j potentieller Kandidat.
Objdann g~ (j) =n—1und g*(j) = 0 erfiillt, kann mit Algorith-
mus A.4in O(n) Zeit getestet werden.

Algorithmus A.4 Testen der (einzigen) Kandidatenecke j.

1
2

3
4
5
6
7

Kandidat <+ true
forke{1,2,... ,n}\{j}do
if ajx =1V ayx; =0 then
Kandidat «+ false
stop
end if
end for

Kapitel 3

Losung zu Aufgabe 3.1

(a) Reflexivitit Fiir alle v € V gilt nach Definition 3.9: v € Eg(v),

also ist v ~ v nach Definition 3.10.

Symmetrie Seiu ~v. Dannistv € Eg(u) und u € Eg(v). Nach
Definition 3.10 ist daher dann auch v ~ u.
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Transitivitit Seiu ~vund v ~ x. Dann ist v € Eg(u). Entweder
ist u = v oder es existiert ein Weg w mit a(w) = u und
w(w) =v.

Ist v = x, so ist dann entweder u = v = x oder w ein Weg
von u nach x, also x € Eg(u). Falls v # x, so mufs wegen
x € Eg(v) ein Weg w’ mit «(w') = v und w(w’) = x existie-
ren. Wenn v = u, so ist dieser Weg w’ ein Weg von u nach
x. Ansonsten ist w o w’ ein Weg, der von u nach x fiihrt.
Insgesamt ist damit also x € Eg(u) gezeigt. Die Umkehrung
u € Eg(x) folgt analog. O

(b) Da G stark zusammenhédngend und [V| > 2 ist, muf fiir jedes
v € V gelten: g*(v) > 1. Somit gilt

Ri=> gt(v) =) 1=V

vev vev

Losung zu Aufgabe 3.2

Seiw = (rq,...,1¢) und s(w) = (W=vq,... ,vs1 = V). Falls w bereits
elementar ist, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten sei vi = vi4, und i
minimal mit der Eigenschaft, daf vi von w mehr als einmal beriihrt
wird. Dann ist w’ = (v1,...,Ti_1,Titp,... ,Tk) ein Weg von u nach
v. Falls w’ elementar ist, so sind wir fertig. Ansonsten setzen wir das
obige Verfahren mit w’ fort. Da die Linge der Wege in jedem Schritt
jeweils strikt abnimmt, mufS das Verfahren mit einem elementaren Weg
terminieren. O

Loésung zu Aufgabe 3.3

Die erste Ungleichung ist trivial. Wir zeigen daher nur den zweiten
Teil. Seien Gy,...,G, die Komponenten von G und Gi,...,G;, die
Komponenten von G — e. Sei ferner y(e) = {u, v}. Offenbar sind dann u
und v in der gleichen Komponenten von G enthalten. Sei dies O.B.d.A.
Gi.

Wir zeigen nun, dafi fiir i = 2,... ,p folgendes gilt: Sind a,b € Gj,
so existiert eine Komponente von G —e die beide Ecken a und b enthalt.
Danach zeigen wir, daff Gy durch Entfernen von e in hochstens zwei
Komponenten zerféllt. Daraus folgt dann k < p + 1.

Seien a,b € G; fiir ein i > 2. Dann existiert nach Definition des Zu-
sammenhangs ein Weg w = (e, ... , es) zwischen a und b in G. Dieser
Weg kann e nicht enthalten, denn sonst wéren u,v € G; im Wider-
spruch dazu, daf8 u,v € G; und der Tatsache, daff die Komponenten
eine Partition von V bilden. Dann ist w aber auch ein Weg in G — e zwi-
schen a und b, d.h. a und b miissen in der gleichen Komponente von
G — e enthalten sein.

Wir betrachten nun G; = (V1, Ey), d.h. diejenige Komponente von
G, welche u und v enthilt. Wir definieren eine Partition V; = U U (V7 \
Uu) von V7 durch

U :={ujU{x € V; : es gibt einen Weg von x nach u, der e nicht benutzt }.

Offenbar sind dann alle x € U in der gleichen Zusammenhangskompo-
nente von G — e wie u. Wir zeigen, daf8 alle Ecken aus V; \ U in der
gleichen Zusammenhangskomponente wie v sind.
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Sei dazu x € Vi \ U beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein Weg
w = (er,...,es) von x nach u in G. Dieser Weg benutzt e. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, daf$s e = e und e sonst nicht in w vorkommt.
Dann ist (ej,... ,es—1) ein Weg von x nachvin G —e.

Losung zu Aufgabe 3.4

Sei zundchst G = (V,E) bipartit mit der Partition V = A U B und sei
w ein elementarer Kreis in G. Wir zeigen, dafs w gerade Lange haben
muf3.

Seiw = [v1,...,vk =vi]und o. E. sei v € A. Da G bipartit ist, muf3
v, € B sein, u. s. w. Induktiv folgt, dafl v; € A fiir alle ungeraden i und
vi € B fiir alle geraden i. Wegen v, = vi € A mufS k ungerade sein.
Also hat w gerade Lange. Dies zeigt die eine Folgerungsrichtung.

Umgekehrt besitze G nun keine elementaren Kreise ungerader Lan-
ge.

Seiv € V. Da G zusammenhingend ist, gibt es von jeder Ecke in V
einen Weg zu v. Daher bilden die Mengen A = {x € V : der kiirzeste
Weg von v nach x hat gerade Lange} und B = {x € V : der kiirzeste Weg
von v nach x hat ungerade Lénge} eine Partition von V.

Wir zeigen nun, daf8 es in A und B keine adjazenten Ecken gibt:

Annahme: a,a’ € A seien adjazent. Seienw = [v =w,...,wy = al
und w' = [v = wi,...,w) = a'l jeweils kiirzeste Wege von v nach a
und a’. Waihle 1, j maximal mit w; = wj’ . Da w und w’ minimale
Wege sind, muf$ i = j sein. Daher haben die Teilwege [ws, ..., al und
w{,..., a’l entweder beide gerade, oder beide ungerade Léange.

Da a und a’ adjazent sind, 1463t sich damit ein Kreis [wy,...,a,a’,..., W/

wi] ungerader Lange konstruieren im Widerspruch dazu, daf8 G keine
ungeraden Kreise besitzt.

Analog folgt, dafy B keine adjazenten Ecken enthilt.

Da A und B eine Partition bilden, muf$ jede Kante in E eine Ecke in
beiden Mengen haben. O

Losung zu Aufgabe 3.5

Sei v € V Artikulationspunkt von G. Da G[V \ {v}] nicht zusammen-
hiangend ist, muf es in diesem Graphen zwei Ecken x und y geben, die
durch keinen Weg verbunden sind.

Da G aber zusammenhédngend war, muf$ es in G Wege von x nach y
geben. Diese miissen die Ecke v enthalten.

Fiir die umgekehrte Richtung seien x,y € V zwei von v verschiede-
ne Ecken, so daff jeder Weg zwischen x und y die Ecke v beriihrt.

Sei w nun ein Weg in G[V\ {v}] mity(w) = (x,y). Wegen G[V\{v}] C
G ist w auch in G ein Weg zwischen x und y, der aber v nicht enthélt —
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher gibt es in G[V\{v}] keinen Weg zwischen x und y, d.h. x und y
befinden sich in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten von
G[V \ {v}]. G ist also nach Entfernen von v nicht mehr zusammenhin-
gend und damit ist v nach Def. ein Artikulationspunkt von G. O

Losung zu Aufgabe 3.6

(@) ,=" z.z. Es existiert eine topologische Sortierung des Graphen
G = G istkreisfrei.
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Widerspruchsannahme: Es ex. eine topologische Sortierung

o und G enthélt einen Kreisw = (r1,12,... ,7p), mit o(x(ry))
o(w(ri)) = o(a(rigr) 1e{l,...,p— 1} folgt dann induk-
tiv: o(x(r1)) < olx(rp)) < olw(rp)) = ola(ry)) Wider-
spruch! O

=" Beweis durch Induktion nach |V|. Falls [V| = 1, so ist die
Aussage klar. Sei sie fiir [V| = n bewiesen und [V| =n + 1.

Es existiert eine Ecke v € V mit g~ (v) = 0, sonst besifse G
nach Lemma 3.6 einen Kreis.

Der Graph G[V \ {v}] ist kreisfrei und besitzt nach Indukti-
onsvoraussetzung eine topologische Sortierung o: V \ {v} —

{1,...,n}. Dann ist aber ¢’ mit o(v)’ := 1 und ¢’(u) =
o(u) + 1 fur u # v eine topologische Sortierung von G (da
g~ (v) =0). =

(b) TOPSORT
Input: Ein gerichteter Graph G = (V,R) in
Adjazenzlistendarstellung mit |V| = n

1 k1

2 L« @ {leere Liste}

3 forallve Vdo
indeg[v] + 0

5 end for

6 forallve Vdo

7 forallw € Adj[v] do

8

9

'S

indeg[w] + indeg[w] + 1
end for
10 end for
11 forallv € V do
12 if indeg[v] = 0 then

13 fugevanL an
14  endif
15 end for

16 while L # @ do
17 entferne das erste Element v von L
18 ofv] «k

19 kek+1

20 forall w € Adjlv] do

21 indeg[w] + indeg[w] — 1
22 if indeg[w] = 0 then

23 figewan L an

24 end if

25 end for

26 end while

27 if k =|V|+ 1 then
28  return true

29 else

30 return false

31 end if

Die Schritte 1 bis 5 benotigen O(|V]) Zeit. Jeder Pfeil r € R wird in
Schritt 7 und 20 hochstens einmal erfafit. Somit ist die Komplexi-
tat des Algorithmus O(|V] + [R|).
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Behauptung;:

(i) Zu Beginn des kten Durchlaufs der while-Schleife gilt fiir
jedesw e V:

indegw] = {u € V:u € Vg(w) A o[u] ist noch nicht definiert }|
(A1)

(ii) Istv der im kten Durchlauf gewéhlte Knoten, so gilt k > o[x]
fiir alle Vorganger von v.

Induktion nach k: k = 1: In den Zeilen 6 bis 10 werden offenbar
korrekt die Innengrade der Ecken berechnet und in indeg gespei-
chert.

k — k 4 1: Sei v der im kten Durchlauf gewéhlte Knoten. Dann
wird indeg[w] genau fiir die Nachfolger von v um eins vermindert
und v numeriert. Dies zeigt, daf Gleichung (A.1) zu Beginn des
(k 4 1)ten Durchlauf gilt.

Seinun v der im (k + 1)ten Durchlauf gewidhlte Knoten. Wir miis-
sen zeigen, dafl k + 1 > ofx] fiir alle Vorgénger von v gilt. Wir
haben bereits gezeigt, dafs zu Beginn des (k + 1)ten Durchlaufs
indeg[v] die Anzahl der noch nicht numerierten Vorgianger von v.
Da indeg[v] = 0, sind alle Vorgdnger von v bereits numeriert. ¢

Nun die Korrektheit: Gibt der Algorithmus true aus, so wurden
[V| Knoten numeriert, d.h. alle Ecken. Nach der obigen Behaup-
tung, Teil (ii) ist o eine topologische Sortierung, also ist G kreisfrei.

Sei umgekehrt G kreisfrei. Dann gibt es eine Ecke mit g~ (v) = 0.
Somit ist die Liste L beim ersten Durchlauf nicht leer. Es gentigt
nun zu zeigen, daf8 L beim kten Durchlauf (1 < k < n) nicht leer
ist.

Sei k < n. Nach der obigen Behauptung, Teil (a) gibt zu Beginn
des kten Durchlaufs indeg[v] fiir v € V die Anzahl der noch nicht
numerierten Vorgianger an. Da k < n, ist mindestens eine Ecke vg
noch nicht numeriert.

Ist indeg[vo] > 0, so gibt es einen noch nicht numerierten Vorgan-
ger v von v. Ist indeg[vi] = 0, so ist v; € L, insbesondere L # .
Ansonsten gibt es einen noch nicht numerierten Vorganger v, von
v1. Da G kreisfrei ist, muf$ die Folge vo, v1, V2, ... mit einem v; mit
indeg[vi] = 0 abbrechen. a

Losung zu Aufgabe 3.7

(a) Ist der maximale Grad eines Graphen gleich A, dann kann jede
Zusammenhangskomponente (die Richtung der Pfeile ist fiir die-
se Aufgabe unerheblich) des Graphen mit A + 1 Farben durch
einen Wellenfront-Algorithmus gefarbt werden. Die erste Ecke
bekommt eine beliebige Farbe. Alle folgenden Ecken farbt man
so, daf8 die Farbungseigenschaft nicht verletzt wird. Da die Ecke
hochstens A viele Nachbarn hat, die zusammen nicht mehr als A
verschiedene Farben besitzen, gibt es immer eine verbleibende
Farbe, mit der die neue Ecke gefarbt werden kann.
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A Losungen zu den Ubungsaufgaben

(b) Sei G = (V,R). Sei 1l die Liange des langsten elementaren Weges
in G. Wir definieren fiir allev € V:

f(v) := max { wi w ist elementarer Weg, }

x(w) =v

Behauptung: f ist eine (1 + 1)-Farbung auf G.

Beweis: Offenbar ist f(V) c {0,1,...,1}. Es werden also nur
L + 1 Farben vergeben. Nachzuweisen bleibt, daff benachbarte
Ecken nie dieselbe Farbe erhalten.

Seien v, v’ benachbart, 0. E. (v,v’) € R. Sei f(v) = f(v’) = k. Seien

w = (Vv=v,V1,...,Vk)

w' = (v =vg,vi, .., v0)

die zugeordneten elementaren Wege, notiert durch ihre Spur. Wa-
re v nicht in der Spur von w’, so wire

(v,2v)ow’

ein elementarer Weg der Lange k + 1 von v aus im Widerspruch
zur Definition. Also gilt v = v/ fiir ein j. Insbesondere ist v von v’

durch den Weg (v' = vj,v1,...,v{ = v) erreichbar. Dann ist aber
(V' =v5,v1,..., Vi =V) o (v,v') ein Kreis in G. Widerspruch. O
Losung zu Aufgabe 3.8

a. Farbe die Ecken in beliebiger Reihenfolge mit den Farben {1,2, ..., k+

1}. Da jede Ecke hochstens k Nachbarn hat, die hochstens k ver-
schiedene Farben belegen, steht jeweils mindestens eine giiltige
Farbe zur Verfiigung.

b. Zu Farbungen f; von G; und f; von G ist die Farbung f: v —
(f1(v), f2(v)) eine giiltige Farbung fiir den Vereinigungsgraphen.

Losung zu Aufgabe 3.9
a. Fir k > 2 ist der Ky kritisch k-chromatisch.

b. Die Kreise ungerader Lange sind kritisch 3-chromatisch.

Losung zu Aufgabe 3.10

Betrachte zunédchst Algorithmus A.5, der auf einem schwach zusam-
menhingenden Graphen G = (V,R) mit einer beliebigen Ecke vy € V
als zuerst zu besuchende Ecke aufgerufen werde.

(i) Behauptung: Algorithmus A.5 hat eine Laufzeit in O(|R]).

Beweis: Jeder Pfeil (v,w) wird nur beim Pfeilbtischel B~ (w) er-
forscht, und die Prozedur wird fiir jede Ecke hochstens ein Mal auf-
gerufen.

(ii) Behauptung: Auf einem stark zusammenhingenden Graphen
wird jede Ecke als erreicht markiert. Jede Ecke hat genau einen ausge-
henden roten Pfeil.
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Algorithmus A.5 Algorithmus zur Markierung der Pfeile.

ERFORSCHE (W)

1 foraller € B~ (w) do

2 setzev « «(r)

3 if v ist noch nicht erreicht then
4 farbe (v, w) rot
5 markiere v als erreicht
6 ERFORSCHE(V)

7 else

8 farbe (v, w) blau

9 endif

0

10 end for

Beweis: Angenommen, eine Ecke v sei nicht erreicht. Dann gibt es
keine Ecke w € N(v), die erreicht ist, andernfalls wire beim Erforschen
von w auch tiiber den Pfeil (v,w) die Ecke v erreicht worden. Induk-
tiv folgt, dafs keine Ecke in Eg (v) erreicht sein kann. Wegen des starken
Zusammenhangs gilt Eg (v) =V, also ist gar keine Ecke erreicht, Wider-
spruch. — Da beim Besuch der Ecke ein ausgehender Pfeil rot markiert
wird, folgt die zweite Behauptung.

(iii) Fuir jede Ecke v € V gibt es einen Pfad von v nach vy, der nur
rote Pfeile nutzt.

Beweis: Starte in v und laufe von der gerade aktuellen Ecke jeweils
dem ausgehenden roten Pfeil nach weiter zur nédchsten Ecke. Dieser
Lauf endet entweder in vy, womit die Behauptung gezeigt wére, oder
er endet mit einem Kreis aus roten Pfeilen, der vy nicht enthélt.

Sei nun w die Ecke des Kreises, die von Algorithmus ERFORSCHE
zuerst erforscht wird, r der entsprechende Pfeil. Dann wird r rot ge-
farbt, liegt aber nicht im Kreis, folglich gehen von w zwei verschiedene
rot gefarbte Pfeile aus. Widerspruch.

Nach Ermittlung der Markierungen werde auf den Graphen der Al-
gorithmus A.6 angewandt.

Algorithmus A.6 Algorithmus zum Durchlaufen

DURCHLAUFE-EULER-KREIS

Input: durch ERFORSCHE markierter Graph G

1 markiere alle Pfeile als nicht durchlaufen

2 wihle aktuelle Ecke v + vy

3 while es gibt ungenutzte Pfeile in B* (v) do

4 if es gibt ungenutzten blauen Pfeil r € B* (v) then
5 durchlaufe r

6 else

7 durchlaufe roten Pfeil r € B (v)
8 endif

9 setzev« w(r)

10 end while

Es bleibt zu zeigen: Wenn der Graph Eulersch ist, dann durchlauft
Algorithmus A.6 jeden Pfeil genau einmal. (Umgekehrt ist klar, wenn
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der Algorithmus alle Pfeile durchlauft und mit dem Durchlauf im Aus-
gangspunkt endet, ist der Graph Eulersch.)

Wir bezeichnen mit L den Graphen, der durch die roten Pfeile indu-
ziert wird. Fiir v € V werde mit d, die Distanz zu vy bezeichnet, d.h.
die Anzahl der roten Pfeile auf dem Pfad von v nach vy.

Es ist klar, daff kein Pfeil zweimal durchlaufen wird. Wegen der
Gradbedingung g~ (v) = g (v) fiir einen Eulerschen Graphen kann je-
de besuchte Ecke auch wieder verlassen werden; der Durchlauf endet
daher in der Ecke vg.

Wir zeigen: Fiir jedes v € V wird jeder Pfeil in B* (v) durchlaufen.

Induktion nach d,. Fiir d, = 0ist v = vo. Da der Algorithmus
endete, wurden alle Pfeile in B* (v) durchlaufen. — Sei die Behauptung
fir d gezeigt, und sei d, = d + 1. Betrachte den roten von v ausgehen-
den Pfeil r = (v,w). Dann ist d,, = d. Alle von w ausgehenden Pfeile
wurden nach L.V. durchlaufen, wegen der Gradgleichheit also auch al-
le eingehenden Pfeile, insbesondere auch r. Da der rote Pfeil zuletzt
gewihlt wird, folgt, daB alle Pfeile in B* (v) durchlaufen sein miissen.

Losung zu Aufgabe 3.11

,—" Jeder Hamiltonsche Kreis in G ist auch einer in G’.

=" Sei G’ Hamiltonsch.
Annahme, G sei nicht Hamiltonsch.

Da G’ Hamiltonsch ist, gibt es einen elementaren Weg w in G’,

der jede Ecke genau einmal beriihrt, etwa w = [vq,... ,vy] mit
OB.dA.vi =uund v,, = v.
Betrachte die Mengen

A={vi:3<i<n—Tund (u,vi) €E}
B={vi:3<i<n-—1und(v,vi_1) €E}

Da (u,v) ¢ Egilt|A[+(|B] > d(u)+d(v)—2 > n—2. Wegen |[AUB| <
n —3gibtesv; € ANB,also (u,vi) € Eund (v,vi_1) € E. Dann

istaber w’ :=[u=vy,... ,Vi_1,Vn = V,Vn_1,...,Vi,V] = u] ein
Hamiltonscher Kreis in G. Widerspruch! |
Losung zu Aufgabe 3.12

a. Fir 1 < n < 4 ist der K,, eine giiltige Losung. Abbildung A.1
zeigt den Graphen G, fiir den Fall, dafs n = 2m gerade ist. Falls
n = 2m — 1 ungerade ist, ist die Ecke wy, zu entfernen, und die
Kante (vi,wy,) durch (vi,v) zu ersetzen. Man tiberzeuge sich,
daf3 die Anzahl der Kanten gleich 2n — 2 ist.

Seien s,t € V gegeben. Es ist zu zeigen, daf3 es einen hamilton-
schen Weg von s nach t gibt.

Im ersten Fall gelte {s, t} = {vi, w;i} oder {w;,vi41} fiir ein i. Dann
liegen s und t benachbart auf dem in der Abb. A.1 unten darge-
stellten hamiltonschen Kreis (vq,w1,v2, W2, ..., Vi, Wm, V1 ). Die
Losung ergibt sich durch Entfernen der Kante (s, t) aus dem Kreis.

Nun seien i und j so gewdhlt, daf8 gilt s € {vi,wi}, t € {vj,w;}
und j > i. Das ist durch Vertauschen von s und t immer moglich.
Durch i und j sind folgende drei Teilwege im Graphen festgelegt
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Abbildung A.1:
Wm Zum Beweis von Aufga-
be 3.12.

(die Wege sind in Abb. A.1 oben mit dicken Linien ausgezeich-

net):

o derWegl = (vi,vi_1,...,V1,W1,W2,...,w;) vonv; nach w;,
der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {1,...,1} be-
sucht,

o derWegm = (Vit1,Wit1,Vig2, Wit2,...,Vj—1,Wj_1) VON Vi ]

nach w;_1, der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {i +
1,...,j—1}besucht (fiir den Fall j = i+ 1 ist dieser Weg leer),

e der Weg v = (V§,Vj1+1,-..,Vim, Wm, Wm_1,...,Wj) von vj
nach wj, der genau die Knoten mit Indizes im Bereich {j, . .., m}
besucht (falls n = 2m — 1 ungerade ist, entféllt der Kno-
ten wy,, in 7).

In der Abbildung sind ferner die Kanten a = (vi,vi41), b =
(Wi, vit1), b’ = (wj_1,v;) und ¢’ = (wj_1,w;) dargestellt. Fir
die Lage von s und t verbleiben folgende Fille (falls m der leere
Weg ist, entfallen die eingeklammerten Teilwege in der Losung):

1

e s=v;, t=vj: Der Weglo(bom)oc’or ' vonsnach tist

hamiltonsch.
e s =V, t=wj: Der Weg lo (bom)ob’orvon snach tist
hamiltonsch.

1

o s=wi, t=vj,j >i—|—1:DerWegl*1 ocaomoc’or™! vons

nach t ist hamiltonsch.
e s=w;, t=wj: Der Wegl ' oao(mob’)orvonsnach tist
hamiltonsch.

b. Sei G = (V, E) ein hamiltonsch zusammenhéngender Graph. Wah-
le eine beliebige Kante e = (v1,v2) € E. Da G hamiltonsch zusam-
menhéngend ist, gibt es einen hamiltonschen Weg w in G von v,
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nach v,, und da G mehr als zwei Ecken enthilt, benutzt w nicht
die Kante e. Der Weg w o e ist dann ein hamiltonscher Kreis.

Losung zu Aufgabe 3.13

a. Ist eine Folgerung aus Teilaufgabe b.

b. Betrachte den reduzierten Graphen. Er besteht aus q Ecken und
ist schwach zusammenhingend, nach Lemma 5.6 der Vorlesung
enthdlt er mindestens q — 1 Pfeile. Diese Pfeilmenge kann injektiv
auf Pfeile zwischen starken ZK in G abgebildet werden.

Betrachte eine starke Zusammenhangskomponente Z mit |Z| > 2.
Da alle Ecken gegenseitig erreichbar sind, hat jede Ecke minde-
stens einen einlaufenden Pfeil. Dieser entspringt in einer ande-
ren Ecke von Z, sonst triige er nichts zur Erreichbarkeit innerhalb
von Z bei. Somit finden sich in jeder starken Zusammenhangs-
komponente Z mindestens |Z| viele weitere Pfeile.

Summierung liefert als untere Schranke fiir die Anzahl der Pfeile
in G:

p
RI>(a=1)+) [Zid=q=1+VI-(a—p)=VI-T+p.

i=1

Losung zu Aufgabe 3.14

Fallunterscheidung:

Fiir dg (v1,v3) = —oo ist nichts zu zeigen.

Sei dg(vy,v3) € R. Fallsv, € Eg(vy) oder v3 € Eg(v2), ist einer der
Terme auf der rechten Seite gleich +oo und nichts zu zeigen. Andern-
falls sind die Mengen W,,, ,, und W,,, ,, nicht leer. Da fiir zwei Wege
wy € W,, ,, und w; € W,, ,,, deren Konkatenation wy ow, € W,,
erfiillt, und ferner L(w; owy) = L(wq) + L(w;) gilt, folgt

inf{l(w) |[weW,, ,,} <inf{lw) |weW,, ,, +inf{llw) |[weW,, ., .

Fiir dg(v1,v3) = +ooistvs € Eg(vi). Ware v, € Eg(v1) und gleich-
zeitig vz € Eg(v2), dann auch v3 € Eg(v1) im Widerspruch zur Annah-
me. Also ist einer der Terme dg(v1,Vv2) oder dg(v2,v3) gleich +oo und
die Ungleichung gilt.

Losung zu Aufgabe 3.15

&1 Zu zeigen: fiir beliebige Ecken v, w und Kante e ist nach Entfer-
nen der Kante e der Knoten w von v aus erreichbar. Wenn der Weg
von v nach w im Ausgangsgraphen die Kante e nicht benutzt, ist nichts
zu zeigen. Andernfalls kann in dem Weg e durch das Teilstiick des
Kreises, auf dem e liegt, ersetzt werden.

,=": Betrachte eine Kante e = (v, w), die nicht auf einem Kreis liegt.
Ware nach Entfernen von e die Ecke w noch von v aus iiber einen Weg k
erreichbar, so bildete k zusammen mit e einen Kreis. Widerspruch.
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Losung zu Aufgabe 3.16

a. Seix := x(G). Wihle eine Teilmenge von 1 < k < x(G) Farbklas-
sen. V; enthalte genau die Knoten, die mit den gewéhlten k Far-
ben gefarbt sind. Dann ist offenbar x(G[V7]) < k und x(G[V,]) <
X — k. Gleichzeitig ist aber x(G[V;]) > k: eine Farbung von G[V1]
mit weniger als k Farben wiirde zusammen mit der (x—k)-Farbung
von G[V,] eine Farbung von G mit weniger als x Farben induzie-
ren. Ebenso ist x(G[V2]) > x — k.

b. Betrachte eine maximale Clique V; mit k Knoten. Angenommen,
G[V,] wire (x — k)-farbbar. Dann induzierte diese Farbung zu-
sammen mit der k-Farbung von V; eine giiltige x-Farbung von G.
In dieser Farbung kommen die k Farben, die in der Clique ver-
wendet werden, aufierhalb der Clique nicht vor, die Farbklassen
sind also einelementig.

Wihle einen Knoten x € V7, eine Farbe f, die in V> vorkommt,
und die (nichtleere) Menge T der Nachbarn von x in V;, die mit
Farbe f gefdrbt sind. Da die Clique maximal ist, gibt es zu jedem
Knoten t € T einen Knoten t’ € V;, der nicht zu t adjazent ist.
Féarbe t mit der Farbe von t’. Nun kann x mit Farbe f gefarbt
werden, wodurch die urspriingliche Farbklasse von x leer wird.
Dies ergibt eine (x — 1)-Farbung von G. Widerspruch.

Kapitel 4

Losung zu Aufgabe 4.1

Esgiltstets G’ :=Ty 0T, 0G=T,0T, 0 G = G".

Beweis: Es gentigt zu zeigen, daBl (x,y) € G’ = (x,y) € G”. Sei
daher (x,y) € G'.

Falls (x,y) € T, o G, so folgt (x,y) € G” aus G C T, o G und der
Monotonieeigenschaft der Tripeloperatoren:

GCT,oG=T,0GCT,0T oG =G".

Sonst ist (x,y) ¢ T, o G. Nach Definition des Tripeloperators T,, gilt
dann entweder (x,y) = (u,u) oder

(x,u) €T, oGA(u,y)eT,oG.
Falls (x,y) = (u,u), so gilt offenbar (u,u) € G”. Ansonsten:

1. Fall: (x,u) € G A (u,y) € G Dannist (x,y) € T,0G, alsoauch (x,y) €
T,oTyoG=G".

2. Fall: (x,u) € GA (u,y) ¢ G Dann gilt nach Definition von T,: (u,v) €
G und (v,y) € G. In diesem Fall gilt:

(x,u)eGA(u,Vv)eG= (x,v)eTyoG

(x,v) €ETuoGAMWY)€G= (x,v) ETuoGA(v,y) €Ty oG
= (x,y) €T, 0T, oG =G".

3. Fall: (x,u) ¢ GA (u,y) € G Analog zum 2. Fall.
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4. Fall: (x,u) ¢ GA (u,y) ¢ G Dann ist (x,v) € G und (v,u) € G, so-
wie (u,v) € Gund (v,y) € G.

(x,v) EGAvy)eEG=(x,y)€T,oG= (x,y) €T,o0T,0G=G".

Losung zu Aufgabe 4.2

Sei ein gerichteter kreisfreier Graph G = (V,R) gegeben. Da G kreisfrei
ist, gibt es eine topologische Sortierung, d. h. wir kénnen o. E. die Ecken
so sortieren, daf3 gilt

T:(Vi,Vj)ER:>'l<j. (A2)

Seien nun G; = (V,Ry) und G, = (V, R,) zwei verschiedene irredu-
zible Kerne von G. Dann ist die Menge R\ R nicht leer. Seiry = (vi,v;)
beliebig gewdhlt.

Dar; ¢ Ry, aber 11 € R, gibt es in G, einen Weg w; aus mindestens
zwei Pfeilen mit «(w;) = vi und w(wy) = vj. Sei v, eine beliebige
Ecke auf diesem Weg. Aus Gleichung A.2 folgt mit Induktion

i<m<j. (A.3)

Betrachte nun den Teilweg w) von w, mit a(w}) = v; und w(w}) =
vm. Dieser Weg w) ist auch ein Weg in G, also muf$ es im irredu-
ziblen Kern G einen Weg w} geben, mit (w}) = v; und w(w}) = vm.
Der Weg w; kann wegen Gleichung A.3 nicht tiber den Pfeil r; fithren.
Analog folgt die Existenz eines Weges wy' in G; mit a(wy) = v, und
w(w{') =vj;, der ebenfalls nicht tiber 1y fithren kann.

Somit besteht zu r1 in G; der Umweg wj o w{, und der Pfeil r; ist
redundant im Widerspruch zur Annahme. O

Losung zu Aufgabe 4.4

Da G stark zusammenhéngend ist, muf3 jede Ecke in G, Innengrad min-
destens 1 haben, also folgt [R.| > |V|.

Wihle eine beliebige Ecke v € V. Nun konstruiere Goyt = (V, Rout)
als spannenden Wurzelbaum von G, mit Wurzel v, ebenso Gi, = (V, Rin)
als spannenden Wurzelbaum von G; ! mit Wurzel v.

Beide Bdume haben je [V| — 1 Pfeile. Mit R’ := Ry U Ri;] folgt [R'| <
2(IvI—1).

Offenbar ist G’ = (V,R’) Partialgraph von G.. Wegen Eg,_,(v) =V
einerseits und v € E; 1 (V') fiir alle v/ € V andererseits ist G’ stark zu-
sammenhangend. Somit gilt sogar Gleichheit G’ = G, denn andern-
falls fanden sich in R, \ R’ noch redundante Pfeile.

Kapitel 5

Losung zu Aufgabe 5.1

Wir nennen eine Kante, die keine Briicke ist, eine innere Kante.

»1= 2" Sei G unizyklisch. Dann ist G zusammenhé&ngend. Wéhle eine
Kante e auf dem Kreis. Durch Entfernen von e entsteht ein kreis-
freier Graph, der immer noch zusammenhéingend ist. Dies ist ein
Baum.
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#2= 3" Sei G — e ein Baum. Dann ist G — e zusammenhéngend und
besteht aus |[V| — 1 Kanten. Durch Hinzunahme von e bleibt der
Zusammenhang erhalten, und es gilt [E| = |V/.

»3=4" Da |E| = |V] ist, ist G kein Baum. Also gibt es innere Kan-
ten. Da der Zusammenhang durch Entfernen einer inneren Kante
nicht zerstort wird, liegt sie auf einem Kreis. Gleichzeitig ent-
steht aber durch Wegnehmen einer beliebigen inneren Kante ein
zusammenhdngender Graph mit [V| — 1 Kanten, also ein Baum.
Dieser ist kreisfrei. Folglich miissen alle inneren Kanten auf dem-
selben elementaren Kreis liegen, da sonst nach Wegnehmen einer
inneren Kante noch ein Kreis verbliebe. — Alle Kanten auf diesem
Kreis sind innere Kanten, da eine Briicke nicht auf einem Kreis
liegen kann.

+4 = 1" Sei G ein zusammenhédngender Graph, dessen innere Kanten
auf einem elementaren Kreis liegen. In G kann es keinen zweiten
Kreis geben, denn Briicken kénnen nicht auf einem Kreis liegen.
Somit hat G genau einen Kreis, ist also unizyklisch. 0

Losung zu Aufgabe 5.2

(a) Die Aussage ist richtig und folgt aus Satz 5.18:

Da bei der Definition des MST fiir gerichtete Graphen die Rich-
tung der Pfeile ,neutralisiert” wird, gilt Satz 5.18 analog auch fiir
gerichtete Graphen.

Sei nun r* € o(A, B) eine leichteste Kante im Schnitt. Mit R’ = &
giltR” CRund R’ No(A,B) =2

Damit folgt nach Satz 5.18, da8 r* sicher ist fiir R/, d.h. es gibt
einen MST T mit R’ Ur* =7v* C T. O

(b) Die Behauptung ist falsch. Im folgenden Gegenbeispiel ist Ty =
(A,{r1}) MST von G[A] und Tg = (B, @) MST von G[B]. Der MST
von G istaber T = (V,{rz,r3}),also Tp Z T.

Losung zu Aufgabe 5.3

Widerspruchsannahme: Der Greedy-Algorithmus liefere fiir jede Ge-
wichtsfunktion c: S — R eine maximale unabhéngige Menge M* € F
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mit minimalem Gewicht ¢(M*), aber U ist kein Matroid.

Wir konstruieren nun eine Gewichtsfunktion und zeigen, daf3 es
fiir diese Funktion eine maximale unabhéingige Menge M’ gibt mit
c(M’) < c(M*).

Da U kein Matroid ist gibt es nach Lemma 5.10 ein A C S, sowie
D,E € F mit D, E sind maximal bzgl. A und n := |D| > [E| = m. Sei
nun c: S — R definiert durch

—(1+e€) firecE, wobei0 <e< L
cle):=4¢ —1 firee D—E
0 sonst

()= Y cle)>m(-1— 1) =—(m+1)>-n> Y cd)=cD)

Sei My die Menge nach dem Hinzufiigen des kten Elements durch den
Algorithmus (vgl. Beweis zu Satz 5.13).

Nach der Sortierung der Elemente von S im ersten Schritt des Algo-
rithmus gilt eq, ..., em € E aufgrund der Konstruktion von c. Folglich
ist My = {e1} C E. Induktiv folgt weiter, dal My = M;_; + e; flr
i=2,...,m,daMi_; +e; C E € Fund mit Unabhédngigkeitssystem
UgiltMi_1+e €F.

Dies impliziert E = My, € M* und somit ¢(M*) < c(E) nach Kon-
struktion von c. Gleichzeitig gilt: M* N (D — E) = &, denn gébe es ein
e € M*N (D —E), dann wire (E +e) C M* € F und mit Definition von
U wire (E + e) € F im Widerspruch zur Maximalitédt von E bzgl. A.

DaM*N(D—E) = g, folgt c(M*—E) = 0 und somit c(M*) =c(E) >
c(D).

Da D € F, existiert eine maximale unabhingige Menge M’ D D
mit ¢((M’) = ¢(D) < ¢(E) = ¢(M*) im Widerspruch zur Minimalitdt
von c(M*). O

Losung zu Aufgabe 5.4
(a) Wir betrachten folgenden Algorithmus:

Zur Laufzeit: der Algorithmus verwendet die Union-Find-Datenstrukturen,
wie sie in der Vorlesung erwdhnt wurden. Es werden n MA-
KESET-Operationen und 3m UNION- und FINDSET-Operationen
durchgefiihrt, was nach Vorlesung in einer Laufzeit von O(3m -
a(3m,n)) = O(ma(m,n)) moglich ist.

(b) Idee: Kruskal-Algorithmus. Wir sortieren die Pfeile in linearer
Zeit nach ihrem Gewicht. Das ist moglich, weil die Gewichtungs-
funktion nur Werte in {1, ... ,n} annimmt. Dann werden die Pfei-
le der Reihe nach in den Baum eingefiigt. Der Test auf Kreis-
freiheit wird wieder mit Union-Find-Datenstrukturen durchge-
fiihrt, denn offenbar schlieft eine Kante genau dann einen Kreis,
wenn Anfangs- und Endecke bereits in derselben Zusammen-
hangskomponente des Waldes liegen.

Laufzeit: es werden n MAKESET-Operationen und weniger als
3m andere Operationen durchgefiihrt, was die Behauptung zeigt.
|
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Algorithmus A.7 Ermittlung von schwachen Zusammenhangskompo-

nenten

BESTIMME KOMPONENTEN SCHWACHEN ZUSAMMENHANGS
Input: Ein Graph G = (V,R)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

forallve Vdo ({Initialisierung}
MAKESET(v)
Korb(v) «+ &
eingekorbt(v) « false
end for
forall r = (v,w) € Rdo {Verschmelzung der ZK}
UNION(v, w)
end for
forallr € Rdo {Sammeln der nicht isolierten Ecken in Koérben}
Korb(FINDSET((1))) + Korb(FINDSET(o(7))) U{e(r), w(r)}
eingekorbt(x(r)) + eingekorbt(w(r)) « true
end for
forallve Vdo {Ausgabe}
if Korb(v) # & then
Gib alle Ecken in Korb(v) als eine ZK aus
else if eingekorbt(v) = false then
Gib {v} als eine ZK aus
end if
end for

Algorithmus A.8 Routine zur MST-Berechnung

BERECHNE MST
Input: Ein Graph G = (V,R, &, w),

O NI O Ul W N

eine Pfeilbewertungsfunktion c: R — {1,... ,n}
forallve Vdo ({Initialisierung}
MAKESET(v)
end for
foralli=1,... ,ndo
Korb(i) «+ @
end for
forallr € Rdo {Pfeile sortieren}
Korb(c(r)) « Korb(c(r)) U{r}
end for
foralli=1,... ,ndo
for all r € Korb(i) do
if FINDSET( (1)) # FINDSET(w/(r)) then
T« TU{r} {Pfeilin MST aufnehmen}
UNION(o(r),w(r)) {Zusammenhang updaten}
end if
end for
end for
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Losung zu Aufgabe 5.5

a. Die erste Ungleichung ist klar nach Definition. Zur Ungleichung
d < 2r: sei z € V eine Ecke des Zentrums, also e(z) = r(G). Dann
gilt fiir alle Eckenpaare v,w € V: d(v,w) < d(v,z) + d(z,w) <
r+r<2r

b. Seienrund d gegeben. Konstruiere einen Graphen wie in Abb. A.2
gezeigt. Der Graph besteht aus einem Kreis der Lange 2b, wobei
b :=2r —d > 0 gewéhlt wird. An jeder Ecke des Graphen werde
ein Pfad der Lange a := d — r > 0 angehéngt.

Wegen der Symmetrie gentigt es, die Exzentrizitaten nur fiir die
Ecken auf einem der Pfade, etwa dem Pfad von wy nach vy, zu un-
tersuchen. Offenbar ist fiir alle Ecken dieses Pfades die Ecke wy,
die am weitesten entfernteste. Damit ist

e(wo) =d(wo,wp) =a+b+a=(d—1)+(2r—d)+(d—71)=d und
e(vo) =d(vo,wp)=b+a=2r—d)+(d—71)=r.

Fiir alle anderen Ecken auf dem Pfad liegt die Exzentrizitat zwi-
schen diesen Extremen.

Sonderfille:

e Fir d = 2r wird a = rund b = 0. Der Graph degeneriert
zu einem Pfad der Ldnge 2r. Die zentrale Ecke hat Exzen-
trizitat r, die beiden Endecken des Pfades haben Exzentrizi-
tat 2r = d.

e Fird =2r—1Twirda =1r—1und b = 1. Der Kreis de-
generiert zu einer Kante. Damit ist der Graph ein Pfad der
Lange 2r — 1. Die beiden zentralen Ecken haben Exzentri-
zitit r, die beiden Endecken des Pfades haben Exzentrizi-
tat2r— 1 =d.

e Fird = rwird a = 0 und b = r. Der Graph degeneriert zu
einem Kreis der Lange 2r. Jede Ecke hat gleiche Exzentrizi-
tatr.

Wo
o—O Vo Vb ——@ Wy
Abbildung A.2:

Zum Beweis von Aufga-
be 5.5.
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Losung zu Aufgabe 1

a. Dar(G) < oo, gibt es eine Ecke v mit endlicher Exzentrizitdt e(v).
Diese Ecke hat Aulengrad g™ (v) = 0 (andernfalls wére v vom
Endpunkt des ausgehenden Pfeiles nicht erreichbar im Wider-
spruch zur endlichen Exzentrizitat). Damit gilt Eg(v) = @ und
folglich e(v') = oo fiir alle v/ # v.

b. Sei v ein innerer Knoten von T. Da die Menge der Knoten {x |
dt(x,v) = e(v) } nur Bldtter enthilt, erniedrigt sich die Exzentri-
zitdt von v beim Entfernen der Blitter. Andererseits liegt auf dem
Pfad von x nach v in T nur ein Blatt (ndmlich x), daher erniedrigt
sich die Lange des Pfades um eins. Damit gilt: die Exzentrizi-
tat aller inneren Knoten von T wird beim Entfernen der Blatter
gleichmédfiig um 1 erniedrigt. Nach Definition nimmt auch der
Radius um 1 ab. Das Zentrum bleibt also gleich, falls nicht Kno-
ten daraus entnommen wurden.

Solange innere Knoten vorhanden sind (das ist dquivalent zu der
Bedingung |V| > 3), enthilt das Zentrum keine Blitter: die Exzen-
trizitat des Nachbarn eines Blattes ist immer um 1 kleiner als die
des Blattes selbst.

c. Das Entfernen von Blittern zerstort den Zusammenhang im Rest-
graphen nicht, der Restgraph bleibt also ein Baum. Solange |V| >
3, kann daher das Entfernen wiederholt angewandt werden. Das
Verfahren endet, wenn [V| < 2, also mit zwei adjazenten Ecken
oder einer einzelnen Ecke, die dann das Zentrum darstellen.

Bei allgemeinen Bewertungen ist schon die Aussage in Aufgabe b
nicht mehr giiltig (betrachte etwa Weg der Kantengewichte 1, 1,
2). Die Aussage in Aufgabe c wird etwa bei dg = 0 falsch.

Losung zu Aufgabe 5.7

a. Bemerkung: Zum Beweis wird das Ergebnis von Aufgabe 5.8 vor-
ausgesetzt.

Sei T ein Baum, der vom Kruskal-Algorithmus berechnet wird,
und sei L(T) = (c(ey),...,c(em)). Sei ferner T’ ein weiterer MST
mit L(T’) = (c(ef),...,c(el,)). Wegen der Sortierung durch den
Algorithmus ist My ={e1, ..., ey} fiir alle k. Mit Aufgabe 5.8 folgt
dann

clex) = cmax(Mi) < cmax({eq, ..., e }) =cley) furallek=1,...,m,
(A4)

und da beide Baume gleiches Gewicht haben, folgt mit } | c(ex) =
>, cle) die Gleichheit

clex) =cl(ey) fiurallek=1,...,m, (A.5)
alsoauch L(T) = L(T’).

b. Durch die Injektivitat folgt aus der Eindeutigkeit der sortierten
Gewichtslisten auch die Eindeutigkeit der Kantenmenge selbst.
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c. Seicy < --- < ¢, die sortierte Liste der im Graphen auftretenden
Pfeilgewichte. Wir bezeichnen mit G; den Bottleneck-Graphen
zum Gewicht c;.

Wir zeigen nun durch Induktion: Der Wegwerf-Algorithmus (WWA)
findet einen minimalen spannenden Wald in Gj;.

Induktionsanfang: Fiir i = 1 besteht der Graph nur aus gleich-
schweren Kanten. Der WWA endet mit einem Wald, und da er
nur Kanten entfernt, falls sie einen Kreis bilden, erhilt er die
Spann-Eigenschaft, terminiert also mit einem spannenden Wald.
Da nach den Matroid-Eigenschaften alle spannenden Wilder glei-
che Kardinalitédt haben, folgt die Behauptung fiir i = 1.

Induktionsschluf3: Sei die Behauptung fiir alle j < i gezeigt.
Betrachte Gii1. Bezeichne mit C’ die Menge der Kreise, deren
schwerste Kanten Gewicht ci41 tragen, und mit C die Menge der
tibrigen Kreise. Beim Betrachten eines Kreises aus C’ ist fiir die
Entscheidung, welche Kante entfernt werden soll, allein die Men-
ge der involvierten Kanten vom Gewicht ci,; ausschlaggebend.
Diese ist unverianderlich, wenn leichtere Kanten aus dem Gra-
phen entfernt werden (evtl. wird der betrachtete Kreis durch Um-
wege langer). Also kénnen wir annehmen, daff der WWA in einer
ersten Phase die Kreise in C betrachet und in einer zweiten Phase
die Kreise in C’.

Beim Betrachten der Kreise in C spielen Kanten vom Gewicht c; 1
keine Rolle; der WWA arbeitet wihrend der ersten Phase in G; 4
genauso wie in Gj, akzeptiert also eine Menge von Kanten in Gj,
die einen spannenden Wald in G; ergeben; dieser ist gewichtsmi-
nimal nach Induktionsvoraussetzung. Nach Konstruktion termi-
niert der WWA nach der zweiten Phase mit einem spannenden
Wald von Gy 1.

Der Kruskal-Algorithmus auf Gi;; findet zunédchst einen MSF
auf G; und ergidnzt diesen zu einem MSF in Giyj. Durch Ver-
gleich der Kantenzahlen ergibt sich, daf$ der vom WWA gefunde-
ne spannende Wald ebenfalls minimal ist.

Losung zu Aufgabe 5.8

Wir zeigen, daf$ der vom Kruskal-Algorithmus im k-ten Schritt erzeug-
te Wald M, kleinstes Flaschenhalsgewicht unter allen k-elementigen
Kantenmengen hat, also

Cmax (M) = min{ cpax(M) | IM| =k} furallek=1,...,m. (A.6)

Fiir k = 1 ist die Behauptung richtig, da der Algorithmus das leich-
teste Element wihlt.

Sei die Behauptung fiir k gezeigt. Sei M1 = My + e die Kanten-
menge, die der Algorithmus im nédchsten Schritt wahlt. Widerspruchs-
annahme: Es gibt eine Menge M € F mit [M| = k 4 1, aber cpmax(M) <
Cmax(Mk-H) = C(e)'

Nach den Matroideigenschaften gibt es ein e’ € M \ My, so daf3
My + e’ € F. Offenbar ist c(e’) < cpax(M).

Somit folgt c(e’) < c(e), also wurde e’ vom Greedy-Algorithmus
in einem Schritt j < k bereits betrachtet, aber verworfen, d. h. es gilt
M; + e’ ¢F.
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Gleichzeitig ist aber M + e’ C My + e/, und wegen My +e’ € F
folgt auch M; +e’ € F. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung (A.6).

Kapitel 6

Losung zu Aufgabe 6.1

(a) Man starte in einer beliebigen Ecke s eine DFS auf G. Nach
Satz 6.1 ist der Vorgédngergraph G, dann ein Wald, wobei jede
schwache ZK von G, ein Wurzelbaum ist. Nach Satz 6.6 sind alle
Ecken aus einer ZK von G im gleichen Wurzelbaum von G,. Da
G stark zusammenhéngt, ist G somit ein Wurzelbaum. Ferner
ist G, ein Partialgraph von G und mit Definition 5.4 folgt: G ist
spannender Wurzelbaum von G mit Wurzel s, da mt(s) = NIL. O

(b) Sei Gr = (V,Rx) ein spannender Wurzelbaum von G mit Wurzel
s gemaf Teil (a).

Da G, spannender Baum ist, gilt: [R,| = [V| — 1.

Wir betrachten nun den inversen Graphen G~' zu G. Da G stark
zusammenhingt, muf dies auch fiir G~' gelten. In G~! existiert
dann ein spannender Wurzelbaum T = (V,R’) mit Wurzel s ge-
méafl Aufgabenteil (a). Setze

R”:={(v,u): (u,v) e R"L.

Der Partialgraph H = (V,R; U R”) von G ist dann stark zusam-
menhéngend und besitzt hochstens 2(|V| — 1) Pfeile. Der starke
Zusammenhang folgt, da in H jede Ecke von s aus erreichbar ist
(wegen G, C H) und umgekehrt s von jeder Ecke aus erreich-
bar ist (da s in (V; R”) von jeder Ecke aus erreichbar war). Streicht
man aus H alle redundanten Pfeile (etwa nach dem Wegwerfalgo-
rithmus), so erhélt man einen irreduziblen Kern von G mit hoch-
stens 2|V| — 2 Pfeilen. O

Losung zu Aufgabe 6.2

Wir fithren eine Induktion nach der Anzahl k der grauen Ecken:

(Induktionsanfang) k = 1:

Gibt es zum Zeitpunkt d[v] nur eine graue Ecke, so wurde DFS-
VISIT(v) aus der DFS-Hauptprozedur aufgerufen. Also ist v Wurzel
und besitzt keine Vorfahren.

(Induktionsschritt) k — k + 1:

Betrachte den Zeitpunkt, zu dem die (k + 1)-te Ecke grau gefarbt
wird. DFS-VIsIT(v) wurde dann rekursiv aufgerufen. Also wurde vor
dem Aufruf 7t(v) = u gesetzt, wobei u grau war.

Zum Zeitpunkt d[u] gab es k graue Ecken, die nach (IV) genau die
Vorfahren von u waren. Da u der einzige direkte Vorgédnger von v ist,
sind diese Ecken sowie u genau die Vorfahren von v. Da u zum Zeit-
punkt d[v] noch nicht vollstindig erforscht ist, sind diese Ecken noch
grau. O

Nach Satz 6.1 sind die ZK von G, Wurzelbdume. Daher gibt es
genau einen Weg von der Wurzel s nach v und alle Ecken auf diesem
Weg sind Vorfahren von v. O
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Losung zu Aufgabe 6.3

Wenn dlu] < d[v], so gilt dlu] < dpv] < flv] < f[u], da u noch grau
ist, wenn v bereits schwarz geworden ist. Nach dem Intervallsatz ist
dann v Nachkomme von u. Somit ist r eine Forward Edge.

Seinun d[u] > d[v]. Ware r eine Forward Edge, so wére v Nachkom-
me von u im DFS-Wald. Dann folgt aber nach dem Intervallsatz, daf3
dlu] < dv] < f[v] < f[u] gilt. Dies ist ein Widerspruch zu d[u] > d[v].

Die zweite Behauptung in der Aufgabe ist falsch: Wenn im folgen-
den Gegenbeispiel von s aus zuerst u und danach v entdeckt wird, ist
der Pfeil von u nach s nicht in G enthalten, aber d[s] < d[u] < d[v] und
v e Eg(u).

Losung zu Aufgabe 6.4

Idee: Wir nutzen den Algorithmus 6.4, der starke Zusammenhangs-
komponenten berechnet. Jede dieser Komponenten bildet eine Ecke
im reduzierten Graphen. Bei der Ermittlung der Pfeile im reduzierten
Graphen kann man fiir jeden Pfeil des urspriinglichen Graphen den
entsprechenden Pfeil in den reduzierten einfiigen. Dabei treten jedoch
moglicherweise Parallelen auf. Wenn man die Pfeile vorher (in linearer
Zeit) nach den Zusammenhangskomponenten sortiert hat, kann man
diese Parallelen von vornherein ausschliefSen.

Betrachte Algorithmus A.9. Das Sortieren nach der Nummer der
ZK der Zielecke der Pfeile sorgt dafiir, daf nach Zeile 6 in der Liste L
alle Pfeile hintereinanderstehen, deren Nummer der Ziel-ZK gleich ist.
Das Sortierverfahren ist stabil. Nachdem dann nach der Nummer der
Start-ZK sortiert wurde, ist also in Zeile 11 erreicht, daf3 alle Pfeile mit
gleichen Anfangs- und End-ZK-Nummern hintereinander in der Liste L
stehen. Damit konnen in Zeile 15 Parallelen dadurch ausgeschlossen
werden, dafd der aktuelle Pfeil nur mit dem zuletzt betrachteten Pfeil
verglichen wird.

Zur Laufzeit: Zwei Listen konnen in konstanter Zeit konkateniert
werden. Damit ist die Initialisierung der Listen in den Zeilen 2 und 7
und die Konkatenation in den Zeilen 6 und 11 in einer Zeit von O(p) C
O(n) moglich. Die tibrigen for-Schleifen haben jeweils eine Laufzeit
von O(m). O

Kapitel 7

Losung zu Aufgabe 7.1

a. Seiw kiirzester Weg, w = wy o w,. Wire wy kein kiirzester Weg,
dann existierte Weg w} mit a(w1) = a(w}), w(w]) = w(wy) und
c(w}) < c(wq). Dann wére w{ o w; ein kiirzerer Weg als w.
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Algorithmus A.9 Routine zur Berechnung des reduzierten Graphen

ALGORITHMUS BERECHNE REDUZIERTEN GRAPHEN
Input: ein Graph G = (V,R)

1

rufe Algorithmus 6.4 zur Berechnung der starken Zusammen-
hangskomponenten auf. Sei p die Anzahl der ZKs. Anstelle der
Ausgabe der ZK versieh jede Ecke v mit einer Nummer z[v] (1 <
z[v] <7p), die der Nummer der ZK entspricht.

2 Initialisiere die Listen L; ...« L, = o

3 forallr = (v,w) € Rdo {Sortieren nach der End-Ecke der Pfeile}

4  hénge r an die Liste L,[,,) an

5 end for

6 Konkateniere die Listen L «+ L +... 4+ L,.

7 Initialisiere die Listen L1 +— ...« L, =@

8 forall r = (v,w) € Ldo {Sortieren nach der Anfangsecke der
Pfeile}

9 hénge r an die Liste L, an

10 end for

Konkateniere die Listen L +— Ly + ...+ L,.

12 Setze V « {1 ... ,p} {Berechnenvon G = (V,R)}
13 Setze ox +— w « 0

14 forall r = (v,w) € Ldo

15 if z[v] # a oder z[w] # w then

16 fuge den Pfeil (z[v], z[w]) in R ein

17 end if

18 setze & — z[v] und w « z[w]

19 end for

Output: Der reduzierte Graph G =(V,R).

Lo
(

b. Baum T, wird iterativ aufgebaut. Starte mit Ts = ({s}, @). Iteration
fuirv € V, v # st Sei (r1,...,7«) kiirzester Weg von s nach v.
Wihle j maximal, so daf fiir v; = w(rj) gilt: g~ (v;) = 1 (wenn
kein solches j existiert, setze j = 0 und vy = s). Fiige den Teilweg
(T541,...,7k) dem Baum zu.

Man zeigt durch Induktion: Der entstehende Graph T ist ein
Wurzelbaum mit Wurzel s, und es gilt distt(s,v) = distg (s, v).

sung zu Aufgabe 7.2

a) Wir nennen im Folgenden einen Weg w mit s(w) = (v1,...,Vn41)
einen Grenzweg, falls vi,...,vq € Sund vn41 € V\ S sind. Sei au-
Berdem S; die Menge S nach der iten Iteration der while Schleife.
Es gelten folgende Invarianten:

(i) Furalleu € S; gilt d[u] = (s, u) und fir den kiirzesten Weg
w von s nach uist s(w) C S;, falls er existiert.

(if) Furalleu € V\ S; gilt
d[u] = min{£(w) : w ist Grenzweg mit x(w) = s und w(w) =
bzw. d[u] = oo, falls kein solcher Grenzweg existiert.

Beweis: Induktion iiber |Sy| = k.
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A Losungen zu den Ubungsaufgaben

(Induktionsanfang): k =1

Da d[s] = 0 folgt S1 = {s} und (i) gilt offensichtlich. Nach der for
Schleife ab Zeile 12 gilt fiir alleuw € V'\ Sy, dafs

dlu] = min{£(r) : v € Adj[s] und w(r) =u}

bzw. d[u] = oo, falls es kein r € Adj[s] gibt mit w(r) = u. Da
Adj[s] alle Grenzwege enthilt folgt Aussage (ii).

(Induktionsvoraussetzung): Es gelten die Invarianten (i) und (ii)
fiir ein k.

(Induktionsschritt): k — k + 1

Sei Sx4+1 = Sk U {v}. Falls d[v] = oo, dann gilt fiir alle Heap-
Elemente u, dass d[u] = co. Mit IV (ii) folgt, dafs es fiir alle u €
VA Sx keinen Grenzweg von s nach u gibt. Somitistv ¢ Eg(s) und
(i) gilt. Desweiteren ist dann die Bedingung in Zeile 12 nie erfiillt.
Es finden also keine DECREASE-KEY Operationen statt und somit
folgt die Giiltigkeit von (ii) nach IV.

Sei also im folgenden d[v] # co. Annahme: 6(s,v) < d[v], d.h. es
existiert ein Weg w von s nach v mit {(w) < d[v].

Nach IV (ii) hat fiir Sy der minimale Grenzweg von s nach v die
Léange d[v]. Somit ist w kein Grenzweg fiir Sy.

Sei u das erste Elemente der Spur von w, das nicht in Sy liegt und
sei w’ der Teilweg von w mit s(w’) = (s,...,u). Dann ist w’ ein
Grenzweg von s nach v und mit IV (ii) folgt ¢(w’) > d[ul].

Da im (k + 1)ten Schritt v das minimale Heap-Element war, gilt
dfu] > d[v]. Da { eine nicht negative Gewichtsfunktion ist, folgt
f{(w) > L(w’) > d[v] im Widerspruch zur Annahme, daf} {(w) <
dpl.

Nach Induktionsvoraussetzung, Teil (ii) existiert ein Grenzweg
von s nach v der Lange d[v], der somit gleichzeitig der kiirzeste
Weg von s nach v ist. Dies zeigt (i). Es verbleibt zu zeigen, daf3
(ii) gilt. Sei dazu u € V \ Sxy1. Wir bezeichnen mit d[u] und
d[v] die Werte d bei Entfernen von v aus dem Heap, aber vor den
DECREASE-KEY Operationen.

Fiir die Lange £(w) eines kiirzesten Sy.1-Grenzweges w von s
nach u gilt:

{(w) = min(min{£(w') : w’ ist Si.-Grenzweg von s nach u},
(A7)
8(s,v) + min{c(r) : at(r) =vAw(r) =u})
(A.8)

Nach Induktionsvoraussetzung ist der Term in (A.8) gleich d[u].
Der zweite Term in (A.8) entspricht nach Induktionsvorausset-
zung

d[v] + min{c(r) : a(r) =vAw(r) =v})
Somit gilt:
{(w) = min(d[u],dv] + min{c(r) s a(r) =vAw(r) =v}) (A9)

Nach den DECREASE-KEY Operationen, die auf das Entfernen
von v aus Q folgen, wird der neue Wert d[u] aber genau auf den
Wert aus (A.9) gesetzt. Dies zeigt (ii). O
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(b) Im Verlauf des Algorithmus werden genau n := [V| Elemente in
den Heap eingefiigt, die alle wieder entfernt werden. Nur die
Betrachtung eines Pfeiles gibt Anlass zu einer Schliisselvermin-
derung und jeder Pfeil wird hochstens einmal betrachtet. Es er-
gibt sich also eine Folge von [V| INSERT Operationen, n EXTRACT-
MIN Operationen, sowie hochstens m := |[R| DECREASE-KEY Ope-
rationen. Unter Verwendung eines Fibonacci-Heaps folgt mit
Satz 5.19, dass man den Algorithmus so implementieren kann,
dass er in Zeit O(nlogn + m) lauft.

Losung zu Aufgabe 7.3

Der Beweis aus Aufgabe 7.1 bleibt auch giiltig, falls statt nichtnegativer
Gewichtsfunktionen beliebige zugelassen werden, solange vermieden
wird, daf8 Kreise negativer Lange zu Distanzen —oo fiihren.

Losung zu Aufgabe 7.4

Wir nutzen die Monotonie der Logarithmus-Funktion, um die Suche
nach einem zuverldssigsten Weg zurtickzufiihren auf die Suche nach
einem kiirzesten Weg. Ein Weg (11, -+ , 1) hat genau dann maximale
Zuverlassigkeit

k

10—,

i=1

wenn der Wert
k k
log [ J(1—f(ri)) = ) _log(1 —f(r1))
i=1 i=1

maximal, also

k

Y —log(1—f(rs))

i=1

minimal ist.

Losung zu Aufgabe 7.5

(a) Der Algorithmus ist identisch zum Algorithmus von Dijkstra (Al-
gorithmus 7.3) fiir den Spezialfall, dafd c(v) =1 fiiralle v € V gilt.
Um dies zu beweisen zeigen wir, daff das erste Element der Liste
L jeweils ein Knoten mit minimalem d[v] ist, dessen Nachfolger
noch nicht betrachtet wurden. Das Entfernen des ersten Listen-
elements entspricht dann dem EXTRACT-MIN-Schritt im Dijkstra-
Algorithmus.

Behauptung: Zu jedem Zeitpunkt gilt L = {vy,...,Vk,..., v} wo-
bei d[vi] + 1 =d[v;] furalle0 <i<k <j <L

Fiir die Initialisierung L = {s} ist die Behauptung trivial.

Bei jedem Durchlauf der while-Schleife bleibt diese Eigenschaft
von L erhalten. Sei zu Beginn L = {u = vq,...,vk,..., v}, so gilt
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A Losungen zu den Ubungsaufgaben

nach Entfernen von u und eventuellem Hinzuftigen von Nachfo-
gerknoten vii1,...,vim L = {vy,...,vin} mit dfvi] + 1 = d[v;] fiir
T<i<k<ji<m

Hieraus folgt nun, dafl die Knoten monoton wachsende Distanz-
werte d[] zugewiesen bekommen. Damit ist auch ausgeschlossen,
daf3 ein Knoten ein zweites mal betrachtet wird, denn der zuge-
wiesene Wert kann sich nicht verbessern und der Test in Zeile 6
wird nicht mehr erfiillt.

Zu betrachten ist noch der Fall der Ecken v mit 6(s,v) = oo.
Diese werden vom Algorithmus nach der Initialisierung nicht
mehr betrachtet. Dies ist aber kein wesentlicher Unterschied zum
Dijkstra-Algorihmus, da auch dieser ihren Distanzwert nicht dn-
dert.

Die {ibrige Behauptung folgt nun aus Lemma 7.8.
(b) Wie in Teil (a) bewiesen, wird jede Ecke und damit auch jeder
Pfeil hochstens einmal betrachtet.

Da sich die verwendeten Listenoperationen in konstanter Zeit
ausfiithren lassen (z.B. Implementierung als Ringpulffer) ergibt
sich eine Laufzeit von O(|V| + [R|).

Losung zu Aufgabe 7.6
1. Fall: 3(s,v) = —oo. Dann ist die Ungleichung offenbar immer erfiillt.

2. Fall: 5(s,v) = +o0o0. Dannistv ¢ Eg(s). Seir = (u,v) € R. Wire
u € Eg(s), dann tiber r auch v € Eg(s), ein Widerspruch. Also
istu ¢ Eg(s), d. h. 8(s,u) = +o00, und die Ungleichung gilt wie
behauptet.

Kapitel 8

Losung zu Aufgabe 8.1

Sei B # 0 die aktuelle Stromung in der i-ten Iteration. Ermittle einen
Knoten v € V mit f*(v) > 0. Durchlaufe einen von v ausgehenden
Pfeil r mit B(r) > 0. Da  Stromung ist, gilt *(w(r)) > 0. Wiederhole
das Durchlaufen, bis nach hochstens |V| Schritten ein Kreis C gefunden
wurde. Ermittle ¢ := min,.cc f(r). Setze Bi(r) := ¢ fiir die Pfeile r € C
und gleich null sonst, ferner 3 := 3 — 3;. Iteriere, bis 3 = 0.

Da in jeder Iteration die Stromung auf mindestens einem Pfeil null
wird, bricht das Verfahren nach hochstens k = |R| Iterationen ab. Of-

fenbar gilt B = ZL] Bi.

Losung zu Aufgabe 8.2
a. Esgilt:

y(r) =B +vyp(r") —ve(r).

b. Firy(r) > B(r) ist
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Damit sind die Kosten im Inkrementgraphen

kg (r7) - vp(rT) = k(1) - (v(r) — B(r)) = k(r)y(r) — k(r)B(r).

Fir y(r) < B(r) ist
vp(r')=0  va(r ) =B(r)—v(r)>0.
Damit sind die Kosten im Imkrementgraphen

kp(r7) - vp(r™) = —k(r) - (B(r) = v(r)) = k(r)y(r) = k(r)B(r).

. ,=": Widerspruchsannahme: Sei C = (T?’,...,rg") ein Kreis
in Gg mit 8; € {4+, —}und ) ; k(rf‘) < 0. Wiahle ¢ := min; c(rfi)
als die kleinste Kapazitit im Kreis und vy als die Kreisstromung
vom Wert ¢ entlang C. Die Kosten sind dann kg(yg) = ¢ -

S k() <o.

Sei v die induzierte Stromung im Ausgangsgraphen. Da yg zu-
lassig in G ist, ist nach Teilaufgabe a auch y zuldssig in G. Weiter
ist y Stromung zum Wert F, weil der ausgezeichnete Pfeil nicht im
Kreis enthalten ist.

Fiir die Kosten von vy gilt nach Teilaufgabe a:

k(y) =k(B) +kp(vp) <k(B),

also war 3 nicht kostenminimal.

»&" Sei B Stromung zum FlufSwert F und G enthalte keinen
Kreis negativer Kosten. Seiy eine zweite zuldssige Stromung zum
Fluwert F. Dann ist yg zulédssige Stromung in Gg. Diese l4fit sich
nach Aufgabe 8.1 in eine Summe von Kreisstromungen zerlegen,
deren Kosten nach Voraussetzung nichtnegativ sind. Damit ist

k(y) =k(B) +k(vp) = k(B),

also ist 3 kostenminimal.
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Losung zu Aufgabe 8.3
a. Esgilt
2y BMAM =) > BEAM+)Y > BAM) =
TER vev (X(rre)liv vev w?re)R:v
=Y Y pmwm) =Y Y Bml«r) +
vev “(Tre]liv vev oc(TS)]iv
+Y Y Bomwm =Y Y Brn(«r) =
vev wITG)IQ:v vev w1(AT€)R:V
=Y Y Bmwn) - Y av)BtM) +
vev oc(r're)]iv vev
+Y mwp =Y Y Bnlalr) =
vev vev wfre)R:v
=Y Y pmwm) =Y Y Brn(«r) =
veV T1eR veV reR
a(r)=v a(r)=v
=) B(MAM),
TER

also ) . B(T)A(r) =0.

b. ,(i)=(ii)”: Induktive Konstruktion. Wéhle im i-ten Schritt eine
Ecke v im aktuellen Graphen mit d~ (v) = 0. Diese existiert wegen
der Kreisfreiheit von G.

Setze 1t(v) := 1, und entferne v mit allen inzidenten Pfeilen. Da die
Zielecke w(r) jedes hier entfernten Pfeiles r spiter gelabelt wird,
folgt A(r) > 0. Ferner ist der entstehende Graph wieder kreisfrei.
,(i))=(iii)”: Nach Teilaufgabe a ist A = 0. Da A(r) > 0 und
B(r) > 0, ist jeder Summand nichtnegativ. Da die Summe null ist,
mufs jeder Summand gleich null sein. Wegen A(r) > 0 folgt dann
B(r) =0faraller € R.

,(iii)=(1)”: Sei G nicht kreisfrei, C ein Kreis, ¢ die Mindestkapa-
zitdt auf C. Dann ist f(r) := ¢ fiir r € C und B(r) := 0 sonst eine
Stromung in G.

Kapitel 9
Kapitel 10



Anhang B

Notationen

%) leere Menge

Z Menge der ganzen Zahlen,d.h. Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}
N Menge der nattirlichen Zahlen N ={1,2,...}

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

Z+,Q4, Ry Einschrinkung auf positive Zahlen

24 Menge der Teilmengen der Menge A

[A] Machtigkeit der Menge A

ACB A ist (nicht notwendigerweise echte) Teilmenge von B
ACB A ist echte Teilmenge von B

log,, Logarithmus zur Basis a

log Logarithmus zur Basis 2

In Logarithmus zur Basis e (natiirlicher Logarithmus)
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