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Unterrichtsideen zu Algorithmen der kombinatorischen
Optimierung

Brigitte Lutz-Westphal, Konrad-Zuse-Zentrum Berlin/TU Berlin?

Zusammenfassung

Im Rahmen von Problemstellungen der kombinatorischen Optimierung kénnen Schiilerinnen und
Schiiler lernen, Algorithmen selber zu entwickeln. Gleichzeitig lernen sie dabei moderne Mathema-
tik in ihren Anwendungen kennen und erleben die Mathematik als lebendige Wissenschaft.

1 Das Projekt ,,Diskrete Mathematik fiir die Schule*

Wenn das Handy klingelt, die Miillabfuhr kommt, der Travelpilot richtig arbeitet oder
Daten durch das WWW flitzen, steckt dahinter immer auch Mathematik. Neben den
Ingenieurswissenschaften und der Informatik sorgt die kombinatorische Optimierung
dafiir, dass dies alles reibungslos und effizient funktioniert. Das von der Volkswagen-
stiftung geforderte Projekt ,,Diskrete Mathematik fiir die Schule* unter der Leitung
von Prof. Dr. Martin Grotschel (TU Berlin/Konrad-Zuse-Zentrum Berlin) hat sich zur
Aufgabe gemacht, Themen der kombinatorischen Optimierung fiir den Schulunterricht
zuganglich zu machen.

In diesem Projekt werden u.a. Unterrichtsmaterialien zu folgenden Themen erarbeitet:
Algorithmen fiir kiirzeste Wege (z.B. Reiseplanung, Routenplaner im Internet, Wege von
Datenpaketen im Internet...), Euler-Touren und das chinesische Postbotenproblem (z.B.
Optimierung von Touren der Miillabfuhr oder von Briefzustellern o.4.), das Problem
des Handelsreisenden (z.B. Leiterplattenherstellung) Farbeprobleme (z.B. Frequenzzu-
weisung in Mobilfunknetzen), Minimale aufspannende Bédume (z.B. Planung von Tele-
fonnetzen, Chipdesign). Obwohl die kombinatorische Optimierung ein noch sehr junges
mathematisches Teilgebiet ist, sind diese Aufgabenfelder bereits zu ,, Klassikern* gewor-
den. Moderne Mathematik, verbunden mit ihren alltagsnahen Anwendungen, bietet hier
die Moglichkeit, einen lebendigen, motivierenden und anregenden Unterricht zu gestal-
ten, der erleben lédsst, was Mathematik ist und kann. Mit diesen Unterrichtsmaterialien
wollen wir einen konkret umsetzbaren Beitrag zur Modernisierung und Verbesserung
des Mathematikunterrichtes leisten.

2 Ein Themenbeispiel: Telefonnetze planen

Es folgt ein Optimierungsbeispiel, das in der 8. Klasse behandelt wurde. Um ein Gefiihl
fiir die Sache zu bekommen, versuchen Sie bitte, sich die jeweiligen Antworten und

2gefoérdert von der Volkswagenstiftung



Losungen erst selbst zu iiberlegen, bevor Sie weiterlesen. Viele Dinge konnen hier nur
angedeutet werden, wir hoffen aber, dass die Skizzen Ihnen eine Vorstellung davon
geben, wie in der kombinatorischen Optimierung gearbeitet wird.

An dieser Stelle vorneweg die wichtigsten Grundbegriffe (im Unterricht sollten diese
Begriffe erst dann vorkommen, wenn die Schiilerinnen und Schiiler sich schon ausgiebig
mit der Thematik befasst haben und man die Notwendigkeit sieht, sich auf einheitliche
Begriffe zu einigen): Ein Graph ist ein Gebilde aus Knoten und Kanten. Eine Kante
verbindet je zwei Knoten oder einen Knoten mit sich selber (Schlinge). Die Anzahl der
Kanten, die in einem Knoten zusammentreffen, nennt man den Grad des Knotens.

Beispiele fiir Graphen:

YD R B

Stellen Sie sich nun vor, Sie wollten eine Telefongesellschaft betreiben. Neben vielen
anderen Aufgaben miissen Sie sich um ein Leitungsnetz kiimmern. Das existierende
Kabelnetz ist bereits sehr dicht und die Betreiber sind bereit, Teile davon Kunden zur
Verfiigung zu stellen. Sie als Telefonanbieter brauchen also keine neuen Leitungen zu
verlegen, sondern kénnen bereits vorhandene mieten. Welche Anforderungen stellen Sie
an dieses zu mietende Netz? 3

1) Es soll alle Orte erreichen. Dabei stellt sich gleich die Frage, wie fein man diese
Fragestellung modelliert und auf welchem Beispiel. Will man alle Haushalte erreichen
oder alle Stadte? Alle Stadtteile? oder noch etwas anderes? Hier befindet man sich schon
mitten in der Problemstellung des Modellierens. Meist wird man von vorhandenem
Daten- oder Kartenmaterial ausgehen, das eine bestimmte Modellierung suggeriert, aber
die verschiedenen Moglichkeiten sollten dennoch thematisiert werden. Der Mobilfunk
nutzt fiir die Verbindungen zwischen den Stéadten das Festnetz, so dass die Betrachtung
des Netzes, das die wichtigsten Stédte verbindet (s.u.), einen realistischen Hintergrund
hat.

Solche Leitungsnetze lassen sich ganz natiirlich als Graph interpretieren. Nun kann man
das erste Kriterium fiir das gesuchte Netz unabhéngig von der jeweiligen Modellierung
so formulieren: Es miissen alle Knoten erreicht werden.

3vgl. Gritzmann S. 126



Ein Beispiel fiir ein Telefonnetz:*

>

2) Es sollen aber nicht nur alle Orte erreicht werden, sondern auch iiberfliissige Leitun-
gen vermieden werden. Was ist ,,iiberfliissig“? Zunéchst einmal doppelte oder mehrfache
Verbindungen zweier Orte. Dabei sind nicht nur parallel verlaufende Leitungen gemeint,
sondern ganz allgemein, dass es zwei oder mehr verschiedene Wege zwischen zwei Orten
gibt, etwa so:

B

Solche ringformigen Verbindungen nennt man , Kreise“, wie auch von Schiilerseite vor-
geschlagen wurde.? Das gesuchte Netz darf also keine Kreise enthalten.

Wenn wir ein kreisfreies Netz mieten, was passiert dann aber, wenn eine Leitung
beschidigt wird? Wie miisste ein Netz aussehen, das Ausfallsicherheit gewihrleistet?
Was heif3t eigentlich Ausfallsicherheit im graphentheoretischen Sinne? Hier ist ein klei-
ner graphentheoretischer Exkurs zu Zusammenhang, zweifachem Zusammenhang etc.
moglich, wenn geniigend Zeit vorhanden ist. In der Praxis wird die Ausfallsicherheit vom
urspriinglichen Netzbetreiber gewéhrleistet, d.h. im Notfall werden Ersatzleitungen zur
Verfiigung gestellt, so dass dies bei unseren weiteren Uberlegungen nicht beriicksichtigt
werden muss.

3) Das Netz muss zusammenhéngend sein, d.h. von jedem Ort aus muss man mit jedem
anderen telefonieren kénnen.

4Ein sehr schénes Bild gibt es bei Gritzmann, S.126
5Der Begriff Kreis stammt aus der graphentheoretischen Terminologie und machte den Schiilerinnen und Schiilern
keinerlei Probleme, manch ein Lehrer storte sich allerdings an solch unrunden Kreisen.



Das, was bis jetzt definiert wurde, ist ein aufspannender Baum in einem Graphen.
Also miissen wir nun weiterfragen: Wie findet man aufspannenden Biume? Jiingere
Schiilerinnen und Schiiler haben vor allem Freude daran, solche aufspannenden Baume
in Graphen einzuzeichnen.

Dabei stellen sich bereits weitere Fragen, z.B. wie viele Kanten man einfdrben muss,
wenn der Graph n Knoten hat. Dass es n-1 Kanten sein miissen, lasst sich auf ex-
perimentellem Wege schnell vermuten: Man zeichnet sich eine Anzahl von beliebigen
Graphen auf und sucht darin aufspannende Béume. In einer Hinsicht muss hier auf-
gepasst werden: Diese Vermutung bezieht sich auf zusammenhéngende Graphen (Man
kann hier auch gleich weiter iiberlegen: Wie lautet die Beziehung bei allgemeinen Gra-
phen mit k Komponenten?). Intuitiv gehen die Schiilerinnen und Schiiler meist sowieso
von zusammenhéngenden Graphen aus, insbesondere wenn man vorher mit Telefonnet-
zen gearbeitet hat. Schaut man sich im Gegensatz dazu das deutsche Straflennetz an,
so ist dieser Graph nicht zusammenhéngend, da zu den wenigsten Inseln eine Straflen-
verbindung existiert.

Der Beweis fiir diesen Satz benotigt eigentlich die vollstdndige Induktion. Man kann
aber auch konstruktiv argumentieren, indem man von einem Graphen mit einem Kno-
ten ausgeht (der iibrigens beliebig viele (Schlingen-)Kanten haben kann), dessen auf-
spannender Baum 0 Kanten hat. Nun vergréfiert man den Graphen um einen Knoten
und beliebig viele Kanten. Der neue Knoten muss durch eine Kante an den bereits
vorhandenen aufspannenden Baum angebunden werden usw.

Eine weitere Frage zum Weiterforschen ist, wie viele verschiedene aufspannende Baume
es fiir einen speziellen Graphen geben kann. Dass es nicht nur einen gibt, sehen die
Schiilerinnen und Schiiler schnell. Fiir vollstandige Graphen (d.h., dass jeder Knoten mit
jedem verbunden ist) auf n Knoten gibt es n" 2 (!) verschiedene aufspannende Biume,
wenn man den Knoten Namen (,,Labels“) gibt (Ohne Knotenbenennung wiren es aus
Symmetriegriinden weniger verschiedene Baume). Fiir diesen Satz gibt es einen sehr
schonen Beweis, der allerdings fiir die Mittelstufe etwas aufwéindig, aber dennoch einen
Versuch wert ist. Jeden dieser Bdume kann man mittels eines leicht zu ermittelnden
n — 2-Tupels eindeutig charakterisieren. Da man den Baum auch wieder eindeutig aus
dieser Zahlenfolge rekonstruieren kann, ist eine bijektive Beziehung zwischen der Menge
der aufspannenden Bdume und der Menge der n — 2-Tupel mit Eintrédgen aus der Menge
{1, ...,n} hergestellt.

Wenn man sich nun iiberlegt, dass diese aufspannenden Baume auch in sehr groflen Lei-
tungsnetzen (oder Graphen) konstruiert werden miissen, dann liegt der Computerein-
satz auf der Hand. An dieser Stelle kann man mit dem weit verbreiteten Glauben, dass
Computer alles einfach so kénnen, aufraumen. Ein vergleichsweise hartes Stiick Arbeit
ist nédmlich, jetzt ein allgemeingiiltiges Verfahren zu entwickeln, das auf beliebigen zu-
sammenhingenden Graphen aufspannende Béume konstruiert. Folgende Uberlegungen



miissen u.a. angestellt werden: Wie kommt der Graph in den Computer? In welchem
Knoten fange ich an? Wie erkenne und vermeide ich Kreise? Was passiert, wenn man
in einer ,Sackgasse* (Knoten mit Grad 1) gelandet ist?

Der erste Punkt soll hier nicht weiter ausgefiihrt werden. Man kann im Rahmen die-
ser Fragestellung Graphenisomorphie behandeln, was fiir alle Klassenstufen ein reiz-
volles Thema ist.® Die weiteren Punkte zeigen, wie nun ein ganz priizises Analysieren
des Vorgehens gefordert wird, um einen Algorithmus zu entwickeln.” Es miissen kla-
re kleinschrittige Anweisungen formuliert werden und alle méglichen Sonderfélle wie
z.B. ,Sackgassen“ bedacht werden. Einen korrekten Algorithmus zu formulieren berei-
tet auch erfahrenen Mathematikerinnen und Mathematikern immer wieder Probleme.
Versuchen Sie es selbst einmal! 8

Noch nicht zur Sprache kam, dass ja auch Kosten minimiert werden sollen, also ein
minimaler aufspannender Baum gesucht wird. Wie lang eine (gezeichnete) Kante eines
Graphen ist, macht keine Aussage iiber deren Kosten (oder km-Lénge o0.4.). Das kann
man sich ganz einfach anhand des Telefonbeispiels klarmachen: muss fiir das Verlegen
und Warten einer Leitung viel gegraben werden, so ist dieser Abschnitt teurer als ein
Leitungsabschnitt, der in ein vorhandenes Rohr geschoben oder in einem Fluss ver-
senkt werden kann. Die Kosten werden als sogenannte Kantengewichte an die Kanten
geschrieben.

Wie findet man einen aufspannenden Baum mit minimalen Kosten? Das Schone ist, dass
hier ein ganz einfacher Algorithmus, der Greedy-Algorithmus, funktioniert. ,Greedy*
bedeutet gierig. Gemeint ist, dass jeweils das lokal optimale gemacht wird und man so
zum globalen Optimum kommt. Hier heifit das, dass stets die jeweils billigste noch nicht
verwendete Kante gewahlt wird, unter der Voraussetzung, dass sie keinen Kreis schlief3t
(Algorithmus von Kruskal). Oder man ldsst von einem Knoten ausgehend einen Baum
wachsen, wobei die Wahl der jeweils néchsten Kante auch nach dem Greedy-Prinzip
funktioniert (Algorithmus von Prim). Auf diese Verfahren kommen Schiilerinnen und
Schiiler sehr schnell selbst. Es ist das, was man ,,aus dem Bauch heraus“ tun wiirde.

6siehe http://www.math.tu-berlin.de/ westphal/projekt/

"Fiir den Mathematikunterricht bleibt man am Besten auf der Ebene des umgangssprachlich Formulierten. Es geht
hier ja um den Algorithmus an sich und nicht um die Implementierung

8Losungen zu dieser Fragestellung finden Sie unter ,Breitensuche® oder ,Breadth-First-Search“ und Tiefensuche®
oder ,,Depth-First-Search“ in der einschligigen Literatur.



Oft aber trauen sie sich nicht, so etwas ,, Einfaches“ vorzuschlagen, weil es im Mathema-
tikunterricht viel zu selten vorkommt, dass man seiner Intuition folgen darf. Dass man
mit diesen Verfahren tatséchlich immer einen minimalen aufspannenden Baum erhilt,
muss bewiesen werden. Dazu siehe weiter unten.

Man sollte aber unbedingt auch zeigen, dass das Greedy-Verfahren nicht bei allen kom-
binatorischen Optimierungsproblemen zu einer Optimallésung fithrt. Am schonsten geht
das beim Problem des Handelsreisenden, das beispielsweise bei der Herstellung von Lei-
terplatten fiir elektronische Geréte eine groie Rolle spielt.” Hier haben wir eine struk-
turell komplett anders geartete Fragestellung, fiir die es vermutlich keine effizienten
Losungsstrategien geben kann'?. Effizient bedeutet, dass ein Verfahren in ,absehbarer
Zeit“ eine Losung findet. Die Berechnung aller méglichen Rundreisen (Enumeration),
findet rein theoretisch die Optimalldsung, kann aber nicht effizient implementiert wer-
den. Dass bei n Knoten die Anzahl der verschiedenen Rundreisen (n — 1)!/2 ist, kann
man die Schiilerinnen und Schiiler selber finden und beweisen lassen. Die Enumerati-
on aller moglichen Rundreisen durch nur 20 Stiadte dauert etwa 2 Jahre und braucht
bei nur wenig grofleren Beispielen mehr Zeit, als das Universum alt ist. Dennoch gibt
es Losungsstrategien, sogenannte Heuristiken, die sehr gute, manchmal auch optimale
Losungen liefern. Zudem kann man untere Schranken berechnen. Dieser ganze Themen-
komplex ist auch sehr lohnend fiir die Schule, kann hier aber nicht weiter ausgefiihrt
werden.

Hier endet der kurze Ausflug in die kombinatorische Optimierung. Er sollte auch deut-
lich machen, wie viel inhaltliche Flexibilitédt in dem Stoff steckt. Der Unterrichtsablauf
kann sich ganz nach den Schiilerfragen richten, die im Laufe der Erarbeitung entste-
hen und muss nur an wenigen Stellen gelenkt werden, je nach dem welche Ziele man
verfolgt oder welches Endprodukt man erreichen mochte. Das ist deshalb moglich, weil
der Stoff nicht hierarchisch gegliedert ist, sondern eher aus einer Anfangsfrage heraus
in viele verschiedene voneinander unabhéngige Richtungen wachsen kann. Das ertffnet
wunderbare Freirdume fiir einen schiilerorientierten Unterricht.

Graphen Kombinatorik

/

Welche Leitungen
soll ich mieten?

\\

gewichtete Graphen  Korrektheitsbeweise

Modellierung

Datenstrukturen

Anwendungen

— Graphenisomorphie

Sortieren

Algorithmen erfinden

greedy—Algorithmen j und formulieren

9Fiir weitere Informationen iiber dieses berithmteste Problem der kombinatorischen Optimierung, siche z.B. http:
//www.math.princeton.edu/tsp/

10Djeses offene Problem der Komplexititstheorie wurde als eines der Milleniumsprobleme des Clay-Institute gewihlt.
Preisgeld: 1 000 000 Dollar! http://www.claymath.org/Millennium_Prize_Problems/P_vs_NP/



3 Warum gerade kombinatorische Optimierung?

Warum neue Themen fiir den Mathematikunterricht, wo doch allerorten die Curricula
verschlankt werden und die Hauptfrage lautet, welche der traditionellen Inhalte wegge-
lassen werden konnen oder sollen?

Spatestens seit der PISA-Studie wird vom Mathematikunterricht verstérkt gefordert,
dass er Problemlosefdhigkeit fordert, mathematisches Modellieren iibt, Beziige zum All-
tag der Schiilerinnen und Schiiler sowie zur aktuellen Forschung und zu Anwendungen
aufweist und noch einiges mehr. Die ausgewédhlten Themen bieten besonders gut die
Moglichkeit, einen derart orientierten Unterricht zu gestalten. Die Problemstellungen
stammen h&ufig aus alltagsnahen Gebieten und sind meist spontan verstdndlich und ein-
leuchtend. Die klassische skeptische Schiilerfrage “Wozu braucht man das {iberhaupt?*
beantwortet sich hier von selbst. Es handelt sich um echte Anwendungen, und vor allem
auch um , echte” mathematische Losungen dafiir, also Mathematik in der Form, wie sie
tatsédchlich in der Praxis eingesetzt wird. Diese ideale Kombination aus fiir Schiilerinnen
und Schiiler versténdlicher und erlebbarer Mathematik und alltagsnahen Anwendungen
findet sich in kaum einer anderen mathematischen Fachrichtung.

Zudem unterscheiden sich die Denkweisen und Methoden der diskreten Mathematik
erheblich von denen der traditionellen Schulmathematik. ,Mathematik ohne Rechnen“
sei das, was wir im Unterricht getan haben, befand ein Schiiler. Tatsédchlich gab es
(fast) nichts zu berechnen, aufler ein paar Additionen, dafiir haben wir umso mehr ar-
gumentiert, experimentiert, skizziert, modelliert und Texte geschrieben. Hier ertffnen
sich insbesondere Chancen fiir solche Schiilerinnen und Schiiler, die mit der stark
kalkiilorientierten traditionellen Schulmathematik Schwierigkeiten haben.

Die Themen haben alle einen algorithmischen Anteil. Durch das Erfinden und (um-
gangssprachlich) prézise Formulieren von Algorithmen werden auch sprachliche Fahigkeiten
gefordert, sowie die Analyse von Situationen und Handlungen im Allgemeinen geiibt. Al-
gorithmen werden nicht mehr nur als stupide zu befolgende ,,Rechenvorschriften“erlebt,
sondern als etwas, das es erst zu (er)finden gilt, als sinnvolles Werkzeug zur Lésung von
Problemen. Die dabei benétigte saubere mathematische Modellierung der Probleme
schult den Blick fiir das Wesentliche

Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen der
Graphentheorie lernen konnen, selber zu experimentieren. Beispielgraphen zur Entwick-
lung oder Uberpriifung von Vermutungen und Sétzen oder zur Erprobung von Algo-
rithmen kénnen von den Schiilerinnen und Schiilern beliebig selber ausgedacht werden.
Ungiinstige oder gar unbrauchbare Beispiele kann es dabei nicht geben. Dies ist eine
wichtige (und viel zu selten gemachte) Erfahrung im Mathematikunterricht und kann
eine Ahnung davon vermitteln, wie in der mathematischen Forschung gearbeitet wird,
namlich oft spielerisch!



Nicht zuletzt konnen moderne Themen helfen, ein realistischeres Bild der Mathematik
zu vermitteln als das bisher geschieht. Dass es in der Mathematik noch offene Fra-
gen gibt, versetzt Schiilerinnen und Schiiler fast immer in ungldubiges Erstaunen. Die
kombinatorische Optimierung kann als bereits klassisches, aber dennoch lédngst nicht
vollstédndig erforschtes Gebiet, dazu beitragen, ein lebendiges Bild des Faches zu ver-
mitteln. Viele der noch offenen Fragen sind ohne groflen Aufwand erschlieSbar und
dadurch wesentlich besser zugénglich als offene Fragen aus anderen Fachgebieten.

4 Unterrichtsmaterialien

Zu den von uns ausgewéhlten Themen existieren bisher praktisch keine Unterrichts-
materialien bis auf einige wenige Vorschlige fiir kleine Teilgebiete.!! Das einzige sehr
bekannte Beispiel ist das Konigsberger Briickenproblem, das inzwischen ein Klassiker
fiir Vertretungsstunden geworden ist. Im deutschsprachigen Raum liegt dieser Man-
gel an Materialien daran, dass die kombinatorische Optimierung (noch) nicht in den
Lehrplinen steht.!?

In den USA gibt es Materialien zur Diskreten Mathematik, die allerdings eher auf Fra-
gestellungen der Kombinatorik oder Graphentheorie fokussieren und den angewandten
Aspekt der Optimierung kaum beriicksichtigen. '* Generell entsprechen die wenigen uns
zuganglichen Materialien nicht unseren Vorstellungen von Inhalt und Methodik.

Wichtigstes Ziel unserer in der Entwicklung befindlichen Unterrichtsmaterialien ist, pro-
blemorientiertes selbsténdiges Arbeiten zu fordern. Um eine weitgehende Einsetzbarkeit
zu erreichen, wird ein methodischer Mittelweg gegangen. Ein reiner Projektunterricht
bote sich an'* | ist allerdings im normalen Schulalltag oft nicht praktikabel. Darum
schldgt das Material an jeder moglichen Stelle das selbstandige Arbeiten vor, orientiert
sich aber doch eher an den Gegebenheiten normalen Mathematikunterrichts.

5 Erfahrungen aus den Unterrichtsversuchen

Folgende Themen wurden im Schuljahr 2002/2003 bereits erfolgreich im Unterricht
erprobt:

112.B. Green, Nigel: Unterrichtsvorschlige zur diskreten Mathematik, in: mathematik lehren, Heft 84, 1997

12Da der Pflichtkanon stark gekiirzt wird, bleibt dort kein Platz fiir Neues. Evtl. werden diese Themen jedoch in
Wahlbereiche aufgenommen. Die zukiinftigen Bildungsstandards lassen voraussichtlich etwas Raum dafiir.

137 B. Chavey, Darrah: Drawing Pictures with one Line. Exploring Graph Theory, HistoMap Module 21, COMAP,
Lexington 1992; oder: Kenny, Margaret J. und Hirsch, Christian R.: Discrete Mathematics across the Curriculum, K-12,
National Council of Teachers of Mathematics, Virginia, USA, Yearbook 1991

Mund wurde von A.Schuster, Wiirzburg, zum Traveling-Salesman-Problem und zu Kiirzesten Wegen bereits er-
probt, vgl. Schuster, Andreas: Kombinatorische Optimierung als Gegenstand der Gymnasialdidaktik, Habilitationsschrift,
Woiirzburg, in Vorbereitung



e Minimale aufspannende Bdume in Klasse 8 (Wildermuth-Gymnasium Tiibingen),
e Das chinesische Postbotenproblem in Klasse 9 (Geschwister-Scholl-Schule T1ibingen),

o Kiirzeste Wege und das Traveling-Salesman-Problem in Klasse 11 (profilierter Pro-
filkurs Herder-Oberschule Berlin- Charlottenburg),

e Das Traveling-Salesman-Problem in Klasse 11 (Profilkurs Romain-Rolland- Gym-
nasium Berlin-Reinickendorf).

Die Motivation, sich mit den Themen zu beschéftigen, war bei allen vier Schiilergruppen
sehr grofl. Der problemorientierte Ansatz und die Ndhe zu Alltag und Anwendung
wirkten sich sehr positiv auf die Arbeitsbereitschaft aus. Auch das Bewusstsein, an der
aktuellen Forschung teilhaben zu diirfen, war férderlich fiir den Unterricht. Insbesondere
waren die Gruppen alle mit sehr viel Spafl bei der Sache, vor allem wenn es darum ging,
in Kleingruppen spielerisch zu forschen. Bereits nach wenigen Stunden wurde kompetent
sgefachsimpelt®, obwohl das Gebiet fiir alle génzlich neu war.

In den Klassen 8 und 11 (Herder-Oberschule) wurden Klassenarbeiten geschrieben. Das
Notenprofil entsprach jeweils weitgehend den bisherigen Klassenarbeiten. Einige der
schwicheren Schiiler konnten aber deutlich bessere Resultate als sonst erzielen. Dies
bestétigt die Vermutung, dass eine génzlich andere Art von Mathematik einen neuen
Einstieg in das Fach erleichtert.

Es wurde aber auch deutlich, dass der Schwierigkeitsgrad des Stoffes von vielen Schiilerinnen
und Schiilern unterschéatzt wurde. Das liegt vermutlich zum einen daran, dass der Unter-
richt das immer noch sehr verbreitete Schema von der (frontalen) Présentation ,,schwie-
riger* Inhalte mit anschlieBender (anstrengender) Ubungsphase durchbrochen hat, in-
dem fast der ganze Stoff von den Schiilerinnen und Schiilern selbst entwickelt und
erforscht wurde. Dadurch dass sie sich alle wichtige Teile selbstdndig erarbeitet haben,
entstand der Eindruck, es sei ja alles ganz leicht. Ein Schiilerkommentar in Klasse 8 war:
,Das haben doch alle verstanden! Da schreiben ja alle eine 1! Und das war kein freu-
diger, sondern eher ein entsetzter Ausruf mit dem Unterton: ,Das kann doch gar nicht
sein, dass es etwas im Mathematikunterricht gibt, das alle kapiert haben!“ Diese Beob-
achtung zeigt im Ubrigen auch, wie sehr der Mathematikunterricht noch seinem Image
des “harten Faches®“ verhaftet ist, bei dem nur einige wenige wirklich etwas verstehen
kénnen und sollen.

Zum anderen wurde die Anforderung, die selbst gefundenden Algorithmen korrekt zu
formulieren, unterschétzt. Der Weg von der Idee fiir einen Algorithmus zur detaillierten
und fehlerfreien Darstellung ist sehr viel weiter, als man zunéchst glaubt. Hier liegt die
besondere Schwierigkeit und Herausforderung des Stoffes. Insbesondere in der Mittel-
stufe mangelt es offensichtlich an entsprechendem Problem- und Fehlerbewusstsein. ©
Wie dies methodisch abgefangen werden kann, wird weiter unten beschrieben.

I5Eine empirische Auswertung von Unterrichtsversuchen findet im Rahmen dieses Projektes nicht statt. Hier kénnen
nur Tendenzen festgestellt werden.
16ygl. A. Schuster: Bericht fiir die bayerische Lehrplankommission 12/2001



Am Ende der Unterrichtseinheiten beantworteten die Schiilerinnen und Schiiler Fra-
gebogen, die allgemein nach der Akzeptanz der Themen fragten. Die Resonanz war
durchweg positiv. Insbesondere der Anwendungsbezug wurde hervorgehoben, ebenso
das selbstédndige Erarbeiten der Inhalte. Besonders vielsagend ist die Antwort auf die
Frage, wie das Thema gefallen hat: ,Besser als Mathe“. Dieser Unterricht unterschied
sich methodisch wie inhaltlich so stark vom herkémmlichen Mathematikunterricht, dass
er fiir die Schiilerinnen und Schiiler gar keine ,,Mathe“ mehr war. Mehrere waren auch
erfreut iiber diese Mathematik ,,ohne Rechnen®.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Themen sowohl von Schiiler- als auch von
Lehrerseite als lohnend und bereichernd erlebt wurden. Das verstarkte selbsténdige
(kreative und entdeckende) Arbeiten, das mit diesen Inhalten besonders gut moglich
ist, wurde sehr positiv aufgenommen und brachte gute Resultate hervor.

6 Lehrmethoden fiir die Entwicklung korrekter Algorithmen

Zur Problematik der sauberen Formulierung von Algorithmen haben wir uns verschie-
dene methodische Ansitze iiberlegt. Ideal wére der Einsatz von Software, die mit um-
gangssprachlichen Eingaben arbeiten kann. D.h. die Schiilerinnen und Schiiler kénnten
ihre Version des Algorithmus, ohne dass eine Programmiersprache gelernt werden muss,
umgangssprachlich formulieren und erleben, ob tatsdchlich das passiert, was sie gedacht
hatten. Leider ist die Realisierung einer solchen Software bislang nicht absehbar.

Also muss man etwas Ahnliches simulieren, etwa so: Jemand spielt den ,,dummen Com-
puter” an der Tafel, der an einem dort aufgezeichneten Graphen auf das Genaueste die
Anweisungen seiner Mitschiiler befolgt. Das ist nicht nur hilfreich, sondern auch immer
wieder eine frohliche Auflockerung der Stundel!

Eine weitere Moglichkeit ist, Algorithmen auf lose Blédtter aufschreiben zu lassen, zu
mischen und neu in der Klasse zu verteilen. Sobald etwas am vorliegenden Text unklar
ist, wird das notiert. Diese Methode scharft den Blick fiir die eigenen und fremden
Formulierungen und verbessert das Fehlerbewusstsein.

Sehr lebendig und auch lustig kann die Ausfithrung eines ,Rollenspiels“ an der Tafel
werden. An der Tafel werden die verschiedenen benétigten Daten und Speicherpléitze
notiert: der Graph (in Form einer Adjazenzmatrix z.B.), die Liste der besuchten Kno-
ten, je nach dem welcher Algorithmus durchgefiihrt werden soll, die Liste der jeweiligen
Knotenvorgénger usw. Falls man eine grofle Tafel zur Verfiigung hat, ist es giinstig,
am Rand Platz zu behalten, um dort die einzelnen durchgefiihrten Schritte schriftlich
festzuhalten. Dann bené6tigt man fiir jeden Datensatz jemanden, der diesen verwaltet.
Auf diese Art und Weise sind mindestens fiinf Schiilerinnen und Schiiler an der Tafel
aktiv. Die anderen fungieren als Kontrollinstanz. Nun soll der Algorithmus zum Laufen
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gebracht werden. Wer muss anfangen? An wen gibt er oder sie seine Information weiter?
Was muss gespeichert werden und was geloscht? Was muss aufgeschrieben werden? Wo
passieren Wiederholungen (die sich als Schleifen im Programm niederschlagen)? Dieses
Rollenspiel macht tatsdchlich vieles klar und deckt bisherige Denkliicken auf. Haufig
wird z.B. bei der Konstruktion aufspannender Béume vergessen, dass man sich die be-
reits besuchten Knoten irgendwo notieren (bzw. speichern) muss, um Kreise vermeiden
zu konnen. Spétestens wenn die Person des , Kreisvermeiders®“ an der Tafel steht und
handeln soll, fallen solche vergessenen Komponenten des Algorithmus auf.

/a;e}(g& als zu Variablen- | Algorithmus
Liste d bearbeitende listen

iste der 5

besuchten Knoten (Vorgénger,

Knoten Abstand)

S

Je nach Klassenstufe und zur Verfiigung stehender Zeit muss entschieden werden, wie
detailliert die Algorithmen ausgearbeitet werden. Das kann von der Ideenskizze bis zur
fertigen Implementierung reichen.

7 Das Problem des Beweisens

Die nédchste Stufe wire nun, die Korrektheit der gefundenen Algorithmen zu beweisen.
Noch gibt es hierzu keine methodisch modernen Ansétze. Und selbst das Nachvollziehen
von vergleichsweise einfachen Korrektheitsbeweisen wird zum Problem. Wie auch schon
beim Finden von prézisen Formulierungen fiir Algorithmen kann der an anderer Stelle
grofle Vorteil von Graphen, ndmlich eine gewisse Anschaulichkeit, hier zum Hindernis
werden. Sehr oft ,sieht man einfach®, dass es so stimmen muss, wie man es gemacht
hat. Ein Korrekheitsbeweis muss dann haufig per Widerspruch gefiihrt werden, was
nicht nur fiir Schiilerinnen und Schiiler schwer ist. Oder es wird die vollstdandige Induk-
tion gebraucht, die in vielen Lehrplénen nicht mehr vorkommt. Induktionsbeweise auf
Graphen sind zudem nicht ganz einfach, nicht nur, weil zu entscheiden ist, ob iiber die
Anzahl der Kanten oder iiber die Anzahl der Knoten argumentiert wird. Fiir die Aus-
arbeitung von Ideen und Konzepten zu Korrektheitsbeweisen fiir Graphenalgorithmen
besteht noch weiterer Forschungsbedarf.

8 Ausblick

Wir hoffen, mit der Durchfithrung des Projektes , Diskrete Mathematik fiir die Schule®
einen Beitrag zur Verbesserung und vor allem zur ,,Verlebendigung® des Mathematikun-
terrichts leisten zu kénnen. In den néchsten Monaten werden die Unterrichtsmaterialien
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weiter ausgearbeitet und interessierten Lehrerinnen und Lehrern zur Verfiigung gestellt.
Damit beginnt die Bewé&hrungsprobe fiir diese Themen im Schulalltag. In Kooperati-
on mit dem Berliner DFG-Forschungszentrum ,, Mathematik fiir Schliisseltechnologien®
sind zudem Schiilerworkshops, Vortriage und Lehrerfortbildungen geplant.
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