
Ei neues Verfahren zur Lösung des 

Streuproblems der Maxwell-Gleichungen 

Diplomarbeit 

vorgelegt von M. Hassan Farshbaf Shaker 

am Fachbereich Physik 

er Universität Hamburg 

angefergt am 

Konrad-ZuseZentrum 

für Informationstechnik Berlin ( I B ) 

Betreuer: PD Dr. Frank Schmi 

September 2003 



1. Gutachter: PD Dr. Frank Schmidt 

2. Gutachter: Prof Dr. Douglas Fay 



Inhaltsverzeichnis 

Einleitung 

Einführung 11 

2. otivtion 11 

2. axwellleichungen 16 

Streuprobleme und Polbedingung 21 

3. Streuprobleme 21 

3. olbedingung 28 

3.2. D-Problem 28 

3.2. Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall 30 

3.2.3 Reelle Achsen-Methode 32 

Schwache Form der Maxwell-Gleichungen 35 

nnenraum- und Außenraumproblem der Maxwellleichungen 35 

Schwche For des Innenraumproblems 37 

3 Semischwache Form des Außenraumproblems 

Diskretisierung der Maxwell-Gleichungen 55 

5. Disretisierung des Innenraumproblems 56 

5. Semidisketisierung des Außenraumproblem in 2D 67 

5.3 Kopplung des Innenraumproblems dem Außenraumproblem 88 

Zusammenfassung 89 



INHALTSVERZEICHNIS 



apitel 

inleitung 

Die A r e i tel ein neues Verfahren zur Behandlung des treuproblem der 

axwellleichung 

rot(/i-1roti£) — ußeE = iuj. 

auf unbeschränkten Gebieten vor. Die Aufgabe zur Lösung olcher treupro­

bleme tritt in vielen Bereichen der Natur- und Ingenieurwissenschaften auf Di 

p t i e r u n g bestimmter Eigenschaften von Photonischen Kristallen läß sich auf 

diese Problemstellung zurückführen. Die Ermitlung der erflächenbeschaffen­

hei von Mtera len durch Nahfeldmikroskopie ist ebenflls ein solches Problem 

Die mathemtische Behandlung unseres treuproblems ergibt zwei separate Pro­

bleme; ei nnenraumproblem mit dem bjekt woran gestreut wird und ei 

Außenraumproblem, dem das gestreute Feld berechnet wir Dies eiden 

Probleme sind über den and des Innenraumes mteinander gekoppel. Das n­

nenraumproblem iefert ein assisches elliptisches Randwerproblem, fall di 

Randwerte bekannt sind. Dafür gibt es eine a u s g e e i t e t e Existenz und Eindeu­

tigkeitstheorie [16, 10]. Für die numerische Behandlung des Innenraumproblem 

werden kssische FiniteElementeVerfahren, die häufig zur Lösung solcher ellip­

tischer Gleichungen eingesetzt werden [2], verwende as Außenraumproblem 

liefer ebenfalls ein ellptisches Problem aber kei Randwerproblem. Zur Si 

cherung der Eindeutigkei der Außenraumlösung ha man an das Problem eine 

zusätzliche Bedingung - die SilverMüllerAusstrahlungsbedingung - zu tellen 

Durch diese Bedingung werden nur Außenraumlösungen zugelassen, di ausau-
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fend sind Dies läßt sich o vertehen der Natur lassen sich Wellenphänome 

ne allgemeinen als Überagerung von einzelnen Wellenzügen (einlaufend und 

ausaufend) verstehen, di verschiedene chtungen laufen und teinander 

interferieren Die physikalische Natur der Wellenausbreitung verlangt es das 

Wellen, die durch endliche Hindernisse reflektier gebeugt oder gebrochen wer 

den, im großen Abstand von diesen Hindernissen ur eine Bewegungsrichtung 

uslaufend) estzen Di Forderung der Eindeutigkei schließt lso einlaufen­

de Wellen us. Die SilverMüllerAusstrahlungsedingung gil nur für homogene 

Außenräume. Für inhomogene Außenräume werden wir im Kapitel 3. die Pol 

bedingung erläutern, die von Frank Schmidt [21] im ZIB (Zuse Institut Berlin) 

entwickelt wurde Si besagt, das die Lösung einer Differentialgleichung aus 

trahlend bzw. uslaufend ist, wenn die LaplaceTransforerte züglich einer 

bstandsvarablen der unteren komplxen Halbebene keinen ol besitzt. 

den Vorteilen der Polbedingung hlt ihre Diensionsunabhängigkei, und sie is 

keine asmptotische edingung, sonder gi auch bei einen Abständen vom 

Hinderni und tell somit eine Alternative zu den gebräuchlichen asmptotische 

edingungen dar, die über Reihendarstellungen formuliert werden Die olbedin­

gung wurde schon in der Habilitationsschri von Frank Schmidt 21] erfolgreich 

auf die HelmholtzGleichung angewandt. Ziel dieser A r e i is die Anwendung 

der olbedingung auf die axwellGleichungen. abei werden wir Ideen aus 

21] auf unsere Are i t übertragen. Wir werden dabei eine sezielle Formulierung 

für das Außenraumproblem der axwellleichungen angeben. Dabei haben wir 

uns durch eine naloge Formulierung für die HelmholtzGleichung in 21] leiten 

ssen. Jedoch besteht die Außenraumlösung der axwellGleichungen aus der 

Tangentialkomponente und der Noralenkomponente. W r wissen (siehe dazu 

bschnitt 2) dass für die Lösung des nnenraumproblems lediglich die Angab 

der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes auf dem Rand des nnenrau­

mes ausreicht, um da nnenraumproblem (Randwerproblem) zu lösen. W 

is es aber lle eines unbeschränkten ebietes, wie das des Außenraumes? 

Reicht es für die asmptotische Bedingung aus, nur die Tangentialkomponente 

des elektrischen Feldes zu verwenden? 

dieser Are i t wird diese Frage für ezielle Koordinatensysteme (Zlinderko­

ordinaten in 3D und ein den physikalischen Problemen angepaßtes allgemeines 

Koordinatenstem D) ostiv beantworte 



Di Fragestellung ist für die Erhaltung der Eindeutigkeit der Außenraumlösung 

von Bedeutung. 

Die vorliegende A r e i glieder ich fünf Kapitel einführenden api 

tel 2 werden zwei Beispiel aus der Physik Nahfeldmoskopi und Photo­

nische ritalle - ehandelt. Anschließend werden aus der Theorie der axwell 

leichungen einige Resultate zusamengefas die für die A r e i t von Relevanz 

sind 

3. Kapitel wir einführend ein einer Überblick über treuprobleme ge 

geben Der weite Abschni ehandel die Polbedingung [21]. Si wir anhand 

der HelmholtzGleichung er lär t . unächst wird die Idee der olbedingung im 

eindiensionalen Fall erläutert. Weiterhin verallgemeinern wir die oledingung 

vom eindimensionalen auf den mehrdiensionalen ll. Anschließend wir di 

eelleAchseMethode eingeführt die eine notwendige edingung zur olbedin­

gung darstelt. 

as . Kapitel behandel die schwache Formulierung der axwellleichung. 

m einführenden Abschnitt werden da nnenraum- und Außenraumproblem der 

axwellleichung tiver und hergeleitet Als Ausgangspunkt für die u­

merische Lösung wird im folgenden Abschnitt die chwache Formulierung des 

nnenraumproblems angegeben. I etzten Abschnitt wir die "schwache" For 

ulierung des Außenraumproblems hergeleite. I Hinblick auf di Polbedin­

gung und di Disketisierung des Außenraumproblems in Kapitel haben wir 

den Außenraum einer arametertransformation (genauer: Transforation auf 

ugelkoordinaten unterzogen und anschließend eine Formulierung hergeleitet 

die "schwach" ezüglich der nkelvariablen und "tark" bzw. " s s i s c h " bzüg­

lich der bstandskoordinaten i t . Dies war notwendig, da sonst di oledingung 

auf die axwellGleichungen nicht anwendbar w r e . Di oledingung wird an­

schließend al zusätzliche leichung an die Formulierung gestell darauf 

anschließenden Unterabschnit wird die nner truktur der Formulierung des 

Außenraumproblems untersucht, wobei wir zwei Koordinatensteme ("Parallele 

treifen" und Zlinderkoordinaten) trachten 

ir tellen dabei fes, dass nicht die gesamte Außenraumlösung di oledingung 

zu erfüllen braucht. W r erhalten durch diese Untersuchung ein wichtiges nicht 

t r i v l e s Resultat, das für di Eindeutigkeit der Außenraumlösung notwendig is 

Für Zylinderkordinaten im R3 reicht es aus die Polbedingung nur an die Tan-
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g e n t i a n t e de Außenrumlöung z lle 

Aufgrund der in dem terabschni erhaltenen Beziehungen zwischen der Tangential 

und Norlenkomponenten gilt die oledingung dann utomtisch auch für di 

Normalenkomponente der Lösung. I diesem Koordinatenstem kann es als 

nich vorkommen, das die eine ompomonente der Außenraumlösung di ol 

edingung erfüllt und die andere sie nicht erfült. Dies ürde zum Verlus der 

Eindeutigkeit der Außenraumlösung führen 

as 5. und letzte Kapitel behandel die Disketisierung der MaxwellGleichung 

in 2D, wobei dazu keine ezifischen 2D-Annahmen gestel werden. Daher nn 

an die Diskretisierung unmttelbar auf 3D-Problem übertragen einführen­

den Abschni wir das Innenraumproblem diset is ier ir verwenden dazu di 

häufig verwendete Fini teElementeethode FEM). I unserem Fall besteht der 

Unterschied zu den herkömmichen F E e t h o d e n in der Verwendung von zi 

ellen Basifunktionen (Kantenelemente) für unsere FERäume. Di asifunktio­

nen werden nicht ehr auf den Knoten (LagrangeElemente) definier ondern 

auf den ten. Di Kantenelemente erhalten die Stetigkei der Tangentilkom-

onente des elektrischen Feldes bei Übergang Grenzflächen adurch sind 

sie eine physikalisch natürliche Wahl für di A u s a h l der Basisfunktionen. I fol 

gendem bschnit wir die Diskretisierung des Außenraumproblems behandelt 

für führen wir ein oordinatenstem ein das allgemein genug um ög­

lichst viele Arten von physikalischen Problemstellungen ehandeln zu können 

Di Parametrisierung ergibt habunendliche treifen (Rechtecke geben auf 

diesen Streifen Kantenelemente vor die ebenfalls di tetigkeitseigenschaften des 

elektrischen Feldes erfüllen. Außerdem erhalten wir auch für das Koordinatensy-

ten ein wichtiges analoges Resultat wie bei den Zlinderkoordinaten im R3: 

Für unser 2DKoordinatensystem reicht es aus, die Polbedingung nur an die Tan-

gentialkonente der Lösung zu stellen; die Noralenonente erfüllt dann 

autatisch die Polbedingung 

letzten Abschnitt von Kapitel 5 koppeln wir das nnenraumproblem mit dem 

Außenraumproblem und geben an, wie an sie löst. 
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apitel 

inführung 

ei den folgenden physikalischen Beipielen geht es allgemein um die Ausbreitung 

und treuung von Licht. hre mthemt ische dellierung führt auf di axwell 

leichungen auf unbeschränkten Gebieten die wir in dieser A r e i untersuchen 

werden 

2.1 otivation 

. Beispiel: Optische Nahfeldmikroskopie (ONM) 

der ssischen (Fernfeld-) ikroskopie wird die Auflösung durch di eu­

gung des Lichtes besti 18]. Die ikroskope sind in hrer örtlichen Auflösung 

prinzipiell beschränkt (bekannt als Abbesche Schranke [13]). Abbe zeigte das 

das leinste bjekt d, da durch ein optisches tem aufgelöst werden kann, 

eine halbe Wellenlänge des verwendeten Lichtes b t r äg t 

0,61A0 
= ; 

nsmc 

wobei Ao die Vakuumwellenlänge des abbildenden Lchtes und der Bechungs 

inde des Mediums (Luf 1,0) zwischen der Prob und der bjektivins 

is Der Öungswinkel des ichtes im Gegenstandsraum sin i 1,0 

falls der nkel 90° trägt - heute noch nicht öglich), und ns in^ nennt m 

umerische Apertur (NA) des Mikoskops. 

egensatz zur Fernfeldmoskopie er lubt die optische Nahfeldmikrosko­

pi die Abbildung von wesentlich leineren trukturen, als es m konventionellen 

11 
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Abbildung 2.1: Typische Anordnung einer NFM Der Lichtstrahl einer externen 
Lichtquell wird mit Hilfe einer Linse in die spitze Cantileversonde fokussiert. Das 
aus der Apertur austretende icht durchsetzt lokal die Probe abei bestimm 
die Aperturgröße im wesentlichen die laterale Auflösung. M einer weiteren Lins 
wird durch die Prob transmttiertes Licht aufgefangen 

as ld t entnommen us w . d i d e 

oskopen öglich Simultan zur bjektopographi können dam tz 

optische Eigenschaften soga von Miko-und Nanostrukturen erfaß werden 

Die Auflösung der konventionellen optischen Mroskopi t wi chon 

e r l ä r durch Beugungseffekte uf rund die Hälfte ihrer trahlungswellenlänge 

egrenz Dies Grenze wir durch die optische Nahfeldmikoskopie überwun­

den. Si t ve rand t m t der Rastertunnel TM) und asterraftmikoskopie 

(AFM) 

Diese Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass eine entsprechend gestaltete 

leine Spitze al Sonde die jeweils nteressierenden erflächeneigenschaften mi 

höher lateraler und vertikaler Auflösung detektieren kann Die Methoden sind 

sämtlich rasternd, d h lder werden durch punkt- und zeilenweises u s a m e n ­

setzen von vielen Einzelmeßwerten gewonnen 

as Prinzi ziell der optischen Rasternahfeldmikroskopie esteht darin, ei 

ne ubmikroskopische Strahlungsquelle, di z.B. aus einer G f a s e r (siehe bb 

e n t s t a m t , auf der Probenoberfläche zu bwegen. Dabei wird die Strahlung von 

w.dide


. MOVATIO 

Glasfaser 

einfallendes Licht 

reflektiertes Licht 

Probenoberfläche 

bbildung 2.2: Schematische Darstellung der optischen Nahfeldmikroskopie. Der 
Abstand a zwischen der Gasfaser und der Probenoberfäche is tets kleiner als 
die verwendete Wellenlänge des ichtes. 

der Prenoberfläche reflektiert und gelangt schließlich wieder die Gasfaser. 

Di Auflösung is wesentlichen durch die Geometrie der Sonde und nicht durch 

di trahlungswellenlänge gegeben 

nteressante Einsatzgebiete der optischen Nahfeldmroskopi eröffnen sich 

z.B. mi der Untersuchung der teralzusammensetzung von submikoskopi 

schen trukturen, die für viel Fragestellungen in der Halbleitertechnologi von 

großer Bedeutung is 

Die thematische Modellierung einhatet die Rekonstruktion des erflächen­

profils einer unbekannten Probe, falls die ntensität des n die Glasfaser zurück­

reflektierten Lchtes vorgegeben wurde. Eine andere Aufgabe is die Berechnung 

der ntenstät des in die Gasfaser zurückreflektierten Lchtes ei einer bekannten 

Probe. 

. Beispiel: Photonische Kristalle 

Unter Photonischen ritallen verteht an terilien t einem räumlich 

eriodisch auf einer Skala der Lichtwellenlänge variierenden echungsindex [ 

hnlich wi sich die Periodizität eines Hableiteristal ls auf die Ausbreitung von 

Elektronenwellen auswirkt [2] kommt es bei Photonischen ristallen ufgrund 

der ielfachen treuung des Lchtes an der periodischen truktur zur Ausbildung 

einer Energiebandstruktur erlaubten bzw. v e r t e n e n Freuenzbereichen 20, 
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. Ddurch wird es zB . möglich, die Eigenschaften entsprechend eingebrachter 

optisch aktiver Mterialien geziel zu eeinflußen 

Photonische Kristalle kann unter nderem als miniturisierten Spiegel 

einsetzen Sie reflektieren elektromagnetische Wellen der "ver tenen" Wellenlän­

ge volltändig. hnlich den Halbleitern kann an Photonische Kritall geziel 

mit Störstellen versehen. Eine einzelne Fehlstelle einem ansonsten ideal geord­

neten ristall führ eispielweise dazu, dass Licht einer "verotenen" Wellenlän­

ge an der Störstelle gefangen wird. Durch Verkettung von olchen Punktdefekten 

eröglicht man es dem Licht bes t imte r Wellenlänge sich entlang der Defekte 

auszubreiten. Der Photonische ri tal l wird zum Wellenleiter. Ein linienförmiger 

Defekt wingt di Wellen, in ihrer Bahn der Linienführung des Defekts zu folgen, 

selbs um scharfe Kanten herum Diese Eigenscha is für die Miniaturisierung 

von elektronischen Buelementen von großem Interesse 

Photonische Kritall eröglichen es die Ausbreitungsgeschwindigkeit des 

ichtes zu verringern. Zum eispiel könnte mi großer E z i e n z aus angwelli 

ger elektromagnetischer trahlung urzwellige erzeugt werden, s das in einigen 

Wellenlängenbereichen neuartige chtquellen zur Verfügung tünden Für di 

Entwicklung neuer, einfach herzustellender Photonischer istall mit gewünsch­

ten Eigenschaften t deren themtische dellierung unerläßlich 

Sie beinhaltet di Rekonstruktion der physikalischen Eigenschaften des ritalls 

falls die Intenstät des den Photonischen ritall gestreuten Lchtes vorgege 

en wurde. Eine andere Aufgab is die Berechnung der ntenstä des in den 

Photonische Kritall gestreuten ichtes bei einem Photonisches r i tal l t b 

kannten Eigenschaften 

Unsere Aufgab wird in dieser A r e i darin bestehen, Streuprobleme der axwell 

leichungen zu behandeln Vorher werden wir aber einige Asekte aus der b 

kannten Theorie der Maxwellleichungen für unser päter Verwendung zusam­

menfassen 



. MOVATIO 

bbildung 2.3: Rasterelektronenmkroskopische Aufnahm eines Photonischen 
ristalls aus makroporösem Silizium. Elektromagnetische Wellen in einem Wel 

lenlängenbereich zwischen 3 und 5 Mikromter können sich senkrecht zu den 
Poren nicht ausbreiten Derzeit arbeitet m n an der nächsten Generation sol 
cher Kristalle, in denen die Lichtausbreitung bei dem für die Telekommunikation 

esonders wichtigen Wellenlängenbereich um 1,55 Mikrometer unterdrückt wir 
ösele, MPI für Mikostrukturphysi Halle; Infinion Technologies) 
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2. axwell-Gleichung 

ir werden n diesem Abschnit nur einige Begrif aus der heorie der Elektro­

dynamik t den Maxwellgleichungen als Basisaxiomen zusammenfassen, die wir 

in den päteren Kapiteln enötigen werden abei halten wir uns ehr eng an 

di tandardbücher 6, 8] 

Maxwell-Gleichungen 

Di akoskopischen Maxwellleichungen in Feldgleichungen der Elektro­

dynamik in Materie ) uten differentieller For 

ot 3 + ^ 

-
ot -B 

div 3 

div 

abei ind 

das elektrische Feld 

das magnetische Fel 

di dielektrische Verschiebung 

die agnetische Flußdichte 

die tromdichte 

x die adungsdichte 

Di axwellGleichungen sind partielle, lineare, gekoppelte Diferentialgleichun­

gen erster rdnung. Es gil aufgrund der inearität das Superostionsprinzip 

ami sind die terferenzerscheiungen elektromagnetischer Wellen inseson­

dere auch di des ichtbaren Lchtes al ezielle elektromgnetische Wellen, si 

chergestell 

Materialgleichungen 

den obigen Feldgleichungen kommen noch weitere die die Materaleigenschaf 

ten der edien charaterisieren und die Eindeutigkei der Vektorfelder sichern. 

Diese sind die Verknüpfungseziehungen u btrachten sind Feldstärkebereiche 
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für di 

der Zusammenhang wischen der Stromdichte j und der elektrischen Feldstärk 

über das hmsche esetz 

=a 

mi der elektrischen Leitfähigkei beschrieben wir 

der Zusammenhang wischen den Felder und bzw. und linear is 

und eschrieben wird durch di aterialeigenschaften 

eD 6 

mi der Dielektrizitätskonstanten eD und der ereabi l i tä t ( 

hysikalische Bedeutung 

Die physikalische Interpretation der axwellleichungen ergibt sich durch di 

Formulierung der leichungen durch Integrale und Anwendung der ntegralsätze 

von reen und tokes1. 

H- . B . 8 

ß-
| * -

D- 2.10 

H-dF 2.11 

Di Gleichung (2. eschreibt das F radasche nduktionsgesetz chael ra­

da erkannte durch empirische Versuche ls erster das entlang eines eiters 

einem zeitlich veränderlichen Mgnetfel eine elektrische Spannung entsteht, di 

er Induktionsspannung t/jd nannte 

^außscher Sat Jv dVdivA = §pdF • 
Stokescher Satz: dF • rot A = §cdr • A 
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Uid E- = -^f 2. 

Oder anders ausgedrückt: Ein agnetisches Feld, welches sich zeitlich ändert 

erzeugt ein elektrisches Wirbelfeld 

leichung ( 8 t da durch axwell vervollständigte AmpereGesetz. Amper 

fand experimentell heraus, dass agnetfelder nicht ur von Permanentmagne 

ten ondern auch durch elektrische Ströme erzeugt werden. Bei einem geschlos 

senen Weg um einen Leiter, i dem ein elektrischer trom f durch den 

eiteruerschnitt fließt, gil 

= F= ro j . 2.13 

Der entscheidende chritt zur Vervollständigung des AmpereGesetzes erfolgte 

durch axwel im Jahre 186 15] azu ging Maxwell von der Kontiuitäts 

gleichung — 4 | ^ div ( aus di us der adungserhaltung2 folgt Di 

Kombination der Kontinuitätsgleichung mi 3 führt zu einem derpruch 

div Die Gleichungen werden konsitent, wenn an einen Zusatzterm, 

nämlich den Maxwellschen Verschiebungsstrom j^ zu hinzufügt Durch den 

Verschiebungsstrom wird eine Kopplung der elektromagnetischen Felder tein­

ander erreicht, und ers dadurch wird die Ausbreitung elektromagnetischer Strah­

lung öglich 

Lösungsansatz 

ir uchen nach zeitharmonischen Lösungen der Form 

)e und )e 2. 

Aus ( ) 2 . ) 2 . 6 und 2.7 folgen die stationären bzw. reduzierten axwell 

leichungen 

rot ) - iu 2.15 

ot iu 2.16 

2 Für beiebige Prozesse st die Summe d r L u n g a b g c h l Sy kon­
tant; die Ladung i t eine Erhaltungsgröße. 
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mi — Di eiden leichungen kann an zu einer einzigen Gleichung 

zusammenfassen. Man erhält dann entweder eine leichung für das elektrische 

Fel oder eine für das Mgnetfel . Wir geben hier aber nur die Gleichung 

für da elektrische Feld an 

rot( /_ 1rot£) - uE = iuj. 2.17 

dieser Gleichung werden wir uns im auf dieser Are i t i m e r wieder efas 

sen 

bergangsbedingungen an Materialgrenzen 

Durch die leichungen (2 .3)2 . ) (2 .10) und ( 1 1 is das Verhaten der Vek­

torfelder beim Übergang zwischen zwei edien festgeleg azu zerlegen wir 

unser ebiet Q in zwei Gebiete Q und Q di durch eine renzfläche ge 

trennt ind Di ebiete haben unterschiedliche terialkonstanten, i) 

für Q und für Q. Auch di Felder werden unterschiedlich bezeichnet 

^ 1 , in und ( in 2.10 erhalten wir: 

i f 
dÜ! dtt-2 

i D-
an 

A 

Di etzte Gleichung liefert uns die tetigkei der Noralenkomponente von 

auf für alle x € Eine analoge Berechnung für di 

Normalenkomponente des elektrischen Felden ergibt: 

i ) 

ami ist diese omponente über die Grenzfläche hinweg unstetig. hnliche 

Überlegungen führen auf di folgende Tabelle: 
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Tangentilkomponente ormalenkomponente 

tetig unstetig 

unstetig teti 

unstetig teti 

tetig unstetig 
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uproblem und lbedingung 

Struproblem 

n velen ebieten der Natur- und Ingenieurwissenschaften treten Streuprobleme 

auf. Mthemt i sch handel es sich dabei um Differentialgleichungen, di auf 

unbeschränkten ebieten formulier sind. Bsher wurden viele ethoden zu ihrer 

Lösung entwickel 1 11] 

ir werden eine der kassischen Mthoden anhand einer Mdellgleichung er 

läutern entscheiden uns für die e l h o l t z l e i c h u n g , da sie ausreichend 

untersucht t. Außerdem läßt ich die e l h o l t z l e i c h u n g aus den axwell 

leichungen herleiten. Sie dient zur Mdellierung einfacher Streuprobleme. 

elmholtz-Gleichung 

Wir btrachten Felder und Mtra l ien m folgenden Eigenschaften 0, 0, u : 

0 , , )T, k und / itfij ir erhalten da aus (2.17 di 

HelmholtzGleichung 

Streuprobleme modelliert durch die elmholtz-Gleichung: 

Gegeben sei ein eschränktes zweidimensionales ebiet R, und T sei sei 

tückweis glatter and 

ir uchen nach Lösungen ^ die der folgenden e l h o l t z l e i c h u n g 

21 
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genügen 

außerha (3. 

auf (3. 

g l . in allen Richtungen -—- (3-3 

ei sind die ortsabhängige Wellenzahl und f( ein Quellter mi 

einem eschränkten Träger n Q C . Die Funktionen a ß und ind gegeben 

leichung (3.3 is die Smerfeldsche Ausstrahlungsbedingung. Sie gestatet nur 

ausaufende Wellen im Unendlichen. Für eliebige Diensionen läßt si sich wi 

folgt forulieren 

lim p~i~ — i 0, p = glm. i allen Richtungen - j—- (3. 

abei ist d die Raumdimension Sommerfeld formulierte diese edingung in ei 

ner 91 erschienenen A r e i t (iehe dazu 22]. Sie sichert die Eindeutigkei der 

Lösung bei konstanten Wellenzahlen k. I Fall der zeitharmonischen Wellen­

gleichung - die Zeitabhängigkei is t - haben wir als Fundamentallösungen 

Ebene Wellen für 

e+k und k (3. 

lindrische Wellen für = 2 

^\k und (3.6 

ugelwellen für = 3 

k h 

und (3. 

(3.6 sind u n d r ) Hankelfunktionen vom Typ bzw. Typ 2. 

den Fundaentallösungen (3.5)(3.6) und (3.7 charakterisiert der erste Term 

eine ausstrahlende Welle während der zweite Term eine einstrahlende Welle cha­

raterisier 

u + 

+ ß 

1/2 
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Sommerfeld behauptete 

Um Eindeutigkei für das Außenraumproblem der Helmholtz leichung zu er 

reichen, reicht es nicht aus das die Funktionen Unendlichen verschwinden 

Sommerfeld interpretierte die Lösungen der H e l h o l t z l e i c h u n g als die räum­

lichen Anteil der zeitharonischen Lösungen der Wellengleichung. adurch 

konnte er zwischen den auslufenden und einlaufenden Wellen unterscheiden 

Er ehauptete, dass die physikalisch korrekte Lösung einer an einem Hinderni 

gestreuten Welle durch eine Superostion der auslaufenden Wellen erfolgen dar 

Unter Verwendung der reenschen Formeln und den Fundaentallösungen der 

HelmholtzGleichung erhiel er die Austrahlungsedingung, di er noch durch 

eine Endlichkeitsedingung ergänzte 

d - . 

lim < o (3.8 

t diesen Bedingungen konnte er die Eindeutigkeit der Lösung der Helmholtz 

leichung zeigen Es ergibt ich ogar, das aus der Ausstrahlungsedingung di 

Endlichkeitsedingung folgt. Rellich 9] 3 i der age sogar einer 

schwachen Form der Austrahlungsedingung die Eindeutigkeit der Lösung der 

HelmholtzGleichung zu zeigen 

lim / ds (3. 

wobei den Rand einer Sphäre m adius R um den Ursprung bezeichnet. 

ir formulieren nocheinmal unser Streuproblem 

außerhal (3.10 

g auf (3-11 

o ( —7- gleichmäßig in allen Richtungen •:—r . (3. 
L' 

Um die folgenden Erläuterungen einfach zu halten, haben wir gesetz 

Nun geht an bei der Lösung des obigen Problems wi folgt vor: ei 

ne einfache Drstellungsforel für den Außenraum zu erhaten, legt m einen 

reisring um Somt zerleg an den Außenraum von eine Region in­

nerhalb und in eine außerhal der reisschei Bro. Durch die 2. reensche 
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Abbildung 3.1: Das Rechengebiet mi dem künstlichen Rand Br 

Formel erhält man eine 

Lösungsdarstellung für den ußenraum 

L A ^ W - y ) } d s { 'XW (3-i3 

wobei diejenigen Fundamentallösungen der HelmholtzGleichung ezeich­

n e , die die Sommerfeldsche Ausstrahlungsedingung erfüllen. Die Formel (3.13) 

te l t die Lösung Außenraum durch die Funktion uf dar. ir 

brauchen aber eine solche ziehung auf dem künstlichen and . Dazu ver 

schiebt man den Punkt m Außenraum in einem Grenzprozess (iehe dazu [3] 

auf den Rand Bro. chließlich erhäl 

? i w 3 4 ( i e - (3-
Di Formel ( 3 . ) is eine Itegralgleichung. Sie stell auf dem künstlichen Rand 



STREUPR 25 

dB eine Beziehung zwischen den Dirichlet und den Neumanndaten her. Daher 

läßt sich ein Randoperator definieren, der auf dem Rand Dir ichleta ten 

Neumann-aten DtN) abbilde 

= M a u f ß r (3.15 

wobei man noch die tetigkei von und beim Übergang durch den Rand 

o berücksichtigt. Dam können wir unser Problem wie folgt schreiben 

Außenraumproblem Pj±: 

außerhal (3.16 

auf (3-17 

Innenraumproblem 

innerha (3.18 

auf (3. 

uf (3.20 

Hier erscheit di Sommerfeldsche Ausstrahlungsedingung nicht Sie i aber 

ereits für die Auswahl der Fundamentallösung verwendet worden. Die Funktion 

x G t gegeben 

Der D t N - e r a t o r koppel das Innenraumproblem mit dem Außenraumpro­

blem. Aufgrund des DtNOera tors k n n für jede gegebene Funktion uf d 

das Außenraumproblem eindeuti gelöst werden. Man uß ei der Lösung des 

vollen Problems wie folgt vorgehen 

1. Löse 

2. Setze Br 

3. Löse ^ 

n vielen praktischen Beipielen kann der 3. Schritt ausgelassen werden, da 

ur an ( nteressier is 

an kann die Sommerfeldsche Austrahlungsedingung nicht verwenden, wenn 

die Wellenzahl xplizi ortsabhängig is Physikalisch ha an dann 

einen inhomogenen Außenraum 
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waveguides 

i 

incoming 
wave 

scattering object 

bbildung 3.2: Streuproblem mit einem inhomogenen Außenraum. Die Wellen­
zahlen der Wellenleiter sind unterschiedlich zu der des umgebenden ediums. 
(Bild tammt aus [21 

Um jedoch auch nhomogene Außenraumprobleme behandeln zu können, gibt 

Frank chmidt seiner Habiltationsschrift [21] eine neuartige edingung n, di 

er Polbedingung nennt Diese edingung ist konstruktiv. Sie eraubt den Rand­

operator auf viele verschiedene Arten zu konstruieren, und ermöglicht demnach 

Probleme von unbeschränkten ebieten auf beschränkte Gebiete einzuschränken 

Falle des homogenen Außenraumes is di olbedingung äuivalent zur Som-

merfeldschen Austrahlungsbedingung (Bweis siehe [21] und die dor angegebene 

teratur 

Folgenden btrachten wir ein eipiel us der Integrierten pti 

eispiel : nhomogener ßenraum 

Die Abbildung (3 . ) veranschaulicht ei ypisch inhomogenes Außenraumpro-

blem Der ink Wellenleiter k o m t vom Unendlichen und endet in unserem 

Rechengebiet. Er führt eine M d e vom nendlichen zu seinem echten Ende 

Dor verläßt das Feld den Wellenleiter. nehmen an, dass der Wellenleiter 

die Wellenzahl e s t z . Die Wellenzahl des umgebenden homogenen ediums 

is ko und es gil ± > Die WellenleiterMode zeigt ei Ankunf am rechten 

Ende des Wellenleiters keinerlei Abschwächung. hr Phasenfaktor beträgt , 

wobei x di chse der asfaser ezeichnet und k0 . Es ei erwähnt 
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das diese Mode nicht die ommerfeldsche Austrahlungsedingung erfül , weil 

di Amplitude der M d e nicht einm abfä l . Di Welle trif auf einen Spiegel 

Sie wird zu einem Teil zurückflektiert und zum anderen in den weiten Wellen­

leiter gestreut. Der Rest gelang dann den homogenen Teil des Außenraumes. 

Di gestreute Welle weiten Wellenleiter kann dann ohne Abschwchung ins 

Unendliche propagieren Dieser Tei erfüll ebenfalls nicht die Sommerfeldsche 

Ausstrahlungsedingung. ir nennen die beschriebenen nhomogenitäten des 

Außenraumes Wellenleiterypische Inhomogenitäten 
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edng 

diesem Abschnitt erläutern wir das Konzept der oledingung, dabei orienti 

ren wi uns an [ 

3.2.1 ID-Problem 

ir llustrieren die Poledingung anhand der lD-HelholtzGleichung. ir 

trachten die HelmholtzGleichung im Außenraum > a) und führen eine 

Parametertransfortion x > durch, um unsere theoretischen Über 

legungen für den echten und inken Außenraum gleichermaßen anwendbar zu 

achen können wi etzen Die leichung läßt sich dann 

schreiben al 

-— (3.21 

Nun unterwerfen wi die Lösungen im Außenraum > a) einer aplce 

Transformation ir geben di Definition der LaplceTransformtion an iehe 

Anhang von [21 n unserem Falle heißt di Lösungsfunktion der ID Helmholtz 

Außenraum-leichung LaplaceTransformierbar, fall ie über di ositive eelle 

Achs ntegrierbar is und zusätzlich der xponentiellen chstumeschränkung 

|< Ceb (3.22 

(Re > b unterlieg. Die LaplaceTransformtion ieht wie folgt aus 

) = L{)} -s (3.23 

Di komplexwertige Funktion (s komplxer Veränderlichen s bzeichne 

man dann al die LaplaceTransforerte von () ntegral konvergier 

absolut für (s) > b Die LaplaceTransformierte t als in der Halebene 

Re(s > b e r l ä r und dor auch naltisch Es läßt sich noch zeigen, dass di 

aplace-Transformierte für R ( s ) — gegen 0 trebt Nach dem Diferentiti 

onssatz 

) = (s) - ~l ~l (3. 
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gi für die placeTransformierte der weiten Ableitung 

(s (s) — (3.25 

wobei wir folgende Abkürzungen enutzt haben und 

Durch die Transformtion der D-e lmhol tz le ichung erhät man (3.25) 

^ 
(s (3. 

(s (s) — (3.27 

(3.28 

adurch erhalten wir im a p l a c e a u m eine Best iungsgleichung für die Lö­

sung von (3.21 

) = ^ ± Ä (3. 

Die komplexwertige Funktion t holomorph {±«} und enthäl wei 

isolierte Singulartäten ei und sofort aus ( 3 . ) ersichtlich i s , k n n 

di Funktion (s mi Ausnahm der Singularitäten auf die gesamte komplexe 

Ebene fortgesetzt werden, obwohl sie zunächst nur für Re e r l ä r ar. 

emerkung: Die aplaceTransfor t ion in der Nähe der ingulartäten b 

timmt das Fernfeld, und umgekehrt wird für keine durch für große 

estimmt. 

Nun bestimmen wir di Singularitäten der Gleichung (3. durch eine Parti 

albruchzerlegung 

: — (3.30 

ir erinnern uns nocheinmal an di Sommerfeldsche Austrahlungsedingung. 

Für ID autet ie Setzen wir si oben ein, verschwindet der Pol 

= —i | 7° - D^es nennt man die Polbedingung. 
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Denition: (oledingung i ID) 
Ein Funktion) C erfüllt die Polbedingung,falls ihre LaaceTransformierte 

u eine holmorhe Fortsetzung in die untere Halbebene {s m(s 0} be 

sitzt 

Di ücktransformation von (3.30 ergibt folgende Drstellung: 

- ~1{—— - ~1{—— (3.31 
o o 
v v 

ami liefer die aplaceTransforation zwei wesentliche nformtionen. 

) Si eröglicht zum einen auf natürliche Weise eine Separation einer gegebenen 

Funktion in einen mptotisch einstrahlenden und einen asmptotisch ausstrah­

lenden Anteil, denn wir können die komplexe Funktion ü±(s) = - ^ den 

einstrahlenden ) = x und ausstrahlenden ) = x Wellen identifizie 

ren 

um nderen liefer si eine Bziehung zwischen den Neumnn-Daten und 

den D i r i c h l e t t e n , di an benötigt um das Problem auf einen Typ von 

andbedingungen zu eschränken 

3.2. Verallgemeinrung auf den ehrdiens ionalen Fall 

Wir formulieren im Folgenden die Polbedingung in Dimensionen d 1. Dazu 

geben wir eine Kugel mit Radius a vor und untersuchen Funktionen der Form 

: Rd\Qa C, wobei Qa das Innere der Kugel darstellt 

Nun gibt es zwei Möglichkeiten der Verallgemeinerung: 

a) Produktansatz, d.h. die Funktion wird in einen inkelabhängigen und einen 

vom Abstand abhängigen Anteil zerlegt. 

b) Allgemeine Parametrisierung des Außenraumes 

Bevor ir aber die Möglichkeiten erläutern führen wir eine homöomorphe Abbil 

dung Q (aR+) x S ^ - 1 > Rd\üa ein ie verallgemeinert Kugelkoordinaten zu 

Euklidischen Koordinaten außerhalb der Kugel Wir verwenden diese Abbildung, 



EDINGUNG 

um eine weitere Abildun u> ü v a ü(p, xSi):= (u o Q){x) zu defieren, die 

uns eine Funktion in den verallgemeinerten Kugelkoordinaten gibt Der Über 

sichtlichkeit wegen lassen ir die Tilde weg. Nun definieren wir die allgemeine 

olbedingung: 

Definition Eine Funktion ) erfüllt die Polbedingung falls sie für jedes 

x E S^1 die eindimensionale Polbedingung erfüllt. 

Falls die Funktion eine Darstellung 

u(p, xd-i ^2i(x-i)vj(p 32) 
3=0 

besitzt (Wir fordern hier keine globale Orthogonalität der Funktionen j ), kann 

folgende Definition für die Polbedingung verwendet werden. Diese Definition 

spielt eine wichtige Rolle für unsere numerischen Konepte die wir in späteren 

apiteln erläutern werden 

Definition: (Polbedingung für lokal separable Darstellungen) 

Funktionen, die sich darstellen lassen wie in (3.32) erfüllen die Polbedingung 

falls jede der Funktionen Vj, j E N die eindimensionale Polbedingung bezüglich 

der Abstandsvariablen (p — ) erfüllt 

Nun kommen ir u Teil b), der eine noch allgemeinere Formulierung der Polbe 

dingung zuläßt Dazu machen wir folgende 

Vorausstzungen: Sei ü C R das Innere eines Gebietes und dQ sein Rand 

Wir nehmen an, es gibt eine homöomorphe Abbildung Q , so dass gilt: 

Voraussetzung 1) Q : R+ x dQ —> R Q 

Vorausstzung 2) l i m ^ J ^ ' ^ = C > 0 für alle xdn E du. 

Die erste Voraussetzung liefert eine verallgemeinerte Abstandsvariable £. Die 

zweite Voraussetzung sichert, dass die durch Q induierte Metrik im asymptoti 

schen Fall u einer Euklidischen Metrik ird 

Wir können j e t die allgemeinste Definition für die Polbedingung angeben 

Definition: (Allgemeine Polbedingung 
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Abbildng 3 : D r Pfad 70, au ie P o l b i n g erfüllt is d d rt 
Pfad 7 (Bild stammt aus [21]) 

Eine Funktion u(x) erfüllt die Polbedingung, falls die Laplace-Transformierte von 

oQ(-,xon eine holomorphe Fortsetzung auf die untere Halbebene C~ = {s 

: Im s < 0} für alle x^n £ du besitzt 

Definition Eine Funktion u(x, die die Polbedingung erfüllt, nennen wir aus 

strahlend 

Die LaplaceTransformation bezüglich der Abstandsvariablen hat man sich so 

vorzustellen: Von jedem Punkt des Randes dQ führt man einen Strahl ins Un­

endliche, dieser Strahl kann beliebig krumm sein, er muß aber im Unendlichen 

dem geraden trahl beliebig nahe kommen, d a u ist Voraussetzung 2) notwen­

dig 

Auf jedem dieser Strahlen vollieht man die LaplaceTransformation und an­

schließend die holomorphe Fortsezung. Das Resultat muß holomorph in 

sein Präziser läßt sich dies so formulieren: 

Wir parametrisieren die nach außen führenden Strahlen mit der Parametrisie 

rung Die Polbedingung ist unabhängig von der speziellen Parametrisierung 

Frank chmidt zeigt in seiner Habilitationsschrift [21], dass falls eine Funktion u 

die Polbedingung entlang eines gegebenen Pfades erfüllt, diese die Polbedingung 

auch entlang der Nachbarschaft des Pfades erfüllt, wobei Nachbarschaft gerade 

die Annäherung an die gerade Achse im Unendlichen bedeutet 

3.2.3 Reelle Achsen-Methode 

Die folgenden Überlegungen basieren auf dem Cauchyschen Integralsat 

Satz: Sei D C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und f : D 
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ly Dann gilt fr j n geshlosn, stkweise stetig differenzrbre 

Weg 7 Wir verwenden hier 7 gleichzeitig für die Parametrisierung und für die 
o 

Spur ) , dessen Inneres 7 ganz in D enthalten ist: 

i ) # 333) 

Den Beweis entnehme man au [4]. 

Der Cauchy-atz liefert eine nowendige Bedingng f r d Abkingverhaen der 

A u ß e n r a u m n g . Dies eig s fogende 

L e m m : Die Funktion ü erfülle die Polbedingung. Dann folgt 

\T 
— ll i n g r i t ä t e n t Im > 0 

T — 

3.34 

Beweis: [21 ir verwenden den Iegra l sa t 333). Sei + wie o e n definiert 

gegeben. Wir legen einen Kreis um . F l l der einige Po m Kreis ist 
nn k n n man schreien 

-L f dC-ßt- 335) 
Z7YI Q 

ir deformieren 7 (dies drfen wir aufgrnd der Hmopievers ion des Cauchy-

schen n t e g r a t z e s (333)) und zeregen in 7x nd 72, wie in der A b b u n g 3 

gezeigt. Folgch k n n man auch ü in nd Ü2 eregen die noch Radi 

R abhängen. ir schreien 

M + ü2 -L / dC-ß^- -L f d(-^<L 336) 
ziri Am 

N ssen wir R —>• 00 g Die so onnenn Funktion bennn wir 

genauso ie vorher. Da ü(() h o r p h ist (dies folgt aus der igenschaft der 

LapacTns fo rma t ion ) fogt m t H f e des Cauchychen e g r a t e s 333) 

0 = — i d( ll E V t Im > 0 337) 
2-Kl 
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Im s A 

Re s Re s 

A b b n g 34: eforat ion der ontu e n n o e n au 21]) 

is ein m p i s c h igench er a p a c T s f o a t i o ss 

( 

Bweis: siehe ] 

F o c h haben ir s+ (1 nd egr au de groen kreis 

c h i n t ( ll 



apitel 

Schwch Form der 

Maxell-Gleichung 

In diesem K a p e l behanden wir die schwachen Formuierungen der Maxwell-

Gleichungen im Innenraum nd Außenraum. D s Innenraumproblem ist ein l­

liptisches Randwertproblem. Wir g e e n seine schache Formulierng genauso 

wie es sonst bei elliptischen Randwertproblmen üblich ist (siee dazu [2 7]) Neu 

ist die Behandung des Außenraumprobls . ir verwenden hier Ideen au [21] 

die f r die Außenraumformulierng der mholz-Geichung verwendet wurden. 

ir erücksichtigen diese Ideen bei der Behandung der Maxwell-eichungen. 

durch erhalten wir eine Außenraumformuierng, die "schwach" ezülich der 

Winkelvriablen nd " a r k beüglich der Abstandsvarible is Ein weiteres 

Resultat ist dass man beim Zylinderkoordinaten die P lbed ingng n n die 

T a n g e n k o m p o n e n e der Außenraumung zu stellen braucht. Dadurch ist b 

reits die indeutigkei der Außenraumlösung gesichert. Die ormalenkomponen 

e erfüllt d n n die Polbedingung nowendig. Anderenflls w r d e keine eindeutige 

u ß e n r a u m n g eis ieren. 

4.1 Innenraum- und Außenraumproblem der Maxwell 

leichungen 

Wir geen in diesem Abschnitt s Innenraum und Außenraumproblm der 

axwell-eichungen n. Sei R3 ein e s c h n k e s iet mi de Rand 
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Rs \Q er esch enau 

Innenraumproblem: 

ro t t^rot -B) - u?E = j in ü 1) 

rotE x vorgegeen au df 2) 

Wie in der Le ra tu r [7] blich nennen wir (4.2) n a t ü c h e Neumann Randbe 

dingung. Natürlich deshalb, weil im folgenden Aschnitt diese Bedingng in der 

chachen Formuierng des Innenraumprobl auauchen wird. 

ußenraumproblem: 

vot{(-lrotE) - c E = in \ Q 

lim rotE E) = 

eichung (4 bezeichnet man a s die SilverMüllerAusstrahlungsbedingung Sie 

garatier die indeutigkei der Außenraumösung im ogenen Falle. Die B 

dingng s t l l das Penda u der Sommerfedschen Asstrahngsbedingung f 

die MaxwellGleichungen dar Wie im Kapi (32) ehandel, läßt sie i A 

enraum nur auaufende Vektorfelder zu. F r inhomogene Außenräume z.B 

Welleneier) ist sie edoch ungeeigne. Auch ier verwenden wir nstatt der 

Silver-Mülleredingng die Polbedingng um s Außenraumprobl de 

Innenraumprobl k o p p n . 
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4.2 Schwache Form des Innenraumproblem 

Das Innenraumprobl (4.1) is assischen Sinne zu vershen . D der Ro 

tationsoperator au Vektorfe E angewndt wird muß die Exisen zweier 

Ableitungen von E in gefordert werden. taucht fogende F rge auf: er 

wechen edingngen istiert eine klassische ung E G (C(Q))3? 

Antwor: ssische sungen erhät man n r bei hinreichend attem Rand 

Diese Einschänkung erwindet ma indem man die Löungen in geeigneten 

Sobolev-Räumen sucht M n versucht zuächst eine schwache Formulierung des 

Innenraumproblems (4.1) zu finden, die dann die "richtigen S o e v R ä u m ie 

fer. Bei den fogenden Ausfühngen h a e n wir ns 25 7, 16] 

Um eine schwache Formuierung zu fnden, m u i z i e r e n wir die o ige Gei 

chung .1) einer vekoriellen T e s n k i o n (Q)3 und inegrieren 

nschieend: 

r o t O r t o t E ) ? j - (Q)) 5) 

urch partielle Integration ( wir sezen ausreichende Differenzierrkeiseigen 

chafen voraus) erhät man s c h i e c h 

1 — <-) —* 

~ rotE ro votE x 6) 

(Q)) 7) 

a m t die o ige Ge ichug erfll ird, uss man nur noch verngen ass 

ro t i ein Vektorfed aus (L(Q)) ist. N n denieren wir die SobolevRäum die 

wir im Folgenden verwenden werden siehe d a u [7, 25]) Vorer definieren wir 

den D i f f e r e n e r a t o r ation i chwachen inne: 

Hilbertraum H* (Q 

Es sei ü € (L(ü) ) ein Vektorfe und (C(Q)) der Raum der unendlich of 

differenzierren vekoriellen Tesnk t ionen mit kompa ger nn is 

i) (L (ü ) ) 3 die tation i chachen Sinne ro ll 
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ro $) = (f 

wobei (•, •) das S k a l r o in (L(Q)) edeut 

Der Fnkionenraum 

j o ( f (Q)f ro {n)) 9) 

de S k r o d 

I ro ro 
r o ) 

is ein Hilbertraum 7]. Mit ilfe dieser Räum nd (4.64.7) ßt sich n eine 

chwache Formuierung für das Innenraumprobl ngeen. Nach der Green 

chen Form s i ee d u []) sezen wir ~ ho r o ( f vorau nd e rhaen 

(v^TotE ro rotE j , (Q)) . 

10) 

ür E braucht man n r noch verlangen, ass rot- im chachen Sinne e 

stiert. Dies ist der Grund warum wir den SobolevRaum H ^ ( f i ) eingefüh 

h a e n . Im Fogenden g e e n wir die schache Formuierng des Innenraumpro 

bl n. 

D e f i n i o n Das Vektorfeld e Vg mit 

= { ; o ( 0 Ex auiT r ( j r ) } 11) 

heißt schwache Lösung des Innenraumproblems (4-1) fall 

( / r tot -E ro $) = {ij, H(ro 12) 

gilt 

In oger Weise äßt sich auch eine schwache Formulierung für das Mgne 
— 

feld H formulieren. Informationen z Exisen und indeu t igke ieor ie nde 

man in 25 
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chwache F g des Innenrumpob 
Man bestimme E j . 0 ( f so dass für alle gilt: 

{E (f-hotE ro - c rot£ x j , 

obei -, • eine esquilinearform | ,0(Q) x | , 0 (Q bezeichnet 

Um s schwache Problem (4.13) zu lsen, benötigen wir den NeumannRandwer 

ro x n. Jedoch ist das Innenraumproblem nicht immer eindeutig lösba sie 

u 25]). ir erinneren d a r n , dass d s Innenraum nd Außenraumproble 

miteinnder ber den Randwert gekoppelt sind. In unserem Falle kann der Rand 
— 

wer rotE n nicht beiebig vorgegeen werden. Dieser Randwert wird auch fü 

die erechnung der Außenraumsung die der SilverMllerAussahlungsbedingng 

erfüllt verwende werden. Durch diese edingng läßt sich ein DtN-Operator de 

finieren im Kap 1 w r d e dies ausführlich erläutert), der eine ziehung 
— 

zwischen de Dirich n nd dem Neumann-Datum rotE n angi 
— 

DtN(£ x ) = lotE x n. Wächs der Rand des Innenraums ins nendich 

geht der D t O p e r a t o r in die S i v e r l l e r a h l n g s e d i n g n g er am 

e r h a e n wir 
Man bestimme E j . 0 (Q SO dass für alle 4> gilt: 

(E, ( / r to t iS , vo E, (£ x ), (i f), 

wobei (- eine esquilinearform p 0 ( £ ) x p 0 ( £ C bezeichnet 

Bemerkg: 
(1) Da jetzt in der chachen Formulierung nur das ekrische Fe vorkommt 

e r h a e n wir damit ein geschossenes Innenraumproblem. 

2) Das Innenraumproblem ( 1 4 ) , das den D t O p e r a t o r enthä is eindeutig 

r. Dies werden wir nicht eweisen. S iee d u [1] 
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4.3 S e m i c h w a c h e Form des ußenraumproblem 

In diesem schnitt behanden wir zwei Fragestellungen. 

Frage 1) Wie sieht eine schwache Formuierng des Außenraumprobl au 

die die Anwendng der Polbedingung erau 

Frage 2) lch mponente des elekrischen Feldes muß die Polbedingung 

erfüllen? Müssen alle Kmponenten des eektrischen Fedes die Polbedingung er 

füllen der reicht es au wenn z die n g e n k o m p o n e n e die P lbed ingng 

erfll 

Frag 1) ir werden eine "angemessene Formulierung für das Außenraum 

roblem in R herleiten, die eines der H a u p t r e s a t e nserer Arbeit d a r s l l 

D a e i verwenden wir Ideen au [1] die dor daz dienen eine Außenraumfor 

mulierung für die Helmhltz-Gleichung eruleien. Mit diesen Ideen eiten wir 

eine Außenraumformuierng der axwell-Gleichng her D a e i erinnern wir uns 

an Aschnitt 32.2 (Definiion der allgemeinen Polbedingung) Es war notwendig 

den Außenraum einer verallgemeinerten Kugelkoordinatennsformation zu un 

terziehen. Ers aduch erielten wir eine Sepaation der Abstandsvariablen von 

den r e s c h e n inkelariablen. Dann wurde die LaplacTransformation entlang 

der Abstandsvriblen vorgenommen. Mit Berücksichtigng dieser Tatache wer 

den wir für das Außenraumproblm eine Formuierng herleien die c h a c h 

in ve r l l gee ine ren i n k e l r i b l e n (7 nd " s r k in der A n d s v r i b l e n 

(0 ^t. 
Bei der ereitung der Außenraumformuierng werden wir fogende P n k 

handen: 

chache For von ( 4 ) in allen Variblen , y, z) in 

• schwache For in ve r l l gee ine ren i n k e r i b l e n (7 Q + tarke For in 

der ndsvr ib len (£ 

Die chwache Formulierung des Innenraumproblms der z e i h a o n i s c h e n M w e l l -

eichung 4.1) h a e n wir fogendermaßen erhaen: 

M u i k a t i o n von (4.1) einer vekoriellen Testfnktion <f> G (C°°(Q) und 

nschließende Inegration er d ebiet Q. Diese Methde führt uns bei 

ußenraumprobl de e s c h n k e n nd damt nicht inegrierren A 
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W 
int 

xt,r x 

bb 1 es A e n a u m p r o b l 

H'1 J m m t E 2 (Qe^ 15) 

bh fe schaffen wir ns ddurch ss wir die Vriationsformulierung f r einen 

Ring Qext,r
a m endchem Rad i s ra ngeen (siee Abb 1) nd c h i e c h 

diesen Radi iebig wachsen ssen ( — ) 

Dadrch lösen wir das roblm der Nichtinegriebarkeit. Wir werden im 

weiteren Verau der A r e i nnehmen nd die gesamte Argumentation in 

D führen 

Wir s l l e n ns vor dass wir einen Innenraum z . einen Poyeder) h a e n . Um 

diesen herum egen wir einen d re id i ens ionen Ring mit beschänkte Radiu 

n. In diese Ring werden wir die "schach ußenraumformuierng ngeen 

ir e rhaen so 

pTx YomtE ^ . 6) 



KAPITEL 4. SCHWACHE FORM DER MAXWELL-GLEICHUNGEN 

W 
int 

bb 2 ereg es Rings flextr
a m i nzesegen ra 

x, r zerschnein den R £lext,r
a m e e l n e S e g n t e Qß' • D Glei 

16) gi t auch für edes inzesegmen ^z des ings. Aso e rhaen wir 

"1
 z) ro m t E ^ ( t t e x t r a 

wendng der Regel V x ^ ) = 0 V x a x 0 (d.h pa ie l l e Integration) 
— 

rotF nd des Gaußchen Satzes ergi r den ersen ummanden 

ro ro 

' 1 , ' (ro-E x "1 , ro ro 

li~l f rotE n'1 ^ mtE To 
FnFi+M 

ob s 1. Inte die r f c h e F0 + + M s j l i g i n s e g 

mens zu den ist. M is die M n t ä c h e des Einzelsegments und F0 + F sind 

die rechten nd linken "Decke. As schwache Formuierng f r ein inzesegen 

fß e rhaen wir s c h i e c h 
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votE xo fj, L F o F i 
lo 

z) 
ifle^ra 

m Hinblick au ie A n w e n n g er Polbedingung au den t a n d e i des 

ußenraumproblem die LaplaceTransformation wird e z c h der nds 

r ib le dchgefüh verwenden wir die P a m r i s i e r n g 

um die Formuierng in eine t andsv r ib l £ und zwei i n k e r i b l e n (7 

zerlegen 

Die schache Formuierng in den n e e n V r i b l e n aut ummandenweise 

-1 , ro rotE a~l
 l 

— 

/ rotE x ' 1 f 
FaFi +M F 

• 

r - n E x 
F 0 F 1 

l E 

-' 

ei bezeichnen wir sämtche Größen im Segmen Qh2 (dh. in den n e e n Va 

riablen) mit einer Tide Wir werden im Folgenden nsere schwache Formulierng 

ezügich der £ r i b l e n zuücintegrieren (Ziel: starke Formuierung bzg 

ie früher erwäh ist unser iel die A n g e einer "schwachen" Geichung be 

ch der ( ()—Koordinaten und einer "starken" Geichung in £Koordinate 

ch e rhaen wir eine voutionsgeichung b e z c h d e r o o r d i n a t e n . 

% 

_ 

T 
•ro 

_ 

T • 
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„ r0 

^ L ^ + V J x ^jrotE) 

" _ 1 4 N i T j r o ^ 

« 9e 
S-

I 

- ^ r o £ 

^ Y T ) 

Wir untrziehen d 1. S u m m d e n des l z t n Ausdrucks einer ariellen In 

tegration züglich £ um eine starke Formuierng der Außenraumeichung 

zügch £ erhaten 

« 
- ^ r o 

F ——lo 

FO 

Fi 
L £ 
Fi 

——roE 

r 
Insgesam e r e n wir 

W yq 

_ 
•m 

_ 

-1 / ^ 
~" 

— — i o E 
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ür den Rander e rhaen wir 

/ i _ 1 L FC • — - r o t S 

L „ i-rj^rotSx  

A*-1 /„ „ r o S x 
FoFt 

T1 L „ ro — -
- F n F i 

wobei wir i letzten Schritt von der Regel J 1(a x ) = 4r J T a ö) gebauch 

gemacht h a e n . Insgesamt e r h a e n wir die Formuierng für ein inzesegen 

^lQf^—mit) 
"' L 9« rFTro#) 

Qj 

"1 / r t S x -—-

[ l ^ 

Wir summieren er all i n z e s e g e n , ei en sich die übriggeblieenen 

Randterm telterme) T1 J^ \J rotS x jjrd gegenseiig au Wir 

e r h a e n d c h eine Formuierng im Ring flext^ : 
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l -l 

achte dass hier d c h Rückärsintegrieren und ummation über 

all inzesegmente schließlich lle Randerme verschwinden. Dies war auch 

der G r n d der Zerlegung des Rings in Einzelsegmente. Die bige Formulie 

ng gi für ll Tesnk t ionen , so speziell auch für Testnktionen der Form 

<fi(£,X) ( O ^ C ) ; die dicht im Raum aller Testfunkionen liegen. Wir 

erhaten schießlich die endgüige Formuierng der z e ihaon i s chen Maxwell-

eichung ) i ußenraum 

u ß e n r a u m p l e m " c h c h " in tark in 

chwache Formuierng in () 
* 

/i-1 v ± v(v o f (r7T r o^ MC i7 
tarke Formuierng in 

"1 d^ — ^ r o E 
) 

r l 19 

emrkung: 

(1) I eren Asdruck wird er die F c h inegrier aucht nicht m 

auf. 

(2) Der Asdruck (418) es i t t die S r einer gewöhchen D i f f e r e n g e i 

chung (ODE). Die obige Geichung 4 . 1 , 1 1 9 ) ist als Anfangswertprobl 

r, alls die Anfangswert E ^=0 und ro 0 vorgegeen werden. 

(3) Numerisch wird die obige Gleichung ( 4 . 1 7 1 , 4 . 1 9 edoch nicht a s Anfngs 

wertproblem gelöst. D e i würden alog wie bei der He lmhz-Gle ichng sie 

1]) numerische I n s e n a u r e e n die wir vere iden möchten 
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Zu F r g e 2): Im Verla dieser Arbeit werdn wir die Frag ostiv bea 

worten, denn es reicht aus, die Pobedingung nur für die angentalkomponent 

zu fordern. Wir werden feststellen: Für Zylinderkoordinanten reicht es au die 

Polbedingng nur n die T a n g e n k o m p o n e n e der Außenraumlösung llen 

Die Normaenkomponene erfll nn die Polbedingng nowendig 

I n e r e Struktur l e c h n g 

Wir werden in diesem Unterabchnitt die innere Struktu der igen ußenraum 

formuierung ntersuchen. Uns interessieren eziehungen zwischen den Normalen 

nd n g e n k o m p o n e n e n des eekrischen Fedes in der oigen Formuierng 

ür die A u ß e n r a u m n g e n machen wir den physikisch m i e r e n Ansat 

(£ ) = E (Z (f f 
k 

Mit Vk,n(Vi 0 bezeichnen wir den in —Rchtung zeigenden Vektor. ei {V C) 

unterscheiden wir s t s zwischen dem in 77—Rchtung iegenden und dem in £—Rchtung 

iegenden Vektor. Das sind also zwei erschiedche Vekoren. Dieser Ansat 

aum ieg Löngsraum dicht 

Mi de Ansat 0) wird 4 . 1 7 1 9 unter Verwendng der Regen rot ( I ) = 

u ro gr nd g r w n eine 

S y s m von l e c h u n g n a s T n g e n i a l d N o r m a l e n m p o n e n : 

~l d( V_ — - Y r ro gr 

/i l d(v (<% —— E ro i o g r 

Y ^'1 dC 

e m e r k n g : 

) D s S is die geeignee Außenraumformuierng er Verwendng von 
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.20) als Ansa für die A ß e n g 

(b) Der o ige Ausdruck ist ein b r a k t e s voutionsroblem in —Richtung 

Wir wissen ss die obige Formuierng für ll n und na türch auch für 

all gi 

Wir kommen etzt z r F rge 2, die wir am Anfng des Abschnittes gestllt haben 

Dazu etrachten wir zwei Koordinatensysteme ( P a l l e l e Sreifen" und Zyinder 

koordinaten). Wir werden feststellen, d s s in diesen beiden o r d i n a t e n s e e n 

nur die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes die Polbedingng zu erfül­

len aucht. Die Normaenkomponenen erfll die Polbedingng d n n nowen 

dig 

eispie 1): Paal le le ifen 

s ein s e r einfaches eisie nehmen wir die I d e n b b n g 

rn 
-1 

Wir e rhaen au 

dC 5 ( w ( 0 ro (£) ro g r ( £ ) x 

' 1 (<9e Y(uA0 ™ (€) i o g i ( € ) x 

2 ( £ { g { £ d C 

Die o i g Formulierun esen wir n(r er en 

onenen nd e rhaen 
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fj, x d( V ^ C O ro (£) io g r ( £ ) x 

2 ^ ( £ (£ dC 

Der mittlere Term is verschwunden a d^ ... nur eine T n g e n k o m p o n e n 

esitzt und das S k r o d u k t m v zu ll wird. 

Wir erhalen sch l i ech eine funkion ngigkei der Normaenkomp 

nente nd der Tangenkomponen 

1 V ± 5 ( f ) r o Y ( € 

" 1 M C V ± ( M ( 0 r o g r ( f ) x 

ch e rhaen wir d 

Resultat (1): Ist die Tangentialkomponene beknnt e rhaen wir die Nor 

maenkomponene d c h die o ige F n k i o n l b e z i e n g 

Wir unterziehen unsere Ge ichng ) einer L a a c n s f o r m a t i o n 

zgl £ und e rhaen 

l V± Y ) ro 2
 5 

JF 

~1 d( V_ x ) ro - ü ) ] x 
k 

ür ein ieiges er feses k e rhaen wir 

n := ( V 1 d( ro (s 

nd 

{s T1 d( V ± • ü(s) ro « « ( « (0)] x 
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Gl 

Es folgt das wich 

Aü(s (s (4. 

ulta ( 2 : Erfüllt die ngentialkompont ük(s die Poledingung so 

liefet uns die Gleichung (4. dass die N o r m k o m n t (s lls 

die Poledingung rfüll 

Es gl t de 

atz: Unter den Voraussetzunen 

(a) geben sei die Transformaton (4-24), 

(b) es existiert eine Lösung v (4-274-28) 

(c die Tangentalkomponent t(0 erfüllt die Polbedingun 

folt, dass die zehörie Normalenkomponent (C die Polbedinun erfüllt 

prüf m F o l d e d i e r wich a c h h a ch für l l e i 

o o r d i s y s 

piel ( 2 : Z y l i n e r k o r i n a e n 

Wir ehade das o e Pro y l d e r k o o r d i . D ei ie folgt 

definie 

£ cos ( 

f sin (4. 

cos(? — £sin(7 

in £ cos ( 

0 \ 

e 
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-' 

( 4 . 1 7 4 . 4 . 1 9 ch 

-1 V j 

(f 

\ \ 

| y 
\ 

| (£), 

(£ 

~ ^ 
^ 

? 

ie e ch Seite ezeich ie ie T a n i a l k 

W es die g Gleichung iell e s f u n k t i o n v sse 

dass die vn(Q n (L2 (Qext)) ie der heorie der H b e e i 

nnt dass die F o i e r m d e n ewve [y G N ei h o r m a l s y s (ONB 

L(ttext)) den ei der Wah de stfun eich dahe , wenn 

r un f die Foiermoden sch Q = w chtung 

r v r w d e n j ls Z h d e die ia 

r)(l, C) = 1 1 ^ un ((v, ) = w ha u n t r V r w u n g 

vo -weiv 

2i 2i 
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7 ( f 

die F o i e r m d e ei de 

27 

lv 

ha dehalb die Gleichung 

2n iuju I 2 7 l l s 

^ ^ _ 
- / i - 7 ä - ) = -

-l 
V -rh (4. 

e e e v n K m p n t d a r s l l 

e m u n g 

1) I s y m p c h e ll £ — ha wi 

(0 = 7 V^ ^ s y m p c h £ — 

te Summan li Seit de G l u n g ( 4 3 ) r Aus 

dru p-) verschwide ha daher, dass i a s y m p c h e Fall die 

N o r m a l k o m p o n t c h n l l r 4 bfl l ls die ech ei die die 

ngn t i a lkompon t p r n t i e 

(2) Wie im eispiel "Pa l le le e i n " ha l tn wir auch hier eine funktio 

iehung wiche der Norm un n g n t i a l k o m p n t e der Lösung 

(3) Wie i Beispiel "Pa l le le eifen" reicht es ch hie die Polbedi 

gung nu die ngntialkomponnte der Lösung llen 

D e i trnsformieren wir die Gleichung ( 4 . ) m t t l s £ — un u n t r 

iehe ie daach e i r L p l a c e s f o r m n L 

-\v —L_ (0 0 



SCHWACH DES ASENUMPBLE 

ung 4. sl de Gleichung (4. 

" V — ^ (0 (*), 

und e h a de eweis seh hang 1] 

ießic 

(4. 

rO 

" V / e ( l ) ( s (S (s 
J S 

/ i " V ^(S {s (S )), 

i ee i ei V o l r r n t e i c h u n g 

( s ( s 

(«) = (*)> 

(s) = - — j / e ( ^ ( S (s(S ) ) , 

( S ) = ! L L i ) ( s 

de l l e i heorie der V o l r r n t e i c h u n g iehe d a u Theo-
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rem 3.6 n [ r h a e n wi Exitenz d e u t k e i und An de ösung 

{s lls de e f i e n t (s und de (s eide a l y c h 

die Exponentialfunk und die olyomfun (s 

ch folgt sofor die nalyti de K e s k(s 

t ü (s) uch l y c h so folgt lls die A n z i t ä t vo g(s) 

ha wi die ly (s) = (s. D folgt da wich 

R s u a t 

Erfüll die ngentialkomponente (£ u t[s\) die Polbedingung 

alyt i de unte komplxen ben ach der Lplace-Trs form 

so folgt a s de l l m e i n Theorie de V o l t e r r - I n t g l e i c h u n g die 

ti der Normalenkompnte uj n(s in der untren kompl l b e ; 

da rfüll ch die N o r m k o m p o n t e die Polbedingung 

ha da ei ichen S wie ei de ll de l l n S t e i n " 

atz: Unter den Voraussetzunen 

(a) geben sei die Transformaton (4-32) 

(b) es existiert eine Lösung v (4-33) 

(c die Tangentalkomponent t(£ erfüllt die Polbedingun 

folt dass die zehörie Normalenkomponent die Polbedinun erfüllt 



apitel 

iskretisierung der 

Maxwell-Gleichungen 

Im 1 b s c h t t dies p i t l s d i s k r i e r e n wir das schwache nnenumpro 

bl it Hilf der F E l e m e n t M e t h d e in 2D, d a e i h a n wi un 

[9 25]. Erwähnenser st die V e u n g anderer B s i s f u n n (Knte 

nte) i lle der veor ie l l xwll-Gleichung m G e n a t z zu de 

s k a e n Fl le of v e w e d e t L r a n g e E l n t e n Die n t l e m e n t ge 

ör heutzutge zu den S t d a v e r f a h bei de n u e r i c h e e h a u n g 

e l e k t r o m g n c h e r F d e m 2. b s c h t t d i s k r i e wi da ße 

problm H i e e i tt da robl eine u n c h Geie t auf. W 

vewenden ei spezielle a m e i e r u n g de u ß e u m e die zu e i en ll 

emein genug t, m mölichst vie Ar vo physalische P r o b l l l u n g e n 

behanden zu könn un die zum dere da wichtge a l o e R e u l a t wie bei 

den Zylinderkoordiaten im R3 l i e f t , dass sreichend ist die Polbedingung 

nur an die T n g n t i a l k o m p o n t e der diskret ß e m l ö s u n g zu s l l ie 

dee d i e r s i e l l e Aßenrambehandlung t a m t [21]. W r ha im 

A u ß e n r m m R e c h e c n zu tun daher s die k l s s c h e n " n t e l e n t 

die für reiecke defiie s i d ) u n b r a c h . W geben spezielle n tee l 

ente a den Rechtec vor wobei wir un n die Bedingung de S t k e i de 

ngntialkompoent ekischer F d e Grnzfächen halte diese 

n t n t ech wi dann chießich die A s s b l i e u n g s m de 

ße 
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5.1 Diskretisierung des Innenraumproblems in 2D 

der N nur m dlichdiens roblem ech nn 

ist wung roblme unenichdi Rä duch sol 

che i l i c h d i n s n a R ä m e n zu a p p r o i e Die E l n t 

D s k r i e r u n g eh d a n , de unenichdimen Ra H r o £ 7 ) ch 

ei ichdi R a m Vh zu r s t z n : 

V f t C j o f l ) dimV^ = JV < 

D e i steht h für einen s k r t i s i e u n g s p m e und die eichnung wei 

da h i , dass m t h —> 0 nvergnz g die ösung de kont 

nuierliche) Proble rreicht de soll 

V/ versehe de pro (• TTI ro wiede ei l b . D 

Vh C H];0(Q), i t a(Ep) a c h für Eh>h E V/ def ier t , wobei de de die 

ugehörkeit zu R a m Vh k D ich die 

suhe Eh E Vh so dass (Eh iwj für ll a E Vh 

llen. D a e i Eh E Vh die Lösung des e n i c h d i e n Problems 

Die Lösung lls ie e i s i e hei die (zu Vh ehörende e E l n t L ö s u n g 

de R a w e r 4 . ) . rechnung Eh wäh ei s { 2N} 

de dlichdimen R a s V/ 

hä dann: 

he Eh E Vh so dass (Eh icj für ll 1 . . 

r A t z 

Eh = ^2 Z 
i 

fü da Gleichungssys 

2i 

5 iuj ) 1 . . 
fe= 
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bildung 5. ngulieung eine G e b i e s in 

Mit Ak = ki) und iuj sic s Gleicungssysem in M r i x -

VekorForm screiben 

ie rix b e e i c n e ls Steifigkeitsmatr 

wäh in der Praxis eine sis { 2N, S ° d s s die S te igke i t smr ix 

V schwa besetzt ist Solc sisfunkionen sollten möglic 

kleinen räger haben. ir werden im Folgenden einige Begriffe us der Fini 

ElemenTheorie u s m e n f s s e n . bei h a e n ir uns eng [ , ] 

Definition: Es sei polygonal berandet. Eine Menge T von Dreiecken 

e i t Tanulrun von , falls gilt 

n = U r e r ^ 

ii) Der nitt weier Dreiecke aus T ist entweder eine gemeinsame ante 

ein gemeinsamer Eckpunkt oder leer. 

Definition: ei noten (von T ), falls Eckpunkt eines T € T• Da­

bei untersceidet man innere noten und andknoten e nacdem ob 

oder b e e i c n e t die G e s a m t l der noten. 

Definition: 

Die Hutfunktionen A sind an den noten Xj der Tringulierung T deniert 
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bildung utfuktion 

durc 

xj = Si \/i = 1 N . 

\i ist eine elementweise a n e und in Q global stetige Funktion, die dem noten 

ugeordnet ist. Der ger von Xi(x) bes te t also aus den Dreiecken die den 

gemeinsamen noten entalten s i ee A b . 

ir issen bereits aus dem ersten bscni t t dass eine ichtige physika­

lisce Eigenscf t elektriscer Felder die tetigkeit der Tangentialkomponente 

beim Übergang an G r e n z f e n ist. Diese tetigkeitseigenscft elektriscer Fel 

der sollte beim Übergang u endlicdimensionalen umen eral ten bleiben, da 

sonst die endlicdimensionale Aproximation die Physik nicht r ic t ig berücksic 

tigen ürde. Da betrachten ir das 

Lemma: Es sei fl C R? und ei angulrung v Vi. E Tei 

Vh C (L))2 t nau dann n H thaln (d. knfrm), wnn d 

mpoe in Richtung d Tan ü x n für jd ^ an d Ement 

renzn (bzw. Dreiecnzn) sig i 

Beweis s i ee [25] 

Um also die Tangentialstetigkeit au das diskrete Problem u übertragen 

reic es knf FiniteElementeRäume u betrachten. 

ir geben Basisfunktionen an die einen konformen Fini teElementeaum 
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aufspannen. 

Lineare LagrangeElemente deren Freieitsgrade über die Knoten der Trian 

gulierung deniert sind (analog u den Hutfunktionen) erfüllen die Forderung aus 

dem obigen Lemma. Der Nachteil ist dass bei i n e n auc die tetigkeit der Nor 

malenkomponente über Elementgrenen inweg festgescrieben wird. Da aber 

die Normalenkomponente des elektrisc Feldes unstetig an Materialgrenen ist 

kann dieses hänomen in diesen F i n i t e E l e m e n t e u m e n nicht abgebildet wer 

den. ie lassen sic modi ie ren . Man muß u s l i c e Freieitsgrade an den 

Knoten e i n r e n dies ist aber mit einem en Aufwand verbunden. ir 

werden andere FiniteElementeRäume konstruieren die die Forderung aus dem 

Lemma erfüllen und noc u s l i c die pysikaliscen Eigenscften der elek­

triscen Felder exakter berücksichtigen. Der wichtigste Unterscied liegt in der 

l der Freieitsgrade. ie sind nicht me wie bei den LagrageElementen 

den Knoten ugeordnet sondern den Kanten der Triangulierung d. anstelle 

der Auswertung an den Knoten der Triangulierung benut t man die irkulation 

des Feldes entlang der Kanten der Triangulierung. Es werden Basisfunktionen 

angegeben die das Analogon u den Hutfunktionen für stetige FiniteElemente 

darstellen. Diese Basisfunktionen wurden um ersten Mal von itney [26] in 

einem anderen matemat i scen usammenang Differentialgeometrie) angege 

ben. Erst später erkannte unteranderem edelec [17 re Anwendbarkeit au die 

FiniteElementeTheorie der MaxwellGleicungen. Jeder Kante e = iai G £ mit 

den ugehörigen Knoten io G K wird eine vektorielle Basisfunktion Kanten­

element ugeordnet 

we = AQVX - o (5 

wobei ier und A die Hutfunktionen bee icnen . 

Da in an jeder Kante der Triangulierung wei benacbarte Dreiecke an 

grenen erstreckt sic der ger des Kantenelements nur über diese Dreiecke. 

Die Basisfunktion we bes i t t eine konstante Tangentialkomponente entlang 

der Kante e = i - Dies sieht man so ei e der Eineitsvektor au der Kante 

«ô  G £ der vom Knoten i au den Knoten eigt. Die Funktion 

ist affin. ie nimmt vom Wert eins au dem Knoten 1 um Wert Null au dem 

Knoten ab. Eine analoge Begründung gilt für die Funktion A ir eral ten 

also l/l und l/7 wobei l die Lnge der Kante e ist 
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(1,0) 

(0,0) (1,0) S 

Abbildung 3 Affine Transformation 

Insgesamt eral ten wir 

-we — const 

Die Funktion we besi t t entlang der anderen Kanten keine Tangentialkompo 

nente da dort die Hutfunktionen verschwinden. Der der Kante ugehörige 
—* 

Freieitsgrad ist das Integral f we • dl = über die Kante e. 

Wegen ( 5 ) nnen die Eintrge der Steigkeitsmatrix e f i e n t berecnet 

werden. Außerdem ist die Steigkeitsmatrix scwac beset da die Basisfunk­

tionen einen b e s c n k t e n ger besiten. Um die Approximationseigensc 

des mit diesen Basisfunktionen ereugten FiniteElementeRaumes untersu 

en wendet man eine Tecnik an die den FiniteElementeRaum beüglic 

eines ferenelementes bescreibt und über eine Affintransformation alle Eigen 

s c f t e n a n a n d dieses ferenelementes nacweist Außerdem reicht es die 

lokale Stetigkeitsmatrix nur beüglic des Referenelementes berecnen. Mit 

der Affintransformation erhält man dann die Steigkeitsmatri beüglic jedes 

der Dreiecke der Triangulierung. Man s e t t dann die lokalen Matrien geeignet 

u einer Steigkeitsmatri usammen. 

Sei T £ > 0 > 0 das ferendreieck in R . Ei 

allgemeines Dreieck T l ß t s mit der ivertierbaren affinen Abbidung F 

T — der Form 

y) = F + b eR,A (2 
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dem Rferenelement uordnen. Dabei bee i cnen b zugehörig um 

Teilgebiet T eine Matri w. einen Vektor. Es besit das Dreieck T die Eck­

p u n k t e . Dann gi erfür s p e e l 

Es gibt drei Kantenelemente (Basisfunktionen) au dem ferendreieck. Sie 

aben dieselbe Form wie die Kantenelemente der Triangulierung. Auc die Frei 

eitsgrade au den Kanten des ferendreieckes aben dieselbe Gestalt. Bei der 

ransformation von kontinuierlicen Vektorfeldern (wie B. ) sind die Freieits 

grade invariant beüglic der Transformation F. Natürlic will man dass diese 

Eigenscf t auc bei der Diskretisierung eral ten bleibt. Die Kantenelemente 

erfüllen diese Eigenscf t s e r gut. Bevor wir dies einseen nnen bentigen 

wir u n s t die Jakobimatix J A' und die Jakobideterminate | J |der inver 

tierbaren affinen Abbildung A 

\J\ 

Außerdem bentigen wir noc das 

T a n s f r m a t ions verhalten e l e k t i s c r Felder (Tensoen) in 2D 

y) (5 

i o t y | J |~ rot (53 

ir eral ten 

Ehy-dr= 

und 
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0 ) 0V 0 

mit der Transformation für skalare Funktionen F. ir werden im Fol 

gendem mancmal das Dac für das ferenelement weglassen wenn dies aus 

dem Kontext klar sein sollte. 

Durc die drei Kantenelemente au jedem Dreieck man brauc sic nur das 

ferendreieck anuscauen wird ein Polynomraum () aufgespannt Au 

dem ferendreieck at man blic ist es, in der FiniteElementeTheorie 

einen Interpolationsoperator / ( e i n r e n . Mitilfe dieses Operators 

erhält man einen pproximationssat u n s t definieren wir den Interpolati 

onsoperator für W1, mit p > :1 

Definition: 

Es sei G W ' ) p > . Y , ' d fü al Kanen ei 

ge r Freieirad, du e ein Polyn G P ) eindig 

ef ein Inerposopato 

X' ) 

r j m u G Wl, das du run 

• dl = 

fü al Kan eindig Polyn G P zuordn 

Bee icne t man mit / den den Interpolationsoperator der dem ferenelement 

) zugeordnet wird und jedem G W1, das durc 

l = C d 

eindeutig bestimmte Polynom ) zuordnet dann folgt aus den Inva 

r ianeigenscften der Affintransformation dass es g le icül t ig ist ob man ein 

Vektorfeld G W 1 , ) zuerst interpoliert und dann au das ferenelement 

1 siehe Walsleben [25] 
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ransformiert oder u m g e k e t vorgeht. Dann gilt 

- d • d l = e C dT 

Da aber durc 

l = eCd 

eindeutig festgelegt ist, folgt 

. A ) ] )] 

Mit diesem Interpolationsoperator kann man bekannte FiniteElementeRäume 

auc über 

h e Hiot e P 

e i n r e n . Der Interpolationsoperator 

4 ^ 

ist aufgrund der biserigen Ergebnisse ldeniert. Nun kommen wir um p­

proximationssa Genaueres da ndet man in 6 25] 

Appoxiationssatz: 
Es sei eie ulä Fam anulrung und C H ) ei 

e zuhöig af Fam F i n R ä u m n zum nz 

- Dann gi fü n Inrposop 1^ (H)) —>• W\ 

Ih \\H Än)< k{\ i )) 
t 

Den Beweis ndet man in edelec 17 

B e e c n u n g de s s e m b l i e u n g a t i z e n (4.6,4.7): 

Unser Ausgangspunkt ist die schwac Formulierung des Innenraumproblems 

nac Abscnitt 4. wobei wir ier seten. 
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hot vot 2s vot (C°°( ) ) 

ir werden den andterm ier nicht diskretisieren. ür die restlicen Terme 

werden die Assemblierungsmatrien nur für das ferendreieck berecnet. 

Mit den Hutfunktionen w. linearen Formfunktionen sie d a u [ für das 

ferendreieck 

eral ten wir für die Kantenelement 

= A 

= A 

= A 1 — 

Mit ( 5 3 eral ten wir im ferendreieck 

rot rot I J I lot vot 

2 2 f 2e 2e J-J- J\ 

wobei E (E^En und { n ( , Vi ,3 die physiks 

liscen Grßen im ferendreieck bee icnen . 

ir eral ten 
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rot J I vot 

- I J I - rot 

- \ J I ™t 

Mit 

| J ^ 
Ml 

wobei 

eral ten wir s l ieß l ic 

fc= t 

fc= 

J l_ X 
k= 

k= 

+c J | X 
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Lokal t e i g k e i a t x f as Innenau 

AIOC 

+U2S 

+u 

I 

1 1 1 

1 1 1 

1 I 

I I I 

I I I 

+w \ 

\ 5 

Assembliert man über alle Dreiecke der Triangulierung e r l t man scließlic die 

t e i f g k e i s s a t i x des I n n e n a u l e 

V '0C 

TeT 
(5 
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5. S e m d i k r e t i e r u n g des Außenraumproblem 

in 2D 

i a t i o n s f m u l i e u n g des u ß e n a u l e s in 2D 

ir geben 4 . 1 , 4 . 4 . 9 ) in an. D a u macen wir von einer speiellen 

Koordinatentransformation gebrauc 

(5 

ir aben ier Indies weggelassen da aus dem Kontext klar ist dass solc 

Abbildungen nur segmentweise deniert sind. Diese Abbildung soll nur andeuten 

dass die 3. Komponete keine funktionale B e i e u n g aufweist. Dadurc werden 

wir aus unserem Variationsproblem in 3D ein D Problem eralten. 

ir geben ier die JakobiMatrix der Abbildung an. 

wobei 

wobei 

ür die L u n g e n und Tesfunktionen macen wir den Ansa 
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E& 

Die sungen sind also u n a b n g i g von der 3. Komponente (wir wollen ja sclie 

lic ein Problem eralten) und die anderen Komponenten hängen nic von 

ab. Eingesett in 4 . 1 7 4 . 4 . eral ten wir die Variationsformulierung in 

-r—rEv 

+ü | J 

wobei jet die Grßen folgendermaßen deniert sind 

Ee 
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d i s k e t i u n g in 2D 

ir fassen die Terrae die zu einer Ableitung von gehören usammen und 

e r a l t e n die g e ü n s c h t e n Sesuilinearformen 

y—;EV 

Yj-ß - — - E r 

1 
T T \ ^ 

t7 

T-rA^E^ - — - E t 
\ tJ \ 

+c2e ET J-Kj- \J\ 

Mit diesen Sesulinearformen leiten wir eine gewöhnlice FEDiskretisierung ent 

ang d e r o o r d i n a t e er. 

Bei der folgenden B e a n d l u n g des Außenraumes l e n e n wir uns an [ ] ir 

erlegen den Außenraum in eine endlic von Segmenten, wie in bbildung 

gee ig t Jeder Knoten des polygonalen Randes wird durc einen geraden 

S t r a l - wobei die e inelnen S t r a l e n sic nicht scne iden - mit dem nendl icen 

verbunden. In jedem dieser Segmente wird die gesuchte L s u n g approximiert 

ir werden die Approximation später noc genauer e r lu t e rn . Anscließend 

s e t e n wir die Funktionen usammen und e r a l t e n so eine globale Außenrauml 

sung. Es sei e r ä h n t dass man für die Diskretisierung auc gekrümmte S t r a l e n 

n e m e n kann. 

ir p r i s i e r e n unsere berlegungen 

Definition: ] Sei ext
 2 \ t der ugehörige Außenraum und i 

sein polygonaler and mit den Knoten V = {p ir i d e n t i i e r e n 

jeden Knoten mit einem S t r a l gj. Die Menge {g ^ N} ist eine 

u lss ige Menge von S t r a l e n , falls die folgenden Bedingungen für jedes 

N zutreffen 

( L ) Sei pj gegeben. Die Kanten e, und e i 6 1 i ^ aben 

j als gemeinsamen Knoten. Sei p, der weite Knoten von e» und p der weite 

Knoten von . Nun den ie ren wir wei Eineitsvektoren die von p wegeigen 

file:///J/
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Q (x,h) 

Abbildung Diskretisierung des Außenraums dur S t l e n . Bild aus 
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Abbildung 5.5: Konstruktion der Strahlen die mit den Ecken pj assoziier 
werden, falls der innere inkel kleiner als ein echteckwinkel ist. Bild aus[ 
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{Pi A 

ei = Y —r und e -p —-
Pi 

( ) Scneidet pip den Innenraum dann besi t t der S t r a l gj folgende 

Darstellung +rfei mit € R+ wobei Cj und strikt negati 

sind. 

) Scneidet p ^ jedoc ext dann verwenden wir wieder die obige Darstel 

lung nur mit strikt positiven c» und 

( ) Liegen au einem gemeinsamen Stra dann aben wir folgende 

Darstellung j( j (ce + wobei der nac außen gerichtete Ein 

eitsnormalenvektor und cn eine strikt positive l ist. 

) ( t t u n ) Die Stralen scneiden sic nicht im Außenraum. Die ein 

igen gemeinsamen Punkte mit sind die Knoten au dem polygonalen and. 

( ) ( G t r e Änlicei Es gibt positive Konstanten 7 so dass für 

alle die Punkte p1 i ) , pN die Knoten eines neuen 

Polygons sind. Die neuen Knoten sind in ähnlicer Weise wie die Knoten des 

Originalpolygons miteinander verbunden. Die Kanten des neuen Polygons sind 

u den Kanten des Originalpolygons parallel 

ir werden wei V e r r e n angeben mit denen man ulssige Mengen von 

Strahlen für konvexe und einige nictkonvexe - diese müssen jedoc s te rnrmig 

sein - Gebiete konstruieren kann. 

Radal Str Gegeben sei ein n i c l e e r e s konvexes Gebiet ir xie 

ren einen beliebigen inneren Punkt. ir verbinden durc Geraden mit den 

Knoten des andes, und ren die Geraden ins Unendlice. Genauso kann man 

Stralen für s ternrmige Nictkonvexe Gebiete konstruieren da die Verbindung 

des inneren Punktes mit den Knoten den and nur einmal durcquert 

. Veralei rmal S t r . Gegeben sei wieder ein nichtleeres konve 

xes Gebiet. Konstruiere für alle Knoten bis au einen beliebige Stralen. Der 

l e t t e Stra wird wie folgt konstruiert 

Fixiere einen beliebigen Punkt au einem beliebigen Stra 

( eicne von diesem Punkt aus wei parallel u den Kanten des Polygons 

verlaufende Linien die die anderen Stralen treffen. Der Treffpunkt wird als 



EMIDISKRETIIERUNG DES AUSENRAUMPROBLEMS IN 2D 

Abbildung onstruktion radialer Stralen für konvexe Gebiete. Bild aus 
[2 
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Abbildung onsukt ion normaler S t r l e n für konvexe Gebiete. Bild aus 
[2 

neuer Punkt angenommen und die Proedur fortgeset 

Der l e t t e Stra wird nun durc den Scnittpunkt der vorer konstruier 

ten Linien gee icne t diese onstruktion erfüllt die Bedingung der geometriscen 

nlickeit 

L e a : ei ob an t r n l ei zulässig 

rad Strh 

ir denieren was eine u l i g e erlegung Q {Q N} von ext 
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h 

h 7 = h 1 

x 

Abbildung 5.8: Abbildung eines albunendlicem ferenrechtecks au den Au­
ßenraum. Bild aus 

ist 

Definition: E auf rad S t r n basnd un eiß zulässig 

falls d nd Eig zutreffen: 

Zei nd au 

2) U ext 

(3 Falls 7 , dann tt i n ee od esht aus 

ei rad Strl, d n au t m m Unndlic vend 

ann ten ei eisam Pun und 

ir betrachten das alb-unendlic iereck als das Bild eines al 

unendlicen Eineitsvierecks Abb. 

fc (5 
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wobei Qj den ten Diffeomorpismus b e e i c n e t Die lokalen Abbildungen 

werden so konstruiert dass die globale bbildung 

^r (x> 
xt ext 

ein Homomorpismus ist und u s l i c die Bedingungen 

ist mindestens weimal in stetig differenierbar 

( ist stetig und stückweise stetig differenierbar in 

erfüllt 

oc 
Folgendem geben wir eine Dartelung für di te lokale Abbidung Q 

vergleice da ( b b . ) ir betrachten das albunendlic grau markier 
iereck in Abb. . Dieses iereck ist durc das Segment P2 

und durc die Stralen 2 begrent. Seien und die Eineitsvektoren der 

Stralen und Dann besiten sie folgende Parameterdarstellungen 

e R+ 

Sei der Eineitsnormalenvektor ~^ Aufgrund der tr nlich­

ei wählen wir 7 so, dass ~i gilt und eral ten so = cosa ir erseten 

den Parameter durc eine neue Abstandsvariable £ r c o s a . Dadurc e r a l 

ten wir eine symmetrisc Form der Parameterdarstellungen 

7 
cos « 

7 e R+ 
COS Ö 

wobei der Parameter das stetige Ineinandergeen der lokalen Koordinatensy 

steme sicert . Mit Hilfe der Parameterdarstellungen wird jeder Punkt au den 

Stralen iund durc die Abstandsvariable festgelegt. auc die Punk­

te die wiscen den Stralen liegen darstellen nnen, f r t man eine neue 

Variable ein. ir treffen folgende Festlegungen 
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und 

Dann eral ten wir für einen Punkt y 

Mit den Eineitsvektoren und in kartesiscen Koordinaten 

eral ten wir 

CO 

sinc 

CO 

sin « 

oc 
mit 

oc 

u i 

i 

loc 

cos sina 

sin o 

(5 

(5 

(5 

L e a : D bbdun j ei a l i f f e m o s m u 

Den Beweis ndet man in 

K o l l a : Sei ^f und ^ . Die usammenge 

se t t e Abbildung 

ext ext 

die aus den einelnen lokalen Abbildungen ) für die Segmente 1 

beste ist ein Homomorpismus, falls ein Skalenparameter aus der Menge 

Civ} gegeben ist B. und ein anderer eine inkelbedingung 

i j co 
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erfül , wobei und 1 di benacbaren Segmentindies b e e i n e n . 

Den Beweis ndet man in [ 

i n i t e l e e n t e D i s k e t i s i e u n g : 

Da wir unseren Außenraum n i c t in Dreiecke erlegen nnen werden wir 

auc die Kantenelementkonstruktion für die Dreiecke wie sie beim Innenraum 

problem auftaucten, nic verwenden. ir werden ier lokale Kantenelemente 

au den unendlicen Segmenten vorgeben. 

u berücksichtigen ist Die Tangentialkomponente des elektriscen Feldes 

beim bergang wiscen den Segmenten ist stetig. Das semidiskrete elektri 

sc Vektorfeld ( ) in jedem Streifen Q^ bee i cnen wir mit Eh ir 

macen den diskreten lokalen Produktansat 

fc= 

mit den Kantenelementen () Sie aben au den Kanten konstante Tangential 

komponenten welce die Stetigkeit von Eh bei Segmentübergngen sicert. 

ir betrachten die Sesulinearformen getrennt. Aus dem lokalen Produktan­

sa folgt 

Genauso eral ten wir 

i, 

r y r —-r 

-ryr 

Scließlic berecnen wir die FEMatri die gehört 
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Aa 

TJl T-jr 

W J | 

L i n e l e e n t e 

Die Kantenelemente au einem Eineitssegment sind ( ) 

( ( ir werden die Assemblierungsmatrien für das Eineits 

element angeben. ir seten unseren Ansat in die obige Variationsgleichung ein 

und eral ten für das Eineitssegment 

mi 

und 

(5 

r n H 
I J I k= 

| J | Y 
k= 

1 J r 5 
k= 

1 J r 5 
k= 

«/ T 5 
k= 

I J T 5 T £d 
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W J-J- I J 

Um die lokalen Matrien u berecnen geben wir die Jakobimatrix J und die 

Determinate | | an. Weder noc | | hängen von der l des Ursprungs 

der oder der yKoordinatensysteme ab. ir seten o n e B e s c n k u n g 

der Allgemeineit y 2 h, h, 

Unter Verwendung der Abkürungen = t a 0 = tan« und = t an« 

ta eral ten wir 

-a - a 

- a 

Es folgt 

J 

j 
_ _ 

und 

- a - a 

- a 
ftC 

Mit den Abkürungen ^ * ^ g ^ M7?Sf1 ^ 
eralten wir für 

| J \ Y 
J 
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I J I J2 ^ 
k= 

+u2e 

Basierend au diesen Ergebnissen berecnen wir j e t t die elementaren FE-Matrien. 

ir kenneicnen im Folgenden die Matrien und die Grßen h, und 

mit einem Index und die Matrien mit einen oberen Index ( um anudeuten 

dass die Grßen gehören und sic ndern bei nderung der lokalen Ge 

biete. 

ir eral ten also 

Lokale s e m b l i e u n g a t i z e n : 

+u2e 

+u 

-1  

1 i 

j^ 

_ 

_ 

_ 

2 
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r e r a l e n s ß l formaler Sceibwei die lokale Approximaton 

+ a + a 
l o k p 

0 (5 

Die globale Systemmatri 

ext (5 

e r l t man in dem man die lokalen Assemblierungsmatrien wie in FEMetoden 

üblic ist assembliert 

Die Matrien hängen von der Grße j die eine abstandsabhängige 

Breite () in jedem Segment darstellt ir beabsichtigen analog wie in [ den 

recten Ausdruck von ( 5 ) durc eine Summe ber Matrien berecnen die 

neben der Ableitungsordnung auc die Ordnung von berücksichtigen. 

ir ren die Matrien M e i 3 x 

(5 

ein wobei 

i , 

4 
_ 

£L 

9± 



EMIDISKRETIIERUNG DES AUSENRAUMPROBLEMS IN 2D 

% 

M\: Se I i 

ür alle anderen Matrien gilt 

Inne uktu von 13 ei uni frmen G i t e 

ie im Kapitel 4.3 für Parallelstreifen und ylinderkoordinaten werden wir 

auch hier für unsere Transformation ( 5 ) hinsichtlic der B i e u n g der 

Normalen- und Tangentialkomponente miteinander analoge Aussagen eral ten. 

D a u treffen wir eine wichtige Vorraussetung. ir werden das esultat für uni­

forme Gitter eigen d. wir aben j = const und const V 

Eingesett in (5 und einmaliges Dividieren durc ergibt sic 

(514 

mit den j w e i g e n lokalen M a t r e n \ Aus diesen M a t e n gelangt man 

durc Summation über alle Segmente u den Systemmatrien ys die wir 
ier nic expliit angeben werden. (514 wird 

wobei 

aY^ 0 (5 

werden bei unseren beregungen edigl die lokalen M a t r e n eran 



KAPITEL 5 DISKRETIIERUNG DER MAXWELLGLEICHUNGEN 

en woraus die innere Struktur von ys weitgeend ersictlic ist. Eine 

Umordnung von (5 

Mnn (5 

verdeutlicht die innere Struktur von (5 besser. Dabei bee i cnen Mnn w. 

die Matrien mit reinen Normalenkomponenten w. reinen Tangentialkom-

ponenten. Di D e n i o n von Mnn wi B. dur {M\_ und den r e c e n 

Summanden von M_l motiviert. Die Matrien Mnt w. tn ental ten sowoh 

Normalen als auch Tangentialkomponenten. Es wird durc y vorgege 

ben. 

ir betrachten die erste eile von (5 

Mit den Abkürungen 

Mnn 

ML 

M 
nn 

6 

SL. £ l SL. 
6 

_ ^_ 

sy 

ys 

Ml 
ys 

i • ' 5 

u wobei die Matrien mit einem oberen Index ss die daugehörigen globalen Sy 

stemmatrien bee i cnen eral ten wir 

ße- :ML ML ?eMln = r 
nn nn 

wobei die rechte Seite durc ü deniert ist 

ir unterwerfen 17 einer LaplaceTransformation 

(517 
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und eral ten mit der egel 4. 

^ (5 

^ 2£Mnn (5 

wobei die Grßen mit einen Dac wie üblic die LaplaceTransformierte dieser 

Grßen bee icnen . Hier aben wir es im Gegensaz zu den ylinderkoordinaten 

mit einem System von VolterraIntegralgleicungen 

(5 

u tun wobei 

nn 

Mnn Mln ±-Mln nn nn 

B e k u n g : 

( Die Uformulierung von (5 ist mglic weil ^ positi 

d e n i t und damit invertierbar ist. 

(2) Aus der Theorie der VolerraIegralglichun für Sysem (T 

3.12 aus [14 erhält man Existen Eindeutigkeit und Stetigkeit der Lsung 

, falls der K o e i e n t und der Integralkern K(si beide b e s c n k t 

(in einer Matrixnorm sind und i r e Matrixnorm durc eine stetige Funktion ma-

jorisiert wird. 
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r Bchränkthit v ) : 

Die Matri M^J ist endlichdimensional und enthält konstante und be 

s c n k t e Eintrge. Es folgt dass M^n b e s c n t ist 

r Bchränkthit v ) : 

Auc die Matrien M^n und M%n sind beide endlicdimansional und besiten 

konstante und b e s c n k t e Eintrge; damit folgt die B e s c n k t e i t von 

ir bentigen aber die Analytiität der Lsung (. Durc eine einface Erwei 

terung des or 3.12 aus [ unter erücksichtigung b w . der Kombina­

tion mit dem or 3.6 s [14] era l ten wir die gewünscte Analytizität 

von ( Bei dieser Überlegung aben wir natürlic auc die Analytizität der 

ponentialfunktion und der Polynomfunktion mitberücksic 

tigt 

ir wissen, dass f ein Integralausdruck ist, der samt Eponentialfunktion und 

der Polynomfunktion die Tangentialkomponente und eine bescränkte Matri 

en tä l t . Ist die Tangentialkomponente analytisc, so e r ä l t man die Analyti 

zität von () 

Mit den obigen Überlegungen e r ä l t man insgesamt die Existenz, Eindeutigkeit 

und die Analytizität für F Damit folgt das wictige 

Resultat: Erfüllt die Tangentialkomponente die Polbedingung, so erfüllt die 

Normalenkomponente ebenfalls die Polbedingung. 

Somit eral ten wir ein analoges Resultat wie im Kapitel 4.3. 

atz: Unter de Vorausset 

g se T r a a t (57 d ee u reteru des 

ßeraues 

(b es exstert e ösu (57), 

T a l k o m p t e erfüllt d lbed 

dass d ehörige N k o m p t e lbed erfül 

B e k u n g : Der Satz ist nicht me so trivial wie bei den "Parallelen Streifen" 

oder wie bei den Zylinderkoordinaten. Dort atten wir es mit ortogonalen Ko 
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ordinatensystemen zu tun, wobei J eine Diagonalmatrix war. Hier ben wir 

es mit einer komplizierteren Abbildung zu tun. Es ist J J keine Diagonalmatri 

m e r . 
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5. Kopplung des Innenraumproblem dem 

Außenraumproblem 

ir sind jetzt in der Lage, das gesamte diskrete Problem zu assemblieren. Wir 

ben hier einen berblick wie dies geschieht Näheres dazu findet man in [21 

hritt 1: FEDiskretisierung des schwachen nnenraumproblems (5.4): An 

A 

chritt : FEDiskretisierung der schwachen Außenraumfbrmulierung (5.12) er 

ibt Aext LaplaceTransformatio von (512) bezüglich der Abstandsvariablen 

ext, anschlieende Diskretisierung bezüglich der Abstandsvariablen im Laplace 

Raum ext. Dies kann auf iele unterschiedliche Weisen geschehen. Damit erhält 

man A2 Aext 

hritt 3: Formulierung der Kopplungsbedingung wie im Kapitel 3.2.3 als Reelle 

Achsen-Methode (3.34). Anschließende Diskretisierung im LaplaceRaum A3 

Die Diskretisierung der ReelleAchsenMethode kann auf iele verschiedene Arten 

erfolgen. lich ist eine Diskretisierung mit Hilfe der Spline-Funktionen; auf 

diese Methode wird in [21] ausführlich eingegangen. Andere Diskretisierungsme 

thoden sind verschiedenartige Kollokationsmethoden der numerischen Integrati 

n. Neuerlich wird auch mit der Methode der FourierModen diskretisiert. 

hritt 4: öse simultan das nnenraumproblem im Ortsraum) und das Au­

enraumproblem (im LaplaceRaum): 

An 

A22 

A3 



apitel 

usamenfassung 

ines der Hauptziele dieser Arbeit war die Herleitung einer "angemessenen" For 

mulierung des Außenraumproblems der MaxwellGleichungen, die die Anwen­

dung der Polbedingung ermöglichen sollte Dazu haben wir den Außenraum 

einer verallgemeinerten Kugelkoordinatentransformation unterzogen. Wir erhiel 

ten eine Formulierung, die "schwach" in den verallgemeinerten Winkelvariablen 

und "stark" bzw. "klassisch" in der Abstandsvariable ist. Weiter ergab die Un­

tersuchung der inneren Struktur der Formulierung in Zylinderkoordinaten das 

nichttriviale Resultat, dass es ausreicht, die Polbedingung nur an die Tangential 

komponente der Außenraumlösung zu stellen. Die Normalenkompnente erfüllt 

die Bedingung dann notwendig. Wir gehen davon aus, dass diese Aussage auch 

für allgemeinere orthogonale Koordinatensysteme gilt. Dies bleibt aber noch zu 

zeigen. in anderes iel war die Diskretisierung des Außenraumproblems in 2D 

ir verwendeten eine Parametrisierung des Außenraumes die zum einen allge 

mein genug ist, um mölichst viele Arten von physikalischen Problemstellungen 

ehandeln zu können und die zum anderen das wichtige analo Resultat wie bei 

den Zylinderkoordinaten im R liefert dass es ausreichend ist die Polbedingung 

nur an die Tangentialkomponente der diskreten Außenraumlösung zu stellen. Die 

Parametrisierung des Außenraumes ergab halbunendliche Rechteck (Streifen) 

Die Kantenelemente, die im Falle des Innenraumproblems für Dreiecke (Triangu-

lierung) angegeben wurden, haben wir für halbunendliche Rechtecke nicht ver 

wenden können. Stattdessen haben wir Kantenelemente vorgegeben, die auf die 

Kanten der halbunendlichen Rechtecke zugeschnitten waren. Mit diesen Elemen­

ten haben wir dann die Assemblierungsmatrizen für den Außenraum berechnet. 
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usmmen mit den brechneten Assemblierungmarizen und de diskretisieten 

Polbedingung erhält man ein Gleichungssystem für das Gesamtproblem (Innen-

raumproblem im Ortsraum und Außenraumproblem im LaplaceRaum), das ma 

dann einfach implementieren kann. Dadurch läßt sich das nnenraumproblem und 

Außenraumproblem simultan lösen. 
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