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Kapitel 1
Einleitung

Die Arbeit stellt ein neues Verfahren zur Behandlung des Streuproblems der

Maxwell-Gleichung

rot(p'rotE) — w’eE = iwj.

auf unbeschrinkten Gebieten vor. Die Aufgabe zur Loésung solcher Streupro-
bleme tritt in vielen Bereichen der Natur- und Ingenieurwissenschaften auf. Die
Optimierung bestimmter Eigenschaften von Photonischen Kristallen 148t sich auf
diese Problemstellung zuriickfiihren. Die Ermittlung der Oberflichenbeschaffen-
heit von Materialen durch Nahfeldmikroskopie ist ebenfalls ein solches Problem.
Die mathematische Behandlung unseres Streuproblems ergibt zwei separate Pro-
bleme; ein Innenraumproblem mit dem Objekt, woran gestreut wird und ein
Auflenraumproblem, in dem das gestreute Feld berechnet wird. Diese beiden
Probleme sind iiber den Rand des Innenraumes miteinander gekoppelt. Das In-
nenraumproblem liefert ein klassisches elliptisches Randwertproblem, falls die
Randwerte bekannt sind. Dafiir gibt es eine ausgearbeitete Existenz und Eindeu-
tigkeitstheorie [16, 10]. Fiir die numerische Behandlung des Innenraumproblems
werden klassische Finite-Elemente-Verfahren, die hiufig zur Lésung solcher ellip-
tischer Gleichungen eingesetzt werden [2], verwendet. Das Aufenraumproblem
liefert ebenfalls ein elliptisches Problem aber kein Randwertproblem. Zur Si-
cherung der Eindeutigkeit der Aufenraumloésung hat man an das Problem eine
zusatzliche Bedingung - die Silver-Miiller- Ausstrahlungsbedingung - zu stellen.

Durch diese Bedingung werden nur Aufenraumlésungen zugelassen, die auslau-
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

fend sind. Dies lakt sich so verstehen: In der Natur lassen sich Wellenphédnome-
ne im allgemeinen als Uberlagerung von einzelnen Wellenziigen (einlaufend und
auslaufend) verstehen, die in verschiedene Richtungen laufen und miteinander
interferieren. Die physikalische Natur der Wellenausbreitung verlangt es, dass
Wellen, die durch endliche Hindernisse reflektiert, gebeugt oder gebrochen wer-
den, im groken Abstand von diesen Hindernissen nur eine Bewegungsrichtung
(auslaufend) besitzen. Die Forderung der Eindeutigkeit schlieit also einlaufen-
de Wellen aus. Die Silver-Miiller-Ausstrahlungsbedingung gilt nur fiir homogene
Aufenrdume. Fiir inhomogene Aufenrdume werden wir im Kapitel 3.2 die Pol-
bedingung erldutern, die von Frank Schmidt [21] im ZIB (Zuse Institut Berlin)
entwickelt wurde. Sie besagt, dass die Lésung einer Differentialgleichung aus-
strahlend bzw. auslaufend ist, wenn die Laplace-Transformierte beziiglich einer
Abstandsvariablen in der unteren komplexen Halbebene keinen Pol besitzt. Zu
den Vorteilen der Polbedingung zihlt ihre Dimensionsunabhéngigkeit, und sie ist
keine asymptotische Bedingung, sondern gilt auch bei kleinen Absténden vom
Hindernis und stellt somit eine Alternative zu den gebrduchlichen asymptotische
Bedingungen dar, die iiber Reihendarstellungen formuliert werden. Die Polbedin-
gung wurde schon in der Habilitationsschrift von Frank Schmidt [21] erfolgreich
auf die Helmholtz-Gleichung angewandt. Ziel dieser Arbeit ist die Anwendung
der Polbedingung auf die Maxwell-Gleichungen. Dabei werden wir Ideen aus
[21] auf unsere Arbeit iibertragen. Wir werden dabei eine spezielle Formulierung
fiir das AuRenraumproblem der Maxwell-Gleichungen angeben. Dabei haben wir
uns durch eine analoge Formulierung fiir die Helmholtz-Gleichung in [21] leiten
lassen. Jedoch besteht die Aufsenraumldsung der Maxwell-Gleichungen aus der
Tangentialkomponente und der Normalenkomponente. Wir wissen (siehe dazu
Abschnitt 4.2), dass fiir die Losung des Innenraumproblems lediglich die Angabe
der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes auf dem Rand des Innenrau-
mes ausreicht, um das Innenraumproblem (Randwertproblem) zu losen. Wie
ist es aber im Falle eines unbeschrinkten Gebietes, wie das des Aufienraumes?
Reicht es fiir die asymptotische Bedingung aus, nur die Tangentialkomponente
des elektrischen Feldes zu verwenden?

In dieser Arbeit wird diese Frage fiir spezielle Koordinatensysteme (Zylinderko-
ordinaten in 3D und ein den physikalischen Problemen angepaktes allgemeines

Koordinatensystem in 2D) positiv beantwortet.



Die Fragestellung ist fiir die Erhaltung der Eindeutigkeit der Aufenraumlésung
von Bedeutung.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. Im einfiilhrenden Kapi-
tel 2 werden zwei Beispiele aus der Physik - Nahfeldmikroskopie und Photo-
nische Kristalle - behandelt. Anschliefend werden aus der Theorie der Maxwell-
Gleichungen einige Resultate zusammengefasst, die fiir die Arbeit von Relevanz

sind.

Im 3. Kapitel wird einfiihrend ein kleiner Uberblick iiber Streuprobleme ge-
geben. Der zweite Abschnitt behandelt die Polbedingung [21]. Sie wird anhand
der Helmholtz-Gleichung erklart. Zunéchst wird die Idee der Polbedingung im
eindimensionalen Fall erldutert. Weiterhin verallgemeinern wir die Polbedingung
vom eindimensionalen auf den mehrdimensionalen Fall. Anschliefend wird die
Reelle-Achse-Methode eingefiihrt, die eine notwendige Bedingung zur Polbedin-
gung darstellt.

Das 4. Kapitel behandelt die schwache Formulierung der Maxwell-Gleichung.
Im einfithrenden Abschnitt werden das Innenraum- und Auflenraumproblem der
Maxwell-Gleichung motiviert und hergeleitet. Als Ausgangspunkt fiir die nu-
merische Losung wird im folgenden Abschnitt die schwache Formulierung des
Innenraumproblems angegeben. Im letzten Abschnitt wird die “schwache” For-
mulierung des Aufenraumproblems hergeleitet. Im Hinblick auf die Polbedin-
gung und die Diskretisierung des Aufenraumproblems in Kapitel 5 haben wir
den Aufenraum einer Parametertransformation (genauer: Transformation auf
Kugelkoordinaten) unterzogen und anschliefend eine Formulierung hergeleitet,
die “schwach” beziiglich der Winkelvariablen und “stark” bzw. “klassisch” beziig-
lich der Abstandskoordinaten ist. Dies war notwendig, da sonst die Polbedingung
auf die Maxwell-Gleichungen nicht anwendbar wire. Die Polbedingung wird an-
schlieffend als zusétzliche Gleichung an die Formulierung gestellt. Im darauf
anschliefenden Unterabschnitt wird die innere Struktur der Formulierung des
AuBenraumproblems untersucht, wobei wir zwei Koordinatensysteme ("Parallele
Streifen" und Zylinderkoordinaten) betrachten.

Wir stellen dabei fest, dass nicht die gesamte Aufenraumlésung die Polbedingung
zu erfiillen braucht. Wir erhalten durch diese Untersuchung ein wichtiges nicht-
triviales Resultat, das fiir die Eindeutigkeit der Aufenraumlésung notwendig ist:

Fiir Zylinderkoordinaten im R® reicht es aus, die Polbedingung nur an die Tan-
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gentialkomponente der Aufenraumldsung zu stellen.

Aufgrund der in dem Unterabschnitt erhaltenen Beziehungen zwischen der Tangential-
und Normalenkomponenten gilt die Polbedingung dann automatisch auch fiir die
Normalenkomponente der Losung. In diesem Koordinatensystem kann es also
nicht vorkommen, dass die eine Kompomonente der Aufenraumlésung die Pol-
bedingung erfiillt und die andere sie nicht erfiillt. Dies wiirde zum Verlust der

Eindeutigkeit der Aufenraumldsung fiihren.

Das 5. und letzte Kapitel behandelt die Diskretisierung der Maxwell-Gleichung
in 2D, wobei dazu keine spezifischen 2D-Annahmen gestellt werden. Daher kann
man die Diskretisierung unmittelbar auf 3D-Probleme iibertragen. Im einfiihren-
den Abschnitt wird das Innenraumproblem diskretisiert. Wir verwenden dazu die
héufig verwendete Finite-Elemente-Methode (FEM). In unserem Fall besteht der
Unterschied zu den herkdmmlichen FE-Methoden in der Verwendung von spezi-
ellen Basisfunktionen (Kantenelemente) fiir unsere FE-Rdume. Die Basisfunktio-
nen werden nicht mehr auf den Knoten (Lagrange-Elemente) definiert, sondern
auf den Kanten. Die Kantenelemente erhalten die Stetigkeit der Tangentialkom-
ponente des elektrischen Feldes beim Ubergang an Grenzflichen. Dadurch sind
sie eine physikalisch natiirliche Wahl fiir die Auswahl der Basisfunktionen. Im fol-
gendem Abschnitt wird die Diskretisierung des Aufenraumproblems behandelt.
Dafiir fiihren wir ein Koordinatensystem ein, das allgemein genug ist, um mog-
lichst viele Arten von physikalischen Problemstellungen behandeln zu kénnen.
Die Parametrisierung ergibt halbunendliche Streifen (Rechtecke). Wir geben auf
diesen Streifen Kantenelemente vor, die ebenfalls die Stetigkeitseigenschaften des
elektrischen Feldes erfiillen. Auferdem erhalten wir auch fiir das Koordinatensy-
sten ein wichtiges analoges Resultat wie bei den Zylinderkoordinaten im R3:
Fiir unser 2D-Koordinatensystem reicht es aus, die Polbedingung nur an die Tan-
gentialkoomponente der Losung zu stellen; die Normalenkomponente erfillt dann
automatisch die Polbedingung.

Im letzten Abschnitt von Kapitel 5 koppeln wir das Innenraumproblem mit dem

Auflenraumproblem und geben an, wie man sie 16st.
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Kapitel 2
Einfuhrung

Bei den folgenden physikalischen Beispielen geht es allgemein um die Ausbreitung
und Streuung von Licht. Thre mathematische Modellierung fiihrt auf die Maxwell-
Gleichungen auf unbeschrinkten Gebieten, die wir in dieser Arbeit untersuchen

werden.

2.1 Motivation

1. Beispiel: Optische Nahfeldmikroskopie (ONM)

In der klassischen (Fernfeld-) Mikroskopie wird die Auflésung durch die Beu-
gung des Lichtes bestimmt [18]. Die Mikroskope sind in ihrer 6rtlichen Auflésung
prinzipiell beschrénkt (bekannt als Abbesche Schranke [13]). Abbe zeigte, dass
das kleinste Objekt d, das durch ein optisches System aufgeldst werden kann,
eine halbe Wellenldnge des verwendeten Lichtes betrégt,

0,61
d_ ? 0

nsing’

wobei Ay die Vakuumwellenléinge des abbildenden Lichtes und n der Brechungs-
index des Mediums (Luft n = 1,0) zwischen der Probe und der Objektivlinse
ist. Der Offnungswinkel des Lichtes im Gegenstandsraum ist ¢ (sing = 1,0
falls der Winkel 90° betrigt - heute noch nicht moglich), und nsin ¢ nennt man
numerische Apertur (NA) des Mikroskops.

Im Gegensatz zur Fernfeldmikroskopie erlaubt die optische Nahfeldmikrosko-

pie die Abbildung von wesentlich kleineren Strukturen, als es mit konventionellen
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12 KAPITEL 2. EINFUHRUNG

Laser

Detektor 0

Abbildung 2.1: Typische Anordnung einer NFM. Der Lichtstrahl einer externen
Lichtquelle wird mit Hilfe einer Linse in die spitze Cantileversonde fokussiert. Das
aus der Apertur austretende Licht durchsetzt lokal die Probe. Dabei bestimmt
die Aperturgrofe im wesentlichen die laterale Auflésung. Mit einer weiteren Linse
wird durch die Probe transmittiertes Licht aufgefangen.

Das Bild ist entnommen aus www.vdi.de

Mikroskopen méglich ist. Simultan zur Objekttopographie kénnen damit jetzt

optische Eigenschaften sogar von Mikro-und Nanostrukturen erfakt werden.

Die Auflésung in der konventionellen optischen Mikroskopie ist wie schon
erkliart durch Beugungseftekte auf rund die Halfte ihrer Strahlungswellenlinge
begrenzt. Diese Grenze wird durch die optische Nahfeldmikroskopie iiberwun-
den. Sie ist verwandt mit der Rastertunnel (STM)- und Rasterkraftmikroskopie
(AFM).

Diese Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass eine entsprechend gestaltete
kleine Spitze als Sonde die jeweils interessierenden Oberflacheneigenschaften mit
héher lateraler und vertikaler Auflésung detektieren kann. Die Methoden sind
sdmtlich rasternd, d.h. Bilder werden durch punkt- und zeilenweises Zusammen-
setzen von vielen Einzelmefiwerten gewonnen.

Das Prinzip speziell der optischen Rasternahfeldmikroskopie besteht darin, ei-
ne submikroskopische Strahlungsquelle, die z.B. aus einer Glasfaser (siehe Abb.1)
entstammt, auf der Probenoberfliche zu bewegen. Dabei wird die Strahlung von


w.dide
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Glasfaser

einfallendes Licht

T reflektiertes Licht

/
/N

Probenoberflache

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der optischen Nahfeldmikroskopie. Der
Abstand a zwischen der Glasfaser und der Probenoberfiche ist stets kleiner als
die verwendete Wellenlinge des Lichtes.

der Probenoberfliche reflektiert und gelangt schlieklich wieder in die Glasfaser.
Die Auflésung ist im wesentlichen durch die Geometrie der Sonde und nicht durch

die Strahlungswellenldnge gegeben.

Interessante Einsatzgebiete der optischen Nahfeldmikroskopie erdffnen sich

z.B. mit der Untersuchung der Materialzusammensetzung von submikroskopi-
schen Strukturen, die fiir viele Fragestellungen in der Halbleitertechnologie von
grofer Bedeutung ist.
Die mathematische Modellierung beinhaltet die Rekonstruktion des Oberflichen-
profils einer unbekannten Probe, falls die Intensitit des in die Glasfaser zuriick-
reflektierten Lichtes vorgegeben wurde. Eine andere Aufgabe ist die Berechnung
der Intensitit des in die Glasfaser zuriickreflektierten Lichtes bei einer bekannten
Probe.

2. Beispiel: Photonische Kristalle

Unter Photonischen Kristallen versteht man Materialien mit einem réumlich
periodisch auf einer Skala der Lichtwellenlédnge variierenden Brechungsindex [24].
Ahnlich wie sich die Periodizitit eines Halbleiterkristalls auf die Ausbreitung von
Elektronenwellen auswirkt [12], kommt es bei Photonischen Kristallen aufgrund
der vielfachen Streuung des Lichtes an der periodischen Struktur zur Ausbildung

einer Energiebandstruktur mit erlaubten bzw. verbotenen Frequenzbereichen [20,
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23]. Dadurch wird es z.B. méglich, die Eigenschaften entsprechend eingebrachter
optisch aktiver Materialien gezielt zu beeinfluen.

Photonische Kristalle kann man unter anderem als miniaturisierten Spiegel
einsetzen: Sie reflektieren elektromagnetische Wellen der “verbotenen” Wellenlédn-
ge vollstéindig. Ahnlich den Halbleitern kann man Photonische Kristalle gezielt
mit Storstellen versehen. Eine einzelne Fehlstelle in einem ansonsten ideal geord-
neten Kristall fithrt beispielsweise dazu, dass Licht einer “verbotenen” Wellenléin-
ge an der Storstelle gefangen wird. Durch Verkettung von solchen Punktdefekten
ermoglicht man es dem Licht bestimmter Wellenlénge, sich entlang der Defekte
auszubreiten. Der Photonische Kristall wird zum Wellenleiter. Ein linienférmiger
Defekt zwingt die Wellen, in ihrer Bahn der Linienfiihrung des Defekts zu folgen,
selbst um scharfe Kanten herum. Diese Eigenschaft ist fiir die Miniaturisierung
von elektronischen Bauelementen von grofsem Interesse.

Photonische Kristalle ermdglichen es, die Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Lichtes zu verringern. Zum Beispiel kénnte mit grofer Effizienz aus langwelli-
ger elektromagnetischer Strahlung kurzwellige erzeugt werden, so dass in einigen
Wellenldngenbereichen neuartige Lichtquellen zur Verfiigung stiinden. Fiir die
Entwicklung neuer, einfach herzustellender Photonischer Kristalle mit gewiinsch-
ten Eigenschaften ist deren mathematische Modellierung unerléaflich.

Sie beinhaltet die Rekonstruktion der physikalischen Eigenschaften des Kristalls,
falls die Intensitit des in den Photonischen Kristall gestreuten Lichtes vorgege-
ben wurde. Eine andere Aufgabe ist die Berechnung der Intensitit des in den
Photonische Kristall gestreuten Lichtes bei einem Photonisches Kristall mit be-

kannten Eigenschaften.

Unsere Aufgabe wird in dieser Arbeit darin bestehen, Streuprobleme der Maxwell-
Gleichungen zu behandeln. Vorher werden wir aber einige Aspekte aus der be-
kannten Theorie der Maxwell-Gleichungen fiir unsere spétere Verwendung zusam-

menfassen.
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Abbildung 2.3: Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme eines Photonischen
Kristalls aus makropordsem Silizium. Elektromagnetische Wellen in einem Wel-
lenldngenbereich zwischen 3 und 5 Mikrometer konnen sich senkrecht zu den
Poren nicht ausbreiten. Derzeit arbeitet man an der niichsten Generation sol-
cher Kristalle, in denen die Lichtausbreitung bei dem fiir die Telekommunikation
besonders wichtigen Wellenlngenbereich um 1,55 Mikrometer unterdriickt wird
(U. Gosele, MPI fiir Mikrostrukturphysik, Halle; Infinion Technologies).
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2.2 Maxwell-Gleichungen

Wir werden in diesem Abschnitt nur einige Begriffe aus der Theorie der Elektro-
dynamik mit den Maxwellgleichungen als Basisaxiomen zusammenfassen, die wir
in den spiteren Kapiteln benotigen werden. Dabei halten wir uns sehr eng an
die Standardbiicher [6, 8.

Maxwell-Gleichungen
Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in R*® (Feldgleichungen der Elektro-

dynamik in Materie ) lauten in differentieller Form:

. -
tH = j+—D 2.1
o It 5 (2.1)
. o -
tE = —=—B 2.2
o py ( )
diVD = p (2.3
Dabei sind
E(Z, t) das elektrische Feld
ﬁ(ﬁ das magnetische Feld

T, 1)

-D(Z,t) die dielektrische Verschiebung
5 (7, 1)

-7(Z,t) die Stromdichte

-p(Z, t) die Ladungsdichte.

Die Maxwell-Gleichungen sind partielle, lineare, gekoppelte Differentialgleichun-

t
Z,t) die magnetische Flufdichte
t)

gen erster Ordnung. Es gilt aufgrund der Linearitdt das Superpositionsprinzip.
Damit sind die Interferenzerscheinungen elektromagnetischer Wellen, insbeson-
dere auch die des sichtbaren Lichtes als spezielle elektromagnetische Wellen, si-

chergestellt.

Materialgleichungen
Zu den obigen Feldgleichungen kommen noch weitere, die die Materialeigenschaf-
ten der Medien charakterisieren und die Eindeutigkeit der Vektorfelder sichern.

Diese sind die Verkniipfungsbeziehungen. Zu betrachten sind Feldstirkebereiche,
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fiir die
e der Zusammenhang zwischen der Stromdichte 7 und der elektrischen Feldstéirke
E iiber das Ohmsche Gesetz

j=0(@E (2.5)
mit der elektrischen Leitfihigkeit ¢ beschrieben wird.
e der Zusammenhang zwischen den Feldern E und D bzw. H und B linear ist

und beschrieben wird durch die Materialeigenschaften

D = ep(@E 2.6
B = u@H (2.7)

mit der Dielektrizitdtskonstanten £p und der Permeabilitit p.

Physikalische Bedeutung

Die physikalische Interpretation der Maxwell-Gleichungen ergibt sich durch die
Formulierung der Gleichungen durch Integrale und Anwendung der Integralsétze
von Green und Stokes!.

fa-di = [7.af+ 2 [ D4 (2.8)
fﬁ-di - —%/E-dﬁ (2.9)
/ﬁ-dF _— (2.10)
/ﬁ-dﬁ =0 (2.11)

Die Gleichung (2.9) beschreibt das Faradaysche Induktionsgesetz. Michael Fara-
day erkannte durch empirische Versuche als erster, dass entlang eines Leiters in
einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld eine elektrische Spannung entsteht, die

er Induktionsspannung U;,; nannte:

'Gaukscher Satz: [, dVdivA = §,.dF - A
Stokescher Satz: [, dF - rotA = ¢, dr- A
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Uindzyfﬁ-df:—%/é-dﬁ (2.12)

Oder anders ausgedriickt: Ein magnetisches Feld, welches sich zeitlich dndert,
erzeugt ein elektrisches Wirbelfeld.

Gleichung (2.8) ist das durch Maxwell vervollstindigte Ampére-Gesetz. Ampére
fand experimentell heraus, dass Magnetfelder H nicht nur von Permanentmagne-
ten sondern auch durch elektrische Strome j’erzeugt werden. Bei einem geschlos-
senen Weg um einen Leiter, in dem ein elektrischer Strom | Fj dF durch den
Leiterquerschnitt F' fliekt, gilt:

fﬁ-di:/}-dﬁ#rotﬁ:j. (2.13)

Der entscheidende Schritt zur Vervollstindigung des Ampére-Gesetzes erfolgte
durch Maxwell im Jahre 1864 [15]. Dazu ging Maxwell von der Kontinuitéts-
gleichung —% = div j(a‘:’, t) aus, die aus der Ladungserhaltung? folgt. Die
Kombination der Kontinuitdtsgleichung mit (2.3) fiihrt zu einem Widerspruch
div ;(:E', t) = 0. Die Gleichungen werden konsistent, wenn man einen Zusatzterm,
ndmlich den Maxwellschen Verschiebungsstrom %5 zu 7 hinzufiigt. Durch den
Verschiebungsstrom wird eine Kopplung der elektromagnetischen Felder mitein-
ander erreicht, und erst dadurch wird die Ausbreitung elektromagnetischer Strah-

lung moglich.

Losungsansatz

Wir suchen nach zeitharmonischen Losungen der Form

H(Z,t)= H@e ™  und  E(t) = E@)e " (2.14)

Aus (2.1),(2.2),(2.6) und (2.7) folgen die stationiren bzw. reduzierten Maxwell-
Gleichungen

rotH = () —iweE (2.15)
rotE = iwpH (2.16)

2Fiir beliebige Prozesse ist die Summe der Ladungen in einem abgeschlossenen System kon-
stant; die Ladung ist eine Erhaltungsgréfe.
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mit ¢ := (ep+iZ). Die beiden Gleichungen kann man zu einer einzigen Gleichung
zusammenfassen. Man erhélt dann entweder eine Gleichung fiir das elektrische
Feld E oder eine fiir das Magnetfeld H. Wir geben hier aber nur die Gleichung
fiir das elektrische Feld E an:

rot(p~'rotE) — w?eE = iwj. (2.17)

Mit dieser Gleichung werden wir uns im Laufe dieser Arbeit immer wieder befas-

sen.

Ubergangsbedingungen an Materialgrenzen

Durch die Gleichungen (2.3),(2.4),(2.10) und (2.11) ist das Verhalten der Vek-
torfelder beim Ubergang zwischen zwei Medien festgelegt. Dazu zerlegen wir
unser Gebiet € in zwei Gebiete Q; und €2, die durch eine Grenzfliche 0 ge-
trennt sind. Die Gebiete haben unterschiedliche Materialkonstanten, (&1, 1)
fiir Q; und (g9, o) fiir Qy. Auch die Felder werden unterschiedlich bezeichnet,
(El,ﬁl,gl,ﬁl) in ©; und (EQ,EQ,EQ,ﬁQ) in . Mit (2.10) erhalten wir:

0 = l_j]_dﬁl-f— l_jQ'dﬁQ
o o

- j[ ﬁ-dﬁ+7§51-dﬁl+}£52-dﬁ2
o0 1] Ié]

= A(ﬁl - 52) . ﬁldﬁl

Die letzte Gleichung liefert uns die Stetigkeit der Normalenkomponente von D
auf 0 : (D; — 52) -7y = 0 fiir alle x € 0. Eine analoge Berechnung fiir die

Normalenkomponente des elektrischen Felden E ergibt:

€1 (El . ﬁl) =&y (EQ . 771,'2) .

Damit ist diese Komponente iiber die Grenzfliche hinweg unstetig. Ahnliche

Uberlegungen fithren auf die folgende Tabelle:
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Tangentialkomponente | Normalenkomponente
E stetig unstetig
D unstetig stetig
B unstetig stetig
H stetig unstetig




Kapitel 3

Streuprobleme und Polbedingung

3.1 Streuprobleme

In vielen Gebieten der Natur- und Ingenieurwissenschaften treten Streuprobleme
auf. Mathematisch handelt es sich dabei um Differentialgleichungen, die auf
unbeschrinkten Gebieten formuliert sind. Bisher wurden viele Methoden zu ihrer
Losung entwickelt [21, 1, 11].

Wir werden eine der klassischen Methoden anhand einer Modellgleichung er-
ldutern. Wir entscheiden uns fiir die Helmholtz-Gleichung, da sie ausreichend
untersucht ist. Auferdem l&ft sich die Helmholtz-Gleichung aus den Maxwell-

Gleichungen herleiten. Sie dient zur Modellierung einfacher Streuprobleme.

Helmholtz-Gleichung

Wir betrachten Felder und Matrialien mit folgenden Eigenschaften: E = (0,0, u(z, )7,
7=1(0,0,53)7, k? := w?ep und f := —iwpjs. Wir erhalten damit aus (2.17) die
Helmholtz-Gleichung

Agyu+k*u=f.

Streuprobleme modelliert durch die Helmholtz-Gleichung:

Gegeben sei ein beschrinktes zweidimensionales Gebiet R, und I' sei sein

stiickweise glatter Rand.

Wir suchen nach Losungen u(x), x ¢ R, die der folgenden Helmholtz-Gleichung

21
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gentligen
Au+Fku = f aukerhalb R (3.1)
au+ Bo,u = g auf I (3.2)
1
Ot —iku = o (—) glm. in allen Richtungen = (3.3)
rl/2 x|

Dabei sind & = k(x) die ortsabhéingige Wellenzahl und f(z) ein Quellterm mit
einem beschrinkten Triger in ) C R®. Die Funktionen «, 8 und g sind gegeben.
Gleichung (3.3) ist die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung. Sie gestattet nur
auslaufende Wellen im Unendlichen. Fiir beliebige Dimensionen laft sie sich wie

folgt formulieren

phﬁngo pd_Tl(apu —iku) =0, p=|x |, glm. in allen Richtungen % (3.4)
Dabei ist d die Raumdimension. Sommerfeld formulierte diese Bedingung in sei-
ner 1912 erschienenen Arbeit (siehe dazu [22]). Sie sichert die Eindeutigkeit der
Lésung bei konstanten Wellenzahlen &£. Im Falle der zeitharmonischen Wellen-
gleichung - die Zeitabhiingigkeit ist e™** - haben wir als Fundamentallssungen

1) Ebene Wellen fiir d = 1:

et ynd e (3.5)

2) Zylindrische Wellen fiir d = 2:

H (kr) und HP (kr) (3.6)
3) Kugelwellen fiir d = 3 :
+ikr —ikr
¢ und (3.7)
r r

In (3.6) sind Hél)(kr) und HéQ)(kr) Hankelfunktionen vom Typ 1 bzw. Typ 2.
In den Fundamentallésungen (3.5),(3.6) und (3.7) charakterisiert der erste Term
eine ausstrahlende Welle, wihrend der zweite Term eine einstrahlende Welle cha-

rakterisiert.
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Sommerfeld behauptete:

Um Eindeutigkeit fiir das Aufenraumproblem der Helmholtz-Gleichung zu er-
reichen, reicht es nicht aus, dass die Funktionen im Unendlichen verschwinden.
Sommerfeld interpretierte die Losungen der Helmholtz-Gleichung als die rdum-
lichen Anteile der zeitharmonischen Losungen der Wellengleichung. Dadurch
konnte er zwischen den auslaufenden und einlaufenden Wellen unterscheiden.
Er behauptete, dass die physikalisch korrekte Losung einer an einem Hindernis
gestreuten Welle durch eine Superposition der auslaufenden Wellen erfolgen darf.
Unter Verwendung der Greenschen Formeln und den Fundamentallésungen der
Helmholtz-Gleichung erhielt er die Ausstrahlungsbedingung, die er noch durch
eine Endlichkeitsbedingung ergénzte

lim pd‘%lu < 00. (3.8)

pP—00
Mit diesen Bedingungen konnte er die Eindeutigkeit der Losung der Helmholtz-
Gleichung zeigen. Es ergibt sich sogar, dass aus der Ausstrahlungsbedingung die
Endlichkeitsbedingung folgt. Rellich [19] war 1943 in der Lage, sogar mit einer
schwachen Form der Ausstrahlungsbedingung die Eindeutigkeit der Lésung der
Helmholtz-Gleichung zu zeigen

lim | Opu — iku |* ds = 0, (3.9)
T'r

R—oo
wobei ' den Rand einer Sphére mit Radius £ um den Ursprung bezeichnet.

Wir formulieren nocheinmal unser Streuproblem:

Au+ku = 0 aufkerhalb R (3.10)

au+ Bo,u = g auf’ (3.11)
1

Opu—iku = o (ﬁ) gleichmé&Rig in allen Richtungen % . (3.12)

Um die folgenden Erliduterungen einfach zu halten, haben wir f = 0 gesetzt.

Nun geht man bei der Losung des obigen Problems wie folgt vor: Um ei-
ne einfache Darstellungsformel fiir den Aufenraum zu erhalten, legt man einen
Kreisring um R. Somit zerlegt man den Aufenraum von R in eine Region in-
nerhalb € und in eine auflerhalb der Kreisscheibe B, . Durch die 2. Greensche
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Abbildung 3.1: Das Rechengebiet §2 mit dem kiinstlichen Rand 0B,

Formel erhalt man eine

Losungsdarstellung fiir den Aufienraum:

0P(z,y) Ou(y) 3\ 5—
= - P d € R°\ B, 3.13
oo = [ fu Bl - S plas,  ser\By 1)
wobei ®(x, y) diejenigen Fundamentallosungen der Helmholtz-Gleichung bezeich-
net, die die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillen. Die Formel (3.13)
stellt die Losung u(x) im Aufenraum durch die Funktion u(y) auf 0B,, dar. Wir
brauchen aber eine solche Beziehung auf dem kiinstlichen Rand dB,,. Dazu ver-

schiebt man den Punkt x im Aufenraum in einem Grenzprozess (siehe dazu [3])
auf den Rand 0B,,. Schlieflich erhélt man

1 0%(z,y) _ Ouly)
§u($) = -/BBro {u(y) ) an(y)fb(m,y)} ds(y), x € 0B,,. (3.14)

Die Formel (3.14) ist eine Integralgleichung. Sie stellt auf dem kiinstlichen Rand
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0B, eine Beziehung zwischen den Dirichlet- und den Neumanndaten her. Daher
laft sich ein Randoperator M definieren, der auf dem Rand Dirichlet-Daten in
Neumann-Daten (DtN) abbildet,

Ot = Mu auf 9B, (3.15)

wobei man noch die Stetigkeit von d,u und u beim Ubergang durch den Rand

0B, beriicksichtigt. Damit kénnen wir unser Problem wie folgt schreiben:

Auflenraumproblem P 4:

Au+ku = 0 auRerhalb By, (3.16)
Ot = Mug auf 0B,, (3.17)

Innenraumproblem Pj:

Au+FKu = f innerhalb By, (3.18)
au+ fo,u = g auf I’ (3.19)
Opu = Muy auf 0B, (3.20)

Hier erscheint die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung nicht. Sie ist aber
bereits fiir die Auswahl der Fundamentallosung verwendet worden. Die Funktion
uo(z), z € OBy, ist gegeben.

Der DtN-Operator koppelt das Innenraumproblem mit dem Aufenraumpro-
blem. Aufgrund des DtN-Operators kann fiir jede gegebene Funktion uy auf 0B,
das Aufenraumproblem eindeutig gelost werden. Man muf bei der Lésung des
vollen Problems wie folgt vorgehen:

1. Lose Pp

2. Setze ug(x) := u(z),z € 0B,,

3. Lose Py
In vielen praktischen Beispielen kann der 3. Schritt ausgelassen werden, da man
nur an u(z), = € §2 interessiert ist.

Man kann die Sommerfeldsche Austrahlungsbedingung nicht verwenden, wenn
die Wellenzahl & = k(x) explizit ortsabhéngig ist. Physikalisch hat man dann

einen inhomogenen Aufenraum.
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waveguides

incoming K

wave ‘
scattering object

Abbildung 3.2: Streuproblem mit einem inhomogenen Aufenraum. Die Wellen-
zahlen der Wellenleiter sind unterschiedlich zu der des umgebenden Mediums.
(Bild stammt aus [21])

Um jedoch auch inhomogene Aufenraumprobleme behandeln zu kénnen, gibt
Frank Schmidt in seiner Habilitationsschrift [21] eine neuartige Bedingung an, die
er Polbedingung nennt. Diese Bedingung ist konstruktiv. Sie erlaubt den Rand-
operator auf viele verschiedene Arten zu konstruieren, und ermdoglicht demnach
Probleme von unbeschrinkten Gebieten auf beschrénkte Gebiete einzuschrinken.
Im Falle des homogenen Aufenraumes ist die Polbedingung dquivalent zur Som-
merfeldschen Ausstrahlungsbedingung (Beweis siehe [21] und die dort angegebene
Literatur).
Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel aus der Integrierten Optik.
Beispiel : Inhomogener Aufienraum

Die Abbildung (3.2) veranschaulicht ein typisch inhomogenes Aufenraumpro-
blem. Der linke Wellenleiter kommt vom Unendlichen und endet in unserem
Rechengebiet. Er fiihrt eine Mode vom Unendlichen zu seinem rechten Ende.
Dort verlaft das Feld den Wellenleiter. Wir nehmen an, dass der Wellenleiter
die Wellenzahl k; besitzt. Die Wellenzahl des umgebenden homogenen Mediums
ist ko und es gilt k; > ko. Die Wellenleiter-Mode zeigt bei Ankunft am rechten
Ende des Wellenleiters keinerlei Abschwichung. Ihr Phasenfaktor betriigt % |
wobei x die Achse der Glasfaser bezeichnet und ky < 8 < k;. Es sei erwéhnt,
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dass diese Mode nicht die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillt, weil
die Amplitude der Mode nicht einmal abfillt. Die Welle trifft auf einen Spiegel.
Sie wird zu einem Teil zuriickreflektiert und zum anderen in den zweiten Wellen-
leiter gestreut. Der Rest gelangt dann in den homogenen Teil des Aufienraumes.
Die gestreute Welle im zweiten Wellenleiter kann dann ohne Abschwéichung ins
Unendliche propagieren. Dieser Teil erfiillt ebenfalls nicht die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung. Wir nennen die beschriebenen Inhomogenititen des

Aufenraumes Wellenleiter-typische Inhomogenitaten.
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3.2 Polbedingung

In diesem Abschnitt erlautern wir das Konzept der Polbedingung, dabei orientie-

ren wir uns an [21].

3.2.1 1D-Problem

Wir illustrieren die Polbedingung anhand der 1D-Helmholtz-Gleichung. Wir be-
trachten die Helmholtz-Gleichung im Aufenraum (| z |> «), und fithren eine
Parametertransformation 7 = a 4+, 2 > 0 durch, um unsere theoretischen Uber-
legungen fiir den rechten und linken Aufenraum gleichermafen anwendbar zu
machen. O.E.d.A. konnen wir k% = 1 setzen. Die Gleichung lift sich dann

schreiben als

d2
dx?

Nun unterwerfen wir die Losungen im Aufenraum (| z |> a) einer Laplace-

u(z) + u(z) =0, x > 0. (3.21)

Transformation. Wir geben die Definition der Laplace-Transformation an (siehe
Anhang von [21]). In unserem Falle heit die Losungsfunktion der 1D Helmholtz-
Aufenraum-Gleichung Laplace-Transformierbar, falls sie liber die positive reelle

Achse integrierbar ist und zusétzlich der exponentiellen Wachstumsbeschriankung

|u(z) |< Ce™® (3.22)

(Re(s) > b > 0) unterliegt. Die Laplace-Transformation sieht wie folgt aus

i(s) = L{u(z)}(s) = /0 T e emsu(z), Res>0.  (3.23)

Die komplexwertige Funktion #(s) mit komplexer Verdnderlichen s bezeichnet
man dann als die Laplace-Transformierte von u(z). Das Integral konvergiert
absolut fiir Re(s) > b. Die Laplace-Transformierte ist also in der Halbebene
Re(s) > b erkldrt und dort auch analytisch. Es l&8t sich noch zeigen, dass die
Laplace-Transformierte fiir Re(s) — oo gegen 0 strebt. Nach dem Differentiati-

onssatz

u™(s) = s"a(s) — s" tug — ... — sufF —uf ! (3.24)
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gilt fiir die Laplace-Transformierte der zweiten Ableitung

u'(s) = s*0(s) — sug — uy (3.25)

wobei wir folgende Abkiirzungen benutzt haben: ug := u(0) und ug := d,u(0).

Durch die Transformation der 1D-Helmholtz-Gleichung erhélt man mit (3.25)

L{ggm@+uuﬁ = u"(s) + 0(s) (3.26)
= (24 1)i(s) — sug — uy (3.27)
=0 (3.28)

Dadurch erhalten wir im Laplace-Raum eine Bestimmungsgleichung fiir die Lo-
sung von (3.21)

a(s) = Sug + u;)
CEE
Die komplexwertige Funktion %(s) ist holomorph in C'\ {#i} und enthéilt zwei

(3.29)

isolierte Singularitédten bei 4+i und —i. Wie sofort aus (3.29) ersichtlich ist, kann
die Funktion @(s) mit Ausnahme der Singularitdten auf die gesamte komplexe

Ebene fortgesetzt werden, obwohl sie zunéchst nur fiir Re s > 0 erklért war.

Bemerkung: Die Laplace-Transformation in der Nidhe der Singularitéten be-
stimmt das Fernfeld, und umgekehrt wird u(x) fiir kleine | x | durch @ fiir groRe

| s | bestimmt.

Nun bestimmen wir die Singularitdten der Gleichung (3.29) durch eine Parti-

albruchzerlegung

1 o7 1 _ o7
ils) = Lug + Wo Lug 7/%
2 s+1 2 s—1

Wir erinnern uns nocheinmal an die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung.

(3.30)

Fiir 1D lautet sie uq + iué) = (. Setzen wir sie oben ein, verschwindet der Pol in

s = —i, d.h. %% = (. Dies nennt man die Polbedingung.
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Definition: (Polbedingung in 1D)
Eine Funktionu : RT — C erfillt die Polbedingung,falls ihre Laplace-Transformierte
@ eine holomorphe Fortsetzung in die untere Halbebene {s € C, Im(s) < 0} be-

sitzt.

Die Riicktransformation von (3.30) ergibt folgende Darstellung:

]. LT _ ]. ]- A _ ]-
U(SC) = §(UO+ZUO)L 1{S—H}+§(UO_ZUO)L 1{8—7;}. (331)
S—— SN——
e—im e+'i.70

Damit liefert die Laplace-Transformation zwei wesentliche Informationen.

1) Sie ermoglicht zum einen auf natiirliche Weise eine Separation einer gegebenen
Funktion in einen aymptotisch einstrahlenden und einen asymptotisch ausstrah-
lenden Anteil, denn wir konnen die komplexe Funktion 4. (s) = S%Z mit den
einstrahlenden u_(z) = ¢™* und ausstrahlenden u (z) = ¢"*® Wellen identifizie-
ren.

2) Zum anderen liefert sie eine Beziehung zwischen den Neumann-Daten w, und
den Dirichlet-Daten ug, die man benétigt, um das Problem auf einen Typ von

Randbedingungen zu beschrénken.

3.2.2 Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall

Wir formulieren im Folgenden die Polbedingung in Dimensionen d > 1. Dazu
geben wir eine Kugel mit Radius a vor und untersuchen Funktionen der Form
u: R4\ Q, — C, wobei Q, das Innere der Kugel darstellt.

Nun gibt es zwei Mdoglichkeiten der Verallgemeinerung:
a) Produktansatz, d.h. die Funktion wird in einen winkelabhéngigen und einen
vom Abstand abhingigen Anteil zerlegt.

b) Allgemeine Parametrisierung des AuRenraumes.

Bevor wir aber die Moglichkeiten erldutern, fithren wir eine homéomorphe Abbil-
dung Q : (a+R,) xSt — RN\(Q,) ein. Sie verallgemeinert Kugelkoordinaten zu
Euklidischen Koordinaten auferhalb der Kugel. Wir verwenden diese Abbildung,
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um eine weitere Abbildung v — @ via @(p, ga-1):= (v 0 Q)(x) zu definieren, die
uns eine Funktion v in den verallgemeinerten Kugelkoordinaten gibt. Der Uber-
sichtlichkeit wegen lassen wir die Tilde weg. Nun definieren wir die allgemeine
Polbedingung:

Definition: Eine Funktion u(-, xge-1) erfillt die Polbedingung, falls sie fiir jedes

x € 8% die eindimensionale Polbedingung erfillt.

Falls die Funktion u eine Darstellung

u(p, Tga-1) = ioi/)j(msd_l)vj(p), p>a (3.32)

besitzt (Wir fordern hier keine globale Orthogonalitit der Funktionen v, ), kann
folgende Definition fiir die Polbedingung verwendet werden. Diese Definition
spielt eine wichtige Rolle fiir unsere numerischen Konzepte, die wir in spéteren

Kapiteln erldutern werden.

Definition: (Polbedingung fiir lokal separable Darstellungen)
Funktionen, die sich darstellen lassen wie in (3.32) erfillen die Polbedingung,
falls jede der Funktionen v;, j € Ny die eindimensionale Polbedingung beziiglich

der Abstandsvariablen (p — a) erfillt.

Nun kommen wir zu Teil b), der eine noch allgemeinere Formulierung der Polbe-

dingung zuldft. Dazu machen wir folgende

Voraussetzungen: Sei Q2 C R? das Innere eines Gebietes und ) sein Rand.
Wir nehmen an, es gibt eine homéomorphe Abbildung @ , so dass gilt:
Voraussetzung 1) Q : R, x 00 — R*\ Q

Voraussetzung 2) limgﬁoo@(f’gw =C>0 fiir alle zgq € 092.

Die erste Voraussetzung liefert eine verallgemeinerte Abstandsvariable £. Die
zweite Voraussetzung sichert, dass die durch @ induzierte Metrik im asymptoti-
schen Fall zu einer Euklidischen Metrik wird.

Wir kénnen jetzt die allgemeinste Definition fiir die Polbedingung angeben.
Definition: (Allgemeine Polbedingung)
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on
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Abbildung 3.3: Der Pfad vy, auf dem die Polbedingung erfiillt ist, und der gestorte
Pfad 7, (Bild stammt aus [21])

FEine Funktion u(x) erfullt die Polbedingung, falls die Laplace- Transformierte von
(uo Q) (-, xan) eine holomorphe Fortsetzung auf die untere Halbebene C~ := {s €
C :Im s < 0} fiir alle x5 € O besitzt.

Definition: Eine Funktion u(z), die die Polbedingung erfiillt, nennen wir aus-
strahlend.

Die Laplace-Transformation beziiglich der Abstandsvariablen hat man sich so
vorzustellen: Von jedem Punkt des Randes Of) fiihrt man einen Strahl ins Un-
endliche, dieser Strahl kann beliebig krumm sein, er muf aber im Unendlichen
dem geraden Strahl beliebig nahe kommen, dazu ist Voraussetzung 2) notwen-
dig.

Auf jedem dieser Strahlen vollzieht man die Laplace-Transformation und an-
schliekend die holomorphe Fortsetzung. Das Resultat muf holomorph in C—
sein. Priziser 14kt sich dies so formulieren:

Wir parametrisieren die nach aufen fiihrenden Strahlen mit der Parametrisie-
rung (). Die Polbedingung ist unabhingig von der speziellen Parametrisierung.
Frank Schmidt zeigt in seiner Habilitationsschrift [21], dass, falls eine Funktion u
die Polbedingung entlang eines gegebenen Pfades erfiillt, diese die Polbedingung
auch entlang der Nachbarschaft des Pfades erfiillt, wobei Nachbarschaft gerade

die Ann&herung an die gerade Achse im Unendlichen bedeutet.

3.2.3 Reelle Achsen-Methode

Die folgenden Uberlegungen basieren auf dem Cauchyschen Integralsatz.
Satz: Ser D C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und f : D — C
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analytisch. Dann gilt fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren
Weg ~v (Wir verwenden hier v gleichzeitig fiir die Parametrisierung und fir die

Spur Sp(vy)), dessen Inneres g ganz in D enthalten ist:

75 f()dé = 0. (3.33)

Den Beweis entnehme man aus [4].
Der Cauchy-Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir das Abklingverhalten der

Aufenraumlésung. Dies zeigt das folgende

Lemma: Die Funktion @ erfiille die Polbedingung. Dann folgt

/700 TU(TS) dr =0 fir allesy € C'\ {Singularitdten} mit Im (s.) > 0.

h ’ (3.34)
Beweis: [21] Wir verwenden den Integralsatz (3.33). Sei s, wie oben definiert
gegeben. Wir legen einen Kreis um s,. Falls s, der einzige Pol im Kreis ist,

dann kann man schreiben

i(ss) = iﬁdg o (3.35)

C2mi ¢ — sy

Wir deformieren v (dies diirfen wir aufgrund der Homotopieversion des Cauchy-

schen Integralsatzes (3.33)) und zerlegen v in ; und o, wie in der Abbildung 3.4
gezeigt. Folglich kann man auch @ in %; und s zerlegen, die noch vom Radius

R abhéngen. Wir schreiben

1 i 1 L
i(sy) = t1(sy) + Ga(sy) = I j{% d(gu_(cir +o 7{2 CZCCU_(CS)Jr .

(3.36)

Nun lassen wir R — oo gehen. Die so gewonnenen Funktionen benennen wir
genauso wie vorher. Da 4(¢) holomorph ist (dies folgt aus der Eigenschaft der
Laplace-Transformation), folgt mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes (3.33)

1 N
0= —?{ dg“ﬂ fir alle s. € V mit Im(sy) > 0. (3.37)
2mi Jy, T( — sy
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Abbildung 3.4: Deformation der Kontur (Bild entnommen aus [21])
Es ist eine asymptotische Eigenschaft der Laplace-Transformation, dass gilt:
a(s) =O0(] s |™), mit |s|— oc0.
Beweis: siehe [5].

Folglich haben wir | % |= O(] s |2) und das Integral auf dem groken Halbkreis

(d.h. | s | = oo) verschwindet (genauer es fallt mit | s |71).



Kapitel 4

Schwache Form der

Maxwell-Gleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir die schwachen Formulierungen der Maxwell-
Gleichungen im Innenraum und Aufsenraum. Das Innenraumproblem ist ein el-
liptisches Randwertproblem. Wir geben seine schwache Formulierung genauso an,
wie es sonst bei elliptischen Randwertproblemen iiblich ist (siehe dazu [2, 7]). Neu
ist die Behandlung des Aufenraumproblems. Wir verwenden hier Ideen aus [21],
die fiir die Aufenraumformulierung der Helmholtz-Gleichung verwendet wurden.
Wir beriicksichtigen diese Ideen bei der Behandlung der Maxwell-Gleichungen.
Dadurch erhalten wir eine Aufkenraumformulierung, die “schwach” beziilich der
Winkelvariablen und “stark” beziiglich der Abstandsvariable ist. Ein weiteres
Resultat ist, dass man beim Zylinderkoordinaten die Polbedingung nur an die
Tangentialkomponente der Aukenraumlésung zu stellen braucht. Dadurch ist be-
reits die Eindeutigkeit der Aufsenraumlosung gesichert. Die Normalenkomponen-
te erfiillt dann die Polbedingung notwendig. Anderenfalls wiirde keine eindeutige

Aufenraumlésung existieren.

4.1 Innenraum- und Aullenraumproblem der Maxwell-

Gleichungen

Wir geben in diesem Abschnitt das Innenraum- und Aufenraumproblem der
Maxwell-Gleichungen an. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit dem Rand

35
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90 und R?\ Q der unbeschrinkte AuRenraum.

Innenraumproblem:

rot(p 'rotE) — weE = iwj in O (4.1)
rotE x i vorgegeben auf 9% (4.2)

Wie in der Literatur [7] iblich nennen wir (4.2) natiirliche Neumann Randbe-
dingung. Natiirlich deshalb, weil im folgenden Abschnitt diese Bedingung in der

schwachen Formulierung des Innenraumproblems auftauchen wird.

Auflenraumproblem:

rot(p 'rotE) — w?eE = iwj in R*\ 0 (4.3)
Jim Z(rotE +iwz x E) =0 (4.4)

Gleichung (4.4) bezeichnet man als die Silver-Miiller- Ausstrahlungsbedingung. Sie
garantiert die Eindeutigkeit der Aukenraumlésung im homogenen Falle. Die Be-
dingung stellt das Pendant zu der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung fiir
die Maxwell-Gleichungen dar. Wie im Kapitel (3.2) behandelt, 148t sie im Au-
fenraum nur auslaufende Vektorfelder zu. Fiir inhomogene Aufenrdume (z.B.
Wellenleiter) ist sie jedoch ungeeignet. Auch hier verwenden wir anstatt der
Silver-Miiller-Bedingung die Polbedingung, um das Aukenraumproblem mit dem

Innenraumproblem zu koppeln.
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4.2 Schwache Form des Innenraumproblems

Das Innenraumproblem (4.1) ist im klassischen Sinne zu verstehen. Da der Ro-
tationsoperator auf das Vektorfeld E angewandt wird, muf die Existenz zweiter
Ableitungen von EinQ gefordert werden. Es taucht folgende Frage auf: Unter
welchen Bedingungen existiert eine klassische Losung E € (C%(€))3?

Antwort: Klassische Losungen erhdlt man nur bei hinreichend glattem Rand.
Diese Einschrinkung iiberwindet man, indem man die Lésungen in geeigneten
Sobolev-Raumen sucht. Man versucht zunéchst eine schwache Formulierung des
Innenraumproblems (4.1) zu finden, die dann die “richtigen” Sobolev-Raume lie-

fert. Bei den folgenden Ausfiihrungen halten wir uns an [25, 7, 16].

Um eine schwache Formulierung zu finden, multiplizieren wir die obige Glei-
chung (4.1) mit einer vektoriellen Testfunktion ¢ € (C>(£2))® und integrieren

anschlieflend:

/Q rot(p 'rotE) - ¢ — w’eE - g dx = /sz; ddr Vo e (C°(Q)°.  (4.5)

Durch partielle Integration ( wir setzen ausreichende Differenzierbarkeitseigen-

schaften voraus) erhilt man schlieflich

/ /flrotﬁ -totg — w’eE - ddx + /(rotE X 1) - édx (4.6)
Q r

— /Q iwj - ddz Ve € (C(Q))>. (4.7)

Damit die obige Gleichung erfiillt wird, muss man nur noch verlangen, dass
rot F ein Vektorfeld aus (L2(2))? ist. Nun definieren wir die Sobolev-Réume, die
wir im Folgenden verwenden werden (siehe dazu [7, 25]). Vorher definieren wir

den Differentialoperator Rotation im schwachen Sinne:

Hilbertraum H , (Q):

Es sei @ € (L*(Q))? ein Vektorfeld und (C§°(Q2))* der Raum der unendlich oft
differenzierbaren vektoriellen Testfunktionen mit kompaktem Trager. Dann ist
(i) ¥ € (L?())® die Rotation im schwachen Sinne (¥ := rot ), falls
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=

(i, r0t §) = (¥, 9) V6 € (C(9))°, (438)
wobei (-, -) das Skalarprodukt in (L?(Q))® bedeutet.

Der Funktionenraum

Hiot(Q) == {id € (L*())* | rot & € (L*(Q))°} (4.9)

mit dem Skalarprodukt

(U’U)H;ot(ﬂ) := (@, ¥) + (rot 4, rot )
ist ein Hilbertraum [7]. Mit Hilfe dieser Raume und (4.6,4.7) 14t sich nun eine

schwache Formulierung fiir das Innenraumproblem angeben. Nach der Green-

1

rot (£) voraus und erhalten

schen Formel (siehe dazu [7]) setzen wir y'rotF € H

—, —, —,

(1 'rotE, rotd) — w?(cE, ¢) + (rotE x i, @) = (iwj], §) Vo € (C2()°.
(4.10)
Fiir E braucht man nur noch zu verlangen, dass rotE im “schwachen Sinne” exi-
stiert. Dies ist der Grund, warum wir den Sobolev-Raum Hj ;(€2) eingefiihrt
haben. Im Folgenden geben wir die schwache Formulierung des Innenraumpro-

blems an.
Definition: Das Vektorfeld E € Vg mit

= N 1
V= {E EHL ()| Exii=gaull, je Hr(ft(l“)} (4.11)

heifit schwache Losung des Innenraumproblems (4.1), falls

—, —,

(1 'rotE, rotq;) — w?(eE, ¢) = (iwj, @) V¢ € H(rot, Q) (4.12)
gilt.
In analoger Weise lift sich auch eine schwache Formulierung fiir das Magnet-

feld H formulieren. Informationen zur Existenz- und Eindeutigkeitstheorie findet
man in [16, 25].



4.2. SCHWACHE FORM DES INNENRAUMPROBLEMS 39

Schwache Formulierung des Innenraumproblems
Man bestimme E € H%ot (), so dass fir alle $ qilt:

- -, - —, —,

a(E,¢) := (u 'rotE, r0t¢) — w’(eE, §) + (rotE x i, §)r = (iwf, $),  (4.13)

wobei a(-, ) eine Sesquilinearform a : Hy i (Q) x Hyoi (Q) = C bezeichnet.

Um das schwache Problem (4.13) zu lésen, bendtigen wir den Neumann-Randwert
rotE x 7. Jedoch ist das Innenraumproblem nicht immer eindeutig 16sbar (siehe
dazu [25]). Wir erinneren daran, dass das Innenraum- und Aufenraumproblem
miteinander {iber den Randwert, gekoppelt sind. In unserem Falle kann der Rand-
wert ot E x 7 nicht beliebig vorgegeben werden. Dieser Randwert wird auch fiir
die Berechnung der Aukenrauml&sung, die der Silver-Miiller-Ausstrahlungsbedingung
erfiillt, verwendet werden. Durch diese Bedingung 14t sich ein DtN-Operator de-
finieren (im Kapitel 3.1 wurde dies ausfiihrlich erléutert), der eine Beziehung
zwischen dem Dirichlet- E x 7 und dem Neumann-Datum rotE x i angibt,
DtN(E x i) = rotE x 7. Wichst der Rand des Innenraums ins Unendliche,
geht der DtN-Operator in die Silver-Miiller-Austrahlungsbedingung iiber. Damit

erhalten wir:

Man bestimme E € H .t (Q), so dass fiir alle & gilt:

- —, —,

a(E,d) := (i 'rotE, rotd) — w?(¢E, ¢) + (DIN(E x @), d)r = (iwj], ¢), (4.14)
wobei a(-,-) eine Sesquilinearform a : Hi i (Q) X Hyot (Q) — C bezeichnet.

Bemerkung:

(1) Da jetzt in der schwachen Formulierung nur das elektrische Feld E vorkommt,
erhalten wir damit ein abgeschlossenes Innenraumproblem.

(2) Das Innenraumproblem (4.14), das den DtN-Operator enthilt, ist eindeutig

lésbar. Dies werden wir nicht beweisen. Siehe dazu [21].
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4.3 Semi-schwache Form des Aufienraumproblems

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei Fragestellungen.

Frage 1) Wie sieht eine schwache Formulierung des Aufenraumproblems aus,
die die Anwendung der Polbedingung erlaubt?

Frage 2) Welche Komponente des elektrischen Feldes muf die Polbedingung
erfiilllen? Miissen alle Komponenten des elektrischen Feldes die Polbedingung er-
fiillen, oder reicht es aus, wenn z.B. die Tangentialkomponente die Polbedingung
erfiillt?

Zu Frage 1): Wir werden eine “angemessene” Formulierung fiir das Aufenraum-
problem in R? herleiten, die eines der Hauptresultate unserer Arbeit darstellt.
Dabei verwenden wir Ideen aus [21], die dort dazu dienten eine Aufenraumfor-
mulierung fiir die Helmholtz-Gleichung herzuleiten. Mit diesen Ideen leiten wir
eine Aufsenraumformulierung der Maxwell-Gleichung her. Dabei erinnern wir uns
an Abschnitt 3.2.2 (Definition der allgemeinen Polbedingung). Es war notwendig,
den Aufsenraum einer verallgemeinerten Kugelkoordinatentransformation zu un-
terziehen. Erst dadurch erhielten wir eine Separation der Abstandsvariablen von
den restlichen Winkelvariablen. Dann wurde die Laplace-Transformation entlang
der Abstandsvariablen vorgenommen. Mit Beriicksichtigung dieser Tatsache wer-
den wir fiir das Auflenraumproblem eine Formulierung herleiten, die “schwach”
in verallgemeinerten Winkelvariablen (7, ¢) und “stark” in der Abstandsvariablen
(&) ist.

Bei der Herleitung der Aufsenraumformulierung werden wir folgende Punkte be-
handeln:

e schwache Form von (4.3) in allen Variablen (z,y, z) in 3D

e schwache Form in verallgemeinerten Winkelvariablen (n,¢) + starke Form in
der Abstandsvariablen (&)

Die schwache Formulierung des Innenraumproblems der zeitharmonischen Maxwell-
Gleichung (4.1) haben wir folgendermafen erhalten:

Multiplikation von (4.1) mit einer vektoriellen Testfunktion ¢ € (C°°(€))® und
anschliefende Integration iiber das Gebiet 2. Diese Methode fithrt uns beim

Auflenraumproblem zu dem unbeschrinkten und damit nichtintegrierbaren Aus-
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Abbildung 4.1: Behandlung des Aufenraumproblems

druck

-y

,u_l rot rotE - qg— w’eE -
Qext

dz = / iw] - ddr Vo € C(Qu)®. (4.15)
Qeact

Abhilfe schaffen wir uns dadurch, dass wir die Variationsformulierung fiir einen
Ring eyt e mit endlichem Radius 7* angeben (siehe Abb. 4.1) und schlieflich

diesen Radius beliebig wachsen lassen (r® — o0).

Dadurch 16sen wir das Problem der Nichtintegriebarkeit. Wir werden im
weiteren Verlauf der Arbeit j = 0 annehmen und die gesamte Argumentation in
3D fiihren.

Wir stellen uns vor, dass wir einen Innenraum (z.B. einen Polyeder) haben. Um
diesen herum legen wir einen dreidimensionalen Ring mit beschrianktem Radius
an. In diesem Ring werden wir die “schwache” Aufenraumformulierung angeben.

Wir erhalten also

/fl/ rot TotE - gz_S'— w2k - 5dw =0 V(E € C®(Qegtpa)®. (4.16)
Q

ext,r®
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Abbildung 4.2: Zerlegung des Rings (2. ,« in Einzelsegmente Q :2)

Jre

Wir zerschneiden den Ring ey« in einzelne Segmente er’g’z): Die Gleichung

(4.16) gilt auch fiir jedes Einzelsegment Q( Y% des Rings. Also erhalten wir

Jre

pt oy TOB rotE - q;— weE - ggdx =0 V(E mit 5 € C®(Qeprra )’
Q"
Anwendung der Regel V-(dx q_S') = ¢-VXi—a-Vxp (d.h. partielle Integration)
mit @ := rotE und des Gaukschen Satzes ergibt fiir den ersten Summanden

pwt rot rotE - quV
Q(w,y»Z)

Jré

Jre

:u_1/< o V- (rotE x ¢)dV + pu~ / rotE-rotq;dV
Q™ Qe

= u‘l/ (rotE X ¢)dF + u / rotE - rot&dV,
F0+F1+M J ,«a

wobei das 1. Integral iiber die Oberfliche Fj + F1 + M des jeweiligen Einzelseg-
ments zu bilden ist. M ist die Mantelflache des Einzelsegments und Fj + Fj sind
die rechten und linken “Deckel”. Als schwache Formulierung fiir ein Einzelsegment
Q\7%*) erhalten wir schlieRlich
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pwt rotE - rotgdV + p (rotE x ¢)dF
Q;i:g’” Fo+1+M
+w25/( L E-ddr=0 ¥émit d € C®(Quure)®
Q‘]$Ta Z

Im Hinblick auf die Anwendung der Polbedingung auf den Abstandsanteil des
AuBenraumproblems (die Laplace-Transformation wird beziliglich der Abstands-

variable durchgefiihrt), verwenden wir die Parametrisierung

l k-l
QJ :‘S ngfg <) Qg rg
um die Formulierung in eine Abstandsvariable £ und zwei Winkelvariablen (7, ¢)

zu zerlegen.

Die schwache Formulierung in den neuen Variablen lautet summandenweise:

7 o J J . .
I Qj(-fr’g’z) rot¢ - rotEdV = p Q(’i . l’ 7] ot¢] . 7 ‘rotE | J|dV
pt [ (rotE x GdF = ! T (L votE x JTg) | T | dF
FotFi+M Fot+Fi+M | J |

2 — g _ 2 _T~T T ~
e [y B bie = e [ [TE] G g
era ijga

- /Q 30 ET. LT | J | dV
Dabei bezeichnen wir simtliche Gréften im Segment Qfé’i’g) (d.h. in den neuen Va-
riablen) mit einer Tilde. Wir werden im Folgenden unsere schwache Formulierung
beziiglich der £—Variablen zuriickintegrieren (Ziel: starke Formulierung bzgl. &).
Wie frither erwidhnt ist unser Ziel die Angabe einer “schwachen” Gleichung be-
ziiglich der (7, ()—Koordinaten und einer “starken” Gleichung in {—Koordinate.

Dadurch erhalten wir eine “Evolutionsgleichung” beziiglich der £ —Koordinaten.

J T
. T = -
L /Q(“Ol\e]| ot¢] ‘J‘rotE\J|dV
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o AJTT N\ -
_ -1 T
= u otz roto (‘ 7 |r0tE> dv
JTJ
|
_ . T (JJ ~
= ut o) [8565 X ﬂ . ( rotE) dv
@j e | 7]
_ T (JTJT ~
+ut €nd) [VLx&ﬁ] . ( rotE) av
Q& | J |

JUJ ~
_ -1
= u . 855 <¢><| ‘rotE) dv
7,£%

_ _ - N
= u QU [(8565 + V1) x {b} ' ( rotE) dv

1 (0,6 x L rotB) ai
# Jyrgo @ (G X T
2

v (J'J
o VL% 9] ( rotE) v
Qj¢a | 7|

Wir unterziechen den 1. Summanden des letzten Ausdrucks einer partiellen In-
tegration beziiglich £, um eine starke Formulierung der Aufienraumgleichung be-

ziiglich £ zu erhalten

_ JTJ
pt Q) 55 (gbx rotE)dV

T
= M_lf dé 85/ € anC <¢ X ]] J‘rotE)
~ JrJ
- _ -1 I E . E
7 Fvoefd e ((bx’J’rot )
~ JTJ
—1 " F . E
+u f‘lefd n,C <¢><Jr0t )
Insgesamt erhalten wir
. J T
i Q(gnc)l‘Jrotq)] |J‘rotE|J|dV

JUJ
= —ut | éldF, .- ( rotE)
M o 5 7774- ‘ J|
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JTT
+pt = é?an,C' (¢ X 7 rotE)
1

-1 5 (e x Lot av
+M Q(E,n»C)(b . 565)( |J|r0t

T7 .\ .
+u” /(“O VLxﬂ ( rotE)dV

Fiir den Randterm erhalten wir

W —votE x JTT¢)J T | J|dF

—1

/F0+F1+M | J |

- ;ﬂ/ J rotE x JTgJ TdF
Fot+Fi +M

~ T 1 —
= u- JV.J rotF —dF
W frig 77 10tB %) P

wobei wir im letzten Schritt von der Regel J (@ x b) = \J\ L (JT&@ x JTb) gebrauch

gemacht haben. Insgesamt erhalten wir die Formulierung fiir ein Einzelsegment
&ni0).
Q(

-1
o Q;iZ’O[ Zp] <| J‘rotE) dv

1 7 I A S g
+ /Q('myo ¢ - | Oc€g X ertE dv
7:€%

1 [ JT T r0tE x g——dF
W /MJJro ><¢|J|

2 T -1 7— ;o
+ ws/Q(iM)E TG | T dV =0
J,a

Wir summieren iiber alle Einzelsegmente, dabei heben sich die iibriggebliebenen
Randterme (Mantelterme) p=t [~ [JTJ rotE x ﬂ | J‘dF gegenseitig auf. Wir

erhalten dadurch eine Formulierung im Ring {2¢;; ¢o :

T

pot /Q (g0 (V. x &]T. (‘( J']|rotE> dv
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T

- JTT 2\ -
-1 T -
+i 21 ¢ - (8,565 X 7 ‘rotE> dv
s

2 nil -1 7-T7 7
+ws/62<€én,g)E CJTVTTE | T dV =0
Jya

Man beachte, dass hier durch das Riickwirtsintegrieren und Summation iiber
alle Einzelsegmente schlieklich alle Randterme verschwinden. Dies war auch
der Grund der Zerlegung des Rings in Einzelsegmente. Die obige Formulie-
rung gilt fiir alle Testfunktionen, also speziell auch fiir Testfunktionen der Form
d(&,n,0) = 8(6)7(n,¢), die dicht im Raum aller Testfunktionen liegen. Wir
erhalten schlieklich die endgiiltige Formulierung der zeitharmonischen Maxwell-

Gleichung (4.3) im Aufenraum.

AuRenraumproblem “schwach” in (7, () und “stark” in ¢

schwache Formulierung in (5,¢)

’

p [V, O ('] JJrotE) dndc (4.17)

starke Formulierung in ¢

T

+pt /FU(n, Or- (855'5 X JT7J’rotE) dnd¢ (4.18)

e /F ET - J7Y T30, ¢) | T | dndC =0 (4.19)

Bemerkung:

(1) Im oberen Ausdruck wird iiber die Fliche F' integriert. £* taucht nicht mehr
auf.

(2) Der Ausdruck (4.18) besitzt die Struktur einer gewohnlichen Differentialglei-
chung (ODE). Die obige Gleichung (4.17,4.18,4.19) ist als Anfangswertproblem
1ésbar, falls die Anfangswerte E ¢=0 und rotE |e=0 vorgegeben werden.

(3) Numerisch wird die obige Gleichung (4.17,4.18,4.19) jedoch nicht als Anfangs-
wertproblem gelost. Dabei wiirden analog wie bei der Helmholtz-Gleichung (siehe

[21]) numerische Instabilitidten auftreten, die wir vermeiden mdchten.
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Zu Frage 2): Im Verlauf dieser Arbeit werden wir diese Frage positiv beant-
worten, denn es reicht aus, die Polbedingung nur fiir die Tangentialkomponente
zu fordern. Wir werden feststellen: Fiir Zylinderkoordinanten reicht es aus, die
Polbedingung nur an die Tangentialkomponente der Aufenraumlésung zu stellen.

Die Normalenkomponente erfiillt dann die Polbedingung notwendig.

Innere Struktur der Gleichung
Wir werden in diesem Unterabschnitt die innere Struktur der obigen Aufkenraum-
formulierung untersuchen. Uns interessieren Beziehungen zwischen den Normalen-

und Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes in der obigen Formulierung.

Fiir die Aukenraumlésungen machen wir den physikalisch motivierten Ansatz

57 777 Z Uk, n Uk n 777 C) + Uk,t(f)ﬁk,t(% C) (420)

Mit @ (7, ¢) bezeichnen wir den in é —Richtung zeigenden Vektor. Bei 0 .(n, ()
unterscheiden wir stets zwischen dem in 7—Richtung liegenden und dem in {—Richtung
liegenden Vektor. Das sind also zwei unterschiedliche Vektoren. Dieser Ansatz-

raum liegt im Losungsraum dicht.

Mit dem Ansatz (4.20) wird (4.17,4.18,4.19) unter Verwendung der Regeln rot(ut) =

u rot? + gradu x ¥ und gradu, x ¥, = 0 zu einem

System von Gleichungen aus Tangential- und Normalenkomponenten:

JT
M_l/FdndC [V x ﬁ]T ’ 772 Z“kn r0t U », + Ug ¢ YOtV ¢ + graduy, X U +(4.21)
JTJ
712 Zukn r0t Uy, + U ¢ TOLUR sgraduy s X U +)(4.22)

+w2€/F > U Ui + U Te)) T 0 | T | dnd¢ = 0.(4.23)
k

! /F dndCT" - (B8 x 2

Bemerkung:

(a) Das System ist die geeignete Aufenraumformulierung unter Verwendung von
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(4.20) als Ansatz fiir die Aufenraumlésung.
(b) Der obige Ausdruck ist ein “abstraktes Evolutionsproblem” in £é—Richtung.
Wir wissen, dass die obige Formulierung fiir alle U ; , ), und natiirlich auch fiir

alle ¥ € {77k,t7'17k,n}k gilt.

Wir kommen jetzt zur Frage 2, die wir am Anfang des Abschnittes gestellt haben.
Dazu betrachten wir zwei Koordinatensysteme (“Parallele Streifen” und Zylinder-
koordinaten). Wir werden feststellen, dass in diesen beiden Koordinatensystemen
nur die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes die Polbedingung zu erfiil-
len braucht. Die Normalenkomponenten erfiillt die Polbedingung dann notwen-

dig.

Beispiel (1): Parallele Streifen
Als ein sehr einfaches Beispiel nehmen wir die Identitétsabbildung

Q = I, (4.24)
JrJ
o =7 4.25
T ; (4.25)
JrrT = L (4.26)

Wir erhalten aus (4.22) mit (4.24)

wt /F dnd( [V, x 17]T . Z(ukn(i) T0t Ty + Ug ¢ (§) TOtTy s + gradug (€) X Ty
%
+ut /F dnd¢iT - (O¢€e x Z(ukn(i) rot U + g £ (€) rOtTy sgraduy (€) X Ty
%

0% [ (Xt (€T + e (€)T)) T b = 0.
Fy

Die obige Formulierung testen wir mit @ = #,(n, ¢), d.h. mit der Normalenkom-

ponenten und erhalten
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pt /F dnd¢ [V x ﬁn]T . Z(ukn(ﬁ) 10tV 5 + U ¢ (€) TOt Ty, + gradug +(§) X Uk+)
k

e / (3 g (€) i n + 101 (€) Ty 1)) B iy = 0.
oy

Der mittlere Term ist verschwunden, da € x ... nur eine Tangentialkomponente
besitzt und das Skalarprodukt mit #, zu Null wird.
Wir erhalten schlieflich eine funktionale Abhéngigkeit der Normalenkompo-

nente und der Tangentialkomponente

pt /l;dndg (VL x ] - > (uppn(€) T0tT;0) +w 8/ Zukn Tpn) (4.27)

k

=pt /F dnd¢ [V x ﬁn]T ) Z(ukt(g) ot + gradug (€) X U,). (4.28)
%

Dadurch erhalten wir das

Resultat (1): Ist die Tangentialkomponente bekannt, erhalten wir die Nor-

malenkomponente durch die obige Funktionalbeziehung.

Wir unterziehen unsere Gleichung (4.27,4.28) einer Laplace-Transformation be-

zgl. & und erhalten

u‘l/ dnd¢ [V x 7,]" - > () T0tTypn + w25/ > i (8) Ve (4.29)
F i L

=ut /I;dndC (VL x )" - > i (8) TOWU + [Tk (s) — U g(0)] X Tgy. (4.30)
k
Fiir ein beliebiges aber festes & erhalten wir mit

Al = ( [ dndc (9. x ] - xotdien + e [ (s )UM) B

und

Biig4(s) == wt /F dndC [V % Un]T - Ut (8) TOtUg ¢ + [SUp(S) — Tp(0)] X T
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die Gleichung
Aﬁ,k,n(s) = Bﬂk’t(s) (431)

Es folgt das wichtige

Resultat (2): Erfiillt die Tangentialkomponente iy .(s) die Polbedingung, so
liefert uns die Gleichung (4.31), dass die Normalenkomponente i ,(s) ebenfalls

die Polbedingung erfiillt.

Es gilt der

Satz: Unter den Voraussetzungen

(a) gegeben sei die Transformation (4.24),

(b) es existiert eine Losung von (4.27,4.28),

(c) die Tangentialkomponente uy, (&) erfillt die Polbedingung ,

folgt, dass die zugehorige Normalenkomponente uy (&) die Polbedingung erfillt.

Wir priifen im Folgenden, ob dieser wichtige Sachverhalt auch fiir allgemeine-

re Koordinatensysteme gilt.

Beispiel (2): Zylinderkoordinaten
Wir behandeln das obige Problem in Zylinderkoordinaten. Dazu sei () wie folgt
definiert.

x £ cos(n)
y | =| esin(y) (4.32)
z ¢
Mit
cos(n) —&sin(n) 0
J = sin(n) Ecos(n) 0O
0 0 1
1 0 0
Jr] = 0 £ 0
0 0 1
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1 0
JLJT = 0 5%
0 0

J =<

erhalten wir aus (4.17,4.18,4.19) durch testen mit @ = #,(n, )

100
13
= / dndC [V x 57| 0 € 0 | S (upn(€) rotit,)
! 0oo0i])F*
£
£0 0
% [ (S ual&)en) | 0 L 0 | FudndC = r(&n,C),
L
00 ¢
wobei
r(€,n,¢) =
% 00
u_l/FdndC[VLxﬁ'n]T- 0 £ 0 Z(uk,t(ﬁ) roti ¢ + gradug (&) X Uk )
00 L) F*
3

die gesamte rechte Seite bezeichnet, die nur die Tangentialkomponenten enthélt.
Wir testen die obige Gleichung mit speziellen Testfunktionen o, (7, ). Wir wissen,
dass die 7,(n,¢) in (L?(Qes))? liegen. Aus der Theorie der Hilbertriume ist
bekannt, dass die Fouriermoden e*7¢, (v € N) ein Orthonormalsystem (ONB)
in (L?(Qt))? bilden. Bei der Wahl der Testfunktionen reicht es daher aus, wenn
wir uns auf diese Fouriermoden beschrinken, d.h. @,,(n, () = e*7é&. Achtung:

Wir verwenden jetzt als Zahlindex die Variable v.

Mit @,1(n, ¢) = €€, und v, 4(n, ¢) = €€, erhalten wir unter Verwendung

von V X ¥, = Vo X 0,5 = (0,0, —ive?n)T

1 ’ 27 L 27 .
WY (=) ([ dne M)+ S @) dne )
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1
= —7’(67 n, C .
£ )
Da die Fouriermoden ein ONS bilden, gilt
2m dnei”’"ei”" _ 2w fallsv = —v
0 0 sonst.
Wir erhalten deshalb die Gleichung
(V)2 1] _,v '
—u 1(5—2)%/’“(6) +w25u1/7n(§) = o lu 1€85u,/7t($)] , Yv €N, (4.33)

die eine vereinfachte Besselgleichung fiir die jeweiligen Komponenten darstellt.

Bemerkung:
(1) Im asymptotischen Fall, d.h. £ — oo erhalten wir

ot -L

’
14

¢ Dg, 7t(§)] , asymptotisch fiir £ — oo,

wobei der erste Summand in der linken Seite der Gleichung (4.33) (der Aus-
druck mit g%) verschwindet. Wir erhalten daher, dass im asymptotischen Fall die
Normalenkomponente schneller (d.h. mit %) abfillt als die rechte Seite, die die

Tangentialkomponente repréasentiert.

(2) Wie im Beispiel “Parallele Streifen” erhalten wir auch hier eine funktiona-

le Beziehung zwischen der Normalen- und Tangentialkomponente der Losung.

(3) Wie im Beispiel “Parallele Streifen” reicht es auch hier aus, die Polbedin-

gung nur an die Tangentialkomponente der Losung zu stellen.

Dabei transformieren wir die Gleichung (4.33) mittels £ — & + & und unter-

ziehen sie danach einer Laplace-Transformation L

WL (( - 50)2%/,“(5)) (5) — w9
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§

Abbildung 4.3: Translation der Gleichung (4.33) um &

2
= WL ((ﬁ) 8£ul/’t(5)> (s),Yv € N

und erhalten mit der Regel (Beweis steht im Anhang von [21])

L ((5 j 50)2 u(f)) = /:O ds1el 3% (51 — 5)ii(sy) (4.34)

schlieflich

M_l(VI)Q/ dsle(S_SI)go (81 - S)au',n(sl) - w2€ﬂ’u',n(5)

=y / ds1e=0% (5, — 5)(s1,0 ,(51) — u,0,(0)), V&' € N.

Diese ist eine Volterra-Integralgleichung

f(s)=g(s) + /:0 k(s,s1)f(s1)ds:
mit

f(S) = ﬂ1/',71(5)7

’
v

gls) = =y [ il sy = 5) (s 51) =, 0),

HEW?

W
v —s
k(S, 31) = —%e(s 1)50(51 _ S).

Aus der allgemeinen Theorie der Volterra-Integralgleichungen (siehe dazu Theo-
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rem 3.6 in [14]) erhalten wir Existenz, Eindeutigkeit und Analytizitit der Losung
f(s), falls der Koeffizient g(s) und der Kern k(s, s1) beide analytisch sind.

Da die Exponentialfunktion e(®*~#% und die Polynomfunktion (s; — s) analy-
tisch sind, folgt sofort die Analytizitdt des Kerns k(s, s1).

Ist 4, ,(s) auch analytisch, so folgt ebenfalls die Analytizitét von g(s). Insgesamt
erhalten wir die Analyzitét von f(s) = 1, ,(s). Damit folgt das wichtige

Resultat:

Erfiillt die Tangentialkomponente u, ,(§) bzw. 4, ,(s;) die Polbedingung (d.h.
Analytizitdt in der unteren komplexen Ebene nach der Laplace-Transformation)
so folgt aus der allgemeinen Theorie der Volterra-Integralgleichungen die Analy-
tizitdat der Normalenkomponente ayf,n(s) in der unteren komplexen Halbebene;

damit erfiillt auch die Normalenkomponente die Polbedingung.
Wir erhalten damit einen ahnlichen Satz wie bei dem Fall der “Parallelen Streifen”.

Satz: Unter den Voraussetzungen

(a) gegeben sei die Transformation (4.32),

(b) es existiert eine Losung von (4.33),

(¢) die Tangentialkomponente u,, (&) erfiillt die Polbedingung ,

folgt, dass die zugehirige Normalenkomponente u,, ,, (&) die Polbedingung erfillt.



Kapitel 5

Diskretisierung der

Maxwell-Gleichungen

Im 1. Abschnitt dieses Kapitels diskretisieren wir das schwache Innenraumpro-
blem mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode in 2D, dabei halten wir uns an
[9, 25]. Erwihnenswert ist die Verwendung anderer Basisfunktinen (Kantenele-
mente) im Falle der vektoriellen Maxwell-Gleichungen im Gegensatz zu den im
skalaren Falle oft verwendeten Lagrange-Elementen. Diese Kantenelemente ge-
héren heutzutage zu den Standardverfahren bei der numerischen Behandlung
elektromagnetischer Felder. Im 2. Abschnitt diskretisieren wir das Aufkenraum-
problem. Hierbei tritt das Problem eines unbeschréinkten Gebietes auf. Wir
verwenden eine spezielle Parametrisierung des Aufienraumes, die zum einen all-
gemein genug ist, um moglichst viele Arten von physikalischen Problemstellungen
behandeln zu kénnen und die zum anderen das wichtige analoge Resultat wie bei
den Zylinderkoordinaten im R® liefert, dass es ausreichend ist die Polbedingung
nur an die Tangentialkomponente der diskreten Aukenraumlésung zu stellen. Die
Idee dieser speziellen Aufsenraumbehandlung stammt aus [21]. Wir haben es im
Auflenraum mit Rechtecken zu tun, daher sind die “klassischen” Kantenelemente
(die fiir Dreiecke definiert sind) unbrauchbar. Wir geben spezielle Kantenele-
mente auf den Rechtecken vor, wobei wir uns an die Bedingung der Stetigkeit der
Tangentialkomponenten elektrischer Felder an Grenzflichen halten. Mit diesen
Kantenelementen rechnen wir dann schlieflich die Assemblierungsmatrizen des

Auflenraumes aus.

95
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5.1 Diskretisierung des Innenraumproblems in 2D

Da man in der Numerik nur mit endlichdimensionalen Problemen rechnen kann,
ist man gezwungen, Probleme in unendlichdimensionalen Rdumen durch sol-
che in endlichdimensionalen Rdumen zu approximieren. Die Finite-Elemente-
Diskretisierung besteht darin, den unendlichdimensionalen Raum Hy;(€2) durch
einen endlichdimensionalen Raum V}, zu ersetzen:

Vi CHpi (),  dimV, =2N < oo

Dabei steht A fiir einen Diskretisierungsparameter, und die Bezeichnung weist
darauf hin, dass mit & — 0 Konvergenz gegen die Losung des gegebenen (konti-
nuierlichen) Problems erreicht werden soll.

V}, versehen mit dem Skalarproduks (-, )¢ ) ist wieder ein Hilbertraum. Da
T0

Vi C HEot (), ist a(E, @) auch fiir Ejy, ¢, € Vj, definiert, wobei der Index A die
Zugehorigkeit zum Raum Vj, ausdriickt. Damit 14#t sich die Aufgabe

suche Ej, € Vi, so dass a(Eh, q%) = (iw}, ggh) fiir alle 5}1 eV,

stellen. Dabei ist Eh € V}, die Losung des endlichdimensionalen Problems.

Die Losung, falls sie existiert, heifst die (zu V}, gehorende) Finite-Element-Losung
der Randwertaufgabe (4.1). Zur Berechnung von Ej, wihlt man eine Basis {7, ..., Tox }
des endlichdimensionalen Raumes V.

Man erhélt dann:
Suche Ey € Vi, so dass a(Ey, @) = (iw], %) fir alle i = 1,...,2N.

Der Ansatz
. oN
Ey =" 2y
k=1

fiihrt auf das Gleichungssystem

3" a(O, T) 2 = (iwg, @), i=1,2,..,2N.
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Abbildung 5.1: Triangulierung eines Gebietes in 2D

Mit Ajx = a(¥, ¥;) und f; = (zw},ﬁz) lakt sich das Gleichungssystem in Matrix-

Vektor-Form schreiben:
Az=f
Die Matrix A bezeichnet man als Steifigkeitsmatriz.

Man wiéhlt in der Praxis eine Basis {71, ..., ton}, so dass die Steifigkeitsmatrix
Ay = a(Vk, U;) schwach besetzt ist. Solche Basisfunktionen sollten méoglichst
kleinen Trager haben. Wir werden im Folgenden einige Begriffe aus der Finite-
Elemente-Theorie zusammenfassen. Dabei halten wir uns eng an [2, 9, 16, 25].
Definition: Es sei ) C R? polygonal berandet. Eine Menge 7 von Dreiecken T
heifst Triangulierung von €2, falls gilt:

(i) @ =Urer T.

(ii) Der Schnitt zweier Dreiecke aus 7 ist entweder eine gemeinsame Kante,

ein gemeinsamer Eckpunkt oder leer.

Definition: # heift Knoten (von 7 ), falls ¥ Eckpunkt eines 7' € 7. Da-
bei unterscheidet man innere Knoten und Randknoten, je nachdem ob # €
Q oder ¥ € 09). N bezeichnet die Gesamtzahl der Knoten.

Definition:

Die Hutfunktionen ); sind an den Knoten Z; der Tringulierung 7 definiert
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Abbildung 5.2: Hutfuktion

durch

A (Z) ist eine elementweise affine und in  global stetige Funktion, die dem Knoten
i zugeordnet, ist. Der Triger von );(Z) besteht also aus den Dreiecken, die den
gemeinsamen Knoten enthalten (sieche Abb. 5.2).

Wir wissen bereits aus dem ersten Abschnitt, dass eine wichtige physika-
lische Eigenschaft elektrischer Felder die Stetigkeit der Tangentialkomponente
beim Ubergang an Grenzflichen ist. Diese Stetigkeitseigenschaft elektrischer Fel-
der sollte beim Ubergang zu endlichdimensionalen Riumen erhalten bleiben, da
sonst die endlichdimensionale Approximation die Physik nicht richtig beriicksich-

tigen wiirde. Dazu betrachten wir das

Lemma: Es sei Q C R? und T eine Triangulierung von Q. FEine Teilmenge
Vi, C (L*())? ist genau dann in Hy,y () enthalten (d.h. konform), wenn die
Komponente in Richtung der Tangente 4 X i fiir jedes 4 € V}, an den Element-
grenzen (bzw. Dreiecksgrenzen) stetig ist.
Beweis siehe [25].

Um also die Tangentialstetigkeit auf das diskrete Problem zu iibertragen,
reicht es konforme Finite-Elemente-Raume zu betrachten.

Wir geben Basisfunktionen an, die einen konformen Finite-Elemente-Raum
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aufspannen.

Lineare Lagrange-Elemente, deren Freiheitsgrade iiber die Knoten der Trian-
gulierung definiert sind (analog zu den Hutfunktionen) erfiillen die Forderung aus
dem obigen Lemma. Der Nachteil ist, dass bei ihnen auch die Stetigkeit der Nor-
malenkomponente iiber Elementgrenzen hinweg festgeschrieben wird. Da aber
die Normalenkomponente des elektrische Feldes unstetig an Materialgrenzen ist,
kann dieses Phinomen in diesen Finite-Elemente-RiAumen nicht abgebildet wer-
den. Sie lassen sich modifizieren. Man muf zusétzliche Freiheitsgrade an den
Knoten einfiihren, dies ist aber mit einem zu hohen Aufwand verbunden. Wir
werden andere Finite-Elemente-Riume konstruieren, die die Forderung aus dem
Lemma erfiillen und noch zusétzlich die physikalischen Eigenschaften der elek-
trischen Felder exakter beriicksichtigen. Der wichtigste Unterschied liegt in der
Wahl der Freiheitsgrade. Sie sind nicht mehr wie bei den Lagrage-Flementen
den Knoten zugeordnet, sondern den Kanten der Triangulierung, d.h. anstelle
der Auswertung an den Knoten der Triangulierung benutzt man die Zirkulation
des Feldes entlang der Kanten der Triangulierung. Es werden Basisfunktionen
angegeben, die das Analogon zu den Hutfunktionen fiir stetige Finite-Elemente
darstellen. Diese Basisfunktionen wurden zum ersten Mal von Whitney [26] in
einem anderen mathematischen Zusammenhang (Differentialgeometrie) angege-
ben. Erst spiter erkannte unteranderem Nedelec [17] ihre Anwendbarkeit auf die
Finite-Elemente-Theorie der Maxwell-Gleichungen. Jeder Kante e = 77, € £ mit
den zugehorigen Knoten ig,4; € K wird eine vektorielle Basisfunktion (Kanten-

element) zugeordnet,

U_je = )\OV)\]_ — )\1VAO, (51)

wobei hier A\q und A; die Hutfunktionen bezeichnen.

Da in 2D an jeder Kante der Triangulierung zwei benachbarte Dreiecke an-

grenzen, erstreckt sich der Tréger des Kantenelements nur {iber diese Dreiecke.

Die Basisfunktion w, besitzt eine konstante Tangentialkomponente entlang
der Kante e = igi;. Dies sieht man so: Sei € der Einheitsvektor auf der Kante
e = igi; € &, der vom Knoten ig auf den Knoten 4; zeigt. Die Funktion )g
ist affin. Sie nimmt vom Wert eins auf dem Knoten 4y zum Wert Null auf dem
Knoten #; ab. Eine analoge Begriindung gilt fiir die Funktion A;. Wir erhalten
also €- Vg = —1/l® und €- VA, = 1/1¢ wobei {¢ die Lénge der Kante e ist.



60 KAPITEL 5. DISKRETISIERUNG DER MAXWELL-GLEICHUNGEN

n y

C
F A

T

Referenz B

(0,0) (Lo & x
Abbildung 5.3: Affine Transformation

Insgesamt erhalten wir

L. Ao+ A1 1
€W, = Tz = l_e = const.

Die Funktion w, besitzt entlang der anderen Kanten keine Tangentialkompo-
nente, da dort die Hutfunktionen verschwinden. Der zu der Kante e zugehorige

Freiheitsgrad z. ist das Integral [, &, - dl = z, iiber die Kante e.

Wegen (5.1) koénnen die Eintréige der Steifigkeitsmatrix effizient berechnet
werden. Auflerdem ist die Steifigkeitsmatrix schwach besetzt, da die Basisfunk-
tionen einen beschrinkten Trager besitzen. Um die Approximationseigenschaft
des mit diesen Basisfunktionen erzeugten Finite-Elemente-Raumes zu untersu-
chen, wendet man eine Technik an, die den Finite-Elemente-Raum beziiglich
eines Referenzelementes beschreibt und iiber eine Affintransformation alle Eigen-
schaften anhand dieses Referenzelementes nachweist. Auferdem reicht es, die
lokale Stetifigkeitsmatrix nur beziiglich des Referenzelementes zu berechnen. Mit
der Affintransformation erhélt man dann die Steifigkeitsmatrix beziiglich jedes
der Dreiecke der Triangulierung. Man setzt dann die lokalen Matrizen geeignet
zu einer Steifigkeitsmatrix zusammen.

Sei T = ¢ E>0,n>0,6+n< 1} das Referenzdreieck in R?. Ein
allgemeines Dreienck T lékt sich mit der invertierbaren affinen Abbildung F' :
T — T der Form

(z, ) =F(&n) =A&n) +b, be R} A= (a;;) € GL(2)
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dem Referenzelement 7 zuordnen. Dabei bezeichnen A bzw. b zugehorig zum
Teilgebiet 7" eine Matrix bzw. einen Vektor. Es besitze das Dreieck 7' die Eck-

punkte o , v , s . Dann gilt hierfiir speziell
g
U1 Y2 Ys
r ) _ [ p—m 13—1 £ n 1 .
Y Yo—Y1 Ys — Y1 n U1

Es gibt drei Kantenelemente (Basisfunktionen) auf dem Referenzdreieck. Sie
haben dieselbe Form wie die Kantenelemente der Triangulierung. Auch die Frei-
heitsgrade auf den Kanten des Referenzdreieckes haben dieselbe Gestalt. Bei der
Transformation von kontinuierlichen Vektorfeldern (wie z.B. E ) sind die Freiheits-
grade invariant beziiglich der Transformation F'. Natiirlich will man, dass diese
Eigenschaft auch bei der Diskretisierung erhalten bleibt. Die Kantenelemente
erfiillen diese Eigenschaft sehr gut. Bevor wir dies einsehen kénnen, bendtigen
wir zunéchst die Jakobimatix J := A’ und die Jakobideterminate | J |der inver-
tierbaren affinen Abbildung A.

J = To — X1 X3 — T
Yo— Y1 Ys— W
[T = (22— 21)(ys — y1) — (2 — y1) (73 — 71)

Auflerdem benétigen wir noch das

Transformationsverhalten elektrischer Felder (Tensoren) in 2D:

En) = J'(E(z,y) (5.2)
rotE(z,y) = |J| ! rotE (5.3)

Wir erhalten

und
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JT MoV — MV ) = AV — A V.

mit der Transformation fiir skalare Funktionen A = A o F. Wir werden im Fol-
gendem manchmal das Dach fiir das Referenzelement weglassen, wenn dies aus
dem Kontext klar sein sollte.

Durch die drei Kantenelemente auf jedem Dreieck (man braucht sich nur das
Referenzdreieck anzuschauen) wird ein Polynomraum P(T) aufgespannt. Auf
dem Referenzdreieck hat man f’(T) Ublich ist es, in der Finite-Elemente-Theorie
einen Interpolationsoperator [ (bzw.f ) einzufithren. Mithilfe dieses Operators
erhilt man einen Approximationssatz. Zunichst definieren wir den Interpolati-
onsoperator fiir WP (T) mit p > 2:!

Definition:
Es seiu € WY(T) mitp > 2. ¥ :={[,p- dl fir alle Kanten von T} sei die
Menge der Freiheitsgrade, durch die ein Polynom p € P(T) eindeutig festgelegt

wst. Y. defimiert einen Interpolationsoperator

I:WH(T) — P(T),

der jedem u € WYP(T) das durch die Forderung

/e(u—Iu)-dfzo

fir alle Kanten e von T eindeutig bestimmte Polynom Iu € P(T) zuordnet.

Bezeichnet man mit I den den Interpolationsoperator, der dem Referenzelement
(T, P, %) zugeordnet wird und jedem @ € WLP(T') das durch

/é(a—fa)-

eindeutig bestimmte Polynom In e p(T) zuordnet, dann folgt aus den Inva-

[

=0 Vecol

rianzeigenschaften der Affintransformation, dass es gleichgiiltig ist, ob man ein

Vektorfeld u € WHP(T) zuerst interpoliert und dann auf das Referenzelement,

!siehe Walsleben [25].
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transformiert oder umgekehrt vorgeht. Dann gilt

[Ta-di= [1u-di= [u-dl= [a-dl= [fa-dl vecor.
Da aber Tu — I € P(T) durch
/é@—fa)-?:o ve c oT
eindeutig festgelegt ist, folgt
Tu=TIa baw. AT[(Iuo F)] = I[AT(uo F)].

Mit, diesem Interpolationsoperator kann man bekannte Finite-Elemente-Riume

auch iiber
W = {un € Hyoy () | up [r€ P(T)VT € Tp}
einfiihren. Der Interpolationsoperator
I : WY (Q) — Wi

ist aufgrund der bisherigen Ergebnisse wohldefiniert. Nun kommen wir zum Ap-

proximationssatz. Genaueres dazu findet man in [16, 25].

Approximationssatz:
Es sei {Tn} eine regulire Familie von Triangulierungen und Wy C Hy 1(Q) ei-
ne zugehirige affine Familie von Finite-Elemente-Rdumen zum Referenzelement

(T, P, Zj. Dann gilt fiir den Interpolationsoperator I, : (H?(2))2 — W}

| vw—Thu|lg o< kih{] u |10+ |u
rot

o0} Vu e (H* Q).
Den Beweis findet man in Nedelec [17].
Berechnung der Assemblierungsmatrizen (4.6,4.7):

Unser Ausgangspunkt ist die schwache Formulierung des Innenraumproblems

nach Abschnitt 4.2, wobei wir hier 7 = 0 setzen.
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/ 1 trotd - rotE — wieE - gdx + /(rotE x i) -gdr =0 Y¢e (C®(N))>.
Q r
Wir werden den Randterm hier nicht diskretisieren. Fiir die restlichen Terme

werden die Assemblierungsmatrizen nur fiir das Referenzdreieck berechnet.

Mit den Hutfunktionen bzw. linearen Formfunktionen (siehe dazu [9]) fiir das

Referenzdreieck

A1 = 1- f -1
A2 = 67
A3 =1,

erhalten wir fiir die Kantenelemente

L—n
w, = )\1V)\2 — AQV)\]_ = f 5
. _ -
Wy = )\2V)\3 — A3V)\2 = 5 ) y
wy=MVA - AV = | ).
E—-1

Mit (5.2,5.3) erhalten wir im Referenzdreieck

/[1/ rotd - rotEdr = pu ! / | J | 7! rot@ - rotE dédn
T T
—w25/ E-¢dr = —wQS/T& JYITE | J | dédn,
T
wobei E = (B¢, E;)* und ¢ = (Pe, 0y)T = (wig, wiy)t, Vi =1,2,3 die physika-

lischen Grofien im Referenzdreieck bezeichnen.
Wir erhalten
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l/rot%- | J |t rotEdédn
i

1 -
= o 71 rotE)dean

1 L
—;/Tan@g(\ J |t rotB)dedn.

Mit

wobel

bu = (x3— 551)2 + (ys — y1)2
bio=bu = —(ys —v1)(ye —y1) — (3 — 21) (22 — 71)
by = (22— 21)"+ (3o — 11)°

erhalten wir schlieklich

Y

— |7 g i,y O P nd€dn
H i,k= 1/ " !

Ny

2 | Z / e iy On Pre,ed€dn

i,k=1

Ny

11 (3 [ sbuedeinaean

i,k=1

113 [ oybuednoncdean

i,k=1

Ny

Ry

¢z,gb11¢k,g + i eb120k ) dEdn

Ny

¢z,nb12¢k ¢ + Pinbr20k,)dEdn
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Lokale Steifigkeitsmatrix fiir das Innenraumproblem:

1 1 2
A = 2
M (352 - «fl)(ys — yl) - (yz - yl)(xs - fEl) 5

+w25(x2 —21)(ys — 1) — (Y2 — y1) (w3 — 1) b1

+w’e(Ts — 1) (y3 — y1) — (2 — y1) (w3 — 21)ban

+w’e(zs — x1)(ys — y1) — (y2 — 1) (w3 — 21)bro

Assembliert man iiber alle Dreiecke der Triangulierung erhilt man schliefslich die

Steifigkeitssmatrix des Innenraumproblems

A= 3 Al

TeT

2
2
2

[ I I R N
S S

Wl wl—

Sy

O NI

I
N =

l Wl Wl Wl Wi
S =

<o

I
o=

o
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5.2 Semidiskretisierung des Auflenraumproblems
in 2D

Variationsformulierung des Aufienraumproblems in 2D

Wir geben (4.17,4.18,4.19) in 2D an. Dazu machen wir von einer speziellen

Koordinatentransformation gebrauch.

T z(&,m)
=1 y(&n) (5.5)
z ¢

Wir haben hier Indizes weggelassen, da aus dem Kontext klar ist, dass solche
Abbildungen nur segmentweise definiert sind. Diese Abbildung soll nur andeuten,
dass die 3. Komponete keine funktionale Bezichung aufweist. Dadurch werden

wir aus unserem Variationsproblem in 3D ein 2D Problem erhalten.

Wir geben hier die Jakobi-Matrix der Abbildung (5.5) an.

Ocx Opz 0
J = agy 877y 0
0 0 1

8533 8€y 0 85511 8,736 0 Fll Flg 0
J'T=| 9 9y 0O ey Oy 0 |=| Fu Fao 0 |,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

wobei Fll = (85511)2 + (agy)2, F12 = Fgl = 8555877:6 + agyany,Fgg = (an$)2 + (any)2.

G Gz 0
Jhrt = B Gy Go 0
0 0 Gss
wobei G11 = (0,2)* 4+ (0,y)?, G12 = —0,yOcy — 0yx0cx, Goy = —0pyOey — Oz,

Gor = (anx)z + (agx)Q, Gz = 0:x0py — OgyOpx.

Fiir die Losungen und Testfunktionen machen wir den Ansatz
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~ E¢(&,m)
E = E"?(ga ) 9
0
ve(m)
77(77) = Un\N}

Die Losungen sind also unabhéingig von der 3. Komponente (wir wollen ja schlief-
lich ein 2D Problem erhalten) und die anderen Komponenten héngen nicht von ¢
ab. Eingesetzt in (4.17,4.18,4.19) erhalten wir die Variationsformulierung in 2D

. 1 - .
1z ' /Fn —8,71)5‘ 7 ’(aEEn — Oy E¢)dn
i 1= oo
1t [ w00, — 9,E)ldn

+wke | ET-JY0TE(@) | J | dnd¢ =0,

Iy

wobei jetzt die Groken folgendermafsen definiert sind

E:(&@m)’
E’ﬂ(ga n)

J17T_ 1 G Gio .
Goar G
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Semidiskretisierung in 2D
Wir fassen die Terme, die zu einer Ableitung von F gehéren, zusammen und

erhalten die gewiinschten Sesquilinearformen

1 ~
-1
as = U —— U, 0cc By,
2 I‘,,|J‘77§E
ap = —/Lil La UgagE' +,uil/ (agL)’U 8§E
Fn"]|n ! ry ‘J‘ ! !
1
-1
—l ——,0:0, F,
n"]|n€ﬂ 3
1
=yt 8, F 1/ ) 0,E
Qo 12 n|J‘TIUf77 e~ M I‘,,(&’J‘)Unn 3
+wle | ET-JY0TE() | J | dn.
Ly

Mit diesen Sesqulinearformen leiten wir eine gewthnliche FE-Diskretisierung ent-

lang der n—Koordinate her.

Bei der folgenden Behandlung des Aufenraumes lehnen wir uns an [21]. Wir
zerlegen den Aufenraum in eine endliche Zahl von Segmenten, wie in Abbildung
5.4 gezeigt. Jeder Knoten des polygonalen Randes wird durch einen geraden
Strahl - wobei die einzelnen Strahlen sich nicht schneiden - mit dem Unendlichen
verbunden. In jedem dieser Segmente wird die gesuchte Ldsung approximiert.
Wir werden die Approximation spiter noch genauer erldutern. Anschliefend
setzen wir die Funktionen zusammen und erhalten so eine globale Auftenraumls-
sung. Es sei erwihnt, dass man fiir die Diskretisierung auch gekriimmte Strahlen
nehmen kann.

Wir priizisieren unsere Uberlegungen:

Definition: [21] Sei Q.;y = R? \ Q¢ der zugehdrige Aufenraum und 0€2;,,,
sein polygonaler Rand mit den Knoten P = {p1,po,...,pn}. Wir identifizieren
jeden Knoten p; mit einem Strahl g;. Die Menge G = {4g1, g2, ..., gn} ist eine
zuldssige Menge von Strahlen, falls die folgenden Bedingungen fiir jedes j €
1,..., N zutreffen:

(1) (Linearitit.) Sei p; gegeben. Die Kanten e; und ey, i,k € 1,..., N, i # k haben
p; als gemeinsamen Knoten. Sei p; der zweite Knoten von e; und p; der zweite

Knoten von e;. Nun definieren wir zwei Einheitsvektoren, die von p; wegzeigen:


file:///J/
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y A
n A
p2 o) Qloc 2
ant Q1X ' ‘;—1 Q(f'n)
P .
1 X T]1 >

Abbildung 5.4: Diskretisierung des Aukenraums durch Strahlen. (Bild aus [21])
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Py P,

Abbildung 5.5: Konstruktion der Strahlen g;, die mit den Ecken p; assoziiert
werden, falls der innere Winkel kleiner als ein Rechteckwinkel ist. (Bild aus|[21])
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(a) Schneidet p;py den Innenraum €, dann besitzt der Strahl g; folgende
Darstellung: g,;(7) = p; +7(cie; +exe) mit 7 € Ry, wobei ¢; und ¢; strikt negativ
sind.

(b) Schneidet pgpy jedoch Qz, dann verwenden wir wieder die obige Darstel-

lung, nur mit strikt positiven ¢; und c;.

(c) Liegen p;, pj, p auf einem gemeinsamen Strahl, dann haben wir folgende
Darstellung : g;(7) = p; + 7(cie; + cpn), wobei n der nach auken gerichtete Ein-
heitsnormalenvektor und ¢, eine strikt positive Zahl ist.

(2) (Schnittbedingung) Die Strahlen schneiden sich nicht im Aukenraum. Die ein-
zigen gemeinsamen Punkte mit €;,; sind die Knoten auf dem polygonalen Rand.
(3) (Geometrische Ahnlichkeit) Es gibt positive Konstanten 7y, ..., vy, so dass fiir
alle 7 > 0 die Punkte p; = g1(%17),...,py = gn(yn7) die Knoten eines neuen
Polygons sind. Die neuen Knoten sind in &hnlicher Weise wie die Knoten des
Originalpolygons miteinander verbunden. Die Kanten des neuen Polygons sind

zu den Kanten des Originalpolygons parallel.

Wir werden zwei Verfahren angeben, mit denen man zulédssige Mengen von
Strahlen fiir konvexe und einige nichtkonvexe - diese miissen jedoch sternférmig
sein - Gebiete konstruieren kann.

1. Radiale Strahlen. Gegeben sei ein nicht-leeres konvexes Gebiet. Wir fixie-
ren einen beliebigen inneren Punkt. Wir verbinden ihn durch Geraden mit den
Knoten des Randes, und fiihren die Geraden ins Unendliche. Genauso kann man
Strahlen fiir sternférmige Nichtkonvexe Gebiete konstruieren, da die Verbindung
des inneren Punktes mit den Knoten den Rand nur einmal durchquert.

2. Verallgemeinerte normale Strahlen. Gegeben sei wieder ein nicht-leeres konve-
xes Gebiet. Konstruiere fiir alle Knoten, bis auf einen, beliebige Strahlen. Der

letzte Strahl wird wie folgt konstruiert:
(1) Fixiere einen beliebigen Punkt auf einem beliebigen Strahl.

(2) Zeichne von diesem Punkt aus zwei parallel zu den Kanten des Polygons

verlaufende Linien, die die anderen Strahlen treffen. Der Treffpunkt wird als



5.2. SEMIDISKRETISIERUNG DES AUSSENRAUMPROBLEMS IN 2D 73

Abbildung 5.6: Konstruktion radialer Strahlen fiir konvexe Gebiete. (Bild aus

[21])
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Abbildung 5.7: Konstruktion normaler Strahlen fiir konvexe Gebiete. (Bild aus

[21])

neuer Punkt angenommen und die Prozedur fortgesetzt.

(3) Der letzte Strahl wird nun durch den Schnittpunkt der vorher konstruier-

ten Linien gezeichnet, diese Konstruktion erfiillt die Bedingung der geometrischen
Ahnlichkeit.

Lemma: Die beiden oben angegebenen Konstruktionen liefern eine zuldssige

Menge der geraden Strahlen.

Wir definieren, was eine zuléssige Zerlegung Q = {Q1, Qa, ..., Qn} von ey
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N,
s 4

Abbildung 5.8: Abbildung eines halb-unendlichem Referenzrechtecks auf den Au-
Benraum. (Bild aus [21])

ist.

Definition: Fine auf geraden Strahlen basierende Zerlequng Q heifit zuldssig,
falls die folgenden FEigenschaften zutreffen:

(1) Zwei Knoten von jedem @); sind auch Knoten von 0.

(2) UNL1Q; = Qe

(3) Falls i # j , dann ist der Durchschnitt Q; N Q; entweder leer oder besteht aus
einem geraden Strahl, der den Knoten aus 0€2;,; mit dem Unendlichen verbindet.

Dann ist dieser Knoten ein gemeinsamer Punkt von QQ; und @);.

Wir betrachten das halb-unendliche Viereck Qg-m’y) als das Bild eines halb-
unendlichen Einheitsvierecks Qf’m (Abb. 5.8)

(loc) v (&, ) (mvy)
Q;% Q" — QY (5.6)

J
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wobei Q;loc) den j-ten Diffeomorphismus bezeichnet. Die lokalen Abbildungen

werden so konstruiert, dass die globale Abbildung

Q: 5 — g

ein Homoomorphismus ist und zusétzlich die Bedingungen
(1) @ ist mindestens zweimal in ¢ stetig differenzierbar,

(2) @ ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar in
erfiillt.

Im Folgendem geben wir eine Darstellung fiir die j—te lokale Abbildung Qg-loc),
vergleiche dazu (Abb. 5.8). Wir betrachten das halbunendliche, grau markierte
Viereck in (Abb. 5.8). Dieses Viereck ist durch das Segment pips, p1,po € P
und durch die Strahlen gy, g» begrenzt. Seien g; und g die Einheitsvektoren der

Strahlen g;und g,. Dann besitzen sie folgende Parameterdarstellungen:

an(r) = m+7H
Go(T) = pa+y7G, T E Ry

Sei 7 der BEinheitsnormalenvektor zu pips. Aufgrund der geometrischen Ahnlich-

COs &1
cos a2

keit wahlen wir v so, dass gigs L7 gilt und erhalten so v = . Wir ersetzen
den Parameter 7 durch eine neue Abstandsvariable £ = 7 cos ;. Dadurch erhal-

ten wir eine symmetrische Form der Parameterdarstellungen:

() = pl+§coia1§1

92(6) = p2+<C€ 527 €ER+7

0S (9

wobei der Parameter ¢ das stetige Ineinandergehen der lokalen Koordinatensy-
steme sichert. Mit Hilfe der Parameterdarstellungen wird jeder Punkt auf den
Strahlen g;und g durch die Abstandsvariable £ festgelegt. Um auch die Punk-
te, die zwischen den Strahlen liegen, darstellen zu konnen, fiihrt man eine neue

Variable n ein. Wir treffen folgende Festlegungen:
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m:=mn ‘gl und 75 1= 7 ‘92 .

Dann erhalten wir fiir einen Punkt p(x,y) € Qg-m’y)

_ n—" _
P(@,9) = (&) + 5 — ~(6:(8) — 1 (8)).

Mit den Einheitsvektoren ¢; und g, in kartesischen Koordinaten

. Cos g . COoS Qg
1= . g2 = .
SN ¢ SIn (o

erhalten wir

(m) = Q&) mit (5.7)
(loc) _ _nh—m T S COS ¥y
Q; (&) (1 772 —m) K N ) t oo ( o )] (5.8)

—_ T COS
o K 2>+ 3 ( ) a2>]. (5.9)
T2 — M Yo ¢cosag \ sin s

Lemma: Die Abbildung Qg-loc) : Qgg’”) — Qg-z’y) ist ein lokaler C'™° — Diffeomorphismus.

Den Beweis findet man in [21].

Korollar: Sei Q&7 = Ué\[:l@;é’”) und QY = U;V:ng-I’y). Die zusammenge-

ext

setzte Abbildung

Q: Qg’;}) N Q(m,y)

ext

die aus den einzelnen lokalen Abbildungen (5.7) fiir die Segmente j = 1,..., N
besteht, ist ein Homdéomorphismus, falls ein Skalenparameter aus der Menge

{C1y .-s ¢} gegeben ist z.B. ¢; und ein anderer (;y, eine Winkelbedingung

Cj+1 CoOS (541 = Cj COS ¥y 5
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erfiillt, wobei 7 und j 4+ 1 die benachbarten Segmentindizes bezeichnen.

Den Beweis findet man in [21].

Finite-Elemente-Diskretisierung:

Da wir unseren Aufenraum nicht in Dreiecke zerlegen kénnen, werden wir
auch die Kantenelementkonstruktion fiir die Dreiecke, wie sie beim Innenraum-
problem auftauchten, nicht verwenden. Wir werden hier lokale Kantenelemente

auf den unendlichen Segmenten vorgeben.

Zu beriicksichtigen ist: Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes
beim Ubergang zwischen den Segmenten ist stetig. Das semi-diskrete elektri-
sche Vektorfeld E(£,n) in jedem Streifen Qg-’g’") bezeichnen wir mit £, (&, 7). Wir

machen den diskreten lokalen Produktansatz

En(&m) = 2_: () ug(§)

mit den Kantenelementen (7). Sie haben auf den Kanten konstante Tangential-

komponenten, welche die Stetigkeit von Ep (&, 1) bei Segmentiibergéingen sichert.

Wir betrachten die Sesqulinearformen getrennt. Aus dem lokalen Produktan-

satz folgt

AgxOceur(&) = an(vig, Vi pOectis)
1
—1
= |up —/ dnu; y vy, ) OeeUlg.
( \J] r, nVkmn 133

(Genauso erhalten wir

AinOcug(§) == a

- ! (_|_J‘/I‘ Vs,V + (afm)/l; Uim”’m) gty
0 n
B 1
—pt <|_J\/r Ui,nanvk,vf) Og .
n

SchlieRlich berechnen wir die FE-Matrix, die zu ug(€) gehort,
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Ao,ikuk = Qg

= pt (%” /Fn OnVi,e0nVg e — (85‘%) An vi,nanvk,§> Uy,
+wle A EY . g7Y g TE5m) | J | dn.
"
Lineare C°—Elemente
Die Kantenelemente auf einem Einheitssegment sind: o, = (0,1)%, 4 =
(n,0)T, ¥3 = (1—n,0)T. Wir werden die Assemblierungsmatrizen fiir das Einheits-
element angeben. Wir setzen unseren Ansatz in die obige Variationsgleichung ein

und erhalten fiir das Einheitssegment

AbDeeti(€) + AlOgu(€) + Abu(€) = 0 (5.10)
mit
u1(§)
ﬂ(f) = U2(5)
us(§)
und

_ 3
A = Z / Vi, Uk, 7]
k):

_ 3
Ajl =y a4‘f|']| 1 Zh/ Uznvlc,'l]dn

i,k=1

3
71 | J [ 1 Z/ Vi O Ur,d
k;:
3
-1 ‘ J‘ 1 Z / 8 vz,gvkﬂ,dn
k;:
A = —p O T Z/vmavkgdn
i,k=1

1
I Z E/o i, Oyug,edn
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+wk | EY 008 | T dn.

Ty

Um die lokalen Matrizen zu berechnen, geben wir die Jakobimatrix J und die

Determinate | .J | an. Weder J noch | J | hiingen von der Wahl des Ursprungs

der &, n— oder der z, y—Koordinatensysteme ab. Wir setzen ohne Beschriankung

der Allgemeinheit 1 =20 =0, = 0,2 = h,m = 0,10 = h, 81 = —1, Bo = o.

Unter Verwendung der Abkiirzungen a; = tan oy, as = tanasp, und a = tanaoy +

tan o, erhalten wir

z 0
J = < ’
_1_?16“ +%ax 1+ fza
¢ _ ¢h{—a1+na)
J1l = h¢+a€
0 & ’
h¢{+a€
<-2 + (Ch)2(fa1+;7a)2 (Ch)2(7a1+277a)
17T _ R+ h(+ag):
S = ¢h)? (fcfﬁanga) ( Cghag)
(h¢+a€)? (h¢+ag)?
Es folgt
h¢ +&a
T —
h¢
h(?
J ‘,1 — C
h¢ + &a
und
hi{+€a + h(fa1+17a)2 h(—a1+na)
JIt = h h¢ taé hC taE
h(—a1tna) h -
h{+ag h¢+at
. 3 — 2 —
Mit den Abkiirzungen gy; = 25 4 L h‘éﬂ:;’é“) , G1o = Go1 = thjr_;?a)

erhalten wir fiir A?:

) 3
Ay = —uO T Y [ viadnedn

ik=1

_ h
7922—W
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3
I PARDY / Oy i, O Uk, cdn
ik=1"1"

+w’e (Z h /r Vk,e9110i e + Uk eG12Vig + VknG21Vie + Uk,n9227)i,nd77>
2 ]

Basierend auf diesen Ergebnissen berechnen wir jetzt die elementaren FE-Matrizen.
Wir kennzeichnen im Folgenden die Matrizen und die Gréken A, aq, as,a, und ¢
mit einem Index j und die Matrizen mit einen oberen Index (j) um anzudeuten,
dass die Grofen zu Q;E’") gehoren und sich dndern bei Anderung der lokalen Ge-
biete.

Wir erhalten also:

Lokale Assemblierungsmatrizen:

100
. h2(¢2
Agj):_ J>7 000
hiCi + Ea;
155 805 00 0
100 1 -1
AP = S ;000 |- i 0 0
hiCi + Ea; hiCi + Ea;
(JCJ J) 0 0 0 JCJ 5 7 _1 0
0 0 0
A9 ahi¢; S _lo 1 4
(hiG + €aj)? hi; + €aj 0 -1 1

o O O
[ N
|
DOOH
Wik ol O S
+

2 1
+w 5(hjCj+£aj) 0 3
1
6
_a g _w ja

tuwte—1 | _wie 8 weyd 4 wayd

(h,¢; + €a;) > T3 372 TF § T8 T

I PNl lage U _wme @ 4 Tue @

2 T8 6 6 5 3 6 T30
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Wir erhalten schliefslich in formaler Schreibweise die lokale Approximation

lok.A ; ; -
o + a1 + ao © _pPI‘OX A%ngﬂ(f) + A{@gﬂ({) -+ Aﬁ)ﬂ(f) (511)
Die globale Systemmatrix
Aezt = Aoti(&) + A10¢U(E) + Ar0gcti(€) (5.12)

erhélt man, in dem man die lokalen Assemblierungsmatrizen, wie in FE-Methoden
iiblich ist, assembliert.

Die Matrizen héingen von der Groke (h;(; + £a;) ab, die eine abstandsabhéngige
Breite £(£) in jedem Segment darstellt. Wir beabsichtigen analog wie in [21] den
rechten Ausdruck von (5.11) durch eine Summe iiber Matrizen zu berechnen, die
neben der Ableitungsordnung auch die Ordnung von (h;(;+&a;) beriicksichtigen.
Wir fiihren die Matrizen Mi(f;) € R¥3

i ( 3 (hiG + faj)"Mi’;)> OLu(€) = AbDgcti(€) + ALO:U(E) + Abu(¢)  (5.13)

=0 \i=_2
ein, wobei
01 -1
My = ahZl 00 0 |,
0 0 0
1 0
MS’CQ),l = ajhjgjg 00 ,
0 0
0 0
M%, = ¢lo 1 -1,
-1 1
0 -1 1 —5+3 —5+5
MB, = -3 0 0 |+w?h?| —4 4o 9 _aaie 9 aa,
-1 0 s Ty oy
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M%, = —h3

o o o

0
Ml(fco) = we| 0
0

~— O O O

orw~ o S © =
Wk o= O

Fiir alle anderen Matrizen gilt MZ(’];) =0.

Innere Struktur von (5.13) bei uniformen Gittern

Wie im Kapitel 4.3 fiir Parallelstreifen und Zylinderkoordinaten werden wir
auch hier fiir unsere 2D-Transformation (5.7) hinsichtlich der Beziehung der
Normalen- und Tangentialkomponente miteinander analoge Aussagen erhalten.
Dazu treffen wir eine wichtige Vorraussetzung. Wir werden das Resultat fiir uns-
forme Gitter zeigen, d.h. wir haben h; = h = const, Vj und (; = ¢ = const, Vj.
Eingesetzt in (5.13) und einmaliges Dividieren durch (h¢ + £a) ergibt sich

> (i (h¢ + gavM,{’;)) u(¢) (5.14)

mit den jeweiligen lokalen Matrizen MZ(,I;) Aus diesen Matrizen gelangt man
durch Summation iiber alle Segmente zu den Systemmatrizen Mi(f;)’sys, die wir

hier nicht explizit angeben werden. (5.14) wird zu

0

2
> (Z (hC + fa)iMi(,'g“-)’sys) dga(¢), (5.15)
j=0 \i=—3

wobei

UN&(f)
un f)

Wir werden bei unseren Uberlegungen lediglich die lokalen Matrizen heranzie-
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hen, woraus die innere Struktur von Mi(,’;-)’sys weitgehend ersichtlich ist. Eine

Mnn Mn _"I'L
) =, (5.16)
My, My Uy

verdeutlicht die innere Struktur von (5.15) besser. Dabei bezeichnen M, bzw.

Umordnung von (5.15),

My die Matrizen mit reinen Normalenkomponenten bzw. reinen Tangentialkom-

ponenten. Die Definition von M,,, wird z.B. durch Mgkl)’o, Ml(fco) und den rechten

Summanden von Mgkl)’l motiviert. Die Matrizen M,,; bzw. M, enthalten sowohl

(k)

Normalen- als auch Tangentialkomponenten. Es wird M,; durch M“7, vorgege-

ben.
Wir betrachten die erste Zeile von (5.16):

Mnnun = —MpUy

Mit den Abkiirzungen

4 _way e 8 waeya \W
ML = A2 3 2 5 6 6 20
nn - (I2 2 a2 2 ’
4 _wme o _1_7a1a+a_
6 6 20 3 6 30
1 1 SYs
M, = ¢
nn ?
-1 1
11 1
3 6 0 3
12 1 :
101\ SUs 6 3 6
3 = 3 6 _ 1 2
Mnn - 11 - 0 6 3 0 y
6 3 . .
3 0

wobei die Matrizen mit einem oberen Index sys die dazugehorigen globalen Sy-

stemmatrizen bezeichnen, erhalten wir

1 1
2 1 - 2 - 2_ 273 =
we——--omM, iy — M, Uy +wEM, U, =T, 5.17
(h¢ + £a)” (h¢ + £a) (517
wobei die rechte Seite durch r := —M,,;u; definiert ist.

Wir unterwerfen (5.17) einer Laplace-Transformation
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1
wel <(h< T €a)?

und erhalten mit der Regel (4.34)

1

w25/ ds,eC M (61 — SYML Gty (51) (5.18)
—/ ds1eCOMNM2 G (s1) + w e M2 ity (s) = 7, (5.19)

wobei die Grofen mit einen Dach wie iiblich die Laplace-Transformierte dieser
Grofken bezeichnen. Hier haben wir es im Gegensatz zu den Zylinderkoordinaten

mit einem System von Volterra-Integralgleichungen

F(s)=G(s) + /500 K(s,81)F(s1)dsy (5.20)

zu tun, wobei

K (s,51) = [Mg,] {51 = )My = —— My, Jels—snC,

Bemerkung:

(1) Die Umformulierung von (5.18,5.19) zu (5.20) ist moglich, weil M2, positiv
definit und damit invertierbar ist.

(2) Aus der Theorie der Volterra-Integralgleichungen fiir Systeme ( Theorem
3.12 aus [14]) erhilt man Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit der Lisung
F(s), falls der Koeffizient G(s) und der Integralkern K (s, s;) beide beschrénkt
(in einer Matrixnorm) sind und ihre Matrixnorm durch eine stetige Funktion ma-

jorisiert wird.
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Zur Beschrdinktheit von G(s):

Die Matrix [M2 ]! ist endlichdimensional und enthilt konstante und be-
schriinkte Eintréige. Es folgt, dass [M2,] ! beschrént ist.
Zur Beschrdinktheit von K(s,s1):

Auch die Matrizen Mnln und Mfm sind beide endlichdimansional und besitzen

konstante und beschréinkte Eintrige; damit folgt die Beschrénktheit von K (s, s1).

Wir benétigen aber die Analytizitit der Losung F(s). Durch eine einfache Erwei-
terung des Theorems 38.12 aus [14] unter Beriicksichtigung bzw. der Kombina-
tion mit dem Theorem 8.6 aus [14] erhalten wir die gewiinschte Analytizitit
von F(s). Bei dieser Uberlegung haben wir natiirlich auch die Analytizitit der
Exponentialfunktion e "¢ und der Polynomfunktion (s — s;) mitberiicksich-
tigt.

Wir wissen, dass 7 ein Integralausdruck ist, der samt Exponentialfunktion und
der Polynomfunktion die Tangentialkomponente &’t und eine beschrankte Matrix
enthilt. Ist die Tangentialkomponente i, analytisch, so erhilt man die Analyti-
zitat von G(s).

Mit den obigen Uberlegungen erhiilt man insgesamt die Existenz, Eindeutigkeit

und die Analytizitit fiir F(s) = @,(s1). Damit folgt das wichtige

Resultat: Erfiillt die Tangentialkomponente i@, die Polbedingung, so erfiillt die

Normalenkomponente &n ebenfalls die Polbedingung.
Somit erhalten wir ein analoges Resultat wie im Kapitel 4.3.

Satz: Unter den Voraussetzungen

(a) gegeben sei die Transformation (5.7) und eine uniforme Diskretisierung des
Aufenraumes,

(b) es existiert eine Losung von (5.17),

(c) die Tangentialkomponente i, erfillt die Polbedingung

folgt, dass die zugehorige Normalenkomponente i, die Polbedingung erfillt.

Bemerkung: Der Satz ist nicht mehr so trivial wie bei den “Parallelen Streifen”

oder wie bei den Zylinderkoordinaten. Dort hatten wir es mit orthogonalen Ko-
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ordinatensystemen zu tun, wobei J*.J eine Diagonalmatrix war. Hier haben wir
es mit einer komplizierteren Abbildung zu tun. Es ist J7.J keine Diagonalmatrix

mehr.
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5.3 Kopplung des Innenraumproblems mit dem

Aullenraumproblem

Wir sind jetzt in der Lage, das gesamte diskrete Problem zu assemblieren. Wir
geben hier einen Uberblick, wie dies geschieht. Niheres dazu findet man in [21].
Schritt 1: FE-Diskretisierung des schwachen Innenraumproblems (5.4): A, :=
Aip.

Schritt 2: FE-Diskretisierung der schwachen Aufenraumformulierung (5.12) er-
gibt A.;;. Laplace-Transformation von (5.12) beziiglich der Abstandsvariablen
Aemt, anschlieflende Diskretisierung beziiglich der Abstandsvariablen im Laplace-
Raum A;t. Dies kann auf viele unterschiedliche Weisen geschehen. Damit erhilt
man Ay = ;1;5.

Schritt 3: Formulierung der Kopplungsbedingung wie im Kapitel 3.2.3 als Reelle
-Achsen-Methode (3.34). Anschliefende Diskretisierung im Laplace-Raum Ag,.
Die Diskretisierung der Reelle-Achsen-Methode kann auf viele verschiedene Arten
erfolgen. Moglich ist eine Diskretisierung mit Hilfe der Spline-Funktionen; auf
diese Methode wird in |21] ausfiihrlich eingegangen. Andere Diskretisierungsme-
thoden sind verschiedenartige Kollokationsmethoden der numerischen Integrati-
on. Neuerlich wird auch mit der Methode der Fourier-Moden diskretisiert.
Schritt 4: Lose simultan das Innenraumproblem (im Ortsraum) und das Au-

Kenraumproblem (im Laplace-Raum):

A O
A = 0 A22
0 Aj



Kapitel 6
Zusammenfassung

Eines der Hauptziele dieser Arbeit war die Herleitung einer “angemessenen” For-
mulierung des Aufenraumproblems der Maxwell-Gleichungen, die die Anwen-
dung der Polbedingung ermdéglichen sollte. Dazu haben wir den Aufsenraum
einer verallgemeinerten Kugelkoordinatentransformation unterzogen. Wir erhiel-
ten eine Formulierung, die “schwach” in den verallgemeinerten Winkelvariablen
und “stark” bzw. “klassisch” in der Abstandsvariable ist. Weiter ergab die Un-
tersuchung der inneren Struktur der Formulierung in Zylinderkoordinaten das
nichttriviale Resultat, dass es ausreicht, die Polbedingung nur an die Tangential-
komponente der Aulenraumlésung zu stellen. Die Normalenkomponente erfiillt
die Bedingung dann notwendig. Wir gehen davon aus, dass diese Aussage auch
fiir allgemeinere orthogonale Koordinatensysteme gilt. Dies bleibt aber noch zu
zeigen. Ein anderes Ziel war die Diskretisierung des Aufenraumproblems in 2D.
Wir verwendeten eine Parametrisierung des Aukenraumes, die zum einen allge-
mein genug ist, um moglichst viele Arten von physikalischen Problemstellungen
behandeln zu kénnen und die zum anderen das wichtige analoge Resultat wie bei
den Zylinderkoordinaten im R? liefert, dass es ausreichend ist die Polbedingung
nur an die Tangentialkomponente der diskreten Aufenraumlosung zu stellen. Die
Parametrisierung des Aufenraumes ergab halbunendliche Rechtecke (Streifen).
Die Kantenelemente, die im Falle des Innenraumproblems fiir Dreiecke (Triangu-
lierung) angegeben wurden, haben wir fiir halbunendliche Rechtecke nicht ver-
wenden konnen. Stattdessen haben wir Kantenelemente vorgegeben, die auf die
Kanten der halbunendlichen Rechtecke zugeschnitten waren. Mit diesen Elemen-

ten haben wir dann die Assemblierungsmatrizen fiir den Auflenraum berechnet.

89
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Zusammen mit den berechneten Assemblierungsmatrizen und der diskretisierten
Polbedingung erhilt man ein Gleichungssystem fiir das Gesamtproblem (Innen-
raumproblem im Ortsraum und Aufenraumproblem im Laplace-Raum), das man
dann einfach implementieren kann. Dadurch 148t sich das Innenraumproblem und

Aufenraumproblem simultan 16sen.



Literaturverzeichnis

]

2]
13]

4]
[5]

6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

J.P. Berenger. A Perfectly Matched Layer for the Absorption of Electroma-
gnetic Waves. 1994.

Dietrich Braess. Finite Elemente. Springer-Lehrbuch, 1991.

Colton.Kress. Inverse Acoustic and Electromagnetic Scattering. Springer
Verlag, 1997.

Diedrich.Remmert. Funktionentheorie I. Springer Verlag, 1972.

G. Dotsch. Handbuch der Laplacetransformation Bd:1-3. Birkhauser, Basel,
1972.

Torsten Fliessbach. Elektrodynamik, Lehrbuch der Theoretischen Physik I1.
Spektrum Akademischer Verlag, 2000.

Girault.Raviart.  Finite Element Methods for Navier-Stokes Equations.
Springer Verlag, 1986.

Walter Greiner. Klassische Elektrodynamik, Theoretische Physik Band 3.
Harri Deutsch, 1991.

W. Hackbusch. Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen.
Teubner Studienbiicher, 1985.

R. Hiptmaier. Finite elements in computational electromagnetics. Acta
Numerica, Volume 11, 2002.

I. Thlenburg. Finite Element Analysis of Acoustic Scattering. vol.132 of
Applied Mathematical Sciences,Springer Verlag, 1998.

91



92 LITERATURVERZEICHNIS

[12] Charles Kittel. FEinfiihrung in die Festkérperphysik. R.Oldenburg Verlag,
1988.

[13] Klein.Furtak. Optik. Springer Lehrbuch, 1988.

[14] Peter Linz. Analytical and Numerical Methods for Volterra Equations. STAM
Philadelphia, 1985.

[15] J.C. Maxwell. Treatise on electricity and magnetism. unbekannt, 1873.

[16] Peter Monk. Finite Element Methods for Mazwell’s Equations. CLAREN-
DON PRESS.OXFORD, 2003.

[17] J.C. Nedelec. Acoustic and Electromagnetic Equations. Springer, 2000.
[18] Pedrotti.Bausch.Schmidt. Optik, Eine Einfihrung. Prentice Hall, 1996.

[19] F. Rellich. Eigenwerttheorie  partieller  Differentialgleichungen.
Math.Inst.Univ.Gottingen, 1952,

[20] K Sakoda. Optical properties of Photonic Crystals. Springer Series in Optical
Sciences Vol.80, 2001.

[21] Frank Schmidt. Habilitationsschrift: A New Approach to Coupled Interior-
Exterior Helmhotz-Typ Problems: Theory and Algorithms. ZIB, Freie Uni-

versitat Berlin.

[22] Arnold Sommerfeld. Partielle Differentialgleichungen der Physik. Verlag
Harri Deutsch, 1947.

[23] C.M. Soukoulis. Photonic band gap materials. NATO ASI Series E315,
1996.

[24] C.M. Soukoulis. Photonic crystals and light localization in the 21 st century.
NATO ASI Series C563, 2001.

[25] A. Walsleben. Whitney-Elemente zur Diskretisierung der Mazwell-
Gleichungen in inhomigenen Medien. Diplomarbeit, Freie Universitit Berlin,
1996.

[26] H. Whitney. Geometric Integration Theory. Princeton University Press,
Princeton, 1957.



LITERATURVERZEICHNIS 93

Eidesstattliche Erkldrung;:
Hiermit erklire ich an Eides Statt, diese Diplomarbeit selbstindig und unter aus-
schlieklicher Verwendung der in der Arbeit bezeichneten Hilfsmittel angefertigt

zu haben.

Berlin, den



